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i



Agradecimentos

Meus sinceros agradecimentos a todos que de alguma forma contribúıram para
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Edite, Emilio, Paulo, Leandro e Cléber pelas conversas e trocas de conhecimentos,

e outras coisas mais.

- Ao CNPq, pela bolsa concedida durante os anos do curso.
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Resumo

Nesta tese caracterizamos completamente ideais primos, primitivos e maximais

em certos subanéis graduados de anéis de polinômios, que chamamos de subanéis

admisśıveis. Obtivemos uma correspondência biuńıvoca, via contração, entre certas

subfamı́lias de ideais primos, primitivos e maximais de R[x] e certas subfamı́lias

de ideais primos, primitivos e maximais de subanéis admisśıveis, respectivamente.

Também caracterizamos ideais primos e maximais em subanéis admisśıveis com

várias variáveis. Ainda, estendemos alguns resultados sobre anéis de Jacobson para

anéis admisśıveis e generalizamos alguns resultados obtidos em subanéis admisśıveis

para certos subanéis de skew anéis de polinômios.
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Abstract

In this thesis we completely characterize prime, primitive and maximal ideals in

certain graded subrings of polynomial rings, that we call of admissible subrings.

We obtain via contraction a one-to-one correspondence between certain subfamily

of prime, primitive and maximal ideals of R[x] and certain subfamily of prime,

primitive and maximal ideals of admissible subrings, respectively. We also characte-

rize prime and maximal ideals in admissible subrings with several variables. We also

extend some results about Jacobson rings for admissible rings and we generalize some

results obtained in admissible subrings for certain subrings of skew polynomial rings.
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Introdução

Nesta tese estudamos ideais primos, primitivos e maximais em certos subanéis

de anéis de polinômios.

No Caṕıtulo 1, introduzimos pré-requisitos necessários para o desenvolvimento

do trabalho. Há uma seção sobre conceitos básicos na teoria de anéis e outra seção

sobre anéis de quocientes de Martindale.

Os ideais primos em anéis de polinômios sobre anéis não necessariamente co-

mutativos foram completamente caracterizados por Ferrero em [6]. Posteriormente,

Cisneros, Ferrero e Conzáles em [3], estenderam os resultados de Ferrero obtidos em

anéis de polinômios para skew anéis de polinômios.

O estudo de ideais maximais em anéis de polinômios foram iniciados por Ferrero

em [7]. Neste trabalho são obtidas condições para a existência de ideais maximais

de anéis de polinômios.

Em [19], Puczylowski e Smoktunowicz completaram a caracterização de Ferrero

sobre ideais maximais em anéis de polinômios.

No Caṕıtulo 2, dado um anel R, definimos subanéis admisśıveis de R[x], como

anéis T da seguinte forma

T = S0 + S1x + ... + Sn−1x
n−1 + R[x]xn,

onde S0 é um subanel de R e S1, ..., Sn−1 são subgrupos aditivos de R. Estudamos

ideais primos, primitivos e maximais em subanéis admisśıveis. Obtivemos resultados

similares aos resultados obtidos para anéis de polinômios usuais.

Na primeira seção, descrevemos completamente os ideais primos de T. Obtivemos

que P é um ideal primo de T com R[x]xn * P se, e somente se, existe um ideal

primo L de R[x] com R[x]x * L tal que L ∩ T = P .

Se R[x]xn ⊆ P , então P = (P ∩S0)+S1x+ ...+Sn−1x
n−1 +R[x]xn, onde P ∩S0

é um ideal primo de S0. Estes resultados são fundamentais nas provas dos princi-
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pais resultados deste trabalho. Esta correspondência define uma correspondência

biuńıvoca, via contração, entre os ideais primos de R[x] não contendo R[x]x e os

ideais primos de T não contendo R[x]xn.

Na segunda seção, caracterizamos completamente os ideais maximais de T . Estes

resultados generalizam vários resultados em [7], [9] e [19]. Obtivemos uma corres-

pondência biuńıvoca, via contração, entre o conjunto de todos os ideais L de R[x]

tal que R[x]x * L e R[x]/L é simples com identidade e o conjunto de todos ideais

M de T tal que R[x]xn * M e T/M é simples com identidade.

Na última seção, estudamos ideais primitivos à direita (à esquerda) de T . Como

nas seções anteriores obtivemos uma correspondência biuńıvoca, via contração, entre

o conjunto de todos os ideais primitivos de R[x] não contendo R[x]x e o conjunto

de todos ideais primitivos de T não contendo R[x]xn.

Watters em [21], mostrou que se cada ideal primo de um anel R é uma intersecção

de ideais primitivos, então cada ideal primo de R[x] é uma intersecção de ideais

primitivos de R[x].

Posteriormente, Ferrero e Parmenter em [8], estenderam o resultado de Watters

para uma classe mais geral de ideais primos no lugar de ideais primitivos.

No Caṕıtulo 3, generalizamos o resultado de Ferrero e Parmenter em anéis de

polinômios. Além disso, estendemos o resultado para anéis admisśıveis.

Na Caṕıtulo 4, caracterizamos ideais primos e maximais em subanéis admisśıveis

de anéis de polinômios com várias variáveis. Estes resultados generalizam alguns

resultados em [9].

No Caṕıtulo 5, estendemos alguns resultados obtidos nas duas primeiras seções

do Caṕıtulo 2, para certos subanéis de skew anéis de polinômios. Estes resultados

generalizam alguns resultados em [4].
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Caṕıtulo 1

Pré-Requisitos

O objetivo deste caṕıtulo é apresentar alguns resultados básicos que precisaremos

nos caṕıtulos posteriores. Mais detalhes podem ser obtidos na bibliografia deste

trabalho.

1.1 Noções Gerais

Seja R um anel associativo, mas não necessariamente com identidade. Quando

um ideal I de R for bilateral, diremos simplesmente que I é um ideal de R. Um

anel R é chamado simples se seus únicos ideais são os triviais, ou seja, (0) e R.

Seja N o conjunto dos números naturais, incluindo o zero. Um anel R é dito

N-graduado se R =
⊕

i∈N Ri, a soma direta de subgrupos aditivos Ri de R, com

RiRj ⊆ Ri+j para cada i, j ∈ N. Claramente R0 é um subanel de R.

Um ideal P de R é dito um ideal primo de R, se para quaisquer ideais I, J de

R com IJ ⊆ P , então I ⊆ P ou J ⊆ P . Um anel R é dito primo se (0) é um ideal

primo de R.

A próxima proposição estabelece as equivalências mais usuais de ideais primos e

a sua demonstração pode ser encontrada em ([14], Proposição 10.2).
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seção1.1 4

Proposição 1.1 Seja P um ideal de R. As seguintes condições são equivalentes:

(i) P é um ideal primo de R.

(ii) Se a, b ∈ R e aRb ⊆ P , então a ∈ P ou b ∈ P .

(iii) Se I e J são ideais de R tais que I ⊇ P , J ⊇ P e IJ ⊆ P , então I = P ou

J = P .

(iv) Se I e J são ideais à direita de R tais que IJ ⊆ P , então I ⊆ P ou J ⊆ P .

(v) Se I e J são ideais à esquerda de R tais que IJ ⊆ P , então I ⊆ P ou J ⊆ P .

Consideremos R[x] o anel de polinômios sobre R. Um ideal L de R[x] é chamado

R-disjunto se L 6= 0 e L ∩R = 0.

O seguinte lema é bem conhecido e sua prova pode ser encontrada em vários

trabalhos, por exemplo ver ([18], Corolário 2.13).

Lema 1.2 Sejam R um anel primo e L um ideal R-disjunto de R[x]. Então as

seguintes condições são equivalentes:

(i) L é um ideal primo.

(ii) L é maximal no conjunto dos ideais R-disjuntos de R[x].

Um anel R é chamado von Neumann regular se para cada a ∈ R existe um r ∈ R

tal que ara = a.

Dado um subconjunto S de um anel R, o anulador à direita de S em R é, por

definição, o ideal à direita de R, Annr(S) = {r ∈ R | Sr = 0}. O anulador à

esquerda de S em R é definido analogamente.

Um anel R é dito fortemente primo à direita se todo ideal não nulo de R contém

um subconjunto finito cujo anulador à direita é igual a zero. Um ideal I de R é

fortemente primo à direita se R/I é um anel fortemente primo à direita. De forma

análoga é definido um anel e um ideal fortemente primo à esquerda. Não é dif́ıcil
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mostrar que cada ideal fortemente primo à direita (esquerda) de um anel R é um

ideal primo de R.

Um anel R satisfaz a condição de cadeia ascendente (ACC) sobre ideais à direita

(esquerda), se dada uma cadeia qualquer de ideais à direita (esquerda) I1 ⊆ I2 ⊆ ...,

existe um inteiro positivo k tal que Ik = Ik+1 = ....

A condição de cadeia descendente (DCC) sobre ideais à direita (esquerda) pode ser

definida de maneira análoga, apenas invertendo o sentido das inclusões.

Um anel R é dito Noetheriano à direita se R satisfaz a condição de cadeia as-

cendente sobre ideais à direita de R. Um anel R é dito Artiniano à direita se R

satisfaz a condição de cadeia descendente sobre ideais à direita de R. De maneira

semelhante é definido um anel Noetheriano (Artiniano) à esquerda.

Um ideal à direita (esquerda) I de R é dito essencial se I ∩ J 6= 0 para qualquer

ideal à direita (esquerda) não nulo J de R.

Seja Zr(R) o conjunto consistindo de todos os elementos a de R tais que Annr(a)

é um ideal à direita essencial de R. É fácil ver que Zr(R) é um ideal de R, que será

chamado ideal singular à direita de R.

Um anel R é dito não singular à direita se Zr(R) = 0. De maneira análoga é

definido um anel não singular à esquerda.

Uma famı́lia F de ideais à direita (esquerda) de um anel R é chamada indepen-

dente se I0 ∩ (I1 + ... + In) = 0 para todos elementos distintos I0, ..., In ∈ F .

Um anel R tem dimensão de Goldie à direita finita se R não contém uma famı́lia

independente infinita de ideais à direita. Caso contrário R tem dimensão de Goldie

à direita infinita. De modo similar é definido a dimensão de Goldie à esquerda finita.

Um anulador à direita (esquerda) de um anel R é qualquer ideal à direita (es-

querda) que é igual a um anulador à direita (esquerda) de algum subconjunto de

R.
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Um anel R é dito um anel de Goldie à direita se R tem dimensão de Goldie à

direita finita e se R satisfaz ACC sobre anuladores à direita de R. De forma análoga

é definido um anel de Goldie à esquerda.

Conforme ([10], Corolário 3.32), um anel R é primo de Goldie à direita se, e

somente se, R é não singular à direita e tem dimensão de Goldie à direita finita.

Um ideal à direita (esquerda) M de um anel R é dito um ideal modular à direita

(esquerda) em R, se existe um elemento b ∈ R tal que a − ba ∈ M (a − ab ∈ M)

para cada a ∈ R.

Um ideal P de um anel R é dito um ideal primitivo à direita (esquerda) em R,

se existe um ideal à direita (esquerda) modular maximal M tal que P = (M : R) =

{r ∈ R | Rr ⊆ M} ({r ∈ R | rR ⊆ M}). Pode-se mostrar facilmente que (M : R) é

o maior ideal de R contido em M . Um anel R é dito primitivo à direita (esquerda)

se (0) é um ideal primitivo à direita (esquerda) de R.

Conforme ([5], Lema 81), um ideal primitivo à direita (esquerda) de um anel R

é um ideal primo de R.

1.2 Anéis de Quocientes de Martindale

Esta seção contém a construção do anel de quocientes (à direita) de Martindale

de um anel primo. Mais detalhes podem ser obtidos em [2].

Sejam R um anel primo não necessariamente com identidade e U a coleção de

todos os ideais não nulos de R. Note que, se I, J ∈ U , então IJ ∈ U e I ∩ J ∈ U .

Se I é um ideal de R diremos que uma aplicação f : I → R é um R-homomorfismo

à direita se f é aditiva e f(ar) = f(a)r, para cada a ∈ I, r ∈ R. No que segue,

consideraremos ideais I ∈ U e R-homomorfismos à direita f : I → R.

Denotamos por Ω o conjunto de todos os pares (I, f), onde I ∈ U e f : I → R é



seção1.2 7

um R-homomorfismo à direita.

Em Ω, definimos a relação de equivalência como segue: Se (I, f), (J, g) ∈ Ω,

dizemos que (I, f) é equivalente a (J, g) ((I, f) ∼ (J, g)), se existir um ideal não

nulo H ⊆ I ∩ J tal que f |H= g |H . Podemos verificar facilmente que esta relação

é uma relação de equivalência e que pode ser definida de maneira equivalente como

segue: (I, f) ∼ (J, g) se, e somente se f |I∩J= g |I∩J .

Denotemos por Q(R) o conjunto quociente Ω/ ∼ e por [I, f ] a classe de equiva-

lência de (I, f), onde (I, f) ∈ Ω. No que segue, dotaremos Q(R) de uma estrutura

de anel de modo a podermos a considerar R ⊆ Q(R). Sejam [I, f ], [J, g] ∈ Q(R).

Definimos a soma e o produto em Q(R) por:

(i) [I, f ] + [J, g] = [I ∩ J, f + g], onde f + g : I ∩ J → R é definida de modo natural:

(f + g)(a) = f(a) + g(a), para todo a ∈ I ∩ J .

(ii) [I, f ].[J, g] = [JI, f ◦ g], onde f ◦ g : JI → R é definida por (f ◦ g)(a) = f(g(a))

para cada a ∈ JI. (Note que f ◦g está bem definida, pois g(JI) ⊆ I e assim f(g(a))

está bem definida)

É fácil verificar que estas operações estão bem definidas em Q(R), e mostrar o

seguinte.

Teorema 1.3 (Q(R), +, .) é um anel com identidade.

O anel definido acima é denominado anel de quocientes à direita de Martindale

de R . De forma análoga é definido o anel de quocientes à esquerda de Martindale

de R.

Vejamos como R pode ser mergulhado em Q(R). Se a ∈ R, denotamos por al

a multiplicação à esquerda por a, ou seja, al : R → R é definida por al(x) = ax

para cada x ∈ R. Claramente [R, al] é um elemento de Q(R), o qual denotaremos

simplesmente por al. A aplicação Ψ : R → Q(R) definida por Ψ(a) = al para cada

a ∈ R, é um homomorfismo injetor de anéis. Isto permite identificar R com sua
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imagem Ψ(R) em Q(R). Utilizando esta identificação, podemos supor R ⊆ Q(R) e

para cada a ∈ R, escrever al = a.

Os próximos lemas contém as propriedades mais importantes do anel Q(R).

Lema 1.4 Sejam R um anel primo e Q(R) o anel de quocientes à direita de Mar-

tindale de R. Então:

(i) R ⊆ Q(R).

(ii) Se I ∈ U e f : I → R é um R-homomorfismo à direita, então existe q ∈ Q(R)

tal que f(a) = qa, para todo a ∈ I.

(iii) Dados n elementos q1, ..., qn ∈ Q(R), existe um ideal I ∈ U tal que qiI ⊆ R,

para cada i = 1, ..., n.

(iv) Se q ∈ Q(R) e Jq = 0 ou qJ = 0, para algum ideal J ∈ U , então q = 0.

(v) Seja q ∈ Q(R). Se qR = Rq, então q é invert́ıvel em Q(R).

O centro de Q(R) é chamado o centróide estendido de R, e é denotado por C(R).

Pelo lema anterior, q ∈ C(R) se, e somente se, qr = rq para cada r ∈ R.

O anel gerado por R e C(R) é igual a RC(R). Este subanel é particularmente

importante, e é chamado o fecho central de R .

Um subanel de Q(R) que contém R é chamado de anel de quocientes à direita

de R. Claramente RC(R) é um anel de quocientes à direita de R.

Lema 1.5 Sejam R um anel primo e Q(R) o anel de quocientes à direita de Mar-

tindale de R. Então:

(i) Todo anel de quocientes à direita de R é um anel primo. Em particular, Q(R) e

RC(R) são anéis primos.

(ii) q ∈ C(R) se, e somente se, existe um ideal não nulo I de R e um homomorfismo

de R-bimódulos f : I → R tal que f(r) = qr, para todo r ∈ I.

(iii) C(R) é um corpo.
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A seguinte proposição caracteriza os ideais primos R1-disjuntos de R1[x], onde

R1 é um anel de quocientes à direita de um anel primo R. Em particular caracteriza

ideais primos R-disjuntos de R[x].

Proposição 1.6 ([6], Corolário 2.7) Sejam R um anel primo e R1 um anel de quo-

cientes à direita de R. Um ideal R1-disjunto P de R1[x] é primo se, e somente se,

P = Q(R)[x]f0 ∩R1[x], para algum polinômio mônico irredut́ıvel f0 ∈ C(R)[x].



Caṕıtulo 2

Ideais Primos em Certos Subanéis
Graduados de Anéis de Polinômios

Seja R anel associativo, mas não necessariamente com identidade. A finalidade

deste caṕıtulo é estudar ideais primos, primitivos e maximais em certos subanéis

graduados de anéis de polinômios. Isso foi estudado para anéis de polinômios usuais

em [6], [7], [9], [19] e [20].

É fácil verificar que todo subanel de R[x] contendo R[x]x é da forma S + R[x]x,

onde S é um subanel de R. Isso motiva a seguinte definição.

Definição 2.1 Seja R um anel qualquer. Um subconjunto T de R[x] é chamado

admisśıvel em x (ou simplesmente admisśıvel) se existe n ∈ N tal que

T = S0 + S1x + ... + Sn−1x
n−1 + R[x]xn,

onde cada Si é um subgrupo aditivo de R com SiSj ⊆ Si+j para todo

i, j ∈ {0, 1, ..., n− 1} e com Sm = R se m ≥ n.

Claramente, T é um subanel de R[x], S0 é um subanel de R e cada Si é um S0

sub-bimódulo de R.

O próximo teorema caracteriza os subanéis admisśıveis de R[x].

10
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Teorema 2.2 Sejam R um anel qualquer e T um subanel de R[x]. Então T é

admisśıvel se, e somente se, T é N-graduado contendo R[x]xn, para algum n ∈ N.

Prova. Suponhamos que T = S0 + S1x + ... + Sn−1x
n−1 + R[x]xn, onde S0, ..., Sn

são subgrupos aditivos de R e SiSj ⊆ Si+j para cada i, j ∈ {0, 1, ..., n − 1}.

Conseqüentemente, T =
⊕

k∈N Rk, onde Ri = Six
i para cada i ∈ {0, ..., n − 1} e

Rj = Rxj se j ≥ n. Segue que cada Ri é um subgrupo aditivo de R[x] e RiRj ⊆ Ri+j

para todo i, j ∈ N. Portanto T é N-graduado contendo R[x]xn.

Reciprocamente, suponhamos que T é um subanel N-graduado de R[x] contendo

R[x]xn para algum n ∈ N. Sejam Si = {r ∈ R | rxi ∈ T}, onde i ∈ {0, ..., n − 1}.

Logo, S0, ..., Sn−1 são subgrupos aditivos de R e S0+S1x+...+Sn−1x
n−1+R[x]xn ⊆ T .

Seja f = a0 +a1 + ...+akx
k ∈ T . Como T é um subanel graduado de R[x], então

aix
i ∈ T para cada i ∈ {0, 1, ..., k}. Assim T ⊆ S0 + S1x + ... + Sn−1x

n−1 + R[x]xn.

Conseqüentemente T = S0 + S1x + ... + Sn−1x
n−1 + R[x]xn e SiSj ⊆ Si+j para cada

i, j ∈ {0, 1, ..., n− 1}. Portanto T é um subanel de R[x] admisśıvel. �

Em todo este trabalho denotaremos por T um anel admisśıvel da forma,

S0 + S1x + ... + Sn−1x
n−1 + R[x]xn.

2.1 Ideais Primos em Subanéis Admisśıveis

Seja f = a0 + a1x + ... + akx
k ∈ R[x]. Denotaremos por fx o polinômio

a0x + a1x
2 + ... + akx

k+1 ∈ R[x].

Note que x /∈ R[x] se R não tem identidade. Logo, fx não é o produto de f por x em

R[x]. Mais geralmente, se H é um subconjunto de R[x] então Hx = {fx | f ∈ H}.
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Lema 2.3 Sejam L um ideal primo de R[x] e P um ideal primo de T . Então

(i) R[x]x * L se, e somente se, R[x]xn * L ∩ T .

(ii) Lx ⊆ L e Pxj ⊆ P se j ≥ n.

Prova. (i) Suponhamos por contradição que R[x]x * L e R[x]xn ⊆ L. Então

(R[x]x)n ⊆ R[x]xn ⊆ L. Como L é primo, então a Proposição 1.1 implica que

R[x]x ⊆ L, absurdo.

Reciprocamente, suponhamos que R[x]xn * L. Como R[x]xn ⊆ R[x]x, então

R[x]x * L.

(ii) Como LxR[x] ⊆ LR[x] ⊆ L, então a Proposição 1.1 implica que Lx ⊆ L.

Temos que PxjT ⊆ P e Pxj ⊆ T se j ≥ n. Utilizando Proposição 1.1, Pxj ⊆ P

para cada j ≥ n. �

Observação 2.4 Se R é um anel com elemento identidade e L é um ideal primo de

R[x], então x ∈ L se, e somente se xn ∈ L ∩ T .

O exemplo a seguir mostra que a contração de um ideal primo de R[x] em

S + R[x]x nem sempre é um ideal primo de S + R[x]x.

Exemplo 2.5 Sejam R o anel de matrizes n× n sobre um corpo K e S o anel de

matrizes triangulares inferiores sobre K. Temos que P = R[x]x é um ideal primo

de R[x], pois (R[x]/P ) ' R e R é um anel primo. Por outro lado, P ∩ (S + R[x]x)

não é um ideal primo de S + R[x]x, pois (S + R[x]x)/P ' S e S não é um anel

primo.

Este exemplo mostra que o caso P ⊇ R[x]x é especial. Veremos que no caso

contrário a contração e extensão de ideais primos estabelece uma correspondência

biuńıvoca.
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Para o caso do exemplo anterior a próxima proposição mostra que os ideais

primos de T contendo R[x]xn são determinados pelos ideais primos de S0.

Proposição 2.6 Seja P um ideal de T com R[x]xn ⊆ P . Então P é primo se, e

somente se, P = (P ∩S0)+S1x+ ...+Sn−1x
n−1 +R[x]xn e P ∩S0 é um ideal primo

de S0.

Prova. Suponhamos que P seja um ideal primo de T com R[x]xn ⊆ P . Como

SiSj ⊆ Si+j para cada i, j ∈ {0, 1, ..., n − 1}, então Sn−1x
n−1 + R[x]xn é um ideal

de T e (Sn−1x
n−1 + R[x]xn)2 ⊆ R[x]xn ⊆ P . Logo, Sn−1x

n−1 + R[x]xn ⊆ P assim

Sn−1x
n−1 ⊆ P . Continuando com o mesmo racioćınio chegaremos a que Six

i ⊆ P

para cada i ∈ {1, ..., n − 1}. Então P = (P ∩ S0) + S1x + ... + Sn−1x
n−1 + R[x]xn.

Logo, (T/P ) ' (S0/(P ∩ S0)) é um anel primo e segue que P ∩ S0 é um ideal primo

de S0.

Reciprocamente, suponhamos que P = (P ∩ S0) + S1x + ... + Sn−1x
n−1 + R[x]xn

e P ∩S0 é um ideal primo de S0. Como (T/P ) ' (S0/(P ∩S0)), então P é um ideal

primo de T . �

A próxima proposição descreve completamente quando existe um ideal primo

de T não contendo R[x]xn. Além disso, ela é fundamental na prova dos principais

resultados deste trabalho.

Proposição 2.7 Seja P um ideal de T com R[x]xn * P . Então P é primo se, e

somente se, existe um ideal primo L de R[x] com R[x]x * L tal que L ∩ T = P .

Prova. Suponhamos que P seja um ideal primo de T com R[x]xn * P . Se T é um

anel primo , então R[x] é um anel primo. De fato, sejam U , V ideais de R[x] tais

que UV = 0. Logo, Uxn e V xn são ideais de T com UxnV xn = 0. Então Uxn = 0

ou V xn = 0 dáı U = 0 ou V = 0. Portanto R[x] é um anel primo. Isso mostra o
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caso P = 0. Se P 6= 0, então A = P + R[x]P + PR[x] + R[x]PR[x] é um ideal não

nulo de R[x]. Como R[x]xn(A ∩ T )R[x]xn ⊆ R[x]xnAR[x]xn ⊆ P , a hipótese sobre

P implica que A ∩ T = P . Pelo lema de Zorn, existe um ideal L de R[x] contendo

P e maximal com respeito a condição L ∩ T = P .

Vamos mostrar que L é um ideal primo de R[x] que não contém R[x]x. De

fato, sejam U , V ideais de R[x] tais que U ⊇ L, V ⊇ L e UV ⊆ L. Então

(U ∩ T )(V ∩ T ) ⊆ L ∩ T = P . Logo, U ∩ T = P ou V ∩ T = P . Da maximalidade

de L seque que U = L ou V = L assim L é um ideal primo de R[x]. Se R[x]x ⊆ L,

então R[x]xn ⊆ L ∩ T = P , absurdo.

Reciprocamente, suponhamos que L seja um ideal primo de R[x] com R[x]x * L.

Sejam U , V ideais de T tal que UV ⊆ L ∩ T . Temos que R[x]xnU e R[x]xnV são

ideais à esquerda de R[x] contidos em U e V , respectivamente. Logo,

R[x]xnUR[x]xnV ⊆ UV ⊆ L

e pela Proposição 1.1 temos que R[x]xnU ⊆ L ou R[x]xnV ⊆ L. Novamente a

Proposição 1.1 implica que U ⊆ L ou V ⊆ L. Segue que L∩ T é um ideal primo de

T . �

Corolário 2.8 Seja P um ideal de T com R[x]xn * P . Se P é primo, então existe

um único ideal primo L de R[x] com R[x]x * L tal que L ∩ T = P .

Prova. Pela Proposição 2.7, existe um ideal primo L de R[x] com R[x]x * L tal que

L∩T = P . Para mostrar a unicidade, suponhamos que existe um ideal primo L1 de

R[x] com R[x]x * L1 tal que L1 ∩ T = P . Então L1R[x]xn ⊆ L1 ∩ T = P = L ∩ T

assim L1 ⊆ L. Por outro lado, LR[x]xn ⊆ L ∩ T = P = L1 ∩ T , então L ⊆ L1.

Portanto, L1 = L. �
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Corolário 2.9 (Going up) Sejam P0 ⊆ P1 ideais primos de T não contendo R[x]xn.

Se L0 é um ideal primo de R[x] tal que L0 ∩ T = P0, então existe um ideal primo

L1 ⊇ L0 de R[x] tal que L1 ∩ T = P1.

Prova. Pela Proposição 2.7, existe um ideal primo L1 de R[x] tal que L1 ∩ T = P1.

Como L0R[x]xn ⊆ L0 ∩ T = P0 ⊆ P1 = L1 ∩ T e R[x]xn * L1, então L0 ⊆ L1. �

Corolário 2.10 Existe uma correspondência biuńıvoca, via contração, preservando

ordem entre :

(i) O conjunto de todos os ideais primos de R[x] não contendo R[x]x.

(ii) O conjunto de todos os ideais primos de T não contendo R[x]xn.

Prova. Consideremos a correspondência que associa cada ideal primo L de R[x]

não contendo R[x]x com o ideal primo L ∩ T de T . Claramente R[x]xn * L ∩ T .

A sobrejetividade e a injetividade da correspondência seguem respectivamente da

Proposição 2.7 e do Corolário 2.8. Além disso, os Corolários 2.8 e 2.9 implicam que

a correspondência preserva ordem. �

O radical primo Nil∗(R) de um anel R é definido como a intersecção de todos

os ideais primos de R. Conforme ([14], Teorema 10.19), Nil∗(R[x]) = Nil∗(R)[x].

A seguinte proposição estabelece relações entre os radicais primos de T e R[x].

Proposição 2.11 Para o anel T , Nil∗(T ) = Nil∗(R[x]) ∩ T .

Prova. Seja I um ideal primo de R. Se I = 0, então R[x] e T são anéis primos.

Logo, Nil∗(T ) = 0 = Nil∗(R[x]) ∩ T .

Suponhamos que I 6= 0. Assim I[x] é um ideal primo de R[x] não contendo

R[x]x. Utilizando a Proposição 2.7 obtemos, I[x]∩ T é um ideal primo de T . Logo,

Nil∗(T ) ⊆ I[x] ∩ T . Portanto Nil∗(T ) ⊆ Nil∗(R)[x] ∩ T = Nil∗(R[x]) ∩ T .
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Para a outra inclusão, seja f ∈ Nil∗(R[x]) ∩ T . Se f /∈ Nil∗(T ), então existe

um ideal P primo de T tal que f /∈ P . Pelo Corolário 10.4 em [14], H = T\P

é um m-sistema de T , isto é, para cada f1, f2 ∈ H existe um g ∈ T tal que

f1gf2 ∈ H. Claramente H é um m-sistema de R[x], pois H ⊆ T ⊆ R[x]. Como

f ∈ H ∩ Nil∗(R[x]), então a Proposição 4.20 em [17] implica que 0 ∈ H, absurdo.

Portanto Nil∗(R[x]) ∩ T ⊆ Nil∗(T ), o que completa a prova. �

Um ideal P de T é chamado S0-disjunto se P 6= 0 e P ∩ S0 = 0.

Seja P um ideal primo de T tal que R[x]xn * P . Pela Proposição 2.7, existe

um ideal primo L de R[x] tal que L ∩ T = P . Podemos fatorar R como anel primo

R = R/(L ∩R).

Sejam Ψi : Si → R a aplicação inclusão e Φ : R → R a projeção canônica.

Então Φ ◦ Ψi : Si → R é um homomorfismo com Ker(Φ ◦ Ψi) = L ∩ Si. Portanto

Si = Si/(L ∩ Si) pode ser considerado como um subgrupo aditivo de R para cada

i ∈ {0, ..., n − 1}. Não é dif́ıcil ver que SiSj ⊆ Si+j para cada i, j ∈ {0, ..., n − 1}

com Sm = R se m ≥ n. Portanto T = S0 + ... + Sn−1x
n−1 + R[x]xn é um subanel

admisśıvel de R[x].

Seja Ψ : T → T a projeção canônica. Claramente Ψ é um homomorfismo

sobrejetor com Ker(Ψ) = (L∩R)[x]∩T . Conseqüentemente T ' T/((L∩R)[x]∩T ).

Assim podemos fatorar P como

P = P/((L∩R)[x]∩T ) = P/((P∩S0)+(L∩S1)x+...+(L∩Sn−1)x
n−1+(L∩R)[x]xn).

Então T/P ' T/P e P ∩ S0 = 0. Além disso, não é dif́ıcil verificar que P = L ∩ T ,

onde L = L/(L ∩R)[x] é um ideal primo R-disjunto de R[x].

Portanto o estudo de ideais primos P de T com R[x]xn * P , pode ser reduzido

ao caso em que R é primo, P ∩ S0 = 0 e que existe um ideal primo R-disjunto L de

R[x] com R[x]x * L tal que L ∩ T = P .
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Definição 2.12 Um subanel S de R é dito um subanel essencial se I ∩ S 6= 0 para

cada ideal não nulo I de R.

Exemplo 2.13 S + R[x]x é um subanel essencial de R[x], onde R é um anel com

identidade e S é um subanel de R. De fato, seja L um ideal não nulo de R[x]. Então

L ∩ (S + R[x]x) 6= 0, pois 0 6= Lx ⊆ L ∩ (S + R[x]x).

Observação 2.14 Se S é um subanel primo e essencial de R, então R é um anel

primo. De fato, sejam I e J ideais não nulos de R. Como S é essencial, então I ∩ S

e J ∩ S são ideais não nulos de S. Logo, (I ∩ S)(J ∩ S) 6= 0, pois S é primo e então

IJ 6= 0. Portanto R é um anel primo.

Corolário 2.15 Assuma que S0 é um subanel essencial de R. Se P um ideal primo

S0-disjunto de T com R[x]xn * P , então existe um ideal primo L R-disjunto de

R[x] com R[x]x * L tal que L ∩ T = P .

Prova. Pela Proposição 2.7, existe um ideal primo L de R[x] tal que L ∩ T = P .

Portanto L ∩R = 0, pois L ∩ S0 = 0 e S0 é um subanel essencial de R. �

Lema 2.16 Sejam R um anel primo e S0 um subanel essencial de R. Se P é um

ideal primo S0-disjunto de T e R[x]xn * P , então P * S1x+...+Sn−1x
n−1+R[x]xn.

Prova. Suponhamos por contradição que P ⊆ S1x + ... + Sn−1x
n−1 + R[x]xn. Pelo

Corolário 2.15, existe um ideal primo L R-disjunto de R[x] tal que L∩ T = P . Seja

s ∈ (L + R[x]xn) ∩ S0. Então s = f1 + f2, onde f1 ∈ L e f2 ∈ R[x]xn. Logo,

s − f2 = f1 ∈ L ∩ T = P dáı s = 0. Portanto (L + R[x]xn) ∩ S0 = 0 assim

(L+R[x]xn)∩R = 0, pois S0 é essencial em R. Utilizando o Lema 1.2 obtemos que

R[x]xn ⊆ L ∩ T = P , absurdo. Portanto P * S1x + ... + Sn−1x
n−1 + R[x]xn. �
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Corolário 2.17 Assuma que S0 é um subanel primo e essencial de R. Então existe

uma correspondência biuńıvoca, via contração, preservando ordem entre:

(i) O conjunto de todos os ideais primos R-disjuntos de R[x].

(ii) O conjunto de todos os ideais primos S0-disjuntos de T .

Prova. Consideremos a correspondência que associa cada ideal primo R-disjunto L

de R[x] com o ideal primo S0-disjunto L∩T de T . Se L é um ideal primo R-disjunto

de R[x] com R[x]x ⊆ L, então L = R[x]x. Assim L∩T = S1x+...+Sn−1x
n−1+R[x]xn

é um ideal primo de T .

Por outro lado, se P é um ideal primo S0-disjunto de T contendo R[x]xn, então

a Proposição 2.6 implica que P = S1x+ ...+Sn−1x
n−1 +R[x]xn. O outro caso segue

dos Corolários 2.10, 2.15 e do Lema 2.16. �

A seguinte proposição estende a Proposição 1.6.

Proposição 2.18 Sejam R um anel primo e S0 um subanel essencial de R. Se P é

um ideal primo S0-disjunto de T com R[x]xn * P , então P = Q(R)[x]f0 ∩ T , para

algum polinômio mônico irredut́ıvel f0 em C(R)[x].

Prova. Suponhamos que P é um ideal primo S0-disjunto de T com R[x]xn * P .

Pelo Corolário 2.15, existe um ideal primo R-disjunto L de R[x] tal que L∩ T = P .

Utilizando a Proposição 1.6, L = Q(R)[x]f0 ∩ R[x], para algum polinômio mônico

irredut́ıvel f0 ∈ C(R)[x]. Portanto, P = L ∩ T = Q(R)[x]f0 ∩ T . �

O exemplo a seguir mostra que existem ideais primos S0-disjuntos de T que não

são maximais no conjunto dos ideais S0-disjuntos de T .

Exemplo 2.19 Seja A = K + R[x]x, onde K um corpo e R = K[x1, x2, ..., xn].

Temos que Ii = 〈xi, ..., xn〉 o ideal gerado por xi, ..., xn em R é um ideal primo de R

para cada i ∈ {1, ..., n}. Logo, Li = Ii[x] é um ideal primo de R[x] com R[x]x * Li.
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Pela Proposição 2.7, Pi = Li ∩ A é um ideal primo K-disjunto de A para cada

i ∈ {1, 2, ..., n}. Além disso, se Pi = Pi+1 para algum i ∈ {1, 2, ..., n − 1}, então

LiR[x]x ⊆ Li ∩ A = Pi = Pi+1 ⊂ Li+1. Logo, Li ⊆ Li+1, absurdo. Portanto

P1 ⊂ P2 ⊂ ... ⊂ Pn é uma cadeia de ideais primos K-disjuntos de A.

Lema 2.20 Sejam S0 um subanel primo de R e P um ideal de T . Se P é maximal

no conjunto dos ideais S0-disjuntos de T , então P é um ideal primo de T

Prova. Sejam U , V ideais em T tais que U ⊇ P , V ⊇ P e UV ⊆ P . Então

(U ∩ S0)(V ∩ S0) ⊆ P ∩ S0 = 0 logo U ∩ S0 = 0 ou V ∩ S0 = 0. Pela maximalidade

de P , U = P ou V = P assim P é um ideal primo de T . �

Teorema 2.21 Assuma que S0 é um subanel primo essencial de R. Então P é um

ideal primo S0-disjunto de T se, e somente se, P é maximal no conjunto dos ideais

S0-disjuntos de T

Prova. Uma parte segue do Lema 2.20. Agora vamos mostrar a rećıproca.

Suponhamos que P é um ideal primo S0-disjunto de T . Se R[x]xn ⊆ P a Pro-

posição 2.6 implica que P = S1x + ... + Sn−1x
n−1 + R[x]xn assim P é maximal no

conjunto dos ideais S0-disjuntos de T .

Se R[x]xn * P o Corolário 2.15 implica que existe um ideal primo R-disjunto L

de R[x] tal que L ∩ T = P . Considere um ideal S0-disjunto P ′ de T com P ⊆ P ′.

Podemos assumir que P ′ é maximal no conjunto dos ideais S0-disjuntos de T .

Utilizando o lema anterior, P ′ é um ideal primo de T . Então a Proposição 2.6 e

o Lema 2.16 implicam que R[x]xn * P ′. Pelo Corolário 2.9, existe um ideal primo

L′ ⊇ L de R[x] tal que L′∩T = P ′. Como S0 é um subanel essencial de R, o Corolário

2.15 implica que L′ ∩ R = 0. Portanto L = L′, pois L é maximal no conjunto dos

ideais R-disjuntos de R[x]. Conseqüentemente P = L ∩ T = L′ ∩ T = P ′. �
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2.2 Ideais Maximais em Subanéis Admisśıveis

Os principais resultados desta seção caracterizam os ideais maximais de T e

generalizam alguns resultados em [1] e [19].

Observação 2.22 T não é um anel simples. De fato, se T é um anel simples, então

R[x]xn = T = (R[x]xn)2, absurdo.

Proposição 2.23 Seja M um ideal primo de T com R[x]xn * M . Se M é maximal,

então existe um ideal L de R[x] com R[x]x * L tal que (T/M) ' (R[x]/L) e

L ∩ T = M . Em particular L é maximal em R[x].

Prova. Pela Proposição 2.7, existe um ideal primo L de R[x] com R[x]x * L tal

que L ∩ T = M . Temos que M + R[x]xn = T e M ∩R[x]xn = L ∩R[x]xn. Assim

(T/M) = ((M + R[x]xn)/M) ' (R[x]xn/(M ∩R[x]xn)) = (R[x]xn/(L ∩R[x]xn)).

Então Lxn é um ideal maximal de R[x]xn, pois Lxn = L ∩ R[x]xn. Vamos mostrar

que L é maximal em R[x].

Seja U um ideal de R[x] com L ⊆ U . Então Lxn ⊆ Uxn assim Uxn = Lxn ou

Uxn = R[x]xn. Logo, U = L ou U = R[x] dáı L é maximal em R[x]. Além disso,

(R[x]/L) = ((L + R[x]xn)/L) ' (R[x]xn/(L ∩R[x]xn)) ' (T/M).

�

O Exemplo 2.5 mostra que a contração de um ideal maximal de R[x] contendo

R[x]x em T nem sempre é um ideal maximal de T . Como R não tem necessariamente

identidade, então pode existir um ideal maximal de R[x] que não é primo, neste caso

o ideal contém (R[x])2.
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Proposição 2.24 Seja L um ideal maximal de R[x]. Então,

(i) Se L não é primo, então L ∩ T é um ideal maximal de T .

(ii) Se L é primo e R[x]x * L, então (R[x]/L) ' (T/L ∩ T ). Em particular L ∩ T

é um ideal maximal de T .

Prova. (i) Suponhamos que L não seja primo. Seja U um ideal de T com L∩T ⊆ U .

Logo, U + L é um ideal de R[x], pois (R[x])2 ⊆ L ⊆ L + U . A maximalidade de L

implica que U ⊆ L ∩ T ou L + U = R[x].

Se L+U = R[x], então T = (L+U)∩T = (L∩T )+U ⊆ U . Portanto U = L∩T

ou U = T . Segue que L ∩ T é maximal em T .

(ii) Suponhamos que L seja primo e R[x]x * L. Pelo Lema 2.3, R[x]xn * L e assim

L + R[x]xn = R[x]. Temos que R[x]xn/(L ∩ R[x]xn) ' (L + R[x]xn)/L = R[x]/L.

Como R[x]xn ⊆ T , então (L ∩ T ) + R[x]xn = (L + R[x]xn) ∩ T = (R[x] ∩ T ) = T .

Portanto

T/(L ∩ T ) = (((L ∩ T ) + R[x]xn))/(L ∩ T ) ' R[x]xn/(L ∩R[x]xn) ' (R[x]/L).

Conseqüentemente L ∩ T é um ideal maximal de T . �

O próximo corolário é uma conseqüência imediata das Proposições 2.23 e 2.24.

Corolário 2.25 Seja M um ideal de T com R[x]xn * M . Então T/M é simples

com identidade se, e somente se, existe um ideal L de R[x] com R[x]x * L tal que

R[x]/L é simples com identidade e L ∩ T = M .

A demonstração do seguinte corolário é análoga à demonstração do Corolário

2.10.
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Corolário 2.26 Existe uma correspondência biuńıvoca, via contração, preservando

ordem entre:

(i) O conjunto de todos os ideais L de R[x] tal que R[x]x * L e R[x]/L é simples

com identidade.

(ii) O conjunto de todos os ideais P de T tal que R[x]xn * P e T/P é simples com

identidade.

Seja f = amxm + ... + anx
n ∈ T com m ≤ n tal que am e an são elementos não

nulos de R. Então o comprimento l(f) de f é definido por l(f) = n−m+1, onde n é

usualmente chamado o grau de f . Seja H um ideal S0-disjunto de T . Denotamos por

τ(H) o conjunto consistindo de zero e de todos os coeficientes ĺıderes de polinômios

de comprimento minimal em H.

O seguinte lema é inspirado no Lema 3 em [8].

Lema 2.27 Sejam H um ideal S0-disjunto de T e I um ideal primo não nulo de R.

Se τ(H) * I, então (H + (I[x] ∩ T )) ∩ S0 = I ∩ S0.

Prova. Suponhamos por absurdo que existe s ∈ S0\I tal que s = h1 + h2, onde

h1 = c0 + c1x + ... + ctx
t ∈ H e h2 = d0 + ... + dtx

t ∈ I[x] ∩ T . Logo, h1 6= 0, c0 /∈ I

e ci ∈ I para cada i ∈ {1, ..., t}.

Seja g = bix
i + ... + bjx

j ∈ H de comprimento minimal em H com respeito

as condições bi /∈ I e bl ∈ I para cada l ∈ {i + 1, ..., j}. Por hipótese, existe

f = akx
k + ... + amxm ∈ H de comprimento minimal em H tal que am /∈ I. Como I

é um ideal primo de R, existem r1, r2 ∈ R tais que r1bi /∈ I e r2am /∈ I. Se j ≤ m,

então os polinômios r1x
n+m−jg e r2x

nf são de graus n + m e satisfazem as mesmas

condições de g e f , respectivamente. Analogamente, obtemos a mesma conclusão se

j ≥ m. Então podemos supor que m = j. Temos que existe r ∈ R tal que biram /∈ I,

pois I é primo. Seja h3 = gramxn − bjrx
nf ∈ H dáı

h3 = (biramxn+i + ... + bjramxn+j)− (bjrakx
k+n + ... + bjram)xn+j).
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Como l(f) ≤ l(g), ou seja m− k ≤ j − i, então i ≤ k.

Se i = k, então l(h3) ≤ n+j−1−(k+n)+1 = j−k = m−k < m−k+1 = l(f).

Pela minimalidade do comprimento de f em H segue que h3 = 0, assim biram =

bjrak ∈ I, absurdo.

Se i < k, então l(h3) ≤ n + j − 1 − (n + i) + 1 = j − i < j − i + 1 =

l(g). Portanto h3 contradiz a minimalidade do comprimento de g. Conclúımos

que (H + (I[x] ∩ T )) ∩ S0 = I ∩ S0. �

Dado um anel R o pseudo radical ps(R) de R é, por definição, a intersecção de

todos os ideais primos não nulos de R.

Conforme ([7], Corolário 2.2), se existe um ideal maximal R-disjunto de R[x],

então ps(R) 6= 0. O próximo exemplo mostra que o mesmo não acontece em T .

Exemplo 2.28 Sejam K um corpo e A = S + R[x]x, onde S = K × {0} e R =

K ×K. Temos que M = R[x]x é um ideal maximal S-disjunto de A e ps(R) = 0,

pois K×{0} e {0}×K são ideais primos não nulos de R e (K×{0})∩({0}×K) = 0.

Corolário 2.29 Seja S0 um subanel essencial de R. Se existe um ideal M maximal

e S0-disjunto de T , então ps(R) 6= 0.

Prova. Seja I um ideal primo não nulo de R. Se M não é um ideal primo, então

T 2 ⊆ M . Logo, R2x2n = RxnRxn ⊆ T 2 ⊆ M . Portanto todos os elementos de R2

são coeficientes ĺıderes de polinômios de comprimento minimal em M .

Então R2 ⊆ τ(M) assim τ(M) * I, pois R2 * I. Utilizando o Lema 2.27

obtemos que (M + (I[x] ∩ T )) ∩ S0 = I ∩ S0. Como I ∩ S0 6= 0 a maximalidade de

M implica que M + (I[x] ∩ T ) = T . Logo, S0 = I ∩ S0 assim S0 ⊆ I e segue que

0 6= S0 ⊆ ps(R).

Agora suponhamos que M é um ideal primo de T . Se R[x]xn ⊆ M então a
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Proposição 2.6 implica que S0 é um anel simples. Por hipótese, para cada ideal

primo não nulo I de R segue que I ∩ S0 6= 0. Logo, I ∩ S0 = S0 assim S0 ⊆ ps(R).

Se R[x]xn * M , então a Proposição 2.23 implica que existe um ideal maximal L

de R[x] tal que L∩T = M . Como S0 é essencial em R, então L∩R = 0. Utilizando

o Corolário 4.3 em [9], otemos que ps(R) 6= 0. �

Um anel R é dito um anel com centro grande se para cada ideal não nulo I de

R, I ∩ Z(R) 6= 0, onde Z(R) é o centro de R. Seja ρ a classe dos anéis primos não

nulos com centro grande.

Teorema 2.30 Para o anel T as seguintes condições são equivalentes:

(i) Existe um ideal S0-disjunto M de T com R[x]xn * M tal que T/M é simples

com identidade .

(ii) Existe um ideal primo I de R com I ∩ S0 = 0 tal que ps(R) 6= 0 e R ∈ ρ, onde

R = R/I.

Prova. (i) ⇒ (ii) Seja M um ideal S0-disjunto de T com R[x]xn * M tal que

T/M é simples com identidade. Pelo Corolário 2.25, existe um ideal L de R[x]

com R[x]x * L tal que R[x]/L é simples com identidade e L ∩ T = M . Dáı o

Corolário 4.8 em [9] implica que R/(L ∩ R) ∈ ρ e ps(R/(L ∩ R)) 6= 0. Além disso,

(L ∩R) ∩ S0 = M ∩ S0 = 0.

(ii) ⇒ (i) Suponhamos que vale (ii) e seja R = R/I. Pelo Corolário 4.8 em [9]

existe um ideal R-disjunto L de R[x] com R[x]x * L tal que R[x]/L é simples

com identidade. Como R[x] = (R/I)[x] ' (R[x]/I[x]), então existe um ideal L de

R[x] contendo I[x] tal que L = L/I[x]. Então R[x]/L é simples com identidade,

R[x]x * L e L ∩ R = I, pois (R[x]/L) ' (R[x]/L) e L ∩ R = 0. Pelo Corolário

2.25, T/(L ∩ T ) é um anel simples com identidade e R[x]xn * L ∩ T . Além disso,

(L ∩ T ) ∩ S0 ⊆ I ∩ S0 = 0. �
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Observação 2.31 O teorema anterior permite descrever completamente quando

existe um ideal S0-disjunto M de T tal que T/M é um anel simples com identidade.

De fato, se isso acontece ou temos ps(R/I) 6= 0 e (R/I) ∈ ρ, para algum ideal primo

I de R com I ∩ S0 = 0 ou então M contém R[x]xn. Neste último caso a Proposição

2.6 implica que

M = S1x + ... + Sn−1x
n−1 + R[x]xn

e segue que S0 deve ser um anel simples com identidade. A rećıproca também é

verdadeira.

O seguinte resultado generaliza ([9], Teorema 4.8).

Corolário 2.32 Seja S0 um subanel essencial de R. Então as seguintes condições

são equivalentes:

(i) Existe um ideal S0-disjunto M de T com R[x]xn * M tal que T/M é simples

com identidade.

(ii) R ∈ ρ e ps(R) 6= 0.

(iii) R é primo e ps(R) ∩ Z(R) 6= 0.

Prova. O Teorema 2.30 implica que (i) e (ii) são equivalentes. Pelo Teorema 4.8

em [9] segue que (ii) e (iii) são equivalentes. Dáı segue o resultado. �

O radical de Brown-McCoy U(R) de um anel R, é definido como a interseção de

todos os ideais I de R tal que R/I é simples com identidade. Em particular um anel

R é um anel radical de Brown-McCoy se U(R) = R, ou equivalentemente, se R não

pode ser aplicado homomorficamente sobre um anel simples com identidade.

Em [13], Krempa provou que U(R[x]) = (U(R[x]) ∩R)[x].

A seguinte proposição estabelece relações entre os radicais de Brown-McCoy de

T e R[x].
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Proposição 2.33 Para o anel T vale a seguinte igualdade.

U(T ) = U(T ) ∩ S0 + (U(R[x]) ∩ S1)x + ... + (U(R[x]) ∩ Sn−1)x
n−1 + U(R[x])xn.

Prova. Seja M um ideal de T tal que T/M é um anel simples com identidade. Se

R[x]xn * M , então pelo Corolário 2.25 temos que existe um ideal L de R[x] com

L∩T = M tal que R[x]/L é simples com identidade. Logo, U(R[x])∩T ⊆ L∩T = M .

Se R[x]xn ⊆ M , então M = (M ∩S0)+S1x+ ...+Sn−1x
n−1 +R[x]xn. Em ambos os

casos U(R[x])xn e (U(R[x])∩Si)x
i estão contidos em M para cada i ∈ {1, ..., n−1}.

Portanto

(U(T )∩S0)+(U(R[x])∩S1)x+...+(U(R[x])∩Sn−1)x
n−1+U(R[x])xn ⊆ U(T ). (2.1)

Para a outra inclusão, sejam f = a0 + a1x + ... + akx
k ∈ U(T ) e L um ideal

de R[x] tal que R[x]/L é um anel simples com identidade. Se R[x]x * L, então

o Corolário 2.25 implica que T/(L ∩ T ) é um anel simples com identidade. Logo,

U(T ) ⊆ L ∩ T assim o Lema 2.3 implica que U(T )x ⊆ L. Se R[x]x ⊆ L, então

L = L ∩ R + R[x]x dáı U(T )x ⊆ R[x]x ⊆ L. Pelos casos acima, U(T )x ⊆ U(R[x]).

Logo, fx ∈ U(T )x ⊆ U(R[x]) = (U(R[x]) ∩R)[x].

Então ai ∈ U(R[x]) ∩ Si para cada i ∈ {0, ..., n − 1} e aj ∈ U(R[x]) ∩ R, j ≥ n.

Utilizando (2.1) obtemos que f − a0 ∈ U(T ) dáı a0 ∈ U(T ). Portanto

U(T ) ⊆ (U(T )∩S0)+(U(R[x])∩S1)x+...+(U(R[x])∩Sn−1)x
n−1+U(R[x])xn. (2.2)

De (2.1) e (2.2) obtemos a igualdade desejada. �

Conforme ([19], Corolário 3), se R é um anel nil ou simples sem identidade, então

R[x] é um anel radical de Brown-McCoy.

Corolário 2.34 Se R é um anel nil, então T é um anel radical de Brown-Mccoy.

Prova. Suponhamos por contradição que existe um ideal M de T tal que T/M

é simples com identidade. Se R[x]xn ⊆ M , então a Proposição 2.6 implica que
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M = M ∩ S0 + S1x + ... + Sn−1x
n−1 + R[x]xn, assim S0/(M ∩ S0) w T/M é simples

com identidade, o que contradiz a nilidade de S0.

Se R[x]xn * M , então a Corolário 2.25 implica que existe um ideal L de R[x]

talque R[x]/L é simples com identidade e L ∩ T = M . O que contradiz o Corolário

3 em [19]. �

A demonstração da próxima proposição é análoga à prova do corolário anterior.

Proposição 2.35 Seja R um anel simples sem identidade. Se S0 é um subanel nil

ou simples sem identidade, então T é um anel radical Brown-McCoy.

Os próximos exemplos mostram que em geral T não é um anel radical de Brown-

McCoy se ocorre apenas uma das seguintes possibilidades:

(i) S0 é simples sem identidade

(ii) R é simples sem identidade.

Exemplo 2.36 Sejam R um anel simples com identidade e S um subanel qualquer

de R. Não é dif́ıcil verificar que L = (x + 1)R[x] é um ideal maximal R-disjunto de

R[x] com R[x]x * L. Pelo Corolário 2.25, (S + R[x]x)/(L ∩ (S + R[x]x)) é um anel

simples com identidade. Assim S + R[x]x não é um anel radical de Brown-McCoy.

Exemplo 2.37 Sejam R um anel qualquer e S um subanel simples com identidade

de R. Temos que (S + R[x]x)/R[x]x ' S é um anel simples com identidade. Assim

S + R[x]x não é um anel radical de Brown-McCoy.

Um anel R é chamado um anel radical de Beherens, se R não pode ser homo-

morficamente aplicado sobre um anel com um idempotente não nulo.

Lema 2.38 ([1], Proposição 3.1) Um anel R é radical de Beherens se, e somente

se cada ideal à esquerda de R é um anel radical de Brown-Mccoy.
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Conforme ([1], Corolário 3.6), se R é um anel nil, então R[x] é um anel radical

de Beherens.

Teorema 2.39 Se R é um anel nil, então T é um anel radical de Beherens.

Prova. Utilizando o Lema 2.38, basta mostrar que cada ideal à esquerda de T é um

anel radical de Brown-MCcoy. Suponhamos por contradição que existe um ideal à

esquerda U de T tal que U não é um anel radical de Brown-MCcoy. Logo, existe

um ideal I de U tal que U/I é simples com identidade.

Temos que V = U + R[x]U é um ideal à esquerda de R[x]. Além disso, R[x]xnV

é um ideal de U , pois R[x]xnV ⊆ R[x]xnU +R[x]xnR[x]U ⊆ U . A maximalidade de

I em U implica que I +R[x]xnV = U ou R[x]xnV ⊆ I. Primeiramente suponhamos

que R[x]xnV ⊆ I. Então

(U ∩R[x]xn)(U ∩R[x]xn) ⊆ R[x]xnU ⊆ R[x]xnV ⊆ I

assim U ∩R[x]xn ⊆ I, pois I é um ideal primo de U .

Seja f = f + I o elemento identidade de U/I, onde f = a0 + a1x+ ...+ aix
i ∈ U .

Pela nilidade de R, existe j ∈ N tal que aj
0 = 0 assim f j ∈ U ∩R[x]x. Continuando

com o mesmo racioćınio chegaremos a que existe k ∈ N tal que fk ∈ U ∩R[x]xn ⊆ I.

Portanto f = f
k

= fk + I e fk ∈ I, absurdo.

Agora consideremos a outra possiblidade ou seja, I + R[x]xnV = U . Neste caso,

R[x]xnV/(I∩R[x]xnV ) ' ((I +R[x]xnV )/I) = (U/I). Como U/I é um anel simples

com identidade, então R[x]xnV é um ideal à esquerda de R[x] o qual não é um anel

radical de Brown-Mccoy. Pelo Lema 2.38, R[x] não é um anel radical de Beherens,

o que contradiz o Corolário 3.6 de [1]. �
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2.3 Ideais Primitivos em Subanéis Admisśıveis

Os principais resultados desta seção caracterizam os ideais primitivos à direita de

T e generalizam alguns resultados em [20]. Analogamente podemos obter os mesmos

resultados para ideais primitivos à esquerda de T .

Lema 2.40 Seja U um ideal à direita de T com R[x]xn * U . Então U é modular

maximal em T se, e somente se, existe um ideal à direita V modular maximal de

R[x] com R[x]x * V tal que V ∩ T = U .

Prova. Suponhamos que U seja um ideal modular maximal à direita de T com

R[x]xn * U . Logo existe g ∈ T tal que f − gf ∈ U , para cada f ∈ T . Pela

maximalidade de U , U + R[x]xn = T . Assim podemos escrever g = g1 + g2 com

g1 ∈ U e g2 ∈ R[x]xn. Temos, f − gf = f − g1f − g2f ∈ U , para cada f ∈ T . Logo,

f − g2f ∈ U , pois g1f ∈ U . Assim podemos assumir que g ∈ R[x]xn.

Vamos mostrar que (R[x]xn)2 * U . De fato, suponhamos por absurdo que

(R[x]xn)2 ⊆ U . Logo, gR[x]xn ⊆ U assim R[x]xn ⊆ U , absurdo.

Se (U + UR[x]) ∩ T = T , então (R[x]xn)2 ⊆ (U + UR[x])R[x]xn ⊆ U , absurdo.

Pela maximalidade de U , (U + UR[x]) ∩ T = U .

Seja V um ideal à direita de R[x] contendo U e maximal com respeito V ∩T = U .

Primeiramente, vamos mostrar que V é um ideal à direita modular de R[x].

Sejam f ∈ R[x] e H o ideal à direita de R[x] gerado por f − gf , isto é

H = Z(f − gf) + (f − gf)R[x]. Se (V + H) ∩ T = T , então

(R[x]xn)2 ⊆ TR[x]xn ⊆ (V + H)R[x]xn ⊆ V R[x]xn + HR[x]xn ⊆ U.

Isso contradiz o que mostramos acima. Logo, U ⊆ (V +H)∩T 6= T . A maximalidade

de U implica que (V + H) ∩ T = U . Pela maximalidade de V temos, V + H = V

assim H ⊆ V . Portanto f − gf ∈ V , dáı V é um ideal à direita modular de R[x].
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Agora vamos mostrar que V é um ideal à direita maximal de R[x]. De fato,

suponhamos que J é um ideal à direita de R[x] tal que V ⊆ J . Se J ∩ T = U ,

então J = V , pois V é maximal no conjunto dos ideais com respeito V ∩ T = U . Se

J ∩ T 6= U , então a maximalidade de U implica que J ∩ T = T . Portanto R[x] = J ,

pois gR[x] ⊆ T ⊆ J e f − gf ∈ V ⊆ J para cada f ∈ R[x]. Conclúımos que V é um

ideal à direita modular maximal de R[x].

Reciprocamente, seja V um ideal à direita modular maximal de R[x] tal que

R[x]x * V . Temos que existe g ∈ R[x] tal que f − gf ∈ V , para cada f ∈ R[x].

Agora vamos mostrar que R[x]xn * V .

Suponhamos por contradição que R[x]xn ⊆ V . Como V + R[x]x = R[x], então

com o mesmo racioćınio do ińıcio da demonstração podemos assumir que g ∈ R[x]x.

Se h ∈ R[x]xn−1 então h − gh ∈ V . Logo h ∈ V , pois gh ∈ R[x]xn ⊆ V .

Portanto R[x]xn−1 ⊆ V . Continuando com o mesmo racioćınio chegaremos a que

R[x]x ⊆ V , absurdo. Logo, R[x]xn * V assim V + R[x]xn = R[x] e (R[x]xn)2 * V .

Então podemos supor que g ∈ R[x]xn ⊆ T , dáı V ∩ T é um ideal à direita modular

de T . Vamos mostrar que V ∩ T é um ideal à direita maximal de T . De fato,

suponhamos que J é um ideal à direita de T tal que V ∩ T ⊆ J . Se J + JR[x] ⊆ V ,

então J = V ∩ T . Suponhamos que J + JR[x] * V . Pela maximalidade de V ,

J +JR[x]+V = R[x]. Logo, R[x]R[x]xn ⊆ JR[x]xn +JR[x]R[x]xn +V R[x]xn ⊆ J .

Portanto T = R[x] ∩ T = (V + R[x]R[x]xn) ∩ T = (V ∩ T ) + R[x]R[x]xn ⊆ J .

Conclúımos que V ∩ T é um ideal à direita modular maximal de T . �

O Exemplo 2.5 mostra que a contração de um ideal primitivo à direita de R[x]

em T nem sempre é um ideal primitivo à direita de T .

Proposição 2.41 Seja P um ideal de T com R[x]xn * P . Então P é um ideal

primitivo à direita de T se, e somente se, existe um ideal L de R[x] primitivo à

direita com R[x]x * L tal que L ∩ T = P .
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Prova. Suponhamos que P seja um ideal primitivo à direita de T com R[x]xn * P .

Pelo Lema 2.7, existe um ideal primo L de R[x] com R[x]x * L tal que L ∩ T = P .

Por hipótese, existe um ideal à direita modular maximal U de T tal que P é o maior

ideal contido em U ou seja, P = (U : T ) = {f ∈ T | Tf ⊆ U}.

Se R[x]xn ⊆ U , então R[x]xn ⊆ P , pois P + R[x]xn é um ideal de T contido

em U , isto contradiz o fato de que R[x]xn * P assim R[x]xn * U . Pela Proposição

2.40, existe um ideal à direita maximal modular V de R[x] com R[x]x * V tal que

V ∩ T = U . Portanto L ∩ T = P ⊆ U = V ∩ T . Se V + L = R[x] então,

R[x]R[x]xn ⊆ V R[x]xn + LR[x]xn ⊆ (V ∩ T ) + (L ∩ T ) ⊆ V ∩ T = U.

Portanto TR[x]xn ⊆ U e assim R[x]xn ⊆ P , absurdo. A maximalidade de V implica

que L ⊆ V . Além disso, L ⊆ (V : R[x]) = {f ∈ R[x] | R[x]f ⊆ V }.

Seja f ∈ (V : R[x]). Por definição R[x]f ⊆ V com isso Tfxn ⊆ V ∩ T = U .

Logo, fxn ∈ (U : T ) = P ⊆ L. A Proposição 1.1 implica que f ∈ L. Portanto

L = (V : R[x]) assim L é um ideal primitivo à direita de R[x].

Reciprocamente, suponhamos que L seja um ideal primitivo à direita de R[x]

com R[x]x * L. Temos que existe um ideal à direita modular maximal V de R[x]

tal que L é o maior ideal contido em V . Se R[x]x ⊆ V , então R[x]x ⊆ L, pois

L + R[x]x é um ideal de R[x] contido em V . Como R[x]x * L, então R[x]x * V .

Pela Proposição 2.40, V ∩ T é um ideal à direita maximal modular de T . Além

disso, a Proposição 2.7 implica que P = L ∩ T é um ideal primo de T . É claro que

L ∩ T = (V : R[x]) ∩ T .

Vamos verificar que (V : R[x]) ∩ T = (V ∩ T : T ). De fato, seja f ∈ T tal

que R[x]f ⊆ V , assim Tf ⊆ V ∩ T dáı (V : R[x]) ∩ T ⊆ (V ∩ T : T ). Para a

outra inclusão, considere f ∈ T tal que Tf ⊆ V ∩ T , assim R[x]xnf ⊆ V logo

fxn ∈ (V : R[x]) = L. Como L é primo e R[x]xn * L, segue que da Proposição 1.1

que f ∈ L assim f ∈ L∩T = (V : R[x])∩T . Portanto (V ∩T : T ) = (V : R[x])∩T .

Conseqüentemente L ∩ T é um ideal primitivo à direita de T . �
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Utilizando o Corolário 2.10 e a proposição anterior, obtemos o seguinte.

Corolário 2.42 Existe uma correspondência biuńıvoca, via contração, preservando

ordem entre :

(i) O conjunto de todos os ideais primitivos à direita L de R[x] com R[x]x * L.

(ii) O conjunto de todos os ideais primitivos à direita P de T tais que R[x]xn * P .

Conforme ([20], Corolário 1), se R é um anel nil, então R[x] não pode ser homo-

morficamente aplicado sobre um anel primitivo à direita simples.

Proposição 2.43 Seja R um anel nil. Então T não pode ser homomorficamente

aplicado sobre um anel primitivo à direita simples.

Prova. Suponhamos por contradição que existe um ideal P de T tal que T/P é

um anel primitivo à direita simples. A nilidade do anel S0/(P ∩ S0) implica que

R[x]xn * P . Pela Proposição 2.23, existe um ideal L de R[x] com L ∩ T = P tal

que (R[x]/L) ' (T/M). Então L é um ideal primitivo á direita simples de R[x].

Isso contradiz o Corolário 1 em [20]. �

O radical de Jacobson J(R) de um anel R é definido como a intersecção de todos

os ideais primitivos à direita de R. Um anel R é chamado anel radical de Jacobson

se J(R) = R.

Conforme ([14], Teorema 5.10), J(R[x]) = (J(R[x]) ∩R)[x].

Observação 2.44 Sejam R o anel de matrizes n×n sobre um corpo K e S o anel de

matrizes triangulares inferiores sobre K. Segue que J(R[x]) = (J(R[x])∩R)[x] = 0,

pois R é um anel simples com identidade. Se A = S + R[x]x, então J(A) = 0. De

fato, pelo Teorema 6.14 de [17] obtemos que

0 = J(R[x]) ∩R[x]x = J(R[x]x) = J(A) ∩R[x]x

Logo, J(A)x ⊆ J(A) ∩R[x]x = 0. Assim J(A) = 0.
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A seguinte proposição estabelece relações entre os radicais de Jacobson de T e

R[x].

Proposição 2.45 Para o anel T temos, J(T ) = J(R[x]) ∩ T .

Prova. Seja P um ideal primitivo à direita de T . Se R[x]xn * P , então a Proposição

2.41 implica que existe um ideal primitivo à direita L de R[x] com L∩T = P . Logo,

J(R[x]) ∩ T ⊆ L ∩ T = P .

Se R[x]xn ⊆ P , então P = P ∩ S0 + S1x + ... + Sn−1x
n−1 + R[x]xn. Pelo Lema

5.10 em [14], J(R[x])∩S0 é um ideal nil de S0. Logo, o Corolário 6.8 em [17] implica

que J(R[x]) ∩ S0 ⊆ J(S0). Portanto J(R[x]) ∩ S0 ⊆ J(S0) ⊆ P ∩ S0, pois P ∩ S0 é

um ideal primitivo à direita de S0. Em ambos os casos J(R[x])xn e (J(R[x])∩Si)x
i

estão em P para cada i ∈ {0, ..., n− 1}. Então J(R[x]) ∩ T ⊆ J(T ).

Para a outra inclusão sejam f = a0+a1x+...+akx
k ∈ J(T ) e L um ideal primitivo

à direita de R[x]. Se R[x]x * L, então a Proposição 2.41 implica que L ∩ T é um

ideal primitivo à direita de T . Logo, J(T ) ⊆ L∩T . Pelo Lema 2.3 J(T )x ⊆ Lx ⊆ L.

Se R[x]x ⊆ L, então L = L ∩ R + R[x]x assim J(T )x ⊆ R[x]x ⊆ L. Pelos casos

acima, J(T )x ⊆ J(R[x]). Logo, fx ∈ J(T )x ⊆ J(R[x]) = (J(R[x]) ∩ R)[x]. Então

ai ∈ J(R[x]) ∩ Si para cada i ∈ {0, ..., n− 1} e aj ∈ J(R[x]) ∩R, j ≥ n.

Portanto f ∈ (J(R[x]) ∩ R)[x] ∩ T = J(R[x]) ∩ T assim J(T ) ⊆ J(R[x]) ∩ T .

Então obtemos a igualdade desejada. �

Corolário 2.46 O ideal J(T ) ∩ S0 é um ideal nil.

Prova. Pelo Teorema 5.10 em [14], J(R[x]) ∩ R é um ideal nil de R. Então a

proposição anterior implica que J(T ) ∩ S0 é um ideal nil de S0. �

Um anel R é chamado J-semisimples se J(R) = 0
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Proposição 2.47 Seja P um ideal primo de T com R[x]xn * P . Então T/P é um

anel J-semisimples se, e somente se, existe um ideal primo L de R[x] com R[x]x * L

tal que R[x]/L é um anel J-semisimples e L ∩ T = P .

Prova. Suponhamos que R[x]xn * P e J(T/P ) = 0. Pela Proposição 2.7, existe

um ideal primo L de R[x] com R[x]x * L tal que L ∩ T = P .

Por hipótese, existe uma famı́lia (Pi)i∈Ω de ideais primitivos à direita de T

contendo P tal que P = ∩i∈ΩPi. Seja (Pj)j∈Λ a subfamı́lia de (Pi)i∈Ω tais que

R[x]xn * Pj, para cada j ∈ Λ. Temos que

(∩j∈ΛPj)(∩i∈Ω−ΛPi) ⊆ (∩j∈ΛPj) ∩ (∩i∈Ω−ΛPi) = ∩j∈ΩPj = P.

Como R[x]xn ⊆ ∩i∈Ω−ΛPi e R[x]xn * P , então a Proposição 1.1 implica que

P = (∩j∈ΛPj).

Pela Proposição 2.41, para cada j ∈ Λ, existe um ideal primitivo à direita Lj de

R[x] contendo L tal que Lj ∩ T = Pj. Temos,

(∩j∈ΛLj)R[x]xn ⊆ ∩j∈Λ(Lj ∩ T ) = P ⊆ L.

Pela Proposição 1.1, (∩j∈ΛLj) = L assim J(R[x]/L)) = 0.

Reciprocamente, suponhamos que exista um ideal primo L de R[x] tal que

R[x]x * L e J(R[x]/L) = 0. Logo, existe uma famı́lia (Li)i∈Γ de ideais primiti-

vos à direita de R[x] contendo L tal que L = ∩i∈ΓLi. Seja (Lj)j∈∆ a subfamı́lia de

(Li)i∈Γ tal que R[x]x * Lj para cada j ∈ ∆. Temos,

(∩j∈∆Lj)(∩i∈Γ−∆Li) ⊆ (∩j∈∆Lj) ∩ (∩i∈Γ−∆Li) = ∩i∈ΓLi = L.

Como R[x]x ⊆ ∩i∈Γ−∆Li e R[x]x * L, então a Proposição 1.1 implica que

L = ∩j∈∆Lj. Utilizando a Proposição 2.41, Lj ∩ T é um ideal primitivo à direita de

T contendo L ∩ T , para cada j ∈ ∆. Logo, ∩j∈∆(Lj ∩ T ) = (∩j∈∆Lj) ∩ T = L ∩ T ,

assim J(T/(L ∩ T ))) = 0. �
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Teorema 2.48 Seja R um anel nil. Então T é um anel radical de Jacobson se, e

somente se, R[x] é um anel radical de Jacobson.

Prova. Suponhamos por contradição que T seja um anel radical de Jacobson e que

R[x] não seja um anel radical de Jacobson. Logo, existe um ideal primitivo à direita

L de R[x]. A nilidade do anel R/(L ∩R) implica que R[x]x * L. Dáı a Proposição

2.41 implica que L ∩ T é um ideal primitivo à direita de T . Portanto T não é um

anel radical de Jacobson, absurdo.

Reciprocamente, suponhamos por contradição que R[x] seja um anel radical de

Jacobson e que T não seja um anel radical de Jacobson. Logo, existe um ideal

primitivo à direita P de T . A nilidade do anel S0/(P ∩S0) implica que R[x]xn * P .

Pela Proposição 2.41, existe um ideal primitivo à direita L de R[x] tal que L∩T = P .

Assim R[x] não é um anel radical de Jacobson, absurdo. �

Existe uma famosa conjectura na teoria de anéis nil, que atualmente é deno-

minada como problema de Köthe. Este problema foi introduzido por G. Köthe em

1930 e até presente momento continua em aberto.

O problema de Köthe pode ser formulado de várias maneiras elementares equi-

valentes. Sabemos que se I e J são ideais bilaterais nil de um anel R, então I + J é

um ideal nil de R. Porém não é conhecida a resposta da seguinte questão:

Problema de Köthe: A soma de dois ideais à direita nil é também um ideal à

direita nil?

Na tentativa de solucionar este problema foram resolvidas várias questões na

teoria de anéis relacionadas com nilidade. Além disso foram encontradas várias

reformulações para este problema. Por exemplo, Krempa em [12] mostrou que o

problema de Köthe tem solução positiva se, e somente se, para cada anel nil R, o

anel de polinômios R[x] é um anel radical de Jacobson.



seção2.3 36

Utilizando este resultado de Krempa e o Teorema 2.48, obtemos a seguinte for-

mulação equivalente do problema de Köthe.

Corolário 2.49 A conjectura de Köthe tem solução positiva se, e somente se, para

cada anel nil R o anel T é um anel radical de Jacobson.

Conforme ([20], Corolário 2) o problema de Köthe tem solução positiva se, e

somente se, para cada anel nil R o anel de polinômios R[x] não é um anel primitivo à

direita (esquerda). Deste resultado e a Proposição 2.41 temos a seguinte formulação

equivalente do problema de Köthe.

Corolário 2.50 O problema de Köthe tem solução positiva se, e somente se, para

cada anel nil R, T não é um anel primitivo à direita.



Caṕıtulo 3

Anéis de Jacobson e Anéis de
Polinômios

Neste caṕıtulo todos os anéis são associativos com elemento identidade. A finali-

dade principal é estender alguns resultados obtidos para anéis de polinômios usuais

em [8] e [11], para o anel T .

3.1 Anéis de Jacobson e Anéis de Polinômios

Um anel R é dito um anel de Jacobson se cada ideal primo de R é uma intersecção

de ideais primitivos à direita (ou à esquerda) de R.

Watters em [21] mostrou que R é um anel de Jacobson se, e somente se, o anel

de polinômios R[x] é um anel de Jacobson.

Seja F uma classe de anéis primos. Um ideal P de R é dito um F -ideal se

R/P ∈ F . Denotemos por F(R) a intersecção de todos os F -ideais de R.

Conforme [8], um anel R é dito F -Jacobson quando cada ideal primo de R é uma

intersecção de F -ideais de R.

Uma classe de anéis primos F é dita satisfazer a condição (A) se F satisfaz a

seguinte propriedade:

37
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(A) Se R ∈ F , então R[x]/L ∈ F , para cada ideal primo R-disjunto L de R[x].

Em ([8], Teorema 5), Ferrero e Parmenter mostraram que se F é uma classe

de aneis primos satisfazendo (A) e R é um anel F -Jacobson, então R[x] é um anel

F -Jacobson. Além disso eles mostraram a seguinte proposição.

Proposição 3.1 As seguintes classes de anéis satisfazem a condição (A).

(i) Anéis simples (Corpos).

(ii) Anéis simples Artinianos à direita.

(iii) Anéis fortemente primos à direita.

(iv) Anéis primos não singulares à direita.

(v) Anéis primitivos à direita.

(vi) Anéis primos com dimensão de Goldie à direita finita.

(vii) Anéis primos de Goldie à direita.

Na Proposição 3.1 podemos substituir direita por esquerda.

Um anel primo R é dito fortemente primo unitário se RC(R) é um anel simples.

Claramente um anel simples é fortemente primo unitário.

Proposição 3.2 As seguintes classes de anéis satisfazem a condição (A).

(i) A classe dos anéis fortemente primos unitários.

(ii) A classe dos anéis fortemente primos unitários com pseudo radical nulo.

Prova. (i) e (ii) seguem respectivamente dos Lemas 2.6(ii) e 4.2 em [9]. �

Conforme [11], um anel R é chamado um anel de Hilbert, se cada ideal fortemente

primo unitário de R é uma interseção de ideais maximais de R.

Em ([11], Teorema 3.1), Kaučikas e Wisbauer mostraram que R é um anel de

Hilbert se, e somente se, o anel de polinômios R[x] é um anel de Hilbert.
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O nosso objetivo é generalizar ([8], Teorema 5) e ([11], Teorema 3.1).

Definição 3.3 Sejam G uma classe de anéis primos e F uma subclasse de G. Um

anel R é dito (G,F)-Jacobson se cada G-ideal de R é uma intersecção de F-ideais

de R.

Observação 3.4 A definição de anéis de Jacobson (Hilbert) é um caso particular

da definição acima. Pois, basta tomar G a classe dos anéis primos (fortemente primos

unitários ) e F a classe dos anéis primitivos à direita (simples). Além disso, muitas

outras classes podem ser mencionadas com G a classe dos anéis primos, de acordo

as Proposições 3.1 e 3.2.

Lema 3.5 Sejam G uma classe de anéis primos e F uma subclasse de G. Então

imagens homomorfas de anéis (G,F)-Jacobson são anéis (G,F)-Jacobson.

Prova. Sejam R um anel (G,F)-Jacobson e I um ideal de R. Seja J um G-ideal

de R = R/I. Então existe um ideal J de R contendo I tal que J = J/I. Como

(R/J) ' (R/J), então J é um G-ideal de R.

Por hipótese existe uma familia de F -ideais (Ji)i∈Ω de R tal que J = ∩i∈ΩJi.

Temos que (R/I)/(Ji/I) ' R/Ji ∈ F e J = (J/I) = (∩i∈ΩJi/I) = ∩i∈Ω(Ji/I).

Assim J é uma intersecção de todos os Ji/I que são F -ideais. Logo, R/I é um anel

(G,F)-Jacobson. �

Corolário 3.6 Se R[x] é um anel (G,F)-Jacobson, então R é (G,F)-Jacobson.

Uma classe de anéis primos G é dita satisfazer a condição (B) se G satisfaz a

seguinte propriedade:

(B) Se R[x]/L ∈ G, então R/(L ∩R) ∈ G, para cada ideal L de R[x].
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Um anel R é chamado um domı́nio se para quaisquer elementos a, b em R temos

que ab = 0 implica que a = 0 ou b = 0. Claramente a classe dos domı́nios e a classe

dos anéis primos satisfazem a condição (B).

Proposição 3.7 As seguintes classes de aneis satisfazem a condição (B).

(i) Anéis fortemente primos à direita.

(ii) Anéis primos não singulares à direita.

(iii) Anéis fortemente primos unitários.

(iv) Anéis fortemente primos unitários com pseudo radical não nulo.

Prova. (i) e (ii) seguem dos Corolários 4.3 e 4.6 em [6], respectivamente. Os itens

(iii) e (iv) seguem dos Lemas 2.6(i) e 4.2 de [9], respectivamente. �

Conforme ([8], Lema 4), se uma classe de anéis primos F satisfaz a condição (A)

e R ∈ F , então F(R[x]) = 0.

O próximo teorema generaliza ([8], Teorema 5) e ([11], Teorema 3.1). Sua de-

monstração é a mesma à prova do Teorema 5 em [8].

Teorema 3.8 Assuma que G é uma classe de anéis primos satisfazendo a condição

(B) e que F é uma subclasse de G satisfazendo a condição (A). Então R é um anel

(G,F)-Jacobson se, e somente se, R[x] é um anel (G,F)-Jacobson.

Prova. Suponhamos que R seja um anel (G,F)-Jacobson. Seja L um ideal de R[x]

tal que R[x]/L ∈ G. Pela condição (B) obtemos que R/(L ∩ R) ∈ G. Podemos

assumir que L ∩ R = 0, caso contrário podemos fatorar R como R = R/(L ∩ R) e

L como L = L/(L ∩ R)[x]. Então R ∈ G, isto é 0 é um G-ideal de R. Por hipótese

existe uma familia (Qi)i∈Γ de F -ideais de R tal que ∩i∈ΓQi = 0. Utilizando o Lema

4 em [8] obtemos, F((R/Qi)[x]) = 0.
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Temos que (R/Qi)[x] ' (R[x]/Qi[x]), dáı Qi[x] é uma interseção de F -ideais de R[x]

para todo i ∈ Γ. Como ∩i∈ΓQi[x] = 0, então F(R[x]) = 0, isto mostra o caso L = 0.

Se L é um ideal não nulo podemos supor que L é maximal com respeito a condição

L ∩R = 0.

Seja ρ(L) o ideal de R consistindo de zero e de todos os coeficientes ĺıderes de

polinômios de grau minimal em L.

Sejam Ω = {i ∈ Γ | ρ(L) * Qi} e ∆ = {i ∈ Γ | ρ(L) ⊆ Qi}. Temos que

(∩i∈ΩQi)(∩i∈∆Qi) ⊆ (∩i∈ΩQi) ∩ (∩i∈∆Qi) = ∩i∈ΓQi = 0.

Como R é primo e 0 6= ρ(L) ⊆ ∩i∈∆Qi, então a Proposição 1.1 implica que

∩i∈ΩQi = 0. Logo, o Lema 3 em [8] implica que (L + Qi[x]) ∩R = Qi, i ∈ Ω.

Pelo Lema de Zorn para cada i ∈ Ω, existe um ideal Li de R[x] contendo L+Qi[x]

e maximal com respeito a condição Li∩R = Qi. Logo, Ri = R/(Li∩R) = R/Qi ∈ F .

Como Li = Li/((Li ∩ R)[x]) é um ideal Ri-disjunto de Ri[x], então a condição (A)

implica que Ri[x]/Li ∈ F . Então R[x]/Li ∈ F , pois R[x]/Li ' Ri[x]/Li. Além

disso, (∩i∈ΩLi) ∩ R = ∩i∈ΩQi = 0, então a maximalidade de L no conjunto dos

ideais R-disjuntos de R[x] implica que L = ∩i∈ΩLi. Segue que L é uma intersecção

de F -ideais, então R[x] é um anel (G,F)-Jacobson.

Reciprocamente, suponhamos que R[x] é um anel (G,F)-Jacobson. Então o

Corolário 3.6 implica que R é um anel (G,F)-Jacobson. �

Lema 3.9 (i) Se R é um anel fortemente primo unitário, então R é fortemente

primo à direita.

(ii) Se R é um anel primo de Goldie à direita, então R é não singular à direita.

Prova. (i) Seja I um ideal não nulo de R. Como R é fortemente primo unitário,

então o Proposição 2.4 em [9] implica que existe H = {a1, ..., an} ⊆ I tal que
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a1c1 + ... + ancn = 1, onde c1, ..., cn ∈ C(R). Seja a ∈ Annr(H) = {r ∈ R | Hr = 0}.

Logo, a = (a1c1 + ... + ancn)a = a1ac1 + ... + anacn = 0, pois aia = 0 para cada

i ∈ {1, ..., n}. Portanto Annr(H) = 0 assim R é um anel fortemente primo à direita.

(ii) Segue do Corolário 3.32 em [10]. �

Segue das Proposições 3.1, 3.2, 3.7 e do Lema 3.9. que as seguintes classes de

aneis F e G com F ⊆ G satisfazem as hipóteses e a conclusão do Teorema 3.8. Isto

é, F satisfaz a condição (A) e G satisfaz a condição (B).

a) G a classe dos anéis primos e F a classe dos anéis das Proposições 3.1 e 3.2.

b) G a classe dos anéis fortemente primos à direita e F a classe dos anéis simples.

c) G a classe dos anéis fortemente primos à direita e F a classe dos anéis fortemente

primos unitários.

d) G a classe dos anéis fortemente primos à direita e F a classe dos anéis simples

Artinianos à direita.

e) G a classe dos anéis fortemente primos unitários e F a classe dos anéis simples.

f) G a classe dos anéis fortemente primos unitários e F a classe dos anéis fortemente

primos unitários com pseudo radical nulo.

g) G a classe dos anéis fortemente primos unitários e F a classe dos anéis simples

Artinianos à direita.

h) G a classe dos anéis primos não singulares à direita e F a classe dos anéis primos

de Goldie à direita.
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3.2 Aneis de Jacobson e Subanéis Admisśıveis de

Anéis de Polinômios

Nesta seção generalizamos os resultados obtidos para o anel de polinômios usuais

na seção anterior, para o anel T .

Observação 3.10 R é uma imagem homomorfa de T . Pois, Ψ : T → R dada por

Ψ(a0 + a1x + ... + akx
k) = a0 + a1 + ... + ak ∈ R é um homomorfismo sobrejetor.

Primeiramente vamos generalizar o resultado de Watters obtido em [21] para

anéis de polinômios usuais.

Proposição 3.11 S0 e R são anéis de Jacobson se, e somente se, T é um anel de

Jacobson.

Prova. Suponhamos que S0 e R são anéis de Jacobson. Seja P um anel primo de

T . Se R[x]xn ⊆ P , segue que S0/(P ∩ S0) w T/P assim P ∩ S0 é um ideal primo de

S0. Por hipótese P ∩ S0 = ∩i∈ΩJi, onde Ji é um ideal primitivo à direita de S0 para

cada i ∈ Ω. Seja Pi = Ji +S1x+ ...+Sn−1x
n−1 +R[x]xn para cada i ∈ Ω. Temos que

P = ∩i∈ΩPi e (T/Pi) ' (S0/Ji). Segue que P é uma intersecção de ideais primitivos

à direita de T .

Se R[x]xn * P , segue da Proposição 2.7 que existe um ideal primo L de R[x] tal

que L ∩ T = P . Como R é um anel de Jacobson, então R[x] também é um anel de

Jacobson. Portanto existe uma familia (Li)i∈Γ de ideais primitivos à direita de R[x]

tal que L = ∩i∈ΓLi. Sejam Ω = {i ∈ Γ | R[x]x * Li} e ∆ = {i ∈ Γ | R[x]x ⊆ Li}.

Temos que

(∩j∈ΩLj)(∩j∈∆Lj) ⊆ (∩j∈ΩLj) ∩ (∩j∈∆Lj) = ∩j∈ΓLj = L.
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Como R[x]x * L e R[x]x ⊆ ∩j∈∆Lj, então a Proposição 1.1 implica que L = ∩j∈ΩLj.

Pela Proposição 2.41, Lj ∩ T é um ideal primitivo á direita de T para cada j ∈ Ω.

Além disso P = L ∩ T = (∩j∈ΩLj) ∩ T = ∩j∈Ω(Lj ∩ T ). Segue que P é uma

intersecção de ideais primitivos à direita de T , dáı T é um anel de Jacobson.

Reciprocamente suponhamos que T seja um anel de Jacobson. Temos que S0 é

uma imagem homomorfa de T . Além disso, a Observação 3.10 implica que R é uma

imagem homeomorfa de T . Como imagens homeomorfas de anéis de Jacobson são

anéis de Jacobson, então S0 e R são anéis de Jacobson. �

Uma classe de anéis primos F é dita satisfazer a condição (C) se F satisfaz a

seguinte propriedade:

(C) Se R[x]/L ∈ F , então T/(L∩T ) ∈ F , para cada ideal L de R[x] com R[x]x * L.

Segue do segundo caṕıtulo que as classes dos anéis primos, primitivos e simples

satisfazem a condição (C).

Proposição 3.12 As seguintes classes de aneis satisfazem a condição (C).

(i) Domı́nios.

(ii) Anéis primos von Neumann regulares.

(iii) Anéis simples Artinianos à direita.

(iv) Anéis fortemente primos à direita.

Prova. (i) segue do fato que T/(L ∩ T ) é um subanel primo de R[x]/L.

(ii) Suponhamos que L é um ideal de R[x] com R[x]x * L tal que R[x]/L é um

anel primo von Neumann regular. Sejam P = L ∩ T e g = g + P ∈ T/P , onde

g ∈ T é qualquer. Logo, gxn + L ∈ R[x]/L. Por hipótese existe f ∈ R[x] tal que

gxn − gxnfgxn ∈ L. Como L é primo e R[x]x * L, então g − gxnfg ∈ L ∩ T = P .

Portanto T/P é von Neumann regular, pois xnf ∈ T .
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(iii) Suponhamos que L é um ideal de R[x] com R[x]x * L e tal que R[x]/L é um

anel simples Artiniano à direita. Pela Proposição 2.24(ii), (R[x]/L) ' (T/(L∩ T )).

Segue que L ∩ T é um anel simples Artiniano à direita.

(iv) Suponhamos que L é um ideal fortemente primo à direita de R[x] tal que

R[x]x * L. Seja U um ideal não nulo de T/(L ∩ T ). Então existe um ideal U de T

contendo L ∩ T tal que U = U/(L ∩ T ). Logo, V = (L + R[x]xnUR[x]xn)/L é um

ideal não nulo de R[x]/L.

Por hipótese existe um conjunto finito H = {h1, ..., hn} ⊆ V tal que o anulador

à direita de H em R[x]/L, denotado por Annr(H), é zero.

Temos que hi = hi + L, onde hi ∈ L + R[x]xnUR[x]xn, i ∈ {1, ..., n}. Logo, para

cada i ∈ {1, ..., n} existem fi ∈ L, gi ∈ R[x]xnUR[x]xn ⊆ U tais que hi = fi + gi.

Seja J = {g1 + (L ∩ T ), ..., gn + (L ∩ T )} ⊆ U/(L ∩ T ). Vamos mostrar que o

anulador à direita de J em T/(L ∩ T ), denotado por Annr(J), é zero.

Seja f = f + (L ∩ T ) ∈ Annr(J), onde f ∈ T . Então J f = 0, isto é gif ∈ L ∩ T

para cada i ∈ {1, ..., n}. Logo,

(hi + L)(f + L) = hif + L = (fi + gi)f + L = (fif + gif) + L ⊆ L

para cada i ∈ {1, ..., n}. Então H(f + L) = 0, ou seja f + L ∈ Annr(H). Como

Annr(H) = 0, então f ∈ L ∩ T . Portanto Annr(J) = 0 e assim T/(L ∩ T ) é um anel

fortemente primo à direita. �

Uma classe de anéis primos F é especial se para cada ideal não nulo I de R,

I ∈ F se, e somente se, R ∈ F . Ver ([5], página 138). É conhecido que a classe de

todos os anéis primos é especial.

Teorema 3.13 Se F é uma classe de anéis primos especial, então F satisfaz a

condição (C).

Prova. Suponhamos que F é uma classe de anéis primos especial. Seja L um ideal
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de R[x] com R[x]x * L tal que R[x]/L ∈ F . Pela Proposição 2.7, L ∩ T é um ideal

primo de T e R[x]xn * L∩T . Como (L+R[x]xn)/L é um ideal não nulo de R[x]/L,

então ((L + R[x]xn)/L) ∈ F . Além disso,

((L ∩ T ) + R[x]xn)/(L ∩ T ) ' R[x]xn/(L ∩R[x]xn) ' ((L + R[x]xn)/L) ∈ F .

Como ((L ∩ T ) + R[x]xn)/(L ∩ T ) é um ideal não nulo do anel primo T/(L ∩ T ),

então T/(L ∩ T ) ∈ F . Isso mostra que F satisfaz a condição (C). �

Proposição 3.14 As seguintes classes de anéis são especiais, em particular satis-

fazem a condição (C).

(i) Anéis primos não singulares à direita.

(ii) Anéis primos com dimensão de Goldie à direita finita.

(iii) Anéis primos de Goldie à direita.

(iv) Anéis fortemente primos unitários.

(v) Anéis fortemente primos unitários com pseudo radical nulo (ou não nulo).

(vi) Anéis primitivos à direita.

(vii) Anéis simples.

Prova.

(i) Sejam R um anel primo e I um ideal não nulo R. Primeiramente vamos mostrar

que Zr(I) = Zr(R) ∩ I. Seja a ∈ Zr(I). Então a ∈ I e Annr(a) = {r ∈ I | ar = 0} é

um ideal à direita essencial de I. Seja J um ideal à direita de R.

Se {r ∈ R | ar = 0} ∩ J = 0, então Annr(a) ∩ (I ∩ J) = 0. Logo, I ∩ J = 0.

Portanto JI ⊆ I ∩ J = 0 assim a Proposição 1.1 implica que J = 0. Concluimos

que {r ∈ R | ar = 0} é um ideal à direita essencial de R. Segue que a ∈ Zr(R) dáı

Zr(I) ⊆ Zr(R) ∩ I.
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Para a outra inclusão, seja b ∈ Zr(R) ∩ I. Então Annr(b) = {r ∈ R | br = 0} é

um ideal à direita essencial de R. Seja H um ideal à direita de I.

Se {r ∈ I | br = 0} ∩ H = 0, então Annr(b) ∩ HI ⊆ {r ∈ I | br = 0} ∩ H = 0.

Logo, HI = 0 pois HI é um ideal à direita de R. Pela Proposição 1.1, H = 0.

Concluimos que {r ∈ I | br = 0} é um ideal à direita essencial de I. Segue que

b ∈ Zr(I) dáı Zr(R) ∩ I ⊆ Zr(I). Portanto Zr(I) = Zr(R) ∩ I.

Então Zr(R) = 0 se, e somente se, Zr(I) = 0, pois R é um anel primo. Logo, a

classe dos anéis de (i) é especial. Em particular satisfaz a condição (C)

(ii) Considere R um anel primo e I um ideal não nulo de R. Suponhamos que I

tem dimensão de Goldie à direita finita. Seja (Ci)i∈Ω uma familia independente de

ideais à direita de R. Se I ∩ Ci = 0, então CiI ⊆ I ∩ Ci = 0. Pela Proposição 1.1,

Ci = 0, absurdo. Logo, (I ∩ Ci)i∈Ω é uma familia independente de ideais à direita

de I. Portanto R tem dimensão de Goldie à direita finita.

Suponhamos que R tem dimensão de Goldie à direita finita. Seja (Bi)i∈Γ uma

familia independente de ideais à direita de I. Utilizando a Proposição 1.1 obtemos

que BiI = 0 se, e somente se, Bi = 0. Logo, (BiI)i∈Γ é uma familia independente

de ideais à direita de R com BiI ⊆ Bi para cada i ∈ Γ. Portanto I tem dimensão

de Goldie à direita finita. Logo, a classe dos anéis primos de dimensão de Goldie à

direita finita é especial. Em particular satisfaz a condição (C)

(iii) Segue do Corolário 3.32 em [10] e dos itens anteriores.

(iv) e (v) seguem da Proposição 2.2 em [9] e do Lema 4.4 em [9], respectivamente.

(vi) e (vii) seguem dos Teoremas 60 e 62 em [5], respectivamente. �

Observação 3.15 As condições (A) e (C) não são equivalentes. De fato, pela

Observação 2 em [8], a classe de todos os anéis de divisão (domı́nios) não satisfaz

a condição (A). E claramente a classe dos anéis de divisão (domı́nios) satisfaz a

condição (C). Por outro lado, sendo R o anel primo dos números inteiros segue
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que R[x] é um anel primo com identidade e A = 2R + R[x]x não tem identidade.

Portanto a classe dos anéis primos com identidade não satisfaz a condição (C) e

satisfaz a condição (A).

Do Lema 3.5 e da Observação 3.10, obtemos o seguinte corolário.

Corolário 3.16 Se T é um anel (G,F)-Jacobson, então S0 e R são anéis (G,F)-

Jacobson.

O próximo teorema estende ([8], Teorema 5).

Teorema 3.17 Assuma que F é uma classe de anéis primos satisfazendo as con-

dições (A) e (C). Então S0 e R são anéis F-Jacobson se, e somente se, T é um

anel F-Jacobson.

Prova. Suponhamos que S0 e R sejam anéis F -Jacobson. Seja P um ideal primo

de T . Se R[x]xn ⊆ P , segue que S0/(P ∩ S0) w T/P assim P ∩ S0 é um ideal primo

de S0. Por hipótese P ∩ S0 = ∩i∈ΩJi, onde Ji é F -ideal de S0 para todo i ∈ Ω. Seja

Pi = Ji + S1x + ... + Sn−1x
n−1 + R[x]xn para cada i ∈ Ω. Temos que P = ∩i∈ΩPi e

(T/Pi) ' (S0/Ji). Segue que P é uma intersecção de F -ideais de T .

Se R[x]xn * P a Proposição 2.7 implica que existe um ideal primo L de R[x]

com R[x]x * L tal que L ∩ T = P . Como R é um anel F -Jacobson e F satisfaz

a propriedade (A), então do Teorema 5 em [8] implica que R[x] também é um

anel F -Jacobson. Portanto existe uma familia (Li)i∈Γ de F -ideais de R[x] tal que

L = ∩i∈ΓLi. Sejam Ω = {i ∈ Γ | R[x]x * Li} e ∆ = {i ∈ Γ | R[x]x ⊆ Li}. Logo,

(∩j∈ΩLj)(∩j∈∆Lj) ⊆ (∩j∈ΩLj) ∩ (∩j∈∆Lj) = ∩j∈ΓLj = L.

Como R[x]x * L e R[x]x ⊆ ∩j∈∆Lj, então a Proposição 1.1 implica que L = ∩j∈ΩLj.

Como F satisfaz a propriedade (C), segue que Lj ∩ T é um F -ideal de T para cada
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j ∈ Ω. Além disso P = L ∩ T = (∩j∈ΩLj) ∩ T = ∩j∈Ω(Lj ∩ T ). Segue que P é uma

intersecção de F -ideais de T , dáı T é um anel F -Jacobson.

Reciprocamente, suponhamos que T seja um anel F -Jacobson. Então o Corolário

3.16 implica que S0 e R são anéis F -Jacobson. �

Observação 3.18 Utilizando as Proposições 3.12 e 3.14 obtemos que as classes de

aneis das Proposições 3.1 e 3.2 satisfazem a condições (A) e (C).

Agora vamos estabelecer condições necessárias e suficientes para que o anel T seja

um anel (G,F)-Jacobson.

Uma classe de anéis primos G é dita satisfazer a condição (D) se G satisfaz a

seguinte propriedade:

(D) Se T/P ∈ G com R[x]xn * P , então existe um ideal L de R[x] com L ∩ T = P

tal que R[x]/L ∈ G, para cada ideal P de T .

Segue do segundo caṕıtulo que a classe dos anéis primos, primitivos e simples

com identidade satisfazem a condição (D).

Proposição 3.19 As seguintes classes de anéis satisfazem a condição (D).

(i) Domı́nios

(ii) Anéis fortemente primos à direita.

Prova. (i) Suponhamos que exista um ideal P de T com R[x]xn * P tal que T/P

seja um domı́nio. Como P é primo, então a Proposição 2.7 implica que existe um

ideal primo L de R[x] com R[x]x * L tal que L ∩ T = P . Sejam f , g ∈ R[x]/L tais

que fg = 0. Temos que f = f +L e g = g+L, onde f , g ∈ R[x]. Logo fg ∈ L assim

o Lema 2.3 implica que fxngxn ∈ Lx2n ⊆ L ∩ T = P . Como T/P é um domı́nio

então fxn ∈ P ⊆ L ou gxn ∈ P ⊆ L. Portanto fR[x]xn ⊆ L ou gR[x]xn ⊆ L.
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Então o Lema 2.3 e a Proposição 1.1 implicam que f ∈ L ou g ∈ L. Isso mostra

que R[x]/L é um domı́nio. Conclúımos que os domı́nios satisfazem a condição (D).

(ii) Suponhamos que P seja um ideal fortemente primo à direita de T com R[x]xn *

P . Pela Proposição 2.7, existe um ideal primo L de R[x] com R[x]x * L tal que

L ∩ T = P . Vamos mostrar que L é um ideal fortemente primo à direita de R[x].

Seja V um ideal não nulo de R[x]/L. Então existe um ideal V de R[x] contendo

L tal que V = V/L. Se V ∩ T ⊆ L ∩ T = P , então V R[x]xn ⊆ L. Pela Proposição

1.1, V ⊆ L, absurdo. Portanto U = (V ∩ T )/(L ∩ T ) é um ideal não nulo de T/P .

Por hipótese existe um conjunto finito H = {h1, ..., hn} ⊆ U tal que o anulador

à direita de H em T/P é zero. Temos que hi = hi + P , onde hi ∈ T para cada

i ∈ {1, ..., n}.

Seja J = {h1 +L, ..., hn +L} ⊆ V/L. Vamos mostrar que o anulador à direita de

J em R[x]/L, é zero. Seja f = f + L ∈ Annr(J), onde f ∈ R[x]. Conseqüentemente

J f = 0, isto é (hi + L)(f + L) = 0 assim hif ∈ L para cada i ∈ {1, ..., n}. Portanto

hifxn ∈ Lxn ⊆ L ∩ T = P para cada i ∈ {1, ..., n}. Então fxn + P ∈ Annr(H).

Como Annr(H) = 0, então fxn ∈ L ∩ T = P . Pela Proposição 1.1, f ∈ L assim

Annr(J) = 0. Segue que R[x]/L é um anel fortemente primo à direita. Isso completa

a prova. �

Teorema 3.20 Se G é uma classe de anéis primos especial então G satisfaz a

condição (D).

Prova. Suponhamos que G seja uma classe de anéis primos especial. Seja P um

ideal de T com R[x]xn * P tal que T/P ∈ G. Pela Proposição 2.7, existe um ideal

primo L de R[x] com R[x]x * L tal que L ∩ T = P . Logo, R[x]xn * L assim

H = ((L∩T )+R[x]xn)/(L∩T ) ∈ G, pois H é um ideal não nulo de T/P . Também,

(L + R[x]xn)/L ' R[x]xn/(L ∩R[x]xn) ' ((L ∩ T ) + R[x]xn)/(L ∩ T ) ∈ G.
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Como (L+R[x]xn)/L é um ideal não nulo do anel primo R[x]/L, então R[x]/L ∈ G.

Isso mostra que G satisfaz a condição (D). �

O próximo teorema estende o Teorema 3.17

Teorema 3.21 Sejam G é uma classe de anéis primos satisfazendo as propriedades

(B) e (D) e que F é uma subclasse de G satisfazendo as propriedades (A) e (C).

Então S0 e R são anéis (G,F)-Jacobson se, e somente se, T é um anel (G,F)-

Jacobson.

Prova. Suponhamos que S0 e R sejam anéis (G,F)-Jacobson. Seja P um ideal de T

tal que T/P ∈ G. Se R[x]xn ⊆ P , então S0/(P ∩S0) w T/P e assim S0/(P ∩S0) ∈ G.

Por hipótese P ∩ S0 = ∩i∈ΩJi, onde Ji é um F -ideal de S, para todo i ∈ Ω. Seja

Pi = Ji + S1x + ... + Sn−1x
n−1 + R[x]xn, para cada i ∈ Ω. Temos que P = ∩i∈ΩPi e

(T/Pi) ' (S0/Ji). Segue que P é uma intersecção de F -ideais de T .

Se R[x]xn * P , segue da condição (D) que existe um ideal L de R[x] com

L∩T = P e tal que R[x]/L ∈ G. Pelo Teorema 3.8, R[x] é um anel (G,F)-Jacobson.

Portanto existe uma famı́lia (Li)i∈Γ de F -ideais de R[x] tal que L = ∩i∈ΓLi. Sejam

Ω = {i ∈ Γ | R[x]x * Li} e ∆ = {i ∈ Γ | R[x]x ⊆ Li}. Temos que

(∩j∈ΩLj)(∩j∈∆Lj) ⊆ (∩j∈ΩLj) ∩ (∩j∈∆Lj) = ∩j∈ΓLj = L.

Como R[x]x * L e R[x]x ⊆ ∩j∈∆Lj, então a Proposição 1.1 implica que L = ∩j∈ΩLj.

Como F satisfaz a propriedade (C) então Lj∩T é um F -ideal de T para cada j ∈ Ω.

Além disso P = L∩T = (∩j∈ΩLj)∩T = ∩j∈Ω(Lj∩T ). Segue que P é uma intersecção

de F -ideais de T , dáı T é um anel (G,F)-Jacobson.

Reciprocamente, suponhamos que T é um anel (G,F)-Jacobson. O Corolário

3.16 implica que S0 e R são anéis (G,F)-Jacobson. �
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Corolário 3.22 S0 e R são anéis de Hilbert se, e somente se T é um anel de Hilbert.

Prova. Pelas Proposições 3.1 e 3.14 a classe dos anéis simples satisfaz as condições

(A) e (C). As Proposições 3.7, 3.14 e 3.20 implicam que a classe dos anéis fortemente

primos unitários satisfaz as condições (B) e (D). Utilizando o Teorema 3.21 obtemos

o resultado. �

Utilizando as Proposições 3.1, 3.2, 3.12, 3.14, 3.19 e 3.20, obtemos que as se-

guintes classes de aneis F e G com F ⊆ G satisfazem as hipóteses e a conclusão do

Teorema 3.21. Isto é, F satisfaz as condições (A), (C) e G satisfaz as condições (B)

e (D).

a) G a classe dos anéis primos e F a classe dos anéis das Proposições 3.1 e 3.2.

b) G a classe dos anéis fortemente primos à direita e F a classe dos anéis simples.

c) G a classe dos anéis fortemente primos à direita e F a classe dos anéis fortemente

primos unitários.

d) G a classe dos anéis fortemente primos à direita e F a classe dos anéis simples

Artinianos à direita.

e) G a classe dos anéis fortemente primos unitários e F a classe dos anéis simples.

f) G a classe dos anéis fortemente primos unitários e F a classe dos anéis fortemente

primos unitários com pseudo radical nulo.

g) G a classe dos anéis fortemente primos unitários e F a classe dos anéis simples

Artinianos à direita.

h) G a classe dos anéis primos não singulares à direita e F a classe dos anéis primos

de Goldie à direita.



Caṕıtulo 4

Ideais Primos em Subanéis
Admisśıveis de Anéis de
Polinômios com Várias Variáveis

Nesta seção denotaremos por R[x1, ..., xn] o anel de polinônios sobre R em n

indeterminadas {x1, ..., xn}.

O objetivo desta seção é estudar ideais primos, primitivos e maximais em cer-

tos subaneis de anéis de polinômios com várias variáveis. Isso foi feito nas seções

anteriores para o anel T .

Utilizando a Definição 2.1, um subanel A de R[x1, x2] é admisśıvel em {x2} se

A = R0 + R1x2 + ... + Rk−1x
k−1
2 + R[x1, x2]x

k
2,

onde R0, ..., Rk−1 são subgrupos aditivos de R[x1] com RiRj ⊆ Ri+j para cada

j ∈ {0, ..., k − 1} e com Rm = R[x1] se m ≥ k.

Temos que R0 é um subanel de R[x1], mas não necessariamente admisśıvel em

{x1}. Se R0 é um subanel admisśıvel em {x1}, dizemos que A é admisśıvel em

{x1, x2}. Com este racioćınio obtemos por indução a seguinte definição, que estende

a Definição 2.1.

53
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Definição 4.1 Um subanel A de R[x1, ..., xn] é admisśıvel em {x1, ..., xn} se

A = R0 + R1xn + ... + Rk−1x
k−1
n + R[x1, ..., xn]xk

n,

onde R0, ..., Rk−1 são subgrupos aditivos de R[x1, ..., xn−1] com RiRj ⊆ Ri+j para

cada j ∈ {0, ..., k − 1} e com Rs = R[x1, ..., xn−1] se s ≥ k. Além disso, R0 é

admisśıvel em {x1, ..., xn−1}.

Exemplo 4.2 Seja S um subanel qualquer de R. Claramente S + R[x1]x1 é um

subanel de R[x1] admisśıvel em {x1}. Logo, S + R[x1]x1 + R[x1, x2]x2 é admisśıvel

em {x2}. Continuando com o mesmo racioćınio obtemos que

S + R[x1]x1 + R[x1, x2]x2 + ... + R[x1, ..., xn]xn

é um subanel de R[x1, x2, ..., xn] admisśıvel em {x1, ..., xn}.

Observação 4.3 Seja Tn = Sn,0 + Sn,1xn + ... + Sn,kn−1x
kn−1
n + R[x1, ..., xn]xkn

n um

subanel admisśıvel em {x1, ..., xn}. Por definição, Sn,0 é um subanel admisśıvel em

{x1, ..., xn−1}. Portanto

Sn,0 = Sn−1,0 + Sn−1,1xn−1 + ... + Sn−1,k(n−1)−1x
k(n−1)−1

n−1 + R[x1, ..., xn−1]x
kn−1

n−1

e Sn−1,0 é um subanel admisśıvel em {x1, ..., xn−2}. Continuando com o mesmo

racioćınio, obtemos que

Tn = S1,0 +
n∑

i=1

(Si,1xi + ... + Si,ki−1x
ki−1
i + R[x1, ..., xi]x

ki
i ) (4.1)

onde Si,0, ..., Si,ki−1 são subgrupos aditivos de R[x1, ..., xi−1] tais que

Si,0 = Si−1,0 + Si−1,1xi−1 + ... + Si−1,k(i−1)−1x
k(i−1)−1

i−1 + R[x1, ..., xi−1]x
ki−1

i−1 ,

Si,jSi,k ⊆ Si,j+k para cada i ∈ {1, ..., n} e j, k ∈ {1, ..., ki − 1}, onde

Si,t = R[x1, ..., xi−1] se t ≥ ki. Além disso, S1,0 é um subanel de R.
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Pela observação anterior temos que todo subanel de R[x1, ..., xn] admisśıvel em

{x1, ..., xn} é da forma (4.1).

Nesta seção denotaremos por Tn um subanel de R[x1, ..., xn] admisśıvel em

{x1, ..., xn} com as mesmas notações em (4.1).

Não é dif́ıcil verificar que

Tn = Tn−1 + Sn,1xn + ... + Sn,kn−1x
kn−1
n + R[x1, ..., xn]xkn

n ,

Para cada i ∈ {1, ..., n}, denotaremos

Ri,ki
= Si,1xi + ... + Si,ki−1x

ki−1
i + R[x1, ..., xi]x

ki
i ⊆ R[x1, ..., xi]xi.

Então Tn = S1,0 + R1,k1 + ... + Rn,kn .

4.1 Ideais Primos em Subanéis Admisśıveis com

Várias Variáveis

Lema 4.4 Assuma que n ≥ 1. Se K é um ideal não nulo de Tn, então existe um

ideal não nulo J de R[x1, ..., xn] tal que J ⊆ K.

Prova. Sejam K um ideal não nulo de Tn e

J1 = R[x1, ..., xn]xkn
n KR[x1, ..., xn]xkn

n .

Temos que J1 é um ideal de R[x1, ..., xn], J1 ⊆ K.

Se J1 6= 0 então J1 satisfaz a condição procurada. Se J1 = 0, então J2 =

R[x1, ..., xn]xkn
n K e J3 = KR[x1, ..., xn]xkn

n são ideais de R[x1, ..., xn]. Se J2 6= 0 ou

J3 6= 0 então J2 ou J3 é o ideal procurado. Se J2 = J3 = 0, então K é um ideal não

nulo de R[x1, ..., xn]. �
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Proposição 4.5 Assuma que n ≥ 2. Se P é um ideal primo em Tn, então P ∩Tn−1

é um ideal primo de Tn−1.

Prova. Sejam U1, U2 ideais de Tn−1 com U1U2 ⊆ P ∩ Tn−1. Pelo lema anterior,

existem ideais não nulos I1, I2 de R[x1, ..., xn−1] tais que I1 ⊆ U1 e I2 ⊆ U2. Logo,

Hi = Ui + (Ii ∩ Sn,1)xn + ... + (Ii ∩ Sn,kn−1)x
kn−1
n + Ii[xn]xkn

n é um ideal de Tn, para

cada i ∈ {1, 2}. Além disso, o Lema 2.3 implica que H1H2 ⊆ P .

Pela Proposição 1.1, H1 ⊆ P ou H2 ⊆ P . Logo, U1 ⊆ P ∩Tn−1 ou U2 ⊆ P ∩Tn−1.

Isso mostra que P ∩ Tn−1 é um ideal primo de Tn−1. �

Proposição 4.6 Seja P um ideal de Tn contendo R[x1, ..., xj]x
kj

j , para cada j ∈

{1, ..., n}. Então P é primo se, e somente se, P = (P ∩ S1,0) + R1,k1 + ... + Rn,kn e

P ∩ S1,0 é um ideal primo de S1,0.

Prova. Suponhamos que P seja um ideal primo de Tn. Como R[x1, ..., xn]xkn
n ⊆ P

então a Proposição 2.6 implica que P = (P ∩ Tn−1) + Rn,kn e P ∩ Tn−1 é um

ideal primo de Tn−1. Continuando com o mesmo racioćınio chegaremos a que P =

(P ∩ S1,0) + R1,k1 + ... + Rn,kn e que P ∩ S1,0 é um ideal primo de S1,0.

Reciprocamente, suponhamos que P = (P ∩ S1,0) + R1,k1 + ... + Rn,kn e P ∩ S1,0

é um ideal primo de S1,0. Como (Tn/P ) ' (S1,0/(P ∩ S1,0)), então P é um ideal

primo de Tn. �

Observação 4.7 Se R é um anel com identidade então P é um ideal primo de Tn

com R[x1, ..., xj]x
kj

j * P se, e somente se x
kj

j /∈ P .

Proposição 4.8 Sejam P um ideal de Tn e j ∈ {1, 2, ..., n}. Então P é um ideal

primo de Tn com R[x1, ..., xj]x
kj

j * P se, e somente se, existe um ideal primo L de

R[x1, ..., xn] com R[x1, ..., xj]xj * L tal que L ∩ Tn = P .
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Prova. Suponhamos que P seja um ideal primo de Tn com R[x1, ..., xj]x
kj

j * P .

Se R[x1, ..., xn]xkn
n * P , então a Proposição 2.7 implica que existe um ideal primo

L de R[x1, ..., xn] com R[x1, ..., xn]xn * L tal que L ∩ Tn = P . Pelo Lema 2.3,

R[x1, ..., xj]xj * L.

Se R[x1, ..., xn]xkn
n ⊆ P , então a Proposição 2.6 implica que

P = P ∩ Tn−1 + Sn,1xn + ... + Sn,kn−1x
kn−1
n + R[x1, ..., xn]xkn

n = P ∩ Tn−1 + Rn,kn .

Continuando com o mesmo racioćınio chegaremos a que

P = P ∩ Ti + Ri+1,ki+1
+ ... + Rn,kn ,

onde i ∈ {1, 2, ..., n} é o maior inteiro tal que R[x1, ..., xi]x
ki
i * P .

Então j ≤ i e Ti/(P ∩ Ti) ' Tn/P . Conseqüentemente P ∩ Ti é um ideal primo de

Ti com R[x1, ..., xi]x
ki
i * P ∩ Ti. Pela proposição 2.7, existe um ideal primo Li de

R[x1, ..., xi] com R[x1, ..., xi]xi * Li tal que Li ∩ Ti = P ∩ Ti. Seja

L = Li + R[x1, ..., xi+1]xi+1 + ... + R[x1, ..., xn]xn.

Então L ∩ Tn = P , pois P ⊆ L ∩ Tn e

(L ∩ Tn) ⊆ (Li ∩ Ti) + Ri+1,ki+1
+ ... + Rn,kn ⊆ (P ∩ Ti) + P ⊆ P.

Como (R[x1, ..., xn]/L) ' R[x1, ..., xi]/Li, então L é um ideal primo de R[x1, ..., xn]

com R[x1, ..., xi]xi * L.

Se R[x1, ..., xj]xj ⊆ L ∩ R[x1, ..., xj]. Como L ∩ R[x1, ..., xj] é um ideal primo

de R[x1, ..., xj], o Lema 2.3 implica que R[x1, ..., xj]x
kj

j ⊆ L ∩ Tj ⊆ L ∩ Tn = P ,

absurdo. Portanto L é um ideal primo de R[x1, ..., xn] com R[x1, ..., xj]xj * L tal

que L ∩ Tn = P .

Reciprocamente, suponhamos que L seja um ideal primo de R[x1, ..., xn] com

R[x1, ..., xj]xj * L.
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Se R[x1, ..., xn]xn * L, então a Proposição 2.7 implica que L ∩ Tn é um ideal

primo de Tn com R[x1, ..., xn]xkn
n * L ∩ Tn. Assim, R[x1, ..., xj]x

kj

j * L ∩ Tn.

Se R[x1, ..., xn]xn ⊆ L, então L = L ∩R[x1, ..., xn−1] + R[x1, ..., xn]xn. Portanto

L = L ∩R[x1, ..., xi] + R[x1, ..., xi+1]xi+1 + ... + R[x1, ..., xn]xn,

onde i ∈ {1, 2, ..., n} o maior inteiro tal que R[x1, ..., xi]xi * L.

Como (R[x1, ..., xi]/(L ∩ R[x1, ..., xi])) ' (R[x1, ..., xn]/L), então L ∩ R[x1, ..., xi]

é um ideal primo de R[x1, ..., xi] com R[x1, ..., xi]xi * L ∩ R[x1, ..., xi]. Logo, a

Proposição 2.7 implica que (L ∩ R[x1, ..., xi]) ∩ Ti = L ∩ Ti é um ideal primo de Ti

com R[x1, ..., xi]x
ki
i * L ∩ Ti. Seja

P = L ∩ Ti + Ri+1,ki+1
+ ... + Rn,kn .

Temos que Tn/P ' Ti/(L ∩ Ti). Portanto P = L ∩ Tn é um ideal primo de Tn com

R[x1, ..., xi]x
ki
i * P .

Se R[x1, ..., xj]x
kj

j ⊆ P = L ∩ Tn, então R[x1, ..., xj]x
kj

j ⊆ L ∩ Tj. Logo, o Lema

2.3 implica que R[x1, ..., xj]xj ⊆ L ∩ R[x1, ..., xj], absurdo. Portanto L ∩ Tn é um

ideal primo de Tn com R[x1, ..., xj]x
kj

j * L ∩ Tn. �

Corolário 4.9 Seja P um ideal primo de Tn tal que R[x1, ..., xl]x
kl
l * P para al-

gum l ∈ {1, 2, ..., n}. Então existe um único ideal primo L de R[x1, ..., xn] com

R[x1, ..., xl]xl * L tal que L ∩ Tn = P .

Prova. Pela Proposição 4.8 obtemos que existe um ideal primo L de R[x1, ..., xn]

com R[x1, ..., xl]xl * L tal que L ∩ Tn = P . Afim de mostrar a unicidade, suponha-

mos que exista um ideal primo L1 de R[x1, ..., xn] com R[x1, ..., xl]xl * L1 tal que

L1 ∩ Tn = P .

Sejam i, j ∈ {1, 2, ..., n} maximais tais que R[x1, ..., xi]xi * L e R[x1, ..., xj]xj * L1.
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Como (R[x1, ..., xj]xj)
kj ⊆ R[x1, ..., xj]x

kj

j e R[x1, ..., xj]xj * L1 ∩R[x1, ..., xj], então

a Proposição 1.1 implica que R[x1, ..., xj]x
kj

j * L1 ∩R[x1, ..., xj]. Logo,

R[x1, ..., xj]x
kj

j * L1 ∩ Tn = P = L ∩ Tn.

Como R[x1, ..., xj]x
kj

j ⊆ R[x1, ..., xj]xj * L, então R[x1, ..., xj]xj * L. A maxima-

lidade de i implica que j ≤ i. Analogamente podemos mostrar que i ≤ j assim

i = j.

Seja Rs = R[x1, ..., xs]xs para cada s ∈ {1, ..., n}. Então

L = L ∩R[x1, ..., xj] + Rj+1 + ... + Rn e L1 = L1 ∩R[x1, ..., xj] + Rj+1 + ... + Rn.

Temos que H = R[x1, ..., xn]x
kj

j é um ideal de R[x1, ..., xn] tal que H * L1, pois

R[x1, ..., xn]x
kj

j = R[x1, ..., xj]x
kj

j + Rj+1x
kj

j + ... + Rnx
kj

j e R[x1, ..., xj]x
kj

j * L1.

Como Rs ⊆ L1 para cada s ≥ j + 1, então

LH = (L ∩R[x1, ..., xj] + Rj+1 + ... + Rn)(R[x1, ..., xj]x
kj

j + Rj+1x
kj

j + ... + Rnx
kj

j )

⊆ (L ∩R[x1, ..., xj])R[x1, ..., xj]x
kj

j + L1 ⊆ L ∩ Tn + L1 ⊆ L1.

Utilizando a Proposição 1.1 obtemos que L ⊆ L1. Analogamente podemos mostrar

que L1 ⊆ L, dáı L = L1. �

Corolário 4.10 Sejam n ≥ 1 e i ∈ {1, 2, ..., n}. Então existe uma correspondência

biuńıvoca, via contração, entre:

(i) O conjunto de todos os ideais primos L de R[x1, ..., xn] com R[x1, ..., xi]xi * L.

(ii) O conjunto de todos os ideais primos P de Tn com R[x1, ..., xi]x
ki
i * P .

Prova. Consideremos a correspondência que associa o ideal primo L de R[x1, ..., xn]

com R[x1, ..., xi]xi * L para algum i ∈ {1, 2, ..., n} com o ideal primo L ∩ Tn de Tn.

A sobrejetividade e a injetividade da correspondência seguem respectivamente da

Proposição 4.8 e do Corolário 4.9. �
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A demonstração da seguinte proposição é análoga a prova da Proposição 4.8.

Proposição 4.11 Sejam P um ideal de Tn e i ∈ {1, 2, ..., n}. Então P é primitivo à

direita (esquerda) com R[x1, ..., xi]x
ki
i * P se, e somente se, existe um ideal primitivo

à direita (esquerda) L de R[x1, ..., xn] com R[x1, ..., xi]xi * L tal que L ∩ Tn = P .

A demonstração do próximo corolário é análoga a prova do Corolário 4.10.

Corolário 4.12 Sejam n ≥ 1 e i ∈ {1, 2, ..., n}. Então existe uma correspondência

biuńıvoca, via contração, entre:

(i) O conjunto de todos os ideais primitivos à direita (esquerda) L de R[x1, ..., xn]

com R[x1, ..., xi]xi * L.

(ii) O conjunto de todos os ideais primitivos à direita (esquerda) P de Tn com

R[x1, ..., xi]x
ki
i * P .

4.2 Ideais Maximais em Subanéis Admisśıveis com

Várias Variáveis

Proposição 4.13 Seja M um ideal primo de Tn com R[x1, ..., xj]x
kj

j * M para

algum j ∈ {1, 2, ..., n}. Se M é maximal, então existe um ideal L de R[x1, ..., xn]

com R[x1, ..., xj]xj * L tal que L ∩ Tn = M e (R[x1, ..., xn]/L) ' (Tn/M). Em

particular L é maximal.

Prova. Se R[x1, ..., xn]xkn
n * M , a Proposição 2.23 implica que existe um ideal L de

R[x1, ..., xn] com R[x1, ..., xn]xn * L tal que L∩T = M e (R[x1, ..., xn]/L) ' (T/M).

Se R[x1, ..., xn]xkn
n ⊆ M , então a Proposição 2.6 implica que

M = M ∩ Tn−1 + Sn,1xn + ... + Sn,kn−1x
kn−1
n + R[x1, ..., xn]xkn

n = M ∩ Tn−1 + Rn,kn .
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Continuando com o mesmo racioćınio chegaremos a que

M = M ∩ Ti + Ri+1,ki+1
+ ... + Rn,kn ,

onde i ∈ {1, 2, ..., n} é o maior número tal que R[x1, ..., xi]x
ki
i * M .

Então, Ti/(M∩Ti) ' Tn/M . Pela Proposição 2.23, existe um ideal Li de R[x1, ..., xi]

com R[x1, ..., xi]xi * Li tal que Li ∩Ti = M ∩Ti e (R[x1, ..., xi]/Li) ' (Ti/(M ∩Ti).

Seja

L = Li + R[x1, ..., xi+1]xi+1 + ... + R[x1, ..., xn]xn.

Com o mesmo racioćınio utilizado na demonstração do Teorema 4.8, temos que

L ∩ Tn = M , (R[x1, ..., xn]/L) ' (R[x1, ..., xi]/Li) ' (Ti/(M ∩ Ti)) ' (Tn/M) e

R[x1, ..., xj]xj * L. �

Teorema 4.14 Seja L um ideal maximal de R[x1, ..., xn]. Então,

(i) Se L não é primo, então L ∩ Tn é maximal em Tn.

(ii) Se L é primo e R[x1, ..., xj]xj * L para algum j ∈ {1, 2, ..., n}, então

(R[x1, ..., xn]/L) ' (Tn/(L ∩ Tn)).

Em particular L ∩ Tn é maximal em Tn.

Prova. (i) Imediato da Proposição 2.24(i).

(ii) Seja i ∈ {1, ..., n} o maior número tal que R[x1, ..., xi]xi * L. Portanto

L = L ∩R[x1, ..., xi] + R[x1, ..., xi+1]xi+1 + ... + R[x1, ..., xn]xn.

Temos que (R[x1, ..., xn]/L) ' (R[x1, ..., xi]/(L ∩ R[x1, ..., xi])) assim a Proposição

2.24(ii) implica que

(R[x1, ..., xi]/(L ∩R[x1, ..., xi])) ' (Ti/(L ∩ Ti)).
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Como Rj,kj
⊆ R[x1, ..., xj] ⊆ L para cada j ∈ {i + 1, ..., n}, então

L ∩ Tn = L ∩ Ti + Ri+1,ki+1
+ ... + Rn,kn .

Portanto

(R[x1, ..., xn]/L) ' (R[x1, ..., xi]/(L∩R[x1, ..., xi])) ' (Ti/(L∩Ti)) ' (Tn/(L∩Tn)).

Segue que L ∩ Tn é maximal em Tn. �

O seguinte corolário é uma consequência imediata das Proposições 4.13 e 4.14.

Corolário 4.15 Sejam M um ideal de Tn e i ∈ {1, 2, ..., n}. Então Tn/M é simples

com identidade com R[x1, ..., xi]x
ki
i * M se, e somente se, existe um ideal L de

R[x1, ..., xn] tal que R[x1, ..., xn]/L é simples com identidade, R[x1, ..., xi]xi * L e

L ∩ Tn = M .

Corolário 4.16 Sejam n ≥ 1 e i ∈ {1, 2, ..., n}. Então existe uma correspondência

biuńıvoca, via contração, entre:

(i) O conjunto de todos os ideais L de R[x1, ..., xn] com R[x1, ..., xi]xi * L tal que

R[x1, ..., xn]/L é simples com identidade.

(ii) O conjunto de todos os ideais P de Tn com R[x1, ..., xi]x
ki
i * P tal que Tn/P é

simples com identidade.

Prova. Análoga a demonstração do Corolário 4.10 �

Corolário 4.17 Sejam S = S1,0 um subanel essencial de R e M um ideal primo de

Tn. Se M é um ideal maximal S-disjunto de Tn, então ps(R) 6= 0.

Prova. Se R[x1, ..., xi]x
ki
i ⊆ M para cada i ∈ {1, 2, ..., n}, então aplicando a Pro-

posição 4.6, obtemos que S é um anel simples. Portanto S ⊆ ps(R), pois S ∩ J = S

para cada ideal primo não nulo J de R.
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Se R[x1, ..., xi]x
ki
i * M para algum i ∈ {1, 2, ..., n}, então a Proposição 4.13

implica que existe um ideal maximal L de R[x1, ..., xn] tal que L ∩ Tn = M . Como

S é essencial em R e L ∩ S = M ∩ S = 0, então L ∩ R = 0. Utilizando o Corolário

4.3 em [9] obtemos que ps(R) 6= 0. �

O seguinte corolário estende o Teorema 4.12 em [9].

Corolário 4.18 Assuma que S = S1,0 é um subanel essencial de R. Então são

equivalentes:

i) Existem n ≥ 1 e um ideal S-disjunto M de Tn tais que Tn/M é simples com

identidade e R[x1, ..., xi]x
ki
i * M , para algum i ∈ {1, ..., n}.

(ii) RC(R) é um anel simples com identidade e ps(R) 6= 0

(iii) R é um anel primo e existem a1, ..., ak ∈ ps(R) e c1, ..., ck ∈ C(R) tal que

a1c1 + ... + akck = 1.

Prova. Imediato do Corolário 4.15 e do Teorema 4.12 em [9]. �



Caṕıtulo 5

Alguns Resultados em Skew Anéis
de Polinômios

Neste caṕıtulo R é um anel associativo, mas não necessariamente com identi-

dade. Iremos estudar ideais primos e maximais em certos subanéis de skew anéis de

polinômios de tipo automorfismo. Isso foi feito para anéis de polinômios usuais no

segundo caṕıtulo.

Seja σ um automorfismo de R. Um ideal I de R é um σ-ideal (ideal σ-invariante)

se σ(I) ⊆ I (σ(I) = I).

Um ideal σ-invariante K de R é chamado fortemente σ-primo se para quaisquer

σ-ideal A de R e um ideal B de R tais que AB ⊆ K tem-se A ⊆ K ou B ⊆ K. Um

anel R é dito fortemente σ-primo se (0) é um ideal fortemente σ-primo de R.

O skew anel de polinômios R[x; σ] é definido como o conjunto dos polinômios

da forma
∑s

i=0 aix
i, onde a soma é usual e a multiplicação é definida pela fórmula

xa = σ(a)x. Um ideal P de R[x; σ] é dito R-disjunto se P 6= 0 e P ∩R = 0.

A prova do próximo lema pode ser encontrada em ([18]), Corolário 2.13).

Lema 5.1 Sejam R um anel fortemente σ-primo e L um ideal R-disjunto de R[x; σ].

Se L é primo, então L é maximal no conjunto dos ideais σ-invariantes R-disjuntos

de R[x; σ].

64
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A seguinte definição estende a Definição 2.1.

Definição 5.2 Um subconjunto Tσ de R[x; σ] é chamado σ-admisśıvel em R[x; σ]

se Tσ = U0 + U1x + ... + Un−1x
n−1 + R[x; σ]xn, onde Ui são subgrupos aditivos de R

com Uiσ
i(Uj) ⊆ Ui+j, para cada i, j ∈ {0, 1, ..., n− 1} e Um = R se m ≥ n.

Claramente, Tσ é um subanel de R[x; σ], U0 é um subanel de R e cada Ui é um

U0-submódulo à esquerda de R.

Neste caṕıtulo denotaremos por Tσ um anel σ-admisśıvel da forma,

U0 + U1x + ... + Un−1x
n−1 + R[x; σ]xn.

5.1 Ideais Primos em Subanéis σ-Admisśıveis

Seja f = a0 + a1x + ... + akx
k ∈ R[x; σ]. Denotaremos por fx o polinômio

a0x + a1x
2 + ... + akx

k+1 ∈ R[x; σ].

Mais geralmente, se H é um subconjunto de R[x; σ] então Hx = {fx | f ∈ H}.

Lema 5.3 Sejam L um ideal primo de R[x; σ] e P um ideal primo de Tσ. Então

(i) R[x; σ]x * L se, e somente se, R[x; σ]xn * L ∩ Tσ.

(ii) Lx ⊆ L e Pxj ⊆ P , se j ≥ n.

Prova. (i) Suponhamos por contradição que R[x; σ]x * L e R[x; σ]xn ⊆ L ∩ Tσ.

Então (R[x; σ]x)n ⊆ R[x; σ]xn ⊆ L ∩ Tσ. Como L é primo, então a Proposição 1.1

implica que R[x; σ]x ⊆ L, absurdo.

Reciprocamente, suponhamos que R[x; σ]xn * L ∩ Tσ. Como R[x; σ]xn ⊆ R[x; σ]x,

então R[x; σ]x * L.
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(ii) Como LxR[x; σ] ⊆ LR[x; σ] ⊆ L, então a Proposição 1.1 implica que Lx ⊆ L.

Temos que PxjTσ ⊆ P e Pxj ⊆ Tσ se j ≥ n. Utilizando Proposição 1.1, Pxj ⊆ P

para cada j ≥ n. �

A próxima proposição mostra que os ideais primos de Tσ contendo R[x; σ]xn são

determinados pelos ideais primos de U0.

Proposição 5.4 Seja P um ideal de Tσ com R[x; σ]xn ⊆ P . Então P é primo se,

e somente se, P = (P ∩U0) + U1x + ... + Un−1x
n−1 + R[x; σ]xn e P ∩U0 é um ideal

primo de U0.

Prova. Suponhamos que P seja um ideal primo de Tσ com R[x; σ]xn ⊆ P . Temos

que Uiσ
i(Uj) ⊆ Ui+j para cada i, j ∈ {0, 1, ..., n − 1}. Então Un−1x

n−1 + R[x; σ]xn

é um ideal de Tσ e (Un−1x
n−1 + R[x; σ]xn)2 ⊆ R[x; σ]xn ⊆ P .

Portanto Un−1x
n−1 + R[x; σ]xn ⊆ P assim Un−1x

n−1 ⊆ P . Continuando com o

mesmo racioćınio chegaremos a que Uix
i ⊆ P para cada i ∈ {1, ..., n − 1}. Então

P = (P ∩ U0) + U1x + ... + Un−1x
n−1 + R[x; σ]xn. Como (Tσ/P ) ' (U0/(P ∩ U0)),

segue que P ∩ U0 é um ideal primo de U0.

Reciprocamente, suponhamos que P = (P ∩U0)+U1x+...+Un−1x
n−1+R[x; σ]xn

e P ∩ U0 é um ideal primo de U0. Como (Tσ/P ) ' (U0/(P ∩ U0)), então P é um

ideal primo de Tσ. �

A próxima proposição descreve completamente quando existe um ideal primo de

Tσ não contendo R[x; σ]xn. Além disso, ela é fundamental na prova dos principais

resultados deste caṕıtulo.

Proposição 5.5 Seja P um ideal de Tσ com R[x; σ]xn * P . Então P é primo se, e

somente se, existe um ideal primo L de R[x; σ] com R[x; σ]x * L tal que L∩Tσ = P .
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Prova. Suponhamos que P seja um ideal primo de Tσ com R[x; σ]xn * P . Se Tσ é

um anel primo , então R[x; σ] é um anel primo. De fato, sejam A, B ideais de R[x; σ]

tais que AB = 0. Logo, σn(A)xn = xnA e Bxn são ideais de Tσ com xnABxn = 0.

Então xnA = 0 ou Bxn = 0 dáı A = 0 ou B = 0. Portanto R[x; σ] é um anel primo.

Isso mostra o caso P = 0.

Se P 6= 0, então V = P + R[x; σ]P + PR[x; σ] + R[x; σ]PR[x; σ] é um ideal não

nulo de R[x; σ]. Como R[x; σ]xn(V ∩ Tσ)R[x; σ]xn ⊆ R[x; σ]xnV R[x; σ]xn ⊆ P , a

hipótese sobre P implica que V ∩ Tσ = P . Pelo lema de Zorn, existe um ideal L de

R[x; σ] contendo P e maximal com respeito a condição L ∩ Tσ = P .

Vamos mostrar que L é um ideal primo de R[x; σ]. De fato, sejam A, B ideais

de R[x; σ] tais que A ⊇ L, B ⊇ L e AB ⊆ L. Então (A∩Tσ)(B∩Tσ) ⊆ L∩Tσ = P .

Logo, A∩Tσ = P ou B∩Tσ = P . Da maximalidade de L seque que A = L ou B = L

assim L é um ideal primo de R[x; σ]. Se R[x; σ]x ⊆ L, então R[x; σ]xn ⊆ L∩Tσ = P ,

absurdo.

Reciprocamente, seja L é um ideal primo de R[x; σ] com R[x; σ]x * L. Sejam

A, B ideais de Tσ tal que AB ⊆ L ∩ Tσ. Temos que R[x; σ]xnA e R[x; σ]xnB são

ideais à esquerda de R[x; σ] contidos em A e B, respectivamente.

Portanto R[x; σ]xnAR[x; σ]xnB ⊆ AB ⊆ L dáı a Proposição 1.1 implica que

R[x; σ]xnA ⊆ L ou R[x; σ]xnB ⊆ L. Novamente a Proposição 1.1 implica que

A ⊆ L ou B ⊆ L. Segue que L ∩ Tσ é um ideal primo de Tσ. �

Corolário 5.6 Seja P um ideal de Tσ com R[x; σ]xn * P . Se P é primo, então

existe um único ideal primo L de R[x; σ] com R[x; σ]x * L tal que L ∩ Tσ = P .

Prova. Pela Proposição 5.5, existe um ideal primo L de R[x; σ] com R[x; σ]x * L

tal que L ∩ Tσ = P . Para mostrar a unicidade, suponhamos que existe um ideal

primo L1 de R[x; σ] com R[x; σ]x * L1 tal que L1 ∩ Tσ = P .
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Então L1R[x; σ]xn ⊆ L1 ∩ Tσ = P = L ∩ Tσ assim L1 ⊆ L. Por outro lado,

LR[x; σ]xn ⊆ L ∩ Tσ = P = L1 ∩ Tσ, então L ⊆ L1. Portanto, L1 = L. �

Corolário 5.7 (Going up) Sejam P0 ⊆ P1 ideais primos de Tσ com R[x; σ]xn * P1.

Se L0 é um ideal primo de R[x] tal que L0 ∩ Tσ = P0, então existe um ideal primo

L1 ⊇ L0 de R[x; σ] tal que L1 ∩ Tσ = P1.

Prova. Utilizando a Proposição 5.5, obtemos que existe um ideal primo L1 de

R[x; σ] tal que L1 ∩ Tσ = P1. Como L0R[x; σ]xn ⊆ L0 ∩ Tσ = P0 ⊆ P1 = L1 ∩ Tσ e

R[x; σ]xn * L1, então L0 ⊆ L1. �

Corolário 5.8 Existe uma correspondência biuńıvoca, via contração, preservando

ordem entre :

(i) O conjunto de todos os ideais primos de R[x; σ] não contendo R[x; σ]x

(ii) O conjunto de todos os ideais primos de Tσ não contendo R[x; σ]xn

Prova. Consideremos a correspondência que associa cada ideal primo L de R[x; σ]

não contendo R[x; σ]x com o ideal primo L ∩ Tσ de Tσ. Logo, R[x; σ]xn * L ∩ Tσ.

A sobrejetividade e a injetividade da correspondência seguem respectivamente da

Proposição 5.5 e do Corolário 5.6. Além disso, os Corolários 5.6 e 5.7 implicam que

a correspondência preserva ordem. �

Um ideal P de Tσ é chamado U0-disjunto se P 6= 0 e P ∩ U0 = 0.

Corolário 5.9 Assuma que U0 é um subanel essencial de R. Se P um ideal primo

U0-disjunto de Tσ com R[x; σ]xn * P , então existe um ideal primo R-disjunto L de

R[x; σ] com R[x; σ]x * L tal que L ∩ Tσ = P .
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Prova. Pela Proposição 5.5, existe um ideal primo L de R[x; σ] tal que L∩Tσ = P .

Portanto L ∩R = 0, pois L ∩ U0 = 0 e U0 é um subanel essencial de R. �

Lema 5.10 Sejam R um anel fortemente σ-primo e U0 um subanel essencial de R.

Se P um ideal primo U0-disjunto de Tσ com R[x; σ]xn * P , então

P * U1x + ... + Un−1x
n−1 + R[x; σ]xn.

Prova. Suponhamos por contradição que P ⊆ U1x+ ...+Un−1x
n−1+R[x; σ]xn. Pelo

Corolário 5.9, existe um ideal primo R-disjunto L de R[x; σ] tal que L ∩ Tσ = P .

Seja s ∈ (L + R[x; σ]xn) ∩ U0. Então s = f1 + f2, onde f1 ∈ L e f2 ∈ R[x; σ]xn.

Logo, s− f2 = f1 ∈ L ∩ Tσ = P dáı s = 0. Portanto (L + R[x; σ]xn) ∩ U0 = 0 assim

(L + R[x; σ]xn) ∩R = 0, pois U0 é essencial em R.

Utilizando o Lema 5.1, obtemos que R[x; σ]xn ⊆ L∩Tσ = P , absurdo. Portanto

P * U1x + ... + Un−1x
n−1 + R[x; σ]xn. �

Corolário 5.11 Assuma que U0 é um subanel primo e essencial de R. Então existe

uma correspondência biuńıvoca, via contração, preservando ordem entre:

(i) O conjunto de todos os ideais primos R-disjuntos de R[x; σ].

(ii) O conjunto de todos os ideais primos U0-disjuntos de Tσ.

Prova. Consideremos a correspondência que associa cada ideal primo R-disjunto L

de R[x; σ] com o ideal primo U0-disjunto L ∩ Tσ de Tσ.

Se L é um ideal primo R-disjunto de R[x; σ] com R[x; σ]x ⊆ L, então L = R[x; σ]x

assim L ∩ Tσ = U1x + ... + Un−1x
n−1 + R[x; σ]xn é um ideal primo de Tσ.

Por outro lado, se P é um ideal primo U0-disjunto de Tσ contento R[x; σ]xn,

então a Proposição 5.4 implica que P = U1x + ... + Un−1x
n−1 + R[x; σ]xn. O outro

caso segue dos Corolários 5.8, 5.9 e do Lema 5.10. �
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Teorema 5.12 Assuma que U0 é um subanel primo essencial de R. Então P é um

ideal primo U0-disjunto de Tσ se, e somente se, P é maximal no conjunto dos ideais

U0-disjuntos de Tσ

Prova. Suponhamos que P seja maximal no conjunto dos ideais U0-disjuntos de Tσ.

Sejam A, B ideais em Tσ tais que A ⊇ P , B ⊇ P e AB ⊆ P .

Então (A ∩ U0)(B ∩ U0) ⊆ P ∩ U0 = 0, dáı A ∩ U0 = 0 ou B ∩ U0 = 0. Pela

maximalidade de P , A = P ou B = P assim P é um ideal primo de Tσ.

Reciprocamente, suponhamos que P seja um ideal primo U0-disjunto de Tσ. Se

R[x; σ]xn ⊆ P a Proposição 5.4 implica que P = U1x + ... + Un−1x
n−1 + R[x; σ]xn

assim P é maximal no conjunto dos ideais U0-disjuntos de Tσ.

Suponhamos que R[x; σ]xn * P . Pelo Corolário 5.9, existe um ideal primo R-

disjunto L de R[x; σ] tal que L ∩ Tσ = P . Afim de mostrar que P é maximal no

conjunto dos ideais U0-disjuntos de Tσ, considere um ideal U0-disjunto P ′ de Tσ com

P ⊆ P ′. Podemos supor que P ′ é maximal no conjunto dos ideais U0-disjuntos de Tσ.

Pela primeira parte já demonstrada, P ′ é um ideal primo de Tσ. Então a Proposição

5.4 e o Lema 5.10 implicam que R[x; σ]xn * P ′. Pelo Corolário 5.7, existe um ideal

primo L′ ⊇ L de R[x; σ] tal que L′ ∩ T = P ′. Como U0 é um subanel essencial de R

o Corolário 5.9 implica que L′ ∩R = 0. Utilizando o Lema 5.1 obtemos que L = L′.

Conseqüentemente P = L ∩ Tσ = L′ ∩ Tσ = P ′. �

5.2 Ideais Maximais em Subanéis σ-Admisśıveis

Os principais resultados desta seção caracterizam os ideais maximais de Tσ e

generalizam alguns resultados em [4].
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Proposição 5.13 Seja M um ideal de Tσ com R[x; σ]xn * M . Então Tσ/M é

um anel simples com identidade se, e somente se, existe um ideal L de R[x; σ] com

R[x; σ]x * L tal que R[x; σ]/L é um anel simples com identidade e L ∩ Tσ = M .

Prova. Suponhamos que Tσ/M seja simples com identidade e R[x; σ]xn * M .

Pela Proposição 5.5, existe um ideal primo L de R[x; σ] com R[x; σ]x * L tal que

L ∩ Tσ = M . Como (M + R[x; σ]xn) = Tσ, então

(Tσ/M) ' (R[x; σ]xn/(M ∩R[x; σ]xn)) = (R[x; σ]xn/(L ∩R[x; σ]xn)).

Portanto Lxn é um ideal maximal de R[x; σ]xn, pois Lxn = L ∩ R[x; σ]xn. Vamos

mostrar que L é maximal em R[x; σ]. Seja V um ideal de R[x; σ] com L ⊆ V .

Então Lxn ⊆ V xn assim V xn = Lxn ou V xn = R[x; σ]xn. Logo, V = R[x; σ]

ou V = L dáı L é maximal em R[x; σ] com (L + R[x; σ]xn) = R[x; σ]. Então

(R[x; σ]/L) ' (R[x; σ]xn/(L ∩ R[x; σ]xn)) ' (Tσ/M), ou seja R[x; σ]/L é um anel

simples com identidade.

Reciprocamente, seja R[x; σ]/L um anel simples com identidade com R[x]x * L.

Então L é um ideal primo de R[x; σ] assim R[x; σ]xn * L. Conseqüentemente

L + R[x; σ]xn = R[x; σ], dáı

R[x; σ]xn/(L ∩R[x; σ]xn) ' (L + R[x; σ]xn)/L = R[x; σ]/L.

Como R[x; σ]xn ⊆ Tσ, então (L ∩ Tσ) + R[x; σ]xn = (L + R[x; σ]xn) ∩ Tσ = Tσ.

Portanto Tσ/(L ∩ Tσ) ' R[x; σ]xn/(L ∩R[x; σ]xn) ' (R[x; σ]/L). �

A demonstração do seguinte corolário é análoga a demonstração do Corolário

5.8.
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Corolário 5.14 Existe uma correspondência biuńıvoca, via contração, preservando

ordem entre:

(i) O conjunto de todos os ideais L de R[x; σ] tal que R[x; σ]x * L e R[x; σ]/L é

simples com identidade.

(ii) O conjunto de todos os ideais P de Tσ tal que R[x; σ]xn * P e Tσ/P é simples

com identidade.

Conforme ([4], Corolário 1.7), se R é um anel nil ou simples sem identidade,

então R[x; σ] é um anel radical de Brown-McCoy.

Corolário 5.15 Se R é um anel nil, então Tσ é um anel radical de Brown-McCoy.

Prova. Suponhamos por contradição que existe um ideal M de Tσ tal que Tσ/M

é simples com identidade. Se R[x; σ]xn ⊆ M , então a Proposição 5.4 implica que

M = (M ∩ U0) + U1x + ... + Un−1x
n−1 + R[x; σ]xn, assim U0/(M ∩ U0) ' Tσ/M é

simples com identidade, o que contradiz a nilidade de U0. Se R[x; σ]xn * M , então a

Proposicão 5.13 implica que existe um ideal L de R[x; σ] talque R[x; σ]/L é simples

com identidade e L ∩ Tσ = M . O que contradiz o Corolário 1.7 em [4]. �

A demonstração do seguinte corolário é análoga a demonstração do Corolário

5.15.

Proposição 5.16 Seja R um anel simples sem identidade. Se U0 é um subanel nil

ou simples sem identidade, então Tσ é um anel radical Brown-McCoy.

Um σ-ideal K de R é dito σ-primo se para quaisquer ideais σ-invariantes A e B

de R temos que AB ⊆ K implica que A ⊆ K ou B ⊆ K. Um anel R é dito σ-primo

se o ideal (0) é um ideal σ-primo.

O σ-pseudo radical pσ(R) de R é definido como a intersecção de todos os ideais

σ-primos não nulos de R.
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Um elemento r ∈ R é dito σ-invariante se σ(r) = r. Um elemento r ∈ R é dito

σm-normalizante se ra = aσm(r), para cada r ∈ R.

Seja τ a classe de todos os anéis σ-primos não nulos R tal que cada σ-ideal não

nulo de R contém um elemento σ-invariante não nulo o qual é σm-normalizante para

algum m ≥ 1.

O seguinte resultado generaliza ([4], Teorema 1.10).

Teorema 5.17 Seja S0 um subanel essencial de R. Então as seguintes condições

são equivalentes:

i) Existe um ideal S0-disjunto M de Tσ com R[x; σ]xn * M tal que Tσ/M é simples

com identidade.

(ii) R ∈ τ e pσ(R) 6= 0.

(iii) R é σ-primo e pσ(R) contém um elemento não nulo σ-invariante e σm-norma-

lizante, para algum m ≥ 1.

Prova. (i) ⇒ (ii) Seja M um ideal S0-disjunto de Tσ com R[x; σ]xn * M tal que

Tσ/M é simples com identidade. Pela Proposição 5.13, existe um ideal L de R[x; σ]

tal que R[x; σ]/L é simples com identidade e L ∩ Tσ = M . Dáı o Teorema 1.10 em

[4] implica que R ∈ τ e pσ(R) 6= 0, o que mostra (ii).

(ii) ⇒ (i) Seja R ∈ τ e pσ(R) 6= 0. Pelo Teorema 1.10 em [4], existe um ideal L

de R[x; σ] com R[x; σ]x * L tal que R[x; σ]/L é simples com identidade. Utilizando

a Proposição 5.13 obtemos que M = L ∩ Tσ é um ideal S0-disjunto de Tσ com

R[x; σ]xn * M tal que Tσ/M é simples com identidade. O que mostra (i).

Pelo Teorema 1.10 em [4] segue que (ii) e (iii) são equivalentes. Isso completa a

prova. �
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Observação 5.18 Seja U0 um subanel essencial de R. O teorema anterior permite

descrever completamente quando existe um ideal U0-disjunto M de Tσ tal que Tσ/M

é um anel simples com identidade. De fato, se isso acontece ou temos pσ(R) 6= 0 e

R ∈ τ ou então M contém R[x]xn. Neste último caso a Proposição 5.4 implica que

M = U1x + ... + Un−1x
n−1 + R[x; σ]xn

e segue que U0 deve ser um anel simples com identidade. A rećıproca também é

verdadeira.



Bibliografia

[1] Beidar, K. I., Fong, Y., Puczylowski, E. R.; Polynomial Rings over Nil Rings

Cannot Be Homomorphically Mapped onto Rings with Nonzero Idempotents.

J. Algebra, 238 (2001), 389-399.

[2] Beidar, K. I., Mardindale III, W. S., Mikhlaev, A. V.; Rings With Generalized

Identities. Monographs and Text books in Pure and Applied Mathematics 196

(1996).
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