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INTRODUÇÃO 

É sabido que o teorema de Cauchy-Kowalewsky assegura a existência de soluções 
analíticas para equações diferenciais parciais sob condições bastante gerais, mas 
não garante a existência de tais soluções numa vizinhança de um ponto onde todos 
os hiperplanos são característicos. 

O objetivo deste t.rabalho é dassific.ar as soluções da equação 

(1) 

onde: · 
-f é uma função real analítica numa vizinhança da origem em IR2

, f ~ O, f > O 
fora da origem e (0,0) é um ponto crítico isolado de f. 

-g é uma função real analítica numa vizinhança da origem em IR2 . 

A seguir apresentamos algumas definições que estão no corpo do trabalho, mas 
que acredit.o que sejam necessarias a compreensão desta introdução. 

Dizemos que a solução n é: 
-regular se n é analítica numa vizinhança da origem. 
-singular se n é analítica numa vizinhança da origem exceto, talvez, na origem. 
Definimos os espaços: 
-L : espaço dos germes de funções f/ analíticas numa vizinhança da origem tais 

que a equação (1) tem solução singular. 
-r: espaço dos germes de funções g analíticas numa vizinhança da origem tais 

que a equação (1) tem solução regular. 
Vamos mostrar o seguinte resultado: 

"Se o ideal jacobimw lle f tem codirnensão finita sobr·e IR{x,y}, então o 
quociente T = L jr é mn IR { l}-módulo livr·e de pos/.o <1 t ( = númem de Milno1· 
da fnnção f) ". 

Como motivação, no primeiro capítulo, examinamos o caso part icular: f(x, y) = 
x"l + y2 

A equação (1), neste caso é 

(2) 
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Temos os seguintes teoremas: 
Teorema 1: 

A equação (?) tem solução regular se e somente se 

Teorema 2: 

/ gdxdy =O, '\Ir:. > O suficientemente peqneno. 
f"!-c 

(3) 

Se a eq. (2) tem uma solução de classe C 1em /J~- { (0, O)}, para algum r:. > O, 
então tem uma solução regnlar. 

Observação importante: A solução regular não é, necessariamente, uma ex
tensão da solução C 1• 

Motivados por este exemvlo, tentamos relacionar a condição (3) com a equação 
(1), no caso geral. Ist.o é feito no capítulo II, onde temos o seguinte resnlt.ado: 
Teorema: 

A equação (1) tem solução singular se e somente se 

j gd:,;dy = O, 'i/c > O suficientemente pequeno. 
~~E 

Já não podemos mais garantir a existência de uma solução regular. 
Sob a hipótese de que J1 (o ideal jacobiano de f) tem codimensão finita em 

JR{x, y}, no capítulo IV vemos que L tem uma estrutura de JR{ L.}-módulo, r C L 
como lR{t}-snbmódulo e que o postv do módulo T =L /f< f t. 

Para isto, observamos a relação entre a equação j 111tx - fx'Uy = g e a equação 
gdxl\dy = - df 1\du. A partir daí, relacionamos o posto de 2::: /f com o posto de um 
C{ t} - módulo quociente no espaço dos germes de 2- formas diferenciais holomorfas 
numa vizinhança da origem em C 2

, supondo que f e g são restrições de funç-Ões 
analíticas numa vizinhança da vrigem em C 2 que também serão denotadas por f e 
g. Indicamos por (x, y) as coordenadas em IR2 e por (z, w) as coordenadas em C 2 . 

(Os resultados sobre formas utilizados neste capítulo se encontram no capítulo 
III). 

Foi }>rovado por Brieskorn e Sebastiani que o espaço 

n2 
G = dj 1\ dDo 

onde nr é o espaço das p-formas diferenciais holomorfas numa vizinhança da 
origem em C 2 é um C{ t} - módulv livre de posto fi., onde fL = dim!R IR{ x , y} /Ux, !11 ) 

é o número de Milnor da função f. 
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A aplicação 

cr IR{a:,y} ~ o 

a(g) [g(z,w)dz 1\ dw] 

é linear e seu mícleo é o módulo r. 
Definimos S = Im.{:r:,y}/f e 8c = 8 ®iR C. Como 8 é um lR{l} - módulo, Se é 

um C{l}-módulo. 
Passamos cr ao quociente e definimos o isomorfismo de C{ l} - módulos 

Como corolário, temos: 

(1) 8 é um módulo livre de posto JL. 
(2) '/' é um módulo livre de posto< JL. 

Mostramos ainda que 

posto(' r) =clima 2: /(2: n.J1 ). 

Agradeço a todos os professores e colegas qne me incentivaram. 
Em especial, agradeço ao Prof. Marcos Sebastiani, presença marcante em 

todo o meu trabalho, quer pelo estímulo à pesquisa, quer pela orientação segura 
e constante. 

Agradeço ao Prof. Jean-Paul Brasselet pelas sugestões dadas ao trabalho e 
por todo apoio e auxilio dados por ocasião da preparação da defesa da tese. 

Agradeço ao Prof. Márcio Soares pelo entusiasmo manifestado pelo trabalho 
e pelas sugestões ao mesmo. 

Agradeço ao Prof. Jaime Bruck Ripoll pelo apoio constante. 
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CAPÍTULO I 

O. INTRODUÇÃO 

O objetivo deste capítulo é estudar a existência de soluções analíticas numa vizi
nhança de um ponto singular, num caso particular. 

A equação que vamos considerar é 

X1Ly- YUx = g, (1) 

onde g é uma função realunalít.icu numa vizinhança de (0,0) em IR2
. 

l.PRELilVIINARES 

Usando as coordenadas polares x = p cosO, y = p sinO , a equação {1) se trans
forma em 

1to = g , 

que é bem mais fácil de ser resolvida. Porém , smge o seguinte problema : como a 
mudança de coordenadas não é analítica na origem, não há nada que nos garanta que 
a solução será. Portanto, vamos considerar o problema em C 2

, onde a singnlaridade 
é removível, e depois resolvê-lo em IR2

. 

Mostraremos os seguintes teoremas : 

Teorema 1: A equação ( 1) lem solução analítica numa vizinhança de (O, O) em IR2 

se, e somente se, 

jj g(~c, y)dxdy = O, 
a:1 1 y1 <_;,1 

pam lodo é > O sujú:ien/.emente ])(!t[IW'IW . 

Teorema 2: Se a e.qnação (1) tem urrw solncão O em D, - {{0,0)} (onde Dt é o 
disco de r.en/.1'0 na. origem e mio c > O ) pam ced.o <: >O, então ( 1) tem unw solução 
analítica nmna viziulwnçn tle (0,0) . 
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2. A MUDANÇA DE C OORD ENADAS (~,17) -t (~cosry,Ç sin 11) EM <C2 

Seja <p: <C2 -t<C2 a mudança de coordenadas <p(~,11) = (~cOS7J,~sinry) . 
A mudança de coordenadas <p tem as seguintes propriedades: 

2.1. A imagem d e <p está n o conjunto 

(<C2
- { ~t1 +y1 = O}) u {(0,0)}. 

2. 2 . <p( Ç, 17) = <p( Ç', ·11') se e som en te se uma das seguintes con d ições se 
veri fica : 

('i) ç -
(ii) ~ -
(iii) ç = 

(:I = o 
<,. ' 

Ç' e 11' = 17 + 2br, k E Z, 
- (,' e ·t/ = ·q + (2A: + l)1r, k E Z. 

2.3. A imagem d e <p é o conjunto 

De fato, 
Qualquer que seja 17 E C, <p(O, 17) = (0, 0). 
Se x 2 + y2 ../.. O existe um 17 E C tal que c2i'' = x 

1 ~u . Se defin imos I , , x - ty 

Então, 

2.4. E m ( C1 - { :t2 + y2 = O}) U { (O, O)}, <p t em a correspondência inversa 

{e -
.,, = 

e <p(Ç, 17) = (0, O) <==:} Ç =O. 

;,;2 + y:l 
- i ln :r I i,, = i ln '" ir' 

2 r iy 2 x I iy 
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Segue de 2.3 • 

2.5. Sejam A = C2
- {Ç = O} e n = C2 - {:v2 +y2 = 0}. cp : A - D é sobrejetiva 

e é um isomorfism o analítico local. 
Com efeito, de 2.3 segue que cp é sobrejetiva. Como seu jacobiano Ç é diferente de 

zero em A, <pé um isomorfismo analítico local em A • 

2.6. Seja Br = {lxj2 + jyj 2 
(r2

}. D efinindo Ar= <p- 1 (Br), Ar = {(Ç, ry); jÇj 2 [1 + 
2 sinh 2 (Jm17)] (T2} e Ar é conexo. 

Seja 17 = 11 1 + irJ2 , rJ 1 , 7]2 E IR. 
Como 

jcos 7JI
2 + jsin 7J I

2 
= cosh 2172 + sinh 2772 

= 1 + 2 sinh 2772, 

lxl2 + IYI
2 = jÇj

2 [1 + 2sinh 2(1mry)J. 

Além disso, para O:::; t:::; 1, ImL7J = llm7], e 

jtÇI
2 (1 + 2sinh 2try2) :::; 1e1 (1 + 2sinh 2772) < 1·

2. 

Então, se (Ç, 17) E Ar e O:::; t ~ 1, (tÇ, l?J) E Ar. 
Então, Ar é conexo • 

2.7. Se ii : Ar - C é tal que ii(Ç, 11) = ii( -Ç, 17 + 1r), então existe uma única 
função u : Brnn - C tal que u IA,.nA = u o cp lr~ .. nA. Além disso, se u é a n a lítica, u 
também é. 

Por 2.2 podemos passar u ao quociente e defin ir u. Por 2.5, se u é analítica, u 
também é. 

Como cp: Ar n A - Br n n é sobrejetiva (2.5 e 2.6), 'll é tínica • 

3. A EQUAÇÃO DIFER ENCIAL 



Antes de demonstrar o teorema 1, veremos alg1ms lemas que serão usados em sua 
demonstração. 

Lema 1: 
A m·udança de coor·denadas x = Ç cos 11, y = Ç sin 17 em C:.!, lmnsfonna a equação 

XtLy-ytt:z; = g emu,1 =g, ondeg(Ç,11) = g(ÇcoS7f ,f.sin1J) eu(Ç,1J) =tt(ÇcOS7f,ÇSin7J). 

{,ema 2: 
Seja g analítica na bolrt nr , com centr·o (0, O) e mio r em C2 . Seja Ar = <p-1 (Br ). 

A fançcio 

é analílíw em Ar e ·U,1 = g. 

P.ro·ua: 

ü(ç, 17) = r' ·q?J(ç , l?J)dt lo 

Integração por partes e 2.6. 

Lema 3: 
Seja W c C2 um conjunto abe1'lo conexo, tal que vV n IR2 ~ 0. Sejam a, {3 : vV -t 

C funções analíticas tais que a I wnR2 = /3lwnR2 . Enl ã o, a = {3 em 111. 

P1·ova: 
Se p E W n IR2

, as séries de potências de n e fi em p são idênticas, por hipótese. 
Então, a = {3 numa vizinhança de p em C2 . Como Hf é conexo, daí segue que a= {3 

• 

{,ema 4: 
Se g = g(pcosO,psinO) e 

j ·rr g(p cosO, p sin O)dO = O, 
o 

IPI (E , pam /.odo E)O, suficientemente ]Jequeno, então a fmtçfio ü definida no Lema 2, 
verificn 

ií ( ç) 71) = ií (-ç ) 1J + 1f) . 
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Pmva: 
Restringindo ü a Ar n IR2 , e denotando p = Re( e O= JlerJ, pelo lema 2, temos, 

Então, 

fí,(p, O) = Jd Og(p, lO)dt 
= J;11 Og(pcos lO, psin LO)dt 
= f.~ g(p cosJJ,p sinlJ)dv. 

u(-p,0 + 7T) = .rg'1rg(- pcost, - psinl)dt 
= f-~1r g( - p cos(v + 1r), -p sin(1; + 1r))dv 
- J~17r 9(p cos v, p sin v )dv + Jt g(p c os v, p sin v )dv 
- ü(p,O), por hipótese. 

Portanto, em Ar n IR2 
I u(p, O) = ü( -p, o+ 7r) , e u(Ç, 77) = u( -ç, 1/ + 7r) em Ar , pelo 

lema 3 • 

Segue do lema acima e de 2. 7 que a função 'lL : Br n n - C, dada por u IArn A -
'lt o c.p IA,.n A é analítica. Além disso, pelo lema 1, 'lt é uma solução da equação X'Uy 

Y 'Ux = 9· 
Porém esta ainda não é a solução que buscamos, pois pode não ser analítica 

em nenhuma vizinhança da origem. Vamos ver algumas condições que devem ser 
satisfeitas pela função 9 , para garantir a existência de soluções analíticas em alguma 
vizinhança da origem. 

" ema 5: 
Supouhamos que 9 seja limitada na bola Br em C2

, e que ver~(iqne as condições 
do lema 4. l~:âs/.e k E lR f.al que, em Br n n, 

ju(:1:, y)J ::; 1.: (ix + iyJ 5 + J:r:- iyJ - 6
) , 

pam um ce1'lo o, O < ó < 1. (Se necessár-io, podemos tomlL'r r· rnenm). 

Pw·ua: 
Se 9 é limitada, segue do lema 2 que Jü(Ç,17)I::; MJ77J , para algum M E JR. Seja 

?J = r11 +i1]2 , 171 , f/2 E R Como ü é periódica com período 27T em f/, podemos considerar 
O::; T/1::; 27T. Então, Jü(Ç,7J)I::; M (47T2 +rJi)112 

e 
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l·u(x,y)l luo<p 1(:u, v)l 

lx I tyl 

1/ 2 
< M (47f2 + In 2 lx- ~vl ) 

< 21fivl + 111 (lx - iy j 6 + I~J; + iyl - 6
) , para um certo li, O < 15 < 1 • 

/,ema 6: 
SC;jarn U c C11 mn clomínio, X c U fechado tal g1te (0, O) E X , e w : U - X ~ C 

uma função analítica. Se existe mna função f =/= O analítica em U que satisfaz: 
(i) o germe de .f em (0, O) é in·etl1ttível; 
(ii) f lx =O; 
(iii) lwl l.fl5 é limitada, pam 1tm cer·lo 15, O <o < l; 

enlrio e:1:iste mna wt:lensrio a1utlílir.a de w a uma viziulumça da vr·igem. 

Prova: 
Denotando v= wf, 

lvl = lwl lfl = lwllfl6 l!l 1
- c5, v é analít ica e limitada em U- X , por (íií) . 

Como X é um subconjunto fechado fino de U, existe uma única função analítica v 
em U tal que at v lu x =v ([l],Capítu lo I ,C.3). Além disso, como para todo Z0 E X, 
limz •zo v(z) = O, v lx = O. 

Por (i), existe uma tínica função 'IV, analítica numa vizinhança 11 de (0, O) tal que 
v = j{u. Como fw lv-x = f w, ú1 é a extensão analítica de w a V • 

Teorema 1: 
J1 equaçiío 

:~:ny - vnx = g 

tem ·uma soluçiio analítica numa -vizinhança de (0, O) em IR2
, se e somente se 

f! 9(:1:, y)d:~:dy =O, 
:t2 I !P <;t2 

pam lotlo ( > O su.ficienl.emente pet[lt f.T/0. 

P1'0vrt: 
Suponhamos que a equaçao tenha uma solução analít.ica numa vizinhança da 

origem em IR2 . 
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Neste caso, g(:r;, y) = div( -Y'U, :vu) e, velo teorema da divergência, 

Suponhamos agora que 

./1 g(~r; , y)dxdy =O, para todo~ >O suficientemente pequeno. 
x2 I y2~E2 

Podemos supor que g é a restrição de uma função analítica 9c : Rr --+ C. Como g 
é analítica numa vizinhança V de (O, O) em IR.2 , g é limitada em qualquer bola fechada 
contida em V. Portanto, pelos lemas 4, 5 e 6, se 

[" 9c(pcos O,psinfJ)d0 = O (2) 

para IPI < t, a equação :l:Uv - Y'!.Lx = flc tem uma solução analítica U c em alguma 
vizinhança U da origem em <C2 . 

Se (2) se verifica, para todo (x:,y) E U n IR2 , g(x,y) = 9c(1;,y) = xgv1tc(x,y)-
y :x'Uc(:r:, Y ). 

Existem funções analíticas a, b: U--+ IR tais que 'Uc = a(x, y) + ib(x, y). 
Como g é real e g = xgyue - ygxuc, xbv - ybx = O em U n ~2 . 
Definindo '!.t(x , y) = Rcu, (x, y) =a( :r:, y), 

Para completar a prova do teorema, basta agora mostrar (2). 
Vamos mostrar separadamente os casos em que 9e é par, De é ímpar na primeira 

variável e par na segunda, De é par na primeira variável e ímpar na segunda e, final
mente, o caso geral como conseqnência dos anteriores. 

Caso 1: Se f) r: é uma função par, 

9c(pcos O, psin O) = fJc( - p cus O, - psin 0) , para todo p E IR, 

e 

lo" 9c(p cos O,psinO)dO = ~ ll1r 9c(pcosO ,psinfJ)d0 =O. 

Caso 2: Se fJc é ímpar na primeira variável e par na segunda, usando a mudança 
de variável 11 = 27r - O, temos 

.Jo fJc(pcos O, psin O)dO = -h. fJc(pcus 11, - psin v)dv 
- .r;rr 9c (p c os 11, p sin V )d11. 
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Da igualdade acima resulta, 

2 ./;~ 9c(pc:os O, psin O)dO J~ 9c(P cos O, p sin O)dO + J;1r 9c (p cosO, p sin O)dO 
Jg1r 9c(pcosO,psinO)d0 = O. 

Caso 3: Se 9 r. é qualquer função par na primeira variável e ímpar na segunda, 

·27r 
f g,: (p cos O,psinO)dO = O. lo (3) 

Fazendo a mudança de variáveis x = y e fi = x, a equação :,;u11 - yv.x = 9c se 
transforma em x'l.ty - yu:;; = f(x, y), onde f(x, y) = - g,:(Y, :1:) é ímpar na primeira 
variável e par na segunda. Pelo caso 2 e pela equação (3), esta equação tem nma 
solução ü analítica numa vizinhança da origem. A função n definida por ·u(x, y) = 
u(x, v) é , então, uma solução da equação (1), analítica numa vizinhança da origem. 

Resulta dos casos 2 e 3 que, se 9c é uma função ímpar, a equação XtL11 - yux = 9c 
tem uma solução analíti ca numa vizinhança da origem, pois 9c pode ser escrita como 
soma de duas funções satisfazendo os casos 2 e 3, respedivamente. 

Caso 4: Se 9c não é uma função par e nem ímpar , podemos escrever De = g1 + g2 

onde g 1 e 92 são funções par e ímpar, respectivamente. Daí, 

f
2

1f {li (p cos O, psin O)dO = l 'l.Tr .rJ,(pcos O, p sin O)do' = O, i f IPI < (;. 
.lo ./o 

Usando este resultado, a observação acima e o caso 1, a equação 

tem uma solução analítica numa vizinhança da origem 1/,i, i = 1, 2. A função u = 
u 1 + ·u.2 é uma solução da equação :1:'1/.11 - yttx = 9c, analítica numa vizinhança da 
origem. 

Ist.o complet.a a pruva du t.eorema 1 • 

l~:cemJJlo: 

Se g(x, y) = y 2 , a equação x·u11 - Y'ILx g nao tem solução analít ica real em 
nenhuma vizinhança da origem. 

Com efeito, 
Suponhamos que exista uma tal solução '!.t, e seJa 
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sua expansão em série de Taylor numa vizinhança da origem. 
Suas derivadas pardas são as séries 

Ux(:t, y) 
uy(x, y) -

aw + n11Y + 2a2o:t + · · · 
ao1 + n 11 :r; + 2ao2Y + · · · 

e então, a 11 é igual a - 1 e a O, o que é impossível. 
Observemos que, embora g(x, y) = y 2 seja analítica em todoiR2 , 

Teorema 2: 
Suponhamos que a equação :.r:'ILu - yux = g tenha uma solução de classe C1 em 

DE- {(0,0)}, pam algumt >O. Então ela tem uma solução analítica mtma vizinhança 
da origem. 

Pro11a: 
Seja tt: JJ, - {(0, O)} -t IR uma solução da equação (1) de classe C1

. 

Pelo teorema 1, é suficiente mostrar que 

jj g(x, y)dxrly = O, 'í/(T, O < a < L 

x 21y2 -5,a2 

Com efeito, definindo 

onde O < a 1 < a2 < c; pelo teorema da divergência, 

jf'{ g(x, y)dxdy = 
} D u l u 'l 

;. j _ (-yu,xu) · (:c,y)dxdy 
2 . :c2 l y2 . ·a~ 

- f- j . . ( -yu, :m) · ( :~;, y )d:tdy 
l x 2 l·y2= ai 

O. 

Como a 1 < c é arbitrário, 

{/' g(x,y)d:cdy = lim rr g(x,y)dxdy =o . }} a, -.o./} 
x 2 I 11 2 '5, a2 0, r 1r2 
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Pelo teorema acima, se existe uma solução G1, também existe uma solução analítica. 
Mas isto não signi fica que toda solução G1 seja analítica. 

Exemplo: 
Considere a equação xu11 - yux = O. Se <I> é qualquer função real de classe C 1 em 

lR - {0}, <I>(x2 +y2 ) é uma solução C 1 em JR2
- { (0 , O)}. Consequentemente, a flmção 'U 

d d ( ) ( 
. 1r )4'3 , c• P , - , I ' . h .. h a a por 11. x, y = sm x 2 1 

Y2 e . orem, nao e ana Ibca em nen uma v1zm ança 

de (0, O) em IR2
. 
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CAPÍTULO II 

Seja f uma função real analítica numa vizinhança da origem em ll~.2. Suponhamos 
ainda que a origem seja um ponto crít:ico isolado da função .f , que f(O , O) = O e qne 
f > O fora da origem. 

Seja g uma função real analítica numa vizinhança da origem. Vamos estudar o 
problema de existência de soluções da equação 

fvux - .fxull = g, 

analíticas numa vizinhança da origem. 

(1) 

A solução analít ica numa vizinhança da origem será chamada de solução regular. 
A solução que for analítica numa vizinhança da origem, exceto talvez, na origem, 

será chamada de solução singular. 
Vamos provar o seguinte teorema: 

Teorema: A equação (1) tem ·uma solução singular, se e somente se 

j g(:~.:, y)&cdy =O, \i c > O suficienternen/.e pequeno. 

f~' 

Inicialmente vamos efetuar uma mudança de coordenadas qne facili te a resolução 
da equação (1). 

Uma vez que o problema é todo local, vamos supor em todo trabalho que as 
vizinhanças da origem consideradas são todas suficientemente pequenas. 

Seja U uma vizinhança da origem onde f é analítica e onde não existem pontos 
críticos de f diferentes de (0, 0) . Seja V C [! uma vizinhança simplesmente conexa 
da origem cujo fecho V C U. 

Lema 1: 
Se c > O é suficieulemen/.e pequeno ,fi v =c é urna wnm fechada simples em t01·no 

da origem. 
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Prova: 
Seja m = min f lav > O. 
Se O < t. < m, o conjunto C( = f - 1 (t.) n li é compacto. E daí, é uma variedade 

diferenciável compacta sem bordo de dimensão 1. Portanto, Cc = C1 UC2 u ... UCu, 
onde cada Ci é difeomorfa a S1 e CinCj = 0, se i i' j ( [4], Apvendix) . 

Como (0, O) é o único ponto crítico de f em U, a origem é circundada pela curva 
fechada simples ci' para todo i . 

Consequent.emente, n = 1, pois caso contrário existiria um pont.o crítico da função 
I na região limitada por duas curvas distintas ci • 

Consideremos a função composta 

1lb cxp S' o C n ---t ---t €' 

onde exp(~.c) = e'l:tri:c e CJ é um difeomorfismo analítico. A curva analítica 1 = CJ o exp 
é periódica com período 1 e é uma parametrização da curva f = c 

Integrando o campo de vetores - g?·adf, obtemos: 

De fato, como 

q> : (- >.,oo) X IR ---t IR2 , À> O, tal que 
~~(t,O) = -gradf((J)(t , O)) e {])(0 ,0) = 1(0). 

lim <I>(t, x) = (O, 0). 
/, t()() 

Xt(focJl)(l ,x) = (gradf((J)(t,x)) , ~~~ (t , x)) 
2 = - lgmdf( <I> (L, :r;)) I 

< O, em U- {(0,0)}, 

f é uma função de Liapunov para x' = -rp·adf ( [5],ca!JÍtulo VIII, 2.3). Isto prova o 
lema 2 • 

Consideremos 

cp : (0, c:) x IR ---t IR.2 , definida vor 
cp(p, O) = <I>(t., 0) , onde t >O é tal que f(<I>(l, O)) = p, i.e., f(cp(p, O)) = p. 
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Como para cada (p,O) E (O,t) x ~.existe um único l E (O,oo) tal que <I>(l,O) = p 
(lema 2), <p está uem definida. 

Além disso, <pé localmente injetora, pois <p(p, O) = <p(p', 0') se, e somente se, p = p' 
e O- O' E Z. 

Dema 3: 

<p é uma funçtio analítica r·eal periótlim na t~m·icí.11el O, com per{Oflo 1. 

Pwva: 
Consideremos a eqnação 

(fo<P)(t,O) =p. (2) 

Se <P(t,O) "I (0,0), então gt(f o <P)(t,O) = -lgr·adf(<P(t,O))I2 < O. Daí, pelo 
teorema da função implícita, existe uma vizinhança 1~,0 de (p, 0), onde a função 
analítica l = t(p, O) é definda pela equação (2). 

A função <p(p, O) = é1>(t(p, 0), O) é, port.anto, analítica em (0, é) x IR • 

Lema -f: 

<p é um dif<~ornorfismo local. 

}Jmva: 

Fixando-se p E (0, c) e variando O em ~. <p(p, O) é a curva de nível f = p. Por 
out.ro lado, fixando-se O E IR e variando p em (0, é), <p(p, O) é a trajetória do campo 
-gmdf que verifica <P(O,O) = r(O). Como gr·adf, no ponto P, é normal à curva de 
nível de f por P, d<p leva direções independentes em direções independentes • 

Lema 5: 
O difeomorfismo <p /.mnsforma a, eqnaçtio d-tt 1\ df = gdx 1\ dy em 
ü0cLO 1\ dp = -gJdO 1\ dp, mult! .J é o jacobiano da mwlança de r.oonlenadas, 

u = no <p e g = g o <p. 

Prova: 

<p•(du 1\ df) - d(1t o <p) 1\ d(f o <p) 
= tlfi 1\ tlp, 
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e 
<p• (.qd:v 1\ d:IJ) = (g o <p )d(x o <p) 1\ d(y o <p ) 

= g.Jdp 1\ dO. 

Portanto, du 1\ dp = g.J dp 1\ dO, em outras palavras, 

u0d0 1\ dp = - ?j.JdO 1\ dp • 

Esmlhendo t > O suficientemente pequeno, podemos supor que h = - g.J é 
analít ica em (0, E) x R. Além disso, h é periódica com período 1 na segunda variável. 

Lema 6: 
A função u(p) O) dada poT 

1 

u(p, O) = ./ Bh(p, W) dt , 
o 

é analítica em (0, c) x IR, e satisfaz ií0 = h. 

PTO'IHL: 

Capítulo I, lema 2 • 

/1ema 1: 
Se 

1 

./ h(p, O)dO = O, para todo O < p < E, c .mficienl.cm ente peq·t~<mo , 
o 

a função u do lema 6 é periódica em O, com período 1. 

Pmva: 
Com efeito, 

1 
u(p,0+1) = .f(O+l)h(p,t(O+l))dL 

() 

o 1 1 
= .f h(p,11)dv 

o 
(} O I I 

= .fh(p, I;)diJ+ .f h(p,v)d11 
o o 
{) I 

= J h(p, 11)dv + .f h(p, v)dv 
o o 
I 

= .f Oh(p, t.O)dt 
() 

= ü(p,O) • 

14 

UFRGS 
SISTEMAS DE BIBLIOT~CAS 
RIR! IOTÉr.A SETORIAL DE MATEMllD 



Teore1na: 
A equação 

tem soluçiio singular, se e sornenle se, 

Prova: 

f g(:z;, y)dxdy =O, 'i f. >O suficientemente pequeno. 
/5,! 

Suponhamos que (1) tenha uma solução singular u . 

(1) 

(3) 

Seja f. > O nas condições do lema 1 e tal que a curva f = c esteja inteiramente 
contida na região onde '/.L é regular. 

Para O< ó <f., 

Então, 

f g(x, y)dxdy 
S~/~! 

f (fytlx - }~'l.ty)dxdy 
li5,f5,c 

I tulf - f ttdf = O. 
/ ==€ ! =-li 

f gdxdy = lim f gdxdy = O. 
S- •0 

/5,€ li5,f5,€ 

Por out.ro lado, se (3) se verifica, 

f. 1 ( ] 

O f <" gdxdy =f .f.9Jd0dp =I f - h(p , O)dpdO. E então, 
f_ o o o o 

1 f h(p, O)dO = O, se O < p < c. 
o 

Pelos lemas 4,5, 6 e 7, existe ii analítica em (0, <=) x IR, periódica com período 1 
em O, qne verifica a equação iio = - g.!. A fnnção u passa ao quociente e define n por 
ii = u o <p. A função -u é nma solnção singular de (1) • 

Observe que, se (3) se verifica, ent.ão equação (1) tem sempre uma solução singular 
que não pode ser extendida a uma solução regular. De fato, mesmo que a equação 
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tenha uma solução regular u, a suluçãu ·u = u + 1/ f não pode ser extendida a uma 
solução regular. 

Vejamos um exemplo onde exist.e uma solução singular, e não exis te solução re
gular. 

E.1:em.plo: 
Consideremos a função 

f(x,y) = x 2 +y4
• 

f é analítica em IR2 , se anula na origem, é positiva fora da origem e (0, O) é o único 
ponto crítico de g1·adj. 

A função g(x, y) = y é analítica em IR2 e satisfaz (3). 
A equação 

4y3·u - 2xu = y :r. v 

tem urna solução singular (teorema) e não tem uma solução regular. 
Com efeito, seu é uma solução regular , então 

em alguma vizinhança da origem. Portanto, 

o que é um absurdo. 
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CAPÍTULO III 

Seja f uma f1mção analítica numa vizinhança de O E C", n ~ 2, com uma singu
lm·idade isolada na origem. 

Seja fJ, o número de Milnor do germe da função f em O. 
Denotando Dl; o feixe de germes das p-formas holomorfas numa vizinhança da 

origem em cn' definimos 

Com operação 

o: C{t} X G ~ G 
<p(t) o [w] = [<p(f)w], onde [] indica a classe em G, 

G tem a estrutma de nm C{t}-módulo. 

Teorema 1 (Br'ieskom, Sebastiani) 

C é um C { l} - mó(btlo livre de poslo JL. 

([2], teorema 5.1). 

Consideremos Ji' o C{t.}-submódnlo de G dado por 

df 1\ rr~- l F- o 
- c~f 1\ dn~-2 . 

G /F é um submódulo de torsão. 
Com efeito, existe um inteiro N tal que 

N Ô.f Ô.f Ôj 
.f = a1 - + a2- + · · · +an--, 

fJ:c 1 lJx2 ÔX11 

onde a,, az, ... , a11 são funções analíticas numa vizinhança da origem. Então, se w E 
D3, existe "1 E n0-1 tal que 

fNw = df 1\ ''7, i.e. , lN o [w] E .F. 

Conseqnentement.e, F é um snbmódulo livre de posto JL. 
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Definimos a conexão 
D:F' ---t C 

D[dj 1\ O] = [dO] . 

É claro que D está bem definida, pois se df 1\ a E [dj 1\ O], então existe (3 E n0-2 tal 
que 

df 1\ a = r(( 1\ O + df 1\ d(3. 

Portanto, pelo lema de De Rham, 

a= 0 + d(3 + df 1\ "f, para um certo "f E ng-2
. 

Então, da = dO- df 1\ d"f e [da] = [dO]. 
É fácil ver que D é C-linear e que, se <p(l) E C{l,}, então 

D(cp(i,) o [df 1\ O]) = D([df 1\ ~.p(f)O]) 
= [d(cp(f)O)] 

[cp' (f)dj 1\ O + cp(f)dOJ 
- cp'(t) o {df 1\ O] + cp(t) o D(dj 1\ 0]. 

Logo, D é uma conexão. 
Mostremos que D é uma conexão bijetora: 
Primeiramente observe que, se 

D[df /\O]= [dO] E df l\df20-2
, então 

dO = df 1\ df3 = -d( dj 1\ (3 ) J?ara algum fJ E n~- 2
. 

Isto é equivalente a d(O + df 1\{J) = O. Portanto, existe 1 E ng·-2 tal que O+dfl\{3 = d{ , 
isto é, 

df 1\ o = df 1\ df. 

Logo, D é uma conexão injetiva. 
Além disso, como w E f20 é exata, D é sobrejetiva. 

Dado L =f. O, seja Xt = Bt nj- 1(l), a fibra de Milnor da função f, onde B, é a bola 
de centro (O, O) e raio c > O em C 11

• Seja, ainda, O < !ti < ó < < f. . 

Se w E Dô e pEXt, existe uma (n - !)-forma a holomorfa numa vizinhança de p 
tal q ne w = df 1\ n: numa vizinhança de p e n lx1 est.á l>em definida. Definimos J] 
desta maneira. 1tj é uma (n- 1)- forma sobre cada fibra. 

Seja 'Yt CXt, O < !t i < ó, um (n- 1) ciclo evanescente. 
Se N C C é o conjunto 

N = { [w] E C; f w = O} , 
.J'Yt df 
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então N C C como C{l}-snbmódnlo. 
Observe que J ~ depende apenas da classe [wJ E G. 

'Yc 

Seja M =D- 1 (N) . Queremos mostrar que se [clf 1\ O] E M, então J~t O O. 
Primeiramente vamos provar o segnint.e lema: 

e 

r D[df 1\ O] = ~ r O. 
J'Yt df di J'Yt 

J>wva: 

Suponhamos que dO = df 1\ 1r, onde 1r E D()--1
• Por ([2], 4.3), 

r do = r 7r = ~ r o 
.f'Yt df J 'Yt di J 'Yt . 

(1) 

Em geral, dado 0 E n~· 1
, existe um inteiro N e ry E n~- 1 t.al que fNdO = clf 1\ ry . 

Para w = JNO, temos 

Por (1), 
r dw d r 

}"(, df = dl .I'Yt w . 

Por outro lado, 

d i' d N 1 0 N N- 1 1 0 N tl 1 8 - w = -l = L +i - . 
dl . ~(/ di "f< 'Yt dl 'Yt 

Como L =/=O, das equações acima segue que 

r ciO = !!:_ r () 
}"~, df dL .fí., . 

Isto prova o lema • 

Proposição 1: 
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J>nn1a: 
Por definição, M C !". 
Se ./~1 O = O, pelo lema, 

1 D[df /\OI= !!:._1 O= O 
"Ir dJ dl 'Yr • 

Em outras palavras, D[df 1\ OI E N, i.e., [df 1\ OI E M. 
Suponhamos que [df 1\ OI E M. Existe wE r23 t.al que [w] E N e D 'I [w] = [df 1\ O] 

. Então, pela definição de N e pelo lema, 

o = 1 ~ = r Dfdf 1\ oJ = !!: r o 
'Yt df ./ 'Yt df (J.l .I 'Yt • 

Daí segue qne ./~1 O é constante e portanto, J11 O = O ( [2], '1.5) • 

J>mposição 2: 
M = NnF'. 

Pw-un: 
Da proposição l segue que M é um C{L}-submódulo de G e qne M C N. 
Por outro lado, se [wl E N n F, existe f) E n~- l tal que [w] = [df 1\ 0]. Daí segue 

que [w] E M, uma vez que 

!. 1 df/\0 ;· w 0 - -- - - - 0· 
• "fi - "fi c1f - 'Yt df -

J>mposiçâo .'J: 

N IM é um suúrru5dnlo de lvniiio. 

Pmva: 
Existe um inteiro m tal que lmo[wl E F, qualquer que seja [w] E N , pois G I F é um 

submódnlo de torsão. Segue da proposição 2 e do fato de que N é um C{ t }-módulo, 
que Lm o [w] E l\1! • 

PmJ10sição 4: 
posto de M = di me N I (N n '''). 
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Pm11a: 

Vimos que D:M ~ N e que N/M é um submódulo de torsão (proposição 3). 
Pela fórmula do índice Malgrange ( [2],teorema 2.3), 

O= x(D;M,N) = rwsLo de Af - dim~· NjM. 

Então, pela proposição 2, 

v = poslo de M = dimc Nj(N n F) • 

Observação: Se rt é homólogo a zero, então N = C. Conseqnentemente, N/= F' 
e 

dim c N/(N n F) = dim cn~jdf 1\ n~ I = JL. 

Reencontramos, neste caso particular, a fórmula 

posLo de C = posl.o de F' = Jt. 
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CAPÍTULO IV 

Seja 
f: ~2 ----+ IR 

uma função analítica numa vizinhança da origem, com uma singularidade isolada em 
(0, 0). Suponhamos ainda que f(O, O) = O, f > O para (x, y) f= (0, O) e que o ideal 
jacobiano da f , JJ = (fxJv), tem codimensão finita em IR{:z;, y}. 

O mímero de Milnor da função f é 

Con.sideremos a equação 
fv'Ltx - fx'Uy = 9 (1) 

Usando as definições do capítulo II, sejam: 
- E o espaço dos germes de ftmções reais analít icas 9 em (0, O) E IR2 tais que a 

equação (1) tem solução singular; 
- r o espaço dos germes de funções reais analíticas g em (0, O) E JR2 tais que a 

equação (1) tem solução regular. 
E possui uma estrutura natural de lR { l} - módulo. 
Com efei to, como 

definimos: 
cjJ(L) o .<J = cf{ f)y. 

Analogamente, r é um IR { l} -snbmódnlo. 
Nosso ol>jet.ivo é estudar o IR{t}-módulo 1' = Ejr. 
Podemos considerar f como a retrição a IR2 de uma função a nalítica numa vizin

hança da origem em C 2
, com uma singularidade isolada em (0, 0), que também será 

denotada por f. 
Definimos os C{l} - módulos G e F como no capítulo III. 
Supriremos o subíndice o em no, IJOis estamos apenas interessados em funções e 

formas diferenciais holomorfas numa vizinhança da origem. Escreveremos, portanto, 

n2 ~ df (\ nt 
C = df 1\ dOo e I• = dj 1\ dOO , 

onde no é o espaço dos germes de funções anal íticas na origem em C 2
. 
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Usaremos a notação (~c, y) para as coordenadas em !R2 e (z, w) para as coordenadas 
em C2 . 

Definimos A = IR{a;, y} e S = Ajr. 
É claro que A e S são lR{l} - módnlos , qne r c E c A como IR{t} - snbmódulos , 

e que 'L' C 8 como lR { t} -submódulo. 
Seja 

Pmposição: 

Pmva: 
Triv.ialmente, r c ker CT. 

Se g E ker CJ, 

a: A --+ C 
a(g) = [gdz 1\ dw]. 

a é IR { l} -linear e ker (T = r . 

gdz 1\ dw = -df 1\ dtt, o que significa que 

g = fw 'Uz - fznw, para uma certa tt E C{ z, w}. 

Considerando a restrição de ·n a Il~2 , 

u(x,y) = ·un(a; ,y) + it.t1(x,y), onde une u1 são funções reais, e 
g = /y(un)x - fx{ttu)y +i [fy(t.t r )x- fx{tl.t )y]. 

Como g é ama função real, fu(ui )x - fx('Ut )v= O e g(x, y) = .fu(un)x- fx(un)y, isto 
é, g E r. 

Sejam Se= S ®R C e T e= T ®RC. Claramente Se é nm C{t} - módulo e Te eSc 
é um C{t}- snbmódnlo. 

Teorema 1: 

a pCLssa ao quociente c define um isorn01fismo de C { l} - utódulos 

r : Se ~ C. 

Prova: 
Pelas definições de 8 c e de C, r é 11m homomorfismo sobrejetivo. 
Sejam g1, 92 , ... , .f/h E A, !R-independentes módulo r, e seja [g;] a classe de gi em 

S, j =:= 1, 2, ... , h. 
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Suponhamos que 

Então, 

(t ci9i) dz 1\ dw = df 1\ d-u, 
J = l 

para certa u analítica numa vizinhança de O em C2 . 

Portanto, 
lt 

L Cj.{}j = f z1Lw - fw 'llz . 
j - 1 

Sejamcj = aj+ibj,aj,bj E !ReuiR2 ='ltn+i·u1,ondeuae ·u.1 são, respectivamente, 
as partes real e imaginária da função n IIR2 . Daí, 

- fx(un)v - fv(uu)x, e 
fx('ttt)y- fv(ui)x · 

Em outras palavras, L_aj gj, 'Lbigj E r. Consequent.emente 'V.i,ai>bj 

Cj = 0. 
Logo, T é um isomorfismo • 

Comlá7'io 1: 

O, 1.e. 

S é ·um IR { l} - módulo li111·e de posto 1 L, onde J.L é o mímem de Mílnm· da funçiío 
I ern 0.( [2], 3 e 5). 

CorvlârúJ 2: 
Se pam aly·um. NE N, 

fv'll.z- fxuy = JN g , tem solução regular, 

enliio, 

Cowlârio 3: 

2.! 



T é mn R{l}-módulo l·ivre e posloiR (t}'l' =poslo~:(t}Tc:::; f.L. 

Cor-olá1'tO 4: 

]>1'()'11(L: 

[1] E Se [1] r;f T , pois 

Então, S/T =f 0. 

]JO:;/,OR(I.} T < f.L. 

/, dxdy > O, para todo € > O. 
/<;,E 

Além disso, a classe de 1 em S/1' não tem torsão. Com efeito, se 

)~1L:r; - fx'lly = J'1
, 7L = 1, 2, J, ... , 

tem solução singular, então, pelo teorema do capítulo II, para todo c > O suficiente-
mente pequeno, 

f r&r:dy = O. 
· f~c 

Is to é um absurdo, pois f > O fora da origem. 
Logo, posto de T < posto de S = fL • 

Para calcular o post.u de T, precisamos calcular o posto 7J do C { t} - módulo livre 
Te. 

Seja 'Ye a curva f( x , y) = c, isto é , / c = X( n R2 ,onde X( é a fibra de Milnor da 
função f sobre c. 

/ c se prolonga a um ciclo evanescente (capítulo III ) . 

Le1rw: 

Prova: 
Seja /3= zdw. (3 é uma l-forma fechada holomorfa em Xc: e 

f f3 = f ~;dy =f rb;rly > O, pois f ~ O e f > O fora de O. 
"f< "(, f ~c 

Vamos releml>rar a definição do C{t} - snbmódulo N de C, dada no capítulo III: 
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N = { [w] E G; .f.r, ij = O} , onde 'Yt CXt, para O < lt-1 suficientemente pequeno, é 
o ciclo evanescente definido acima. 

Teorema 2: 

JJrova: 

Seja g E A cuja classe em 8 pertence a T. 
Existe 17 E ~V tal que r(g) = [gdz A dw] = [d77) . 

f 17 = j d·ry = f gdx A dy = O, pelo teorema no capítulo II. 
~ . / SE / Se 

J'Y, 17 é uma função analítica multiforme de l. Como a igualdade acima vale para 
todo c > o suficientemente pequeno e 'YE = X, n IR2

' resnt.a que .r'Y, 17 = O, para todo 
O < ll l suficientemente pequeno. 

Pelo capítulo III, proposição 2, (df A 17] E M =D- 1 (N) . Portanto, D[df A 17] = 
[dry] E N, e daí, (gdz A dw) E N. 

Por outro lado, se [w) E N, existe O E f21 tal que [w] =D[df AO] e .f-y. O= O (capítulo 
III, proposição 1). Além disso, pela definição de D, (w] = [dO). Ent.ão, 

/, w = r o= o. 
· / SE ./-y, 

Seja w= Julz A dw , h E C{z , w }. Considerando a retrição de h a IR2
, escrevemos 

Temos,então, 

O = f w = ;· hdxl\dy=f hudxAdy+íf h1dxA dy. 
f <c . ! Se / $ E f <c 

Portanto , 

r hudx A dy = r htdX A cly = 0. 
h sr. .!Jsc 

Como as classes de ha e de h1 pertencem a T (capítulo II) , a c.lasse de h pertence 
a '/ ~ e r ([h]) = [w] • 

Comlârio 1 : 

posto ele 1~= dimc N j(N n Jt') < tt. 
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Prvvn: 

Proposições 3 e 4 no capítulo III, e teorema 2. 

CoTOlci'rio 2: 

posto de T = dimJR 'B/(E n J1 ). 

Prvva: 
Pelos teoremas 1 e 2, basta mostrar que 

dim~ E/(E n J1 ) = dimc Nj(N n F). 

Se g E E, [IJ(z,w)dz 1\ dw) E N (capítulo II, teorema) . 
Definimos 

À E~ Nj(N n F) 
À(g) [g(z, w)dz 1\ dw] = classe de a(g) . 

À é nm homomorfismo entre espaços vetoriais sobre IR cujo núcleo é E n ·h· 
Com efeito, 
Se g E E é tal que g = afG + bjy, para certos a,b E IR{x,y}, 

À(g) [(a(z, w)fz(z, w) + b(z, w).fw(z, w))dz 1\ dw] 
= [df 1\ (a(z,w)dw- b(z,w)dz)] E N n F'. 

Por outro lado, se .r; E ker À, existe a:= etidz + a:2dw E n I tal que 

O qne significa que g(z , w) = Uza:2- f~va:J)(z, w). 
Restringindo ao conjunto dos números reais, 

g(a;, v) = Uxer.2 - .{ya:I)(:I:, y) 
fx(x, y)(a2a(:r:, y) + ia2r(:1;, y))- ./~(~r, y)(al a(:r:, y) + ic~lr (~c, y)), 

d I . - f - . . 1 ') on e Cl'.j nt2 = CYJn + zaJt , e aj 11 , C'tJr sao unçoes reais, .1 = , ~· 
Como g(:r;, y)Jx(x , y) e .[y(:I:, y) são números reais, U xc\'.21 - .{ynir )(x, y) =O. 
Conseqt1ent.emente, 
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À passa ao quociente e define o humomorfismo 1-1, 

Se [w] E N, pelo teorema 2, existem .r;1, .9'2 E E tais que 

[w] = J[9 J] + iJ [9z] . 

Daí, 
>.(E/E n .!1) + ·iJ(E/E n J1) = NjN n V 

Resta mostrar que 'X(E/E n .71 ) n i'X(E/E n J1) = {O}. 
Suponhamos que 9, h E E e 

[9(z, w)dz 1\ dw] = i [h(z , w)dz 1\ dw] em NjN n F. 

Então, ((g(z, w) -ih(z, w))dzl\dw] E F, i.e., 9 -ih = afz +bfw para certas funções 
a,b E C{z,w}. 

Restringindo a JR2 , 

9 - ih = (au + ia1 )fx + (ba + ·ib1 )fv 
- (anfx+bnfv)+i(ndx+bJ/y), au,ai,bn, bi ElR{x,y} . 

Portanto, g , h E E n J1 . 

Logo, posto de T = dim{: N j(N n F) = dimR E/(E n .!1 )• 

Exemplo: 
Vamos calcular o posto de T no caso da função j(1:, y) = x 2 + y'1• 

No caso desta função, En J1 = {ax + lnj1 E E;a,b E IR{~c,y} }. 
Vimos no capít.ulu IT que a função (~c, y) t--t y pertence a E mas não pertence a 

E n J1. Portantu, 
1 :::; posto de T :::; 2, 

uma vez que o número ele Milnor ela funçiio f é 

fL = (2 -1)(4- 1) = 3 ([3], 9,teorema 9.1). 

Vamos mostrar que o posto ele 'I' é l. 
Se g E E, escrevemos 
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Mostremos que c0 = c2 = O. 
Como 

Além disso, por simetria, 

Então temos, 

/, gdxdy = O, <:o = g(O, O) = O. 
~~E 

/, yd1:dy = O. 
/~E 

O=/, gdxdy = c2 /, y2dxdy + /, (ax + by3 )dxdy, i.e., 
! S' / Se /~c 

c2 /, y 2dxdy = /, (ax + lYl)ci:uly (2) 
~~~ !~c 

Estndemos as duas integrais separadamente: 
I) 

4J€ 2 ç;;4 •I I( r:--:;A c2 Jú,, y 2dxdy = 4J.,v ~ y dy fov•- v · dx = 4 .fov' y2 vc - y4dy. 

Se O < c < 1, e I vi ~ \fi < 1, 

lc2 l.//<< y 2&t:dy ~ 4 hl ./~~ y3 Jc- yrldy = 3 ic21 t 312
. (3) 

II) Para estimar a integral J1$,(a:c + tnl)dxdy, vamos considerar a expansão do 
integrando em série de potências. 

Seja 

p,q 

Como a, b E IR{ x , y}, p, q são inteiros não negativos tais que q ~ 3 se p = O e p ~ 1 
se q = O, e os Cp,q são nt'tmeros reais. 

Escolhamos O < ó < 1 tal qne a série seja absolutamente convergente na região 

kcl < ../8 e IYI < V'b. 
Se O < c < 8, na região f ~ E temos l:1:l s; ...fi , lvl ~ V'C: e 

l (ax + by3 )clxdy = 'L:C-p,q /, :r;Pylld:r:dy. 
J ! Se r.q ! Se 

O valor da integral { :r/JyQd:J;dy depende de p e q: 
. / !:€ 

(i) Se p ou q for ímpar, 

l :cPyll = O, por simetria. 
h~( 

(i i) Se p e q forem amuos pares, e, 
1) p = O, ent.ão 
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j . '!l'd;c:dy 
f $_ E 

2) p ~ 2, então 

Portanto, 

onde por (i), (4) e (5), 

Por (2), 

Daí e de (3), 

Então, 

Como a inequação vale para todo O < t < 1, suficientemente pequeno, se 

I. I I ( ) . '1/2 o ~ 1m L: Cp,q a1J,q c c · = , entao c2 = O. 
( - >0 p,q 
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Portan to resta mostrar que 

l . "I I ( ) -:112 o c ~r;J L..t Cp,q a1,,r1 <: c = . 
p,q 

Observe que, por (6), 

que tende a O quando t --t O. 
Além disso, se O < é < õ < 1, 

Daí, 

e 

I r~ I ( - :lf 2a (E)< lc 18 -:!f'J.(~)lftta (8) < Ir~ I ó :1/ 'la (8) - p,q p,q - p,q 8 p,q - p,q p,q ' 

Portanto, c2 = O. 
Consequentemente, 

'I .r;= c1y + a:c + &y· , i.e., dimr-t E/(E n .J1 ) = h 

Resulta deste exemplo que o posto do snbmódulo N, composto pelas dassed [17] E 
G qne verificam j -j] = O, é 1 e N é gerado pela classe [ydz 1\ tlw]. 

. 'Yt 
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