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RESUMO

Um algoritmo, com velocidade e pressao como varidveis primérias e com condi¢ao de
Neumann para a pressao, visando analisar escoamentos incompressiveis e aplicado
ao estudo do problema da cavidade, é apresentado neste trabalho. Sao utilizados
métodos em diferengas central, up—wind e semi-lagrangeano e formulados matricial-
mente. O campo da pressao € atualizado de maneira direta, através da equacao de
Poisson, e inicializado por minimos quadrados. Simulacoes sao feitas com variados
numeros de Reynolds, obtendo-se o deslocamento do vortice central e a aparicao de

vortices secundéarios e terciarios.
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TITLE: 7INCOMPRESSIBLE FLOW WITH NEUMANN PRESSURE
CONDITION: SIMULATION AND MATRIX FORMULATION
IN PRIMITIVES VARIABLES”

ABSTRACT

An algorithm with velocity and pressure as primary unknowns and with Neumann
pressure boundary condition, to analyse incompressible flows is presented in this
work, and it is applied to study the driven cavity flow. Central, up—wind and semi—
lagrangean finite differences schemes, formulated in matrix terms, are employed.
The pressure field is updated directly from Poisson’s equation and initialized by
least—squares. Simulations with several Reynolds numbers are made, obtaining the
displacement of the central vortex as well as the development of secondary and

terciary vortices.
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uf’ Vetor da componente horizontal de velocidade discretizada na fronteira

Ufﬂ /2, Valor da componente horizontal de velocidade no ponto (z;,y;_1/2) € no tempo t;,

U Vetor de estado velocidade—pressao

U Velocidade caracteristica do problema

U Vetor de estado velocidade—pressao discretizado

ur Vetor de estado velocidade—pressao discretizado na fronteira
v Componente vertical de velocidade

Uf’ 4172 Valor da componente vertical da velocidade no ponto (z;-1/2,%;) € no tempo t

ur Componente vertical de velocidade na fronteira

vf Vetor da componente vertical de velocidade discretizada na fronteira
T Ponto espacial horizontal da grade

Y; Ponto espacial vertical da grade

\%& Operador de Laplace

Operador nabla

r Fronteira do dominio espacial
At Incremento temporal

Ax Incremento espacial horizontal
Ay Incremento espacial vertical

© Divergencia de velocidade

v Viscosidade cinemética

T Vetor tangente unitéario

Q Dominio espacial

o2 Contorno do dominio espacial
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho, desenvolve-se um algoritmo em termos de velocidade—
pressao em diferencas finitas para estudar o problema do escoamento numa cavidade,
considerado como um sistema matricial singular, em que é incorporada a condicao

de Neumann para a pressao.

Para escoamentos incompressiveis, Gresho e Sani, 1987, consideram que
a pressao é uma grandeza um tanto misteriosa. Nao é uma variavel termodinamica,
uma vez que nao ha equacgao de estado para um fluido incompressivel. De outro lado,
do ponto de vista matematico, o sistema de equacoes que descreve um escoamento
incompressivel é singular com relagao a pressao; isto ¢, nao hé equagao temporal
para esta variavel. Porém, na literatura, as equacoes para um fluido incompressivel
sao consideradas principalmente como um sistema diferencial restrito: o campo de
velocidades deve ser solenoidal e, no qual, sao prescritas somente condicoes iniciais
e de contorno para o campo de velocidades. No caso da pressao, existem algumas
condicoes de contorno propostas para situacoes particulares, como a interface entre
dois fluidos [Batchelor, 1970]. No trabalho de Gresho e Sani, 1987, é sugerida a

inclusao da condigao de contorno de Neumann para a pressao.

A atencao é focalizada na formulacao matricial que resulta da dis-
cretizacao espacial das equacoes de Navier—Stokes, acompanhada de uma observacao
cuidadosa das condigoes de contorno para a pressao, apresentada por Gresho e Sani,
1987. Desta forma, é obtido um sistema diferencial singular, que sera integrado
utilizando um algoritmo em termos da velocidade—pressao modificado, isto é, ex-
traindo, convenientemente, um sistema nao—singular para os pontos interiores da
grade considerada. Para isto, a pressao é inicializada discretizando a equacao de
Poisson com a condicao de Neumann, em termos da velocidade inicial, e resolvida
por minimos quadrados, por ser um sistema singular. A pressao é atualizada, no

decorrer do tempo, através da equacao de Poisson munida da condi¢ao de Neumann.



Esta atualizacao é realizada de maneira direta, incorporando valores da pressao e

do campo de velocidades ja calculados.

Pretende-se, com este procedimento, incorporar ao estudo diversas técnicas

e visualizar a influéncia da variagao do nimero de Reynolds na formagao de vortices.

O escoamento numa cavidade quadrada tem sido usado freqiientemente
para testar e avaliar diversas técnicas numéricas. Usualmente, o caso considerado
envolve uma cavidade cheia de fluido. A parede superior movimenta-se com veloci-
dade uniforme em seu proprio plano. Movimentos dentro da cavidade sao causados
pela tensao de cisalhamento, devido ao movimento da parede superior, a qual o
fluido estd sujeito. Simulacoes para escoamento laminar, numa cavidade sobre uma
variedade de nimeros de Reynolds, tém sido apresentadas por varios autores [Ghia

et al., 1982; Schreiber e Keller, 1983; etc.].

Um problema semelhante, refere-se ao estudo do escoamento de um flu-
ido, sob condigoes isotérmicas, numa cavidade em que a parede superior é formada
pelo escoamento de um fluido mais leve que o confinado a cavidade, . As carac-
teristicas fisicas de interfaces liquido—liquido vém sendo discutidas através dos anos

[Mansel et al.,1994].

Este trabalho esta organizado em nove capitulos, sendo que o primeiro

e o ultimo correspondem a introducao e bibliografia.

No segundo capitulo, faz-se, como suporte analitico, uma breve inclusao

das idéias de Gresho e Sani, 1987, que sao de interesse para o nosso trabalho.

No terceiro capitulo, apresenta-se a discretizacao espacial do sistema,
utilizando os métodos das diferengas centrais, upwind e Euler-Lagrange, seguindo a

formulagao empregada por Casulli, 1988, para um esquema unificado.

No quarto capitulo, a discretizagao é considerada de maneira matricial,

seguindo a metodologia utilizada por Claeyssen e Campos Velho, 1994. Deste modo,



é possivel observar o agrupamento nodal dos valores de contorno e, por sua vez, mo-
tivar uma conveniente manipulagao para com os pontos interiores e adjacentes da
grade. Esta versao semidiscreta para as equacoes de Navier—Stokes é discretizada,
no tempo, utilizando uma aproximagao de diferencas ascendentes (Euler explicito).
Deve-se observar que esta formulacao matricial pode ser considerada como um sis-
tema diferencial-algébrico e, eventualmente, utilizam-se rotinas existentes, tais como

o DASSL [Brenam et al., 1989].

No quinto e sexto capitulos, aborda-se a discretizacao, em diferencas
centrais, da equacao de Poisson para a pressao, com condicoes de Neumann, e
apresenta-se um novo algoritmo velocidade-pressao. Por ser um algoritmo em
variaveis primitivas, pode-se, em principio, estendé-lo para outras situacoes. Além
disso, ele é robusto, no sentido que pode integrar escoamentos para numeros de

Reynolds muito altos, préprios de turbuléncia.

No sétimo capitulo, sao apresentadas diversas simulagoes, com diferencas
centrais, para o problema da cavidade, sob uma variedade de niimeros de Reynolds,
observando-se o deslocamento do vértice central e o aparecimento de vortices se-

cundadrios e tercidrios, de acordo com a literatura [Guia et al.,1982].

No oitavo capitulo, sao apresentadas as conclusoes deste trabalho.



2 EQUACOES DO CONTINUO PARA UM
ESCOAMENTO INCOMPRESSIVEL

2.1 Equacoes Basicas

As equagoes de Navier—Stokes, transientes, incompressiveis, para u(x, t)
e p(x,t) (velocidade e pressdo cinematica, isto é, pressao dividida pela densidade),
munidas de condigoes iniciais e de contorno para a velocidade, conformam o seguinte

sistema diferencial

%—?—FU.VU—I—Vp:l/Vzu , t>0 (2.1)
V=0 (2.2)
ux,0)=uy(x), x emQ=0Q @ T (2.3)
u=w(x,t) em I'=090. (2.4)

Figura 2.1 Dominio Bidimensional

Aqui, € é uma regiao bidimensional limitada, I' sua fronteira, e o campo de veloci-

dades inicial ug é solenoidal em 2

Vu =0 em . (2.5)



Do sistema formulado, tem-se a velocidade normal inicial

upn=w(x,0)n em TI. (2.6)

Da equacao da continuidade e do teorema da divergéncia, obtém-se a

condicao de conservagao global de massa,

/F wndr =0 . (2.7)

Deve ser observado que, a priori, nao é fornecida CC para a pressao.
Assim, a solugao de (2.1)—(2.7) incluird p, sujeito a uma constante aditiva arbitraria

(o nivel de pressao hidrostética).

As condicoes de campo inicial solenoidal e velocidade normal inicial
compativel com a CC, sao requeridas para que o problema possua solucao bem
definida, tnica e solenoidal para todo t > 0 [Temam, 1985]. Para o campo inicial
tangencial nao é requerido que seja compativel com a CC; se o for, entao a solugao

serd mais bem comportada [Gresho e Sani, 1987].

Uma interpretagao alternativa 1til e importante de (2.1)—(2.2) é a seguinte:
dado um campo de velocidades solenoidal apropriado, as equagoes (2.1)—(2.2) po-
dem ser usadas para determinar o campo de pressao, e estabelecer que a aceleragao
também ¢ solenoidal. Isto pode ser feito tomando a derivada com respeito ao tempo

de (2.2) e reescrevendo (2.1)—(2.2) como

atVp = f(w (2.8)
Va = 0 (2.9)

onde a = du/dt e f(u) =v V?u—u.Vu ; dado u tal que V.u = 0.



Das equagoes (2.8)—(2.9) podem ser obtidos a e p. As equagoes (2.3)—

(2.7) também devem ser usadas para completar a especificacao do problema.

2.2 Equacao de Poisson para a Pressao

Assumindo diferenciabilidade apropriada, a equagao de Poisson para a

pressao é obtida aplicando primeiro o operador divergéncia a equagao (2.1),

v.(g—‘: +u.Vu) + V) = vV.(V?u) . (2.10)

Logo, assumindo que div e % podem ser comutados, e usando a iden-
tidade
Vu=V(Vu) -V xVxu

e o fato que div rot de um campo vetorial é zero, obtém-se

00
V.(w.Vu) + V3 = (v V?0 — E) em (), (2.11)

onde © = V.u é a divergéncia da velocidade.
Mas, por (2.4) e (2.6), tem-se que a condi¢ao (2.2) aplica-se “em todo
lugar e em todo tempo”, isto é,

Vu=0 em Q para t>0. (2.12)

Assim, substituindo (2.12) em (2.11), obtém-se a equagao de Poisson para a Pressao
(EPP)
Vip=-V.(uVu) em Q para t>0. (2.13)



Embora (2.1) e (2.12) impliquem (2.13), porém, nem sempre (2.1) e

(2.13) implicam (2.12). Isto pode ser visto como segue:
Subtraindo (2.13) de (2.10), obtém-se

V(aa—]; —vV*u)=0 em Q

a qual, apos comutar os operadores, torna-se a equacao do calor transiente para O,
isto é,
00

o0 _ o2
5 vV-<o .

Desde que O é inicialmente zero em €2, por (2.5), este permanecerd zero

se, e somente se, © (‘ou 22 ) é mantido zero em T.

Por outro lado, considere-se a seguinte EPP equivalente,

V?p = V.(vV*u—-uVu) . (2.14)

Uma anélise similar permite obter

%(V.u) =0 em Q (2.15)

desconsiderando, assim, o valor de © em I'. Integrando (2.15) no tempo obtém-se
V.u = g(x) ; isto é, V.u é independente de t. Mas, por (2.5), tem-se que V.uy = 0,
e sendo V.u = g(x) para todo t, tem-se que g(x) = 0. De modo que (2.1) e (2.14)
implicam (2.12), sendo assim um problema bem posto, mas para que (2.1) e (2.13)

impliquem (2.12) faz-se necessario um “auxilio” adicional.

Observe-se que, qualquer campo de velocidade, de divergéncia livre,
induz um campo de pressao computavel. Este campo de pressao assegura uma acel-

eracao de divergéncia livre, a qual também é computavel; isto é, a pressao induzida



assegura que o campo de velocidade permaneca de divergéncia livre, ao menos, até

a imposicao de condigoes de contorno para a pressao.

2.3 Condicoes de Contorno para a Pressao

Focalizando um dominio bidimensional suficientemente regular, assuma-
se um sistema de coordenadas cartesianas com u = (u,, u,) = (u,v) e um sistema
cartesiano, local, erigido em cada ponto em I', tal que a normal local em I' coin-
cida com um de seus eixos. Uma andlise similar pode ser feita para um dominio

tridimensional suficientemente regular.

Figura 2.2 Sistema cartesiano local em P

Denotando por n, o vetor normal unitario que aponta para fora, e por
7, o vetor tangente unitario em I', como mostra a Fig. 2.2, temos as seguintes

identidades em I':

0*  0? 0* 02

2 __ —
V* = 52 T oy~ on? to2 (2.16)
(&
0 0 0 0

onde as derivadas com respeito a n sao unilaterais.



Para completar a especificacao do problema para a pressao, deve-se
colocar condigoes de contorno em I'. Como (2.13) e (2.14) sao equagoes derivadas,
as condigoes de contorno devem também ser derivadas. Uma maneira 6bvia de fazer
isto é, simplesmente, aplicar (2.1) na prépria fronteira. Mas, como (2.1) é uma
equacao vetorial, e uma condicao de contorno escalar é requerida, deve-se escolher
uma condigao de contorno para (2.13) e (2.14): ou a normal, ou a projecao tangencial

de (2.1) sobre I'. Escolhendo a primeira opgao, obtém-se

n.Vp = o = vViu, — (8un +u.Vu,) emI' parat >0 (2.18)

ot

de modo que as equagoes (2.13)—(2.14) e (2.18) formam um problema de Neu-
mann para a pressao; isto é, dado um campo de velocidade satisfazendo (2.1)—(2.7),
o campo de pressao induzido pode ser obtido de (2.13)—(2.14) e (2.18), pelo menos,

até uma constante aditiva arbitraria.

Observe-se que a expressao de conservagao global de massa esta sempre
associada com o problema de Neumann. Esta condigdo associada com (2.14) e
(2.18) é automaticamente satisfeita, quando (2.1)—(2.7) sao satisfeitas; isto ¢, quando
o problema original de Navier-Stokes é bem posto, também o é, o problema de

Poisson/Neumann associado.

Por outro lado, a componente tangencial de (2.1) em I' fornece a chamada

condicao de Dirichlet:

ou,

T.Vp = op =vV2u, — ( Y

or

fuVu,) (2.19)

onde o valor de p em 7 ( isto é, dados de Dirichlet) é provisto pela

integragao de (2.19) ao longo de 7.



A seguir, mostra-se que uma solucao de (2.13)—(2.14) e (2.18) satisfaz
(2.19). Assumindo que (2.13) aplica-se em I', obtém-se, usando (2.16) e (2.17),

B ?p 0% B B 0 9,

2
VP on or

Diferenciando (2.18) na diregao n,

Pp 8, _,  Ou

e substituindo o resultado em (2.20), decorre

Pp 9 2
W = —E(UVUT) — Vv

O | 0 Oy
on ot on

(2.21)

onde % foi comutado com V? e %‘ Agora, usando a equacao da continuidade,

(2.2), em I, na forma (%) + (%) = 0, em (2.21), e comutando uma vez mais os

operadores obtém-se,

*p 0 0 ou,

—_ = - - 2 I
o2 af(u‘v“T) + or (V7u, ot )
ou
0 Ou dp 9 B
E< ot +u.Vu, + 9 vViu,) =0, (2.22)

a qual implica que o termo entre paréntesis é independente de 7 (em I'). Mas, desde
que a equagao do movimento (e sua componente tangencial) deve ser satisfeita na

vizinhanga de I" (ndo realmente em I'), este termo deve ser zero; obtendo-se, desta

10



forma, a equacdo (2.19). Portanto, (2.13) e (2.18) implicam (2.19), ao menos, para

solucoes suficientemente regulares.

Logo, se a condi¢ao de contorno de Neumann ¢é aplicada a equacao
de Poisson da pressao, a solucao (se suficientemente regular) também verificard a
condi¢ao de contorno de Dirichlet. Este resultado pode, também, ser interpretado de
outra maneira, ou seja, que ambas as componentes normal e tangencial da equagao
da quantidade de movimento, (2.1), aplicam-se na (ou pelo menos muito perto
dela) fronteira. Entretanto, como mostrado por Heywood, 1980, e por Heywood
e Rannacher, 1982, unicamente a componente normal da equacao da quantidade de
movimento aplica-se sobre I'; em ¢ = 0, para o caso geral. Eles mostram também,
que o campo de pressao inicial é obtido a partir do problema Poisson/Neumann:
equagoes (2.13)—(2.14) e (2.18) em t = 0; isto é, estas equagoes aplicam-se para
t > 0. Logo, a equagdao da quantidade de movimento tangencial na fronteira (e
condigoes de contorno de Dirichlet concomitantes para a EPP) aplica-se, unicamente

para t > 0, no caso geral.

Observa-se que

e Assim como as equagoes (2.13)—(2.14) e (2.18) implicam (2.19), pode
ser mostrado, da mesma forma, que as equagoes (2.13)—(2.14) e (2.19)

implicam (2.18).

e Para o caso mais simples e mais comum, em que u = 0 em I, as
equagoes (2.18) e (2.19) convertem-se em
dp 0*u, op 0*u,

v 14

on  On? ¢ or  On?

respectivamente.

e Para Re > 1 eu = 0 em I', a equagao (2.18) pode ser aproximada

por g—z = 0 e a equagao (2.19) por % = (0. Na verdade , a primeira

11



destas aproximagoes é freqiientemente feita na pratica (como na teoria

da camada limite).

e Se a solucdo de (2.1)—(2.7) é suficientemente regular e as expressoes
(2.13)-(2.14) sao vélidas, os mesmos campos de velocidade e pressao
serao obtidos resolvendo (2.1)—(2.7) ou (2.1), (2.3)—(2.7), (2.12)—(2.14)
e (2.18). (Se (2.18) é usado para calcular o campo de pressao inicial
(t = 0), entdo a condi¢ao de contorno (2.18) pode ser substituida pela
condi¢ao de contorno (2.19), para t > 0, mantendo-se os mesmos resul-

tados.

2.4 Condicao de Compatibilidade

A boa determinacao da solucao, para a equagao de Poisson relativa
a pressao (2.13), com condigoes de contorno de Neumann (2.18), requer que seja

satisfeita a relagao integral

/ /Q _V.(w.Vu) dO = ?{ pn dT (2.23)

onde I' = 02 é o contorno da fronteira da area do dominio de solucao 2, p, =

n.Vp, e mn é o vetor unitario exterior, normal a fronteira I.

Observacoes:

1. A condicao V.u = 0 em €, para ¢t > 0, é muito forte. Tal condicao afeta,
profundamente, todos os aspectos dos escoamentos incompressiveis, in-
clusive a compreensao tedrica, a escolha de algoritmos e a simulacao
numérica. Na fronteira I', a condicao u.n = w.n, para todo t > 0, é

apropriada.
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2. Para resolver a equacao de Poisson para a pressao, somente a condi¢ao
de contorno de Neumann é sempre apropriada; isto é, esta fornece uma
unica solucao para t > 0. A condigdo de fronteira de Dirichlet é,
em geral, somente apropriada para t > 0; esta, freqiientemente, nao
é aplicavel em t = 0. A solucao unica, obtida usando qualquer uma
das condicoes de contorno, para t > 0, verificara a outra condicao de
contorno, sempre que seja usada a condicao de contorno de Neumann

emt=0.

3. Qualquer aproximacao discreta, consistente, das equagoes originais ou
primitivas contém, como uma condicao de contorno embutida e au-
tomética para a equagao de Poisson da pressao discreta (implicada), a

condicao de contorno de Neumann, para t > 0.
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3 DISCRETIZACAO DAS EQUACOES DE
NAVIER-STOKES

As equagoes de Navier—-Stokes, em suas varidveis primitivas, para o

escoamento de um fluido viscoso, incompressivel, bidimensional, sao dadas por

ou ou  Ou D 0u  0*u
ol = et 2 1
ot "oz T Vay or Tzt ) (31)
ov ov o D v 0%
o ity T ey T T g (32)
ou Ov
a—x + a—y =0 (3.3)

onde u(x,y,t) e v(x,y,t) sdo as componentes da velocidade nas diregoes z e y,
respectivamente, p(x,y,t) é a pressao e v é o coeficiente da viscosidade cinemética,

o qual é suposto constante nao negativo.

Neste capitulo, apresenta-se uma descricao da grade alternada, bem
como os métodos de diferenca central, upwind e Euler—Lagrange, usados para dis-

cretizar as equagoes de Navier—Stokes.

3.1 Grade e Valores Nodais

Para resolver, numericamente, o problema inicial e de contorno para as
equagoes de Navier—Stokes, assume-se, por simplicidade, que I' é um retangulo com

vértices (0,0), (A,0), (A, B), (0,B) com A > 0, B> 0 e que {2 seja o interior de I'.
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B=yn
’ 4
1
Ay
T
Yo > X
Xo X x,=A

Figura 3.1 Grade Computacional do retangulo §2

Com relagao a Fig. 3.1, considere-se os pontos da grade

S |

r, =1Ar, Az =
, B

y; =JjAy, Ay=—
m

que dividem o retangulo €2 em n xm celas retangulares de largura Az e comprimento

Ay. Os pontos da grade que estao na fronteira de €2, correspondem a i = 0, i = n,

j=0ej=m.
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> =

Vijrin (X))
Vi © ?
Ui112:i® & QU
o]
Vij-12
Yo > X
Xo X

Figura 3.2 Cela computacional, mostrando a localizacao das variaveis associadas ao

ponto de referéncia (x;,y;)

Os valores de u, v e p, no tempo k, serao considerados segundo a Fig.

3.2, isto é,
= u(iAz, (j—1/2)Ay, kAt)

k
Uit1/2,5

Uzk,j—l—l/Q = o((i —1/2)Az, jAy, kAt)

Assim, no tempo inicial t; = 0, as condigdes iniciais (2.3), que sdo dadas por

u(x,y,()) = uo(ac,y)
(x,y) em £

U(l’,y,O) = UO(xvy)
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implicam que

u?—i—l/?;j = u0<wi>yj*1/2) ) 1= 07 1727 BRI 2 ] = 1’27 N L (34)

Ui = volTicyzyy), i=12,...n, j=012..m (3.5)

Como o campo de velocidade discreta é conhecido no passo de tempo

tr, a partir de (2.4), ou seja,

u(z,y,t) = wur(z,y,t)
(r,y) em '=00, t>0

v(z,y,t) = vp(z,y,t)

pode-se determinar condigoes de contorno da componente de velocidade tangencial,

no tempo tx, e condig¢oes de contorno da componente de velocidade normal, no tempo

bt -

@@1) o Uit121

o
Uir1/250

Figura 3.3 Aproximacao das condi¢oes de contorno da componente de velocidade

tangencial

Desde que as componentes de velocidade discretas u nao estao local-

izadas nas fronteiras superior nem inferior, como indicado na Fig. 3.3, as condigoes
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de contorno da velocidade tangencial sao calculadas da seguinte maneira:

uk —i—u]?
+1/2,0 " %it1/21 -
RO HEL = up(2,0,t),  i=1,2,...,n—1,
uk +uk
+1/2, +1/2,m+1 _ .
i /m21 m — UI‘(xiyb7tk)7 Z—1,2,~--,n—1,
a partir das quais obtém-se:
k = . _ ik
ui+1/2,0 - QUF(QZZ’ 07 tk) u7;+1/2,1 )
7/:172, ,’n,—]_, (36)
k — . _ ik
Uisijomer = 20n(@i by tk) = Uity g s

Analogamente, para as condi¢oes de contorno da componente de veloci-

dade tangencial, nas fronteiras esquerda e direita, tem-se
k — . —
Yoj+1/2 = 2vr(0, 5, tx) V1412 9
k — . — ok
Unirgriz = 2000 Y tk) = Vo

As condigoes de contorno da componente de velocidade normal, no

tempo %1, sao calculadas pelas seguintes formulas:

u’ferl] = UF(anj—l/mtkH) )
j:172,...,m. (38)

“I::rll/z,j = uf(avyjfl/%tk-i-l) )

Uf,f/lz = vr(wi—1/2,0,tp41)
i=1,2,...,n (3.9)

Uzlfiml—&—lﬂ = vp(®i_1)2,b,tkt1)
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3.2 Método de Diferenca Central

Este método é chamado Método de Diferenca Central , devido ao uso
de formulas de diferenca central para aproximar as derivadas espaciais, nas equagoes
(3.1) e (3.2), as quais sao de segunda ordem. O termo u; serd aproximado com uma

férmula de diferenca ascendente (Euler explicito).

Vii+32 Vit1,j+32
i3 =
o) o) ° o)
Pit1j+1
Vij+12
5 =
Virl jr12
Pij
& =
Vij-112 Vis1j-12

Figura 3.4 Grade Alternada

Assim, com relacao a Fig. 3.4 , no centro do lado vertical-direito de

uma cela, cada um dos termos da equagao diferencial (3.1) serd aproximado pelas

19



seguintes formulas:

ou ou i u§+3/2,j - “?—1/24'
us + Ua—y ~oUit1/2,4 A7 +
k k
uh o= .
_k i+1/2,5+1 i+1/2,j—1
: . 3.10
Pu 0% U§+3/z,j - 2“§+1/2,j + ui‘c—l/?,j +
ox2 ' 9y? (Az)?
k k k
Uity/2,5+1 — 2ui+1/2,j t Uit95-1 (3.11)
(Ay)?
Op P J pfj
o ) ) 3.12
ox Ax (312)

Substituindo as expresoes (3.10)—(3.12) na equacao diferencial (3.1), obtém-se a

seguinte equacgao de diferencas finitas:

k+1 ok
Uiv1/2,5 %iv1/2,5 —{—uk
At

~k
U412,

i+1/2,7

k ok
Yit1/2,541 %it1/2,5—-1

k ok
Uits/2,; %i—1/2,5
2Ax

k k
_ P11, 7Pi

2Ay Az

(Az)? (Ay)?

k k k k k k
+V(“i+3/2,j_2“i+1/2,j+“i—1/2,j + “z‘+1/2,j+1_2“i+1/2,j+“i+1/2,j—1)

ou, equivalentemente,

uk+1

(3.13)

i+1/2,j
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onde o operador de diferenca finita F; é definido por

F1u§+1/2,j = u§+1/2,j (3.14)

k ok k ok
At Uit3/2,5 — Wi—1/2; Lt Uit1/2, 541 — Yir1/2,5-1

k k k k
L uAY Uitg/05 — 2uf+1/2,j T U9 W41 2“1‘11/2,3‘ t Uiy /95-1
(Az)? (Ay)?

Como a componente de velocidade discreta v nao esté definida no centro

k

do lado vertical da cela computacional, o termo U7, ;

; serd definido como a média

k

dos quatro pontos circunvizinhos da grade, nos quais v* é conhecida, isto é,

k k k k
_k C Uigrage T Vi1 T Va2 T Vo1 315
Vit1/2,5 = 1 (3.15)

Analogamente, no centro do lado horizontal-superior de uma cela, uma

aproximacao, para cada um dos termos da equagao diferencial (3.2), serd dada como
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segue:

ov ov k Uf+1,j+1/2 - Uf—1,j+1/2
k k
vE. — R
k i,j+3/2 i,j—1/2
Vi j+1/2 2Ay (3.16)
v N Pv Virgerz — 2000 U n
ox?  Oy? (Az)?
Viitaa = 2 Uy
o (3.17)
) Moo=k
o . P17l (3.18)
dy Ay

Substituindo as férmulas (3.16) — (3.18) na equagao diferencial (3.2), obtém-se a

seguinte equagao em diferencas finitas

Py — Dy
k k 2, 7,
Uiﬁm = Iy — At Ay ’ (3.19)

onde o operador de diferenca finita F5 é definido por

F2U§j+1/2 = Uf,jﬂ/Q (3.20)

k ok k ok
Atlak Vit1j+1/2 — Yic15+1/2 s Vij+3/2 — Vij-1/2
1,5+1/2 IAx 1,5+1/2 2Ay

k ok k k ok k
uAt(UHLjH/Z 2Uz‘,j+1/2 U 1) n Vi.j+3/2 2”¢,j+1/2 + Ui,j1/2>

(Az)? (Ay)?
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Como a componente de velocidad u nao estd definida no centro do lado

horizontal da cela computacional, um valor para af j1/2 sera definido por

k k k k
& C Uigage gt Uy T Winays i T W10 54
Wi 4172 = 1

(3.21)

3.3 Meétodo de Diferenca Upwind

Este método caracteriza-se pelo emprego de formulas de diferencas fini-
tas do tipo “upwind” (ascendentes ou descendentes), as quais sdo de primeira ordem,
para aproximar as derivadas espaciais de primeira ordem. Os termos u; , v; , Au
, Av e o gradiente de pressao sao discretizados do mesmo modo que no método de
Diferenga Central. Mais precisamente, considerando a equagao diferencial (3.1) e

segundo a Fig. 3.4, os termos u, e u, sao aproximados pelas seguintes férmulas:

k Lk
Uitiy2; — Yic1/2

Uy R N se ufﬂ/m >0 (3.22)
Uy R u§+3/2’jA_$u?+1/2’j se u;ﬂrl/% <0 (3.23)
u ~ Uerl/Z,j _Afﬂ/z,jl < 7_}511/2,]' >0 (3.24)
Uy, = uﬁ'l/Q’jﬂA; u?+1/2’j se @Z]:-l/zj <0 (3.25)
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Assim, uma aproximacao para os termos uu, e vu, ¢ dada como segue

“% ~ ﬁ - (|U§+1/2,j| - uf—i—l/?,j) u§+3/2,j + Q‘Ufﬂ/z,j “f+1/2,j

- (|U’i'€+1/2,j| + “§+1/2,j) Uf—1/2,j} (3.26)
UZ_Z ~ ﬁ - (Wfﬂ/z,j‘ - 6?—%—1/2,3’) “§+1/2,j+1 + 2’771111/2,]"“?“/2,]'

- (|T)f+1/2,j| + @fﬂ/z,j) “§+1/2,j71} (3.27)

Substituindo as féormulas (3.26) , (3.27) , (3.11) e (3.12) na equagao diferencial (3.1),
obtém-se o seguinte esquema:

E+1 Lk
Uiv172,5 %it1/2,5 + 1

{1 Lk k
At 2z [ <|uz‘+1/2,j| ui+1/2,j> Uit 3/2,
k k - k k k
20 o 1054125 <|“i+1/2,j| + “i+1/2,j> ui—l/%}
1| (15K =k k ~k k
oAy [ <|“z‘+1/2,j| “z‘+1/2,j> Wiz g+ 20 0 0

k k k Pi1,; P
_ 7 7 — __ T »J 2]
<|Ui+1/2,j| Ui+1/2,j> uz‘+1/2,j—1] = Az

k k k k k k
ey ui+3/2,j72ui+1/2,j+ui—1/2,j + ui+1/2,j+172ui+1/2,j+uz‘+1/2,j71
(Axz)? (Ay)?
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ou, equivalentemente,

k k
Piv15 — Pij

uk"rl = Flu’]i{:-i-l/Q,j - At Ax

i+1/2,5

onde o operador de diferenca finita F; é da forma

At
k _ .k . 1k Lk k
Fuiiype; = Uiy AL (|“z'+1/2,j| “i+1/2,j)“i+3/2,j

+2|u§+1/2,j|uf+1/2,j - (|Uf+1/2,j| + u§+1/2,j) ufl/Q,j:|

At

- (’@erl/Q,jl + 77;11/2,3') “f+1/2,j1}

_m {_ (|@§+1/2,j| - @f+1/2,j) u?+1/2,j+1 + 2|17£€+1/2,j|“f+1/27j

(3.28)

(3.29)

k k k k k k
u’ . — 2u; 4 ut I T , 2u; 4wt .
+3/2, +1/2, —-1/2, +1/2,j+1 +1/2, +1/2,j—1
uﬁt( i+3/2, i+1/2,j i—1/2,j i+1/2,j i+1/2,5 i+1/2,j

(Az)?

na qual o termo espacial 1_)5+1/2,j ¢ definido por (3.15).
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Anélogamente, considerando a equacao diferencial (3.2) e segundo a

Fig. 3.4 , os termos v, e v, sao aproximados pelas seguintes férmulas:

vk vk

v i,j+1/2 _Ami—l,jﬂ/z se ﬂﬁj-ﬁ-l/Q >0 (3.30)
vy R Uf“’jﬂ/i; Uﬁjﬂﬂ se ﬂﬁjﬂ/z <0 (3.31)
S UﬁjHﬂA_yvf’jl/z se vf’jﬂﬂ >0 (3.32)
v, ~ Uiy QA_yv’k’j“/ 2 se U ii1)p <0 (3.33)

Logo, os termos uv, e vv, serao aproximados como segue

v 1 B _ _
Uor ¥ oA [— (‘Uf,jﬂ/z‘ - uf,j+1/2) Uf+1,j+1/2 + 2|U;€,j+1/2|vf,j+1/2

0

- <|aﬁj+1/2| + ﬂf;,j+1/2) Uf—l,j-‘,—l/Q} (3.34)

l

k k k k k
Uﬁ_y ~ E [_ (|Uz‘,j+1/2 - Ui,j+1/2) Vijy3/2 t 2|Ui,j+1/2‘vi,j+l/2

— ([0 12l + VE1/2) VE12] (3.35)

Substituindo as féormulas (3.34) , (3.35) , (3.17) e (3.18) na equagao (3.2), obtém-se
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o seguinte esquema:

k+1 k
Yig+1/2" Y4172 I N |ak |- F ok
At 2Ax 1,j+1/2 i,j+1/2 ) Yi+1,54+1/2

—k k —k —k k
+2|ui,j+1/2|vi,j+1/2 - (|ui,j+1/2| + ui,j+1/2) Uz’—l,j+1/2:|
D B ok k k k
+3ay [ (‘vi,j+1/2 Ui,j+1/2> Vijtae T 2’Ui,j+1/2|vi,j+1/2

k k k PP
— — _hJT. T u)
(’Ui,j+1/2’ + Ui,j+1/2) Ui,j71/2:| = Ay

k ok k k ok k
iy <Ui+1,j+1/2 2Ui,j+)12/2+vi—1,j+1/2 + Vi j+3/2 21}(i,j+)12/2+vi,j—1/2
(Ax Ay

ou, equivalentemente,

k+1

Ui j+1/2

k k
= Fyk, _ AP TPy (3.36)
4,j+1/2 Ay
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onde o operador de diferenca finita F5 é da forma

At i _
F2U§j+1/2 = Ufj+1/2 T 9Ar [— (‘uf,jﬂ/z‘ - U?,j+1/2) ”f+17j+1/2 (3.37)

21 141l 0851172 — (85 ol + 05 51002) 051 01)2)

_m [_ (’vi,j+1/2’ - vi,j—',—l/?) U5j+3/2 + 2|“5j+1/2’”§,j+1/2

— ([0 2l + VE1/2) VE12]

N Uf+1,j+1/2 - 2U2j+1/2 + Uf—l,j-&-l/Q " Uzk,j+3/2 - 2”5%1/2 + Ufij—uz
(Az)? (Ay)?

e um valor para @ ¢ definido por (3.21).

J+1/2

3.4 Método de Euler—Lagrange

Para ilustrar o método de Euler—Lagrange, considere-se a seguinte equacao:

2 2
oc oc Gczy(ﬁc 80) | (3.38)

022 o

onde os coeficientes convectivos u e v sao supostos constantes, nao negativos, e a

constante v é um coeficiente de difusao positivo.

Os termos convectivos da equacao acima podem ser reescritos na forma

de derivada lagrangeana (substancial ou material),

de Oc Oc Oc
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onde % indica que a razao de variacao do tempo é calculada ao longo da linha de

corrente, a qual é definida por

dx dy
ar _ A 3.40
at -~ at " (3.40)
Assim, pode-se escrever (3.38) na forma lagrangeana, isto é,
de 0?c 0%
— = — 4+ = . 3.41
it~ (8:52 * ay2) (3.41)

Uma discretizagao explicita natural da equagao (3.41) é, simplesmente, dada por

ijl - Cffa,jfb . CffaJrl,jfb - QCffa,jfb + Ci'iafl,jfb 349
At - v (Az)? (3.42)
. Cf—a,j—bﬂ - ZCf—a,j—b + Cf—a,j—b—1
(Ay)?
onde
At At
=U-— =v— 3.43
6= U7 , vAy ( )

sao os numeros de Courant.

i-1, Lij

bAy

i-n,j-m

(eJ]
*~
QQ’Q
e)
C
X M
Lin

alAx

Figura 3.5 Grade euleriana—lagrangeana
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E interessante observar o significado fisico de (3.42). O novo valor de c,
no tempo tg1 em (4, j), esta relacionado ao valor de ¢ no tempo t; em (i —a,j —b),
o qual difunde-se num lapso de tempo At. Em geral, porém, a e b nao sao inteiros
(ver Fig. 3.5) e, portanto, (i — a,j — b) ndo é um ponto da grade. Por esta razao,

k

uma férmula de interpolagao deve ser usada para definir ¢;, ;

_p € seus vizinhos na
equagao (3.42). A exatidao, estabilidade e difusdo numérica de (3.42) dependem da

formula de interpolagao escolhida.

k

A interpolagdo mais simples, que pode ser tomada para calcular ¢, ;_,

e seus vizinhos, é a interpolacdo bilinear sobre os quatro pontos circunvizinhos da
grade. Sejam a = n + pl e b = m + ¢l, onde n e m sao as partes inteiras de a e b

respectivamente, e pl e ¢l sdo suas partes decimais. Assim, ¢/ . , é aproximado

1—a,j
por
C?—a,j—b = (1 - p]-) [(1 - q]-)cf—n,j—m + ql c?—n,j—m—l} (344)
+pl [(1 - ql)céinfl,jfm +ql Ci’infl,jfmfl}
Portanto, o método de Euler—Lagrange (3.42) pode ser escrito na seguinte
forma

k+1 k
¢ij = Fcij

onde o operador F' é dado por

k k k
Ci—at1,j—b Qci—a b T Cima—1,j—
Fef, = cﬁ-“a,jb+uAt<Z Ly ( ASE’;Q” nIb (3.45)

+

k k k
Ci—aj—btr1 — 2Ci—a,j—b + ci—a,j—b—l)

(Ay)?
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O método de Euler-Lagrange, descrito acima, também estende-se para
0 caso em que a equacao (3.38) nao é linear, isto é, quando u e v ndo sdo constantes.
Neste caso, a determinacao de a e b requer a resolugdo das equagoes (3.40), nas
quais os termos a direita, u e v, sao conhecidos inicamente no nivel de tempo .
Portanto, assume-se que u e v nao variam sobre um passo de tempo. Desta forma, em
cada ponto da grade (i,7) as equagoes (3.40) podem ser integradas numericamente,
retrocedendo no tempo de tx.1 a tg, usando, por exemplo, o metodo de Euler. Assim,

At

o passo de tempo At é dividido em N partes iguais de comprimentos 7, = %7 e as

equagoes (3.40) sao discretizadas na forma descendente como

x = 2% — 1 uF(2%,y0) N =

vl o= - ey, v =y, (3.46)
s=N,N—1,N—2,....21,

onde u*(z*,y*) e v (2%, y*) sdo interpoladas com uma férmula similar a (3.44). Logo,

em (z;,9;), a e b sdo definidos por

Deste modo, as linhas de corrente, as quais em geral nao sao linhas

retas, sao melhor aproximadas.

Para melhorar a exatidao e a estabilidade dos métodos de diferencas,
descritos nas secgoes prévias, considere-se uma aproximacao do tipo Euler—-Lagrange

para discretizar as equagoes de Navier—Stokes. Para este proposito, expressar-se-a
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as equagoes diferenciais (3.1) e (3.2), na forma lagrangeana, como segue:

du Op *u  0%*u
@ - o (T*@) (3:47)
dv  Op v v
& oy +v <_8x2 + _8y2> (3.48)

Considerando a grade espacial da Fig. 3.4 e a grade euleriana-lagrangeana

da Fig. 3.5, uma discretizacao da equagao (3.47) é dada por

k+1 _ .k k k
Yit1/2,5 " %iv1/2-aj-b _ _ Pig1,; Pi,

At - Az

k k k
ey Ul s/ a i b 2%it1/2—a,j—bT%—1/2—a,j—b
(Az)?

K K k
+ U 19 ait1—b " 2% 1 72— aj—b T %41 20 j—14b
(Ay)?

ou, equivalentemente,

k k
Piy1,; — Pij
Ax

k1 _ k B
Uisijay = Fitis; — At

(3.49)
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onde o operador de diferenca finita F; estd definido por

F1u§+1/2,j = u§+1/2—a,j—b (3.50)

k k k
VAL Uit3/2—aj—b 2ui+1/27a,jfb U190 q b
(Az)?

+

u§+1/2—a,j+1—b - 2uf+1/2—a,j—b + uf—i—l/Z—a,j—l—b
(Ay)?
Cada um dos termos do lado direito da férmula (3.50) podera ser cal-

. ~ 1 . k ’ .
culado por interpolagao bilinear. Assim, o termo u;, Jo—aj—b SETd aproximado por

uf+1/2—a,,j—b = (I—-p1) [(1 - ql)uf—f—l/Q—n,j—m +ql u§+1/2—n,j—m—1]
+pl [(1 - ql)uffl/an,jfm +ql u§71/27n,j7m71] . (3.51)

Como as equagoes de Navier—Stokes sao nao-lineares, os valores de a e

b serao determinados pelas seguintes férmulas:

x = 2 —ruf(atyf) , 2N =a;=(i+1/2)Ax

vl o=yt —mdf(atyt) YN =y = Ay (3.52)

s=N,N—1,N—-2,...,2,1,

k

onde o7, , ), ; € definido por (3.15). Os valores uk (2, y°) e 0% (2°, y*) sao interpoladas

com férmulas similares a (3.51). Finalmente, em (X;,Y;) = (¢ + 1/2Ax, jAy), os

valores de a e b sao calculados por
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Similarmente, uma aproximacao de diferenca finita para a equacao

(3.48) é dada por

Piji — Dl
k k 1, i,
i,;il/2 = By — At Ay ’ (3.53)

(%

onde o operador de diferenca finita F, é definido por

F2Uzk,j+1/2 = Uffa,j+1/27b (3.54)

k k k
LUAL Vieat1,j+1/2-b 2“i—a,j+1/2—b Va1 41/2-b
(Az)?
k k k
+Uifa,j+3/27b - QUifa,j#l/be U a0 i—1/2-0
(Ay)?

Cada um dos termos do lado direito da férmula (3.54) é calculado por

interpolacdo bilinear. Assim, o termo v*

iajt1/2—b € aproximado por

/Uzk—a,j—}-l/Q—b = (I—pl) [(1 - q1>v7{€—n,j+1/2—m +ql Uzk—n,j—l/Q—m} (3.55)

+pl [(1 - ql)vf—l—n,j+1/2—m +ql Uzk—l—n,j—l/Z—m}

e os valores de a e b sao determinados através de:

x = 2’ — Tlﬂk(fs>y5)7 oV =a; = iAx
vl o=y -t @t ), Y ==+ 1/2) Ay, (3.56)

s=N,N—1,N—2,....21
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onde ﬂij+1/2 é definido por (3.21). Os valores de @*(z*, y*) e v*(2*,y*) sdo interpo-
lados com uma férmula similar a (3.55). Logo, em (z;,y,) = (iAz, (j+1/2)Ay) , os

valores de a e b sao calculados pelas formulas
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4 A FORMULACAO MATRICIAL

4.1 Introducao

As equagbes de Navier—Stokes (3.1)—(3.2) e da continuidade (3.3), num

escoamento bidimensional, podem ser escritas na seguinte forma

% (ua%—i-va%) 0 0 U
100
0102+ 0 (uge +og) O | v |=
000
0
_a—f_ ] 0 0 0] [»]
00 &2 u V(aa—;+§—;) 0 0 u
100 2 ||v]|+ 0 v(Z+2:) 0 | v
d d
_0 0 0 i _p_ i 9z 2y O_ _p_
ou, equivalentemente,
ou
Mﬁ%—NU:—PU%—LU (4.1)
onde
u 100
U=1|v |, M=1010],
P 000
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N = 0 (wZ+vf) 0|, P=]00 2|,
0 0 0 | (00 0 |
(2 + 2 0 0]
L= 0 v+ 27) 0
| & 5 0]

Neste capitulo apresenta-se uma aproximacao matricial, para as equagoes
de Navier—Stokes e da continuidade, usando trés métodos de discretizacao para o

campo de velocidades: diferenca central, upwind e Fuler—Lagrange.

4.2 Método de Diferenca Central

Para obter uma aprozimagdo matricial para o sistema (4.1) é usado o

método das linhas, o qual consiste em separar as discretizagoes no tempo e no espago.

O método das linhas, eficientemente promovido em trabalhos analiticos
e numéricos por Liskovets, 1965, reduz equacoes diferenciais parciais a um sistema
de equagoes diferenciais ordinarias (EDOs), usualmente, por técnicas de diferencas
finitas ou de elementos finitos. Se o problema original for um problema de valor
inicial, o sistema de EDOs resultante forma um problema de valor inicial. Se o
problema for um problema de valor na fronteira, também o sera o sistema de EDOs

resultante.
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O primeiro passo do método das linhas consiste em aproximar os oper-
adores diferenciais espaciais. Assim, a equagao (4.1) torna-se um sistema singular

nao—linear de equagoes diferenciais ordinarias

d
Md—ij + N(U)U + NF(U, UM UF = —PU — PF (U, U") + LU + LFUF (4.2)
para o vetor U = [U;;] onde U;; incluem os valores w1725 , Vijt1/2 5 Pij Duma

cela (i,7), como mostra a Fig. 3.2. O vetor U" contém os valores na fronteira

correspondentes aos termos u, v e p.

Em (4.2), a matriz M e as matrizes N, . | P, bem como suas corre-
spondentes matrizes “fronteira” N¥ | L¥ | PF representam os coeficientes da forma
discreta das equagoes de Navier—Stokes. O sistema (4.2) nao é completamente um
sistema de equacoes diferenciais ordinarias devido ao fato de que a equacao da con-
tinuidade nao possui derivada temporal para a pressao. E um sistema singular pelo

fato que detM = 0. A derivagao dessas matrizes é realizada mais adiante.

Defina-se o wvetor nodal U, como o vetor que contém unicamente os
valores nos pontos interiores da grade. Defina-se, também, o vetor nodal fronteira

U, o0 qual contém os valores nos pontos de fronteira da grade, isto &,

u ul’
U=|wv | , UF = | oF
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onde

Us /2,1

Us/2,1

Up—1/2,1

Uz /2,2

Us/2,2

Up—-1/2,2

Uz /2,m

Us5/2,m

L Un—1/2,m ]

U1,3/2

V2,3/2

Un,3/2

U1,5/2

V25/2

Un,5/2

V1,m—1/2

V2,m—1/2

| Un,m—1/2
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P11

P21

pn,l

P12

D22

pn,2

Pim

P2.m

Pnm




P10

P20

pn,O

Po.1

Pn+1,1

Po,2

Pn+1,2

Po,m

Prn+1m

P1m+1

P2.m+1

Pn,m+1

U3/2,0
V1,1/2
Us/2,0
V2,1/2
Un—-1/2,0
Un,1/2
Ui/2.1
Vo,3/2
Un+1/2,1
Un+1,3/2
ut = U1/2,2
Vo,m—1/2
Un+1/2,2
Un+1,m—1/2
U1/2,m
V1,m+1/2
Un+1/2,m
V2,m+1/2
U3 /2,m+1
Un,m+41/2
| Un—1/2,m+1
Os vetores u , v e p sao de ordem (m x (n —1)) x 1, ((m—1) x
n) x 1, (m x n) x 1, respectivamente, e os vetores u’

, v e pf" sao de ordem

2(m+n—1)x1, 2(m—1+4+n)x1, 2(m+ n) respectivamente.
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O sistema algébrico—diferencial (4.2) é obtido a partir da equagao (4.1),
discretizando, de forma apropriada, cada um dos termos das matrizes N, P e L
por separado. No caso da matriz L, usam-se formulas de diferenca central para

9%u 9%u

aproximar as derivadas espaciais. Assim, segundo a Fig. 3.4, os termos 545 e S5
) ’ ox oy

serao aproximados por

2
d7u  Uigzj2 — Uitz + Uim1)2,
2 - 2 )
0x?|, J2.j (Az)
2
0*u  Uis1/2+1 = 2Uig1)25 + U121
2 - 2
dy i+1/2,j (Ay)

. 2 2 [ . .
respectivamente. Logo, o termo v (% + 2772‘) sera aproximado pela seguinte ex-
pressao

&%u 9%u ~ v 2v 2v
v (5 + 55¢) ~ e Wisss2g — [aeE A Wit1/2st
i+1/2,5

v v |1 4
A2 Wi-1/25 T a2 Wit1/2,+1 T a2 Yit1/2,i-1
(Az) (Ay) (Ay)

a qual, escrita em forma matricial, tem a seguinte forma

0*u  0%u

~ F | F
V(@_{—a_yQ)_LH U+L11U . (43)
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Analogamente, de acordo com a Fig. 3.4, uma aproximagao em diferencas

: 2 207\ 4
finitas para o termo v (5% + g—yg) ¢ da forma

B2 Vitljt1/2 — [(AQ—Z)z + (ﬁﬁ] Vij+1/2t

<
—~
|Qa
N
<
+
|QJ
N
<
N~—
12
AN

@22 Vi—1,j4+1/2 + @ Vi j+3/2 T @ Vi,5—1/2

cuja expressao matricial é dada por

0%v 0%

~ F | F
1% (@ —|— a—y2> ~ L22 v —|— L22 v (44)
Os termos g—; e g—;, os quais fazem parte da equagao da continuidade,

serao discretizados como segue

ou ~ Yit1/2,57%i-1/2,5 ov ~ Vig+1/27V-1/2
Oz | Az ’ dy| Ay ’
Z7J Z’J

1=1,2,...,n, J=12....m,

tais aproximagoes tém a seguinte forma matricial

ou

0 Lsp u+ LY u” (4.5)
ov
a_y ~ L32 v+ L:){; ’UF . (46)
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Substituindo as expressoes (4.3)—(4.6) na matriz L da equagao (4.1),

decorre, i i i i
Lu 0 0 L. 0 0

L=| 0 Lp 0], L=| o0 LE 0

Ls3; Lz O Ly Li O

As matrizes L1y , Las , L3 , L3s e suas correspondentes matrizes fron-

teira LT, | LL, | LY | LL sao dadas no apéndice A-1.1.

Para discretizar a matriz N (da equagao (4.1)), a qual representa a
parte convectiva nao—linear das Equacoes de Navier—Stokes, utilizam-se esquemas
de diferenca central para aproximar as derivadas espaciais de primeira ordem. Es-

pecificamente, com relacao a Fig. 3.4, uma aproximacao para o termo

ou ou Uit3/2,5 — Wi—1/2,5
Uit1/2,5 JQAJT 2+

&
|
+
S
|
¢

i+1/2,j

_ Ui41/2,5+1 — Uit1/2,5—1
Vit1/2,5 27y

(4.7)

onde o termo espacial T;;1/2; esta definido por (3.15).
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Uma expressao matricial para (4.7) é da forma

u— +v— =~ |[diag(u) Ay + diag(Bv) C1] u+

[diag(u) Fy + diag(B¥v") Fy] u” (4.8)

Analogamente, uma aproximacao em diferengas finitas para o termo

v v
u——+v—
ox dy
¢ dada por
ov ov _ Vit1,5+1/2 — Vi—1,j+1/2
U — +v — ~ Uy ’ ’ +
( Ox (91/) i41/2 4172 2Ax

Vi,j+3/2 — Vij—1/2
Vi, 5+1/2 2Ay

(4.9)

1=1,2,...,n, j=1L2....m—1,

onde o termo espacial u; j;1/2 esta definido em (3.21) .

Escrevendo em forma matricial, a expressao (4.9) pode ser dada como

segue

u— +v— =~ |[diag(B'u) Ay + diag(v) Cy] v+

[diag(B u")Fs + diag(v) Fy] v* . (4.10)
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Substituindo as expressoes (4.8) e (4.10) na matriz N da equagao (4.1),

obtém-se as matrizes

| diag(u)A, + diag(Bv)C) 0 0
N(U) = 0 diag(B'u)As + diag(v)Cy 0 |
I 0 0 0 |
e
[ diag(u)Fy + diag(B¥ v ) Fy 0 0|
NF(U,UF) = 0 diag(Bu")Fs + diag(v)F, 0
I 0 0 0 |

A matriz N(U) contem os valores nos pontos interiores da grade, en-
quanto que a matriz N*(U, U¥) contem os valores nos pontos de fronteira, os quais
representam os efeitos das condigoes de contorno de Dirichlet sobre os termos con-

vectivos das Equacoes de Navier—Stokes.

As submatrizes das matrizes N(U) e N (U, U") sdo dadas no apéndice

A-1.2.
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Definindo,

u

diag(u) = diag([I 0 0] | v |) = diag(ByU)

p

u

diag(Bv) = diag( [0 B 0] | v |) = diag(B,U)

p

diag(B'u) = diag( [B* 0 0] | v |) = diag(B:2U)

u

diag(v) = diag( [0 I 0] | v |) = diag(BsU)

p
a matriz N(U) pode ser escrita como
[ diag(BoU) Ay + diag(ByU)C, 0 0
N(U) = 0 diag(ByU) Ay + diag(BsU)Cy 0
i 0 0 0
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Analogamente, definindo apropriadamente cada termo da matriz N (U, UF),

obtém-se que esta matriz pode ser escrita

diag(BoU)Fy + diag(BFYUT)F, 0 0
NF(U,U") = 0 diag(BYUF)Fy + diag(BsU)F, 0
0 0 0

Finalmente, no caso da matriz P, discretiza-se o gradiente de pressao us-
ando formulas de diferenca central, para aproximar as derivadas espaciais de primeira
ordem com condicoes de contorno de Neumann, as quais foram usadas neste tra-
balho e sao dadas pelas férmulas (6.2)—(6.5). Mais precisamente, com relacao a Fig.

3.4, os termos % e g—z sao aproximados por

Ip ~ Pit1,i—Pij Op ~ Pij+1—Pij
ox - Az ’ dy - Ay
i+1/2,j i,j+1/2

Na forma matricial, tem-se,

dp
%2P13P+P1F3PF>

op

Os termos Pf; p'" e Pk p! representam os efeitos das condigoes de

contorno de Neumann para a pressao e decorrem das equagoes (6.2)—(6.5) na dis-
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cretizacao do gradiente de pressao e sao dados por

Plg pf = —M, % — Pt . Pout + Piut Pyu — Py . Psu®
— Psvf . Psult” + Pov + Pyvt + Pyul' |

PhLp" = —M, %" — Plu.P}o" — Piul .PioF — Plof PloT
+Pll" . Plv+ Plol" + Plu+ Pul |

onde

I 00 0 0O
0 0O 00O

Considerando a localizagdo dos termos na matriz P da equacao (4.1),

decorrem as matrizes

o F Fy _ FF
P=100 P3| , PWUU)=|00 P5p
00 0 00 0

onde a matriz P contém os valores nos pontos interiores da grade, com relagao a

pressao, p; ;. A matriz P¥ (U, U) representa os efeitos das condigoes de contorno de

Neumann para a pressao.

As submatrizes das matrizes P e P (U, U") sao dadas no apéndice A-

1.3.
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Mantendo o tempo como uma variavel continua, uma versao semi—
discreta para as equacoes de Navier—Stokes pode ser escrita como o seguinte sistema

algébrico—diferencial:

d
Md—uj + NU)U + NF(U, UF)UF = —PU — PF(U, UF) + LU + LFUF . (4.11)

4.3 Meétodo de Diferenca Upwind

Usando-se o método das linhas com esquemas de diferenca do tipo up-
wind (ascendentes ou descendentes) para aproximar os operadores diferenciais es-
paciais, obtém-se que a equagao (4.1) reduz-se a um sistema singular nao—linear de

equacoes diferenciais ordinarias dado por

dU
M—> + N(U, UMU + NF(U, UM UF = —PU — P (U, U") + LU + LFU" . (4.12)

Os vetores U e UY e as matrizes M, P, P | L e L’ sao calculadas como no

método de diferencga central.

As matrizes N(U, U) e NF(U,U") decorrem da discretizagao de cada
um dos termos da matriz N da equagao (4.1), usando-se esquemas de diferenga

. . . . ou du , .
upwind. Mais precisamente, segundo a Fig. 3.4 , o termo u g +v3, serd aproximado
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pela seguinte férmula

(u@ + va—u) !
ox dy

~ [— <|U'+1/2,'| — U'+1/2,') Uit3/2,5 T
i+1/2,j 2Ax ' ’ ' S ’
2‘ui+1/2,j‘ui+1/2,j — (|uz’+1/2,j| + ui+1/2,j> ui—l/Q,j] +

2A\y [_ (|@i+l/27j - @i+1/2,j) Uit1/2,5+1 + 2|?7i+1/2,j|ui+1/2,j

- (|?7z‘+1/2,j| + ?7z‘+1/2,j) ui+1/2,j—1} (4.13)

Uz + Ua_y ~ [Ai(u) + By (v, v™)] u + Fi(u,v,0") v | (4.14)

e um valor para o termo ;41,2 ¢ definido por (3.15).
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Analogamente, segundo a Fig. 3.4, uma aproximacao em diferencas

finitas para o termo u% + vg—z é dada por

ov ov 1

(u— + v=) ~ oA [_ (Wz’, +1/2] — Ui, ‘+1/2> Vit1,+1/2 +
Oz ay 1 AT J J J

20t j41/2|vi 12 — ([Gigarjel + Uijias2) vicrgeaye] +

1

2Ay [— (|Ui,j+l/2 - Ui,j+l/2) Vi,j+3/2 + 2|Ui,j+1/2|vi,j+1/2

- (|Uz‘,j+1/2| + Uz‘,j+1/2) Ui,j—1/2:| ) (4.15)

Uz + Ua—y ~ [Ag(u, uf) + By (v)] v + Folu, u',v) v (4.16)

O termo espacial 4, j+1/2, na equagao (4.15), esta definido por (3.21).

Substituindo as expressoes (4.14) e (4.16) na matriz N da equacgao (4.1),

obtém-se as seguintes matrizes

Ay (u) + By (v, vF) 0 0

N(U,U¥) = 0
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NF(U,U") = 0 Folu,u”,v) 0

As submatrizes das matrizes N(U, UT) e N (U, U) sao dadas nos apéndices

A-2.1 e A-2.2, respectivamente.

4.4 Método de Euler—Lagrange

Considere-se as equacoes de Navier—Stokes e da continuidade num es-
coamento bidimensional (3.1)—(3.3). Escrevendo os termos convectivos na forma de

derivada lagrangeana, obtém-se o seguinte sistema de equagoes:

du op u  O%*u

o R 4.1
dt ox + V(aaﬂ + 8y2) (4.17)
dv op v 0%
or_ Yy Z -4z 4.1
dt oy * V(&BQ * 8y2) (4.18)
Ju Ov
— — 4;].
ox + dy 0 (4.19)
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cuja expressao matricial pode ser dada como segue:

du 00 & u
100
dv — 0
000
o 00 0 p
7/(59—;-1—53—;2) 0 0 u
2 2
+ 0 u(%—i—aa—lﬂ) 0 v
o] o]
7 By O] Lp
ou, equivalentemente,
dU
M—-=—PU+LU (4.20)
onde
u 100
U=|v]| . M=1010],
p 000
00 2 V(& + 2s) 0 0
- 2 2
P=too0 2|, L= 0 V(g + 52) 0
o) o)
(00 0 i 2 2z 0
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Usando-se o método das linhas com férmulas de diferencas finitas para
aproximar os operadores diferenciais espaciais obtém-se que a equagao (4.20) torna-

se um sistema singular de equacgoes diferenciais ordinarias dado por

d
Md_[g — _PU — PF(U,U") + L T(U) + LF T(UF) (4.21)

onde U, U, M, PePF sao dados como nos métodos descritos nas secoes anteriores
(diferenca central e upwind). Os termos L T(U) e LY T(UY) , na equagao (4.21),
representam a forma matricial que resulta da discretizacao de cada termo da matriz
L da equagao (4.20), usando-se féormulas de diferenca central para aproximar as
derivadas espaciais. Mais precisamente, segundo a Fig. 3.4 e a Fig. 3.5, o termo
0?u/0x® + 0*u/Oy* serd aproximado por:

*u  0%u
"ot o)

_|_

5 (ui+3/2—a,j—b — 2Ui1/2-aj—b T Ui-1/2—aj—b

i+1/2,5 (Az)?

Uit1/2—aj+1-b — 2Uit1/2—aj—b T ui+1/2‘“’7_1+b> (4.22)

(Ay)?

Cada um dos termos do lado direito da expressao (4.22) é calculado por uma férmula

similar a (3.51).
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Analogamente, uma aproximacao em diferencas finitas para o termo

0*v/0x* + 0%v/0y* serd dada por:

v v
"o o)

(. ; b — 2Vi_q. b+ Vicg_1; _
~ i—a+1,j+1/2—b i—a,j+1/2 b+ Viea 1,j+1/2—b

ij+1/2 B ( (Az)?

_|_

Vi—a,j4+3/2—b — 2Vi—ajt11/2-b T+ via’j1/2b) (4.23)
(Ay)?

Cada um dos termos do lado direito da expressao (4.23) serao calculados por uma

férmula similar a (3.55).

Uma expressao matricial para as equagoes (4.22) e (4.23) pode ser dada

como segue,

’u  0*u

v 0%
onde
Tu Tur
W)= |1 |,  TW)=| 10"
p pF
e
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_ U3/2—a§1/)2,1_b§1/)2 | [ Ul—a§3/2>,3/2—b§3/2> 1 i pia
U5/2_aé?)2’1_bél/>2 Va3 37253/ P21
u”_1/2_a§21/271_b521/2 Un7a513/2),3/27b23/2) Pn,1
Y3/2-a(), 262, U1 _a{5/2) 5/2—p3/2) P12
Y5/2-a), 260, Tv= Ug_ags/z)"g, J2— b/ P= | p22
un_1/2_a5122.1/272_b£1231/2 vn—a25/2>7'5/2—b$5/2> Pn.2
u3/27aé72),mfbé72) Ul_a(lm—l/2)7m_1/2_b5m71/2) P1m
u5/27aé72)7m7b272) "Uziagm—uz)777?71/2713(2771—1/2) P2,m
u - ( Uniaglm—uz)’m71/2ib%m—1/2) L pn,m

| n71/27an—1/2)7m7bn7i)1/2 1 -

o6




Us /2—al),

Us /2—al),

Uu

un+1/27a(1)

un+1/27a(2)

U1/2—al),

3/2

L un—l/Q—aSIT{/lz),

As matrizes L1y , LY, , Loy , LL, sdo dadas como nos métodos descritos

n-1/2-al, ,,0-5}

n+1/2°

(0)
,0—b3/2

000

5/2

n—1/2

u 1) 1)
1/2—111/2,1—171/2

L@

n+1/2>"n+1/2

U 2 (@)
1/2-a7),.2-b17)

(2)
27bn+1/2

(m)
m—bly/n2

un+1/2—a§7/”2) ,m—b?/';)

Us jo_ (D) g plmtD)

3/2

(m+1)

m+1_bn—1/2 i

V168172 17251/

Vy—all/? 1/2-p{1/?

Unfagll/Q),l/27b£ll/2)

Yo—a{3/? 3/2-p(3/
Vnt1-a{¥/? 3/2-§/?

UO—aém’ 1/2) 1/2_bém71/2)

(m—1/2
n+1

Sm—1/2-b01 2

Un+1—a
V1= a1/ 1 j2—p{mt1/2)

1)2_agm+1/2)7m+1/2_bgm+1/2)

Unia%mﬂ/z) ,m+1/2—b£{”+1/2>

nas segoes anteriores (diferenga central e upwind).

o7

P10

P20

pn,(]

Po1

Pn+11

Po,2

Pn+1,2

Pom

Pn+1,m

P1m+1

P2,m+1

Pn,m+1




Substituindo as expressoes (4.5) , (4.6) , (4.24) , (4.25) na matriz L da
equagao (4.20), decorre,

Ly 0 0 L 0 0
Tu Tut
LTU)=| 0 Ly 0| |Tv |, LITW)=| 0o LE o] ToF
p p"
RERRZS | L L 0|
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5 DISCRETIZACAO DAS EQUACOES DA
PRESSAO

5.1 Introducao

A equacgao de Poisson para a pressao é obtida por diferenciacao e adi¢ao

das equagoes da quantidade de movimento (3.1) e (3.2):
Vi = -V.(w.Vu) — D, (5.1)
onde o termo dilatagcao D é definido como

D =uy; + v, .

Note-se que na formulagao continua, naturalmente, D = 0, mas, devido
as aproximagoes ou iteragao incompleta da equacao de Poisson, o erro acumula-se
e D;j # 0. Com a omissao de D em (5.1), o resultado nao é unicamente inexato
mas pode dar origem a uma instabilidade nas equacoes da quantidade de movimento.
Entretanto, a inclusao de D pode eliminar a instabilidade [Ames, 1992; Roache,1982;
Ferziger e Peri¢, 1996].

Com relagao a Fig. 3.1, as seguintes condigoes de contorno de Neumann,
para a pressao, sao obtidas aplicando as equagoes da quantidade de movimento (3.1)

e (3.2) nas fronteiras sélidas:

—py = Ut uU FVUFV (Vy—uy,) em =0, A (5.2)

—py = VAUV UV =V (Vg — Uyy) €m y=0, B. (5.3)
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Uma vez que o campo de pressao, nas equacoes de Navier—Stokes in-
compressiveis, é determinado somente até uma constante aditiva, faz-se necessario
condicionar a pressao para determind-la unicamente. Isto pode ser realizado, ou por

uma relacao integral da forma

c(z,y) = / /ﬂ p(z,y)dzdy

ou por uma condicao pontual

p(-’ﬂo,yo) =0.

Logo, se p;; ¢ uma solugdo, entao (p;; + ¢) , onde ¢ é uma constante,
é também uma solucado. A solucao particular é escolhida especificando p em um

ponto.

A equagao de Poisson para a pressao, (5.1), e as condigoes de contorno,
(5.2)—(5.3), sao aproximadas sobre uma grade alternada com incrementos espaciais
Ax = Ay = h em ambas as direcoes x e y. Todas as derivadas espaciais nas equagoes
(5.1), (5.2) e (5.3) serao aproximadas, a seguir, usando férmulas de diferenga central

de segunda ordem.

5.2 Celas Interiores da grade

Seja a equagao de Poisson para a pressao
Vp = -V.(u.Vu) — D,

ou, equivalentemente,

0, Ou 0, Ou o  Ov 0, Ov

Dz + Pyy = —%(U%) ~ 9 Ua—y) ~ o U%) - a—y(va—y) —Dy. (5.4)
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O termo nao estacionério D; na equagao (5.1) é aproximado por [Harlow

e Welsh, 1965; Roache, 1982]:

Dk+1 o Dk

Dy ~ .
ek (55)

onde os superindices k e k + 1 referem-se aos niveis de tempo t e t + At, respectiva-

mente.

Para tentar satisfazer & equagao da continuidade (3.3), D¥! ¢ feito igual
a zero. D* é mantido na equacao (5.5) para superar instabilidades nao lineares na
solugao das equagoes da quantidade de movimento (3.1) e (3.2) [Harlow e Welsh,

1965; Roache, 1982].

Dada uma cela (i,j), como mostra a Fig. 3.2. Supondo que (i, )
corresponde a uma cela interior, isto é, sem lados comuns com a fronteira, e segundo

a Fig. 3.4, a equagao de Poisson para a pressao (5.4) serd aproximada como segue:

(peetin) = =|gpeg0| - |eg] -] -
yy g Ov” Ox’|,, |0z Oy'],; [0y Ox’|,;

0  Ov 1 ou ov
s, (il ) 59

"oy

i3

Os termos p,, € py, , da equagao (5.6), serdo aproximados pelas seguintes

formulas

Dit1,j — 2Dij + Pi-1
Puz| R — ! (5.7)

L

Dij+1 — 2Dij + Dij-1
Pyy| 12

Q

(5.8)
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Segundo a Fig. 3.4 os termos

e, o ),

na equagao (5.6) serao aproximados como segue:

L

s, < 418,09,
Oz Oz’ ], h 0 ) ;112 9T ) i_1sa

1 Uit3/2,5 — Wi—1/2,j
I~ E |:Ui+1/27j( ]2h J) -
Ui41/2,5 — Wi—3/2,5
ui71/2,j( ]2h J)] (5-9)
Da mesma forma tem-se
[8(8u)} 1 [<6u> (8u> ]
dx" Oy’ |, h dy i+1/2,5 Ay i—1/2,j
I Ujr1/2,5+1 — WUit1/2,5-1
~ h [Uzﬂ/z,g( oh )
Ui—1/2,5 — Ui—1/2,j—
@_1/2,]‘( 1/2J+12h /2 1)] (5.10)
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Expressoes similares obtém-se, segundo a Fig. 3.4, para os outros ter-

mos da equagao (5.6). Mais precisamente,

wes), ~ il 05),, 05)
dy~ dx" ], h 0% ) i1y 9 ) ;i 1y

Li_ Vig1,j41/2 — Vim1,j+1/2
R E[Ui,ﬁm( ’ 5T ) -
_ Vit1,j—1/2 — Vi—1,5-1/2
W1y — ST / )} (5.11)
Analogamente,
{3 (U@v)} 1 [ (Uav) <U0v) ]
ay ay DPij h ay Vi j+1/2 ay Vij—1/2
1 Vij+3/2 — Vij—1/2
~ E[Ui’j+1/2( )
Vi j+1/2 — Vij-3/2
i,j— 5.12
I ] (5.12)
Finalmente,
a_u o Uit1y25 — Ui—1/2,5 @ _ Vij+1/2 — Vij-1/2 (5.13)
Oz |, ; h ’ |, h ‘ '
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Substituindo as expressoes (5.7)—(5.13) na equacao (5.6) obtém-se

1
Pis1j tPi1j + Pijr1 + Dij—1 — 4pij = —5iv12; (Wirsjay — Wic1/2,5)
1 1—
F5Ui—1/2,5 (Ui+1/2,j - UifS/Q,j) — 5Vit1/2,5 (Ui+1/2,j+1 - Uz’+1/2,j71)
1 1—
+§Uz‘—1/2,j (Ui—l/Q,j-H - Ui—l/Q,j—l) — Uij+1/2 (Ui+1,j+1/2 - Ui—l,j+1/2)
(5.14)

1 1
+5Uij—1/2 (Ui+1,j71/2 - Uifl,jfl/2) — 5Vij+1/2 (Uz‘,j+3/2 - Ui,j71/2>

1 h
+3vij-1/2 (Vigrije = Vij-s/2) + a7 (Wip1/25 — Uim1j2j + Viger/2 = Vig-1/2)

5.3 Celas adjacentes a fronteira da grade

Para o caso das celas adjacentes a fronteira esquerda, e que nao cor-
respondem as esquinas da grade, a equagao (5.2) serd aproximada, segundo a Fig.

3.4, da seguinte forma:

Dz = —u — (uux) — (Uuy) — v (vxy — uyy)
3/2,5 3/2,3 3/2,j 3/2,j 3/2,j
k+1 k
P2—PL; . _ "3/25 "3/2
= At
. Us /2,5~ U1/2, ;5 = ) U3/2 j4+1—U3/2 51
u3/2,j( on ) U3/2»]( o )

—V1 j4+1/2FV2 j+1/2FV1 j—1/2—V2,—1/2

U3/2,j41—2U3/2,5HU3/2,51
2 ) -
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Temos entao,

h
P2 —DP1; = N (Ulgf;%l] - U§/2,j)

1 1
_§u3/2,j(u5/2,j - Ul/z,j) - 5”3/2,]’(“3/2,]’—&—1 - U3/2,j—1)

h(_vl,j+1/2 + V24172 + V1172 — V2j-1/2

—Ug/2j+1 T 2u3/2,j - U3/2,j—1) ) (5-15)

Similarmente, para o caso das celas adjacentes a fronteira direita, a

equagao (5.2) serd discretizada como segue:

—Pz = U + <uux) -+ (vuy) +v (vxy — uyy)
n—1/25 n—1/25 n—1/2,5 n—1/25 n—1/2,5
k+1 k
_(pn,j_pnfl,j) _ “n—1/2,j_“n71/2,j+
h - At
(Un+1/2,j " Un—3/2,j — (Un—1/2,j41 " Un—1/2,j—1

—Un—1,j FUn,j+1/2FVn—1,j-1/2=Vnj—1/2
—{—I/( n—1,j+1/27%n,j+ /h2 n—1,j—1/ n,j—1/2

Up_1/2,j412Un_1/2,jTUn_1/2,5—1
2 )
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Assim,

h
“PnjtPn-1; = At (Uﬁﬁ/z,j - u’:L—l/Z,j) +
1

Qun—l/zvj(uml/zj — Up_3/25) + 5 Un-1/2; (Un—1/2511 = Un—1/2,j-1)

v
+_(_Un71,j+1/2 + Unjt+1/2 + Un—1j-1/2 — Unj-1/2

>=

—Up—1/2,j41 + 2Up_1/2j — Un—1/2,j—1) ) (5.16)

Analogamente, no caso das celas adjacentes a fronteira inferior, e que

nao correpondem as esquinas da grade, a equagao (5.3) serd aproximada por

Dy = —U - (uvx) — (vvy) +v (vm — uxy)
i,3/2 i,3/2 1,3/2 i,3/2 1,3/2

k41 k
Pi2—Pi,t Y3727 Y30
h - At
— Vi+1,3/2—Vi—1,3/2 Vi5/2—Vi1/2
—Ti 372 (=5 ) = iz (=25)

Vit1,3/2—20;3/2FVi_1,3/2

+V ( h2

U122t U1 22 FUi—1 /2,1 Uit /2,1 )
72
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ou,

h ok k
Pi2 —pi1 = Ty (Uz‘,;—/z - Uz’,3/2)

_ 1
——Ui,3/2(vz‘+1,3/2 - Ui—1,3/2) - 5%’,3/2(%’,5/2 - Ui,1/2)

[\]

+— (Vit1,3/2 — 203372 + Vi—1,3/2

SN

FUi—1/22 — Uit1/2,2 — Ui—1/2,1 T+ Ui+1/2,1) ) <5~17)

e similarmente

+ (uvx) + (vvy> — v (vm — umy)
im—1/2 im—1/2 im—1/2 im—1/2

—DPy = U
iym—1/2
VRl —vk
_(pi,m_pi,m—l) _ i,m—1/2 i,m71/2+
h - At
- Vit1,m—1/2"Vi—1,m—1/2 ) Vim+1/2—Vim—-3/2
uz,m71/2( oh ) + Uz,m71/2( 2h )

Vit 1,m—1/2"2Vim—1/2FVi_1,m—1/2

_ TUic1/2mtUig1/2m T %i—1/2m -1 %it1/2,m—1 )
72
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ou,

ho e k
—Pim T Pim—1 = Al (Ui,;A/z — Uim-1/2) T

1

§Ei,m—1/2(vi+1,m—1/2 — Vic1m—1/2)

+§’Ui,mfl/2 (Vism+1/2 — Vim—3/2)

v
_E(Ui—l—l,m—l/Q — 2V m-1/2 T Vic1m—1/2

FUi1/2,m — Wit1/2,m — Ui—1/2,m—1 + Yiy1/2m-1) , (D.18)

para o caso das celas adjacentes a fronteira superior.

Os termos U419 € U j4+1/2 , nas equacoes (5.14)—(5.18) , sao definidos

por (3.15) e (3.21), respectivamente.

O somatério dos termos do lado esquerdo (TLE) e do lado direito (TLD)
das equagoes (5.14)—(5.18) pode ser interpretado como o teorema da divergéncia em
forma discreta [Alfrink, 1981], que neste caso obtém-se:

TLE =0
TLD =0.
Isto prova que a condic¢ao de compatibilidade (2.23) é exatamente satisfeita em forma

discreta numa grade alternada.

E importante mencionar aqui que os termos viscosos das equacoes da

quantidade de movimento (3.1) e (3.2) ndo aparecem no termo fonte da equacao de
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Poisson para a pressao (5.1); porém, eles estao presentes nas condigbes de contorno
de Neumann (5.2) e (5.3). Para satisfazer a condi¢do de compatibilidade (2.23),
a integral dos termos viscosos sobre o contorno da fronteira deve cancelar-se. Isto
pode ser alcangado escrevendo os termos viscosos de forma conveniente. Mais pre-
cisamente, usando a equacao da continuidade (3.3), pode-se escrever, Uy, + Uy, =
—Ugy + Uy, Na equacdo (5.2) € Vg + Uy = Vpy — Uy Na equacao (5.3). O termo
adicional nao causa problema na condicao de compatibilidade visto que a integral

da dilatacao sobre o dominio de solugao se anula (devido a continuidade global).
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6 ALGORITMO VELOCIDADE-PRESSAO

Neste capitulo, apresenta-se um algoritmo wvelocidade—pressao modifi-
cado, o qual é usado para integrar as equacoes de Navier—Stokes. Inicializa-se a
pressao através do método dos minimos quadrados, usando a pseudo—inversa da
matriz singular, que resulta da discretizacao da equacao de Poisson para a pressao,
(5.1), com as condi¢oes de contorno de Neumann, (5.2)-(5.3). As equagoes da
quantidade de movimento, (3.1)—(3.2), transientes, sao resolvidas para o campo de
velocidades em cada passo de tempo. A pressao é atualizada com as equagoes (5.1)—
(5.3), dando um tratamento especial tanto aos pontos interiores, correspondentes
as celas interiores da grade, quanto aos pontos interiores, correspondentes as celas
adjacentes a fronteira da grade, cuidando que a condicao de compatibilidade seja
verificada. Deve-se salientar que, embora o método seja direto, utiliza-se uma atual-
izagao do campo de pressao tipo “Gauss—Seidel” para calcular os pontos interiores,

correspondentes as celas interiores da grade.

A equacao de Poisson para a pressao, com condi¢oes de contorno de
Neumann, ¢ singular, visto que a matriz tem filas, cuja soma de todos os seus
termos ¢ igual a zero. Desde que a soma dos termos, nas colunas, é também igual a
zero, nao existem solugoes, a menos que a soma de todos os termos do lado direito
das equagoes (5.14)—(5.18) seja igual a zero. Neste caso, existe uma infinidade de
solugoes. Isto esta relacionado com a condicao de compatibilidade para as equagoes
de Navier—Stokes incompressiveis. Se a pressao é fixada num ponto, ali existe uma
solucao unica. Esta solucao satisfara a equacao da continuidade, somente se, a soma
de todos os termos do lado esquerdo e do lado direito das equagoes (5.14)—(5.18) for

igual a zero [Sivaloganathan e Shaw, 1988|.

De outro lado, a inclusao do termo de dilatagao D, permite extrair um

sistema singular nao identicamente nulo para inicializar a pressao. Este valor inicial
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pode ser considerado como uma perturbacao inicial 6tima de um estado arbitrario

constante.

6.1 Inicializacao da Pressao

Discretizando a equagao de Poisson para a pressao (5.1) e calculando
estes valores no nivel de tempo k = 0, obtém-se, a partir de (5.14), o seguinte sistema

de equacoes:

0 0 0 0 4.0 _ 1.0 0 .0
Pit1; tPic1j +Pij T Pijo1 — 4D, = aUit1/2,j (ui+3/2,j ui71/2,j)

1,0 0 0 1 0 0
tUi1/9 (ui+1/2,j ui—3/2,j) 2Vit1/2,5 (uz‘+1/2,j+1 “z‘+1/2,j—1>

10 0 0
30172 (ui71/2,j+1 “171/2,]'71)

1--0 0 .0
2 Ui j+1/2 (Ui+1,j+1/2 Uifl,j+1/2)
0

1-0 0 .0 1,0 .0
T3 1/9 (Ui+1,j—1/2 Uz‘—l,j—l/Q) 2Vij+1/2 (Uz’,j+3/2 Ui,j—1/2)

1,0 0 ) h ()0 0 0 .0
t3Vij1/2 (Ui,j+1/2 Ui,j73/2)+At (ui+1/2,j U125 T Vijy1/2 Ui,j71/2)

Similarmente, discretiza-se as condigoes de contorno de Neumann para a
pressao, (5.2)—(5.3), e calcula-se estes valores no nivel de tempo k& = 0, nas diferentes

fronteiras da grade, como se mostra a seguir.
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Usando-se férmulas de diferenga central de segunda ordem, a condigao

de contorno (5.2) é avaliada em = = 0, por

Dz = —uy — (uuw) — (vuy) —v (vxy — uyy)
1/2,5 1/2,5 1/2,j 1/2,j 1/2,j

(0] (0] 1 _ .0
P1,;7Po,j Y257 %y2,
h = At

0 _ .0 0 _ .0
0 (“3/2,1' “71/24‘) _ 0 (“1/2,j+1 “1/2,171)
1/2,5 2h 1/2,5 2h

0
Yig-1/2

_ .0 0 0 —
Vo, +1/2TV1 54172 5-1/2

0 0 0
Yiy2,41 " 2y, 050
2 )

a partir da qual, obtém-se:

h
p(o),j = p(l),j + At (U%/zj - u(1)/2,j> +

1 _
5“?/2,;’ (ug/Q,j - U91/2,j> + 5”?/2,;’(“?/2,3‘“ - u(1)/2,j71>
+Z(_U0 10 10 .0
h 0,j+1/2 T V14172 T Vo, j—1/2 = V1,-1/2
_u(lj/2,j+1 + 2“?/2,]' - U(lJ/z,jq) ) (6.2)

i=1,2,...,m.

Expressoes similares sdo derivadas usando a equagao (5.2) em x = A

e avaliando a condigao de contorno (5.3) em y = 0 e y = B, as quais sao dadas, a

72



seguir, pelas equagoes (6.3)—(6.5), respectivamente.

h

0 _ .0 1 0
Prny1; = Pny— At (un+1/2,j - Un+1/2,j) -
1 1
0 0 0 —0 0 0
§un+1/2,j (Un+3/2,j - unfl/Z,j> - §Un+1/2,j<un+1/2,j+1 - un+1/2,j71)
v
0 0 0 0
_E(_Un,j—l-l/Q t Ung1j+1/2 T Unj—1/2 = Ungij—1/2

0 0 0
~Upy1/2,41 T 2Uni1/aj — Unjrjaj—1) s

i=1,2,....m.

1 1
5“?,1/2(”&1,1/2 - U?f1,1/2) + 5“21/2(”?,3/2 - 0271/2>

v (? B W R
h Vit1,1/2 Vitj2 T Vic11/2
0 0 0 0
U121 — Uip1/21 — Wim1/20 T U¢+1/2,0) )

i=1,2,...,n.
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h
p?,m - Kt (Uil,m+1/2 - U?,m+1/2) -

0
Pima1

1

—0 0 0
S Ui mr1 2(Ui+1,m+1 2~ Vi 1mr1 2)
2

1
0 0 0
_§Ui,m+1/2<vi,m+3/2 - Ui,m—l/z)

0 0 0
+ (Vi 1mi1/2 = 2Vimt1s2 T Vistmt1/2

NN

0 0 0 0
FUi_1/2my1 — Yir1/2,m+1 — Yim1/2m T ui+1/2,m) ) (6.5)

1=1,2,...,n.
A expressao matricial do sistema (6.1), juntamente com as condigoes
de contorno (6.2)—(6.5), pode ser escrita como

onde A é uma matriz singular da seguinte forma

Si
S
Sa

S

S

4 (mxn)x(mxn)
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com

L 4 nXxXn L 4 nXn

A matriz A contém m submatrizes bloco de ordem n. O vetor pg contém
todas as variaveis associadas a pressao nos pontos interiores, no tempo k£ = 0, isto
€,

]T

_ 7.0 0 0 0 0 0 0 0 0
Po = [pl,l Pa1 -+ Pn1 P12 P22 --- Pn2 -+ Pim Pom -+ Pnm

)

5 0 0
O vetor b, de ordem m X n, contém todos os valores u;\ ;o V; 41/
do lado direito das equagoes (6.1)—(6.5), os quais representam os valores iniciais e

de contorno, para u e v, dadas como hipdteses do problema.

O sistema singular (6.6) é resolvido através do método dos minimos
quadrados, usando a pseudo—inversa ou inversa generalizada de Moore—Penrose da
matriz A [Rao e Mitra, 1971; Datta, 1995] , a qual é obtida por meio de subrotinas
do software LAPACK [Anderson et al., 1995].

Observacgoes
1. Analiticamente, a pressao deveria ser inicializada com qualquer con-
stante (usualmente, zero, nos métodos iterativos).

2. Do ponto de vista numérico, a discretizagdo de termos nulos (como
o termo de dilatagdo) permite obter uma pressao “6tima” de inicial-

izagao, isto é, uma perturbacao do estado constante (pressao constante
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analitica), que reflete a caracteristica singular fisica do problema (picos

da pressao).

3. Para o caso particular, onde as condi¢oes de contorno para o campo de
velocidades, sao dadas por u = lev=0emy =B e u =v = 0 nos
outros lados da cavidade (Fig. 3.1), e as velocidades inicias do fluido

sao dadas por ug(z,y) = vo(z,y) = 0, o vetor b é da forma

b=10 ... 0 bymnps O ..o O byn |2,
onde
QU 2v
bn—nt1 = F e bmn = _7

e portanto b, é um vetor diferente de zero.

6.2 Equacoes da Pressao

Uma vez inicializado o campo de pressao (ver se¢ao anterior), o calculo
dos valores da pressao nos pontos interiores da grade, p;; para ¢ = 1,2,...,n e
j =1,2,...,m, no nivel de tempo t + At, sera feito usando-se o seguinte critério

(ver Fig. 6.2):

Os pontos interiores, correspondentes as celas adjacentes a fronteira da

grade, sao calculados através das férmulas (6.7)—(6.10), as quais sao obtidas a partir
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das equagdes (5.15)—(5.18), respectivamente:

h
k1 _ k kL k
pij = DT At (us/z,j Uz o ) +
lukJrl (uk+1 _ ukJrl ) + lﬁkJrl (uk+1 . uk+1 )
9 73/2,3175/2, 1/2,5 9 73/2,373/2,54+1 3/2,5—1
+Z(_Uk+1 I
k1 k+1 ) k+1
Us o i1 T 2Us)s u3/2,j—1) , (6.7)
7=2,3,....m—1
E+1 kK . i (uk+1 _uF ) —
Pnj = Pn-1j At n—1/2,5 n—1/2,5
luk—l-l (uk—H . uk—l—l ) _ lflﬂ_l (uk—i-l _ uk—H )
9 n—1/2,j\"n+1/2,j n—3/2,5 2 n—1/2,7\"n—1/2,j+1 n—1/2,7—1
Z(_Ukﬂ T S S s _ kTl
n n—1,j4+1/2 n,j+1/2 n—1,j—1/2 n,j—1/2
E+1 E+1 k+1
U195 41 T 2“n—1/2,j - un—l/?,j—l) ) (6.8)
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k+1 ok k41 k
Di1 = DPiaTt AL (v Uig/2 — Uz'73/2) +
lﬂkﬂ (P Ry 1Uk+1 (0FHL — gkl
o Wi3/2\Vit1,3/2 ~ Vie1,3/2) T 5Vi3/2Wis2 ™ Vi
v (,Uk—i-l —ophtl 4 vk:-i-l
h \Vit13/2 i,3/2 —1,3/2
k41 k41 ok k41
TU 1 yp0 ~ Wigrjon — Wimio1 T Uig1)a, E
1=2,3,...,n—1
k+1 ok _ A )
Pim = Pim-17 Ay Yim-1/2 7 Vim-1/2
_lﬂk—i—l (o1 _ )
9 i,m—1/2 2+lm 1/2 i—1,m—1/2
_lvk+1 (Uk+1 _ Uk+1 )
2 i,m—1/2\"i,m+1/2 i,m—3/2
_I_K(,Uk—&-l _ophtl gkl
h i+1,m—1/2 i,m—1/2 i—1,m—1/2
k+1 k41 kL k+1
TU 9 m — Yit12m — Yic1/2m1 T ui+1/2,m—1> ,
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Nos pontos interiores, correspondentes as celas interiores da grade, o
campo da pressao é calculado com a incorporagao, na férmula (5.14), dos valores
da pressao ja obtidos (ver Fig. 6.1). Mais precisamente, a partir da equagao (5.14)

obtém-se

k+1 1 k+1 k+1 )+ %uk+1

_ k k k+1 k+1
pi; = Z(pi+1,j +pi—l,j +pi,j+1 + Pij—1 i+1/2,j )

(ui+3/27j —Ui1)2,

1kt k4l kel 1-k+1 k+1 k1
sWUi_1/2,j (ui+1/2,j ui—3/2,j)+svz‘+1/2,j <ui+1/2,j+1 uz‘+1/2,j—1)

1kl k41 okl 1-—k+1 k41 k1
8Vi—1/2,j (“171/2,j+1 “i71/2,j71) t 35U 412 (Ui+1,j+1/2 Uifl,j+1/2)
1-kt1 k1 kel 1, k+1 K+l ktl
sWij-1/2 (”i+1,j—1/2 Ui—l,j—l/Q) + 8V 12 (”i,j+3/2 Ui,j—1/2>
1kt k+1 k1 h o k+l k1 k+1 kel
8Vij—1/2 (Ui,j+1/2 vi,ij/Q) 1At (uz’+1/2,j U 1795 T Vij1/2 ’Ui,jfl/Z)

(6.11)

o velho (k)
j+1 o

Yo novo (k+1)
J DA ¢ ® o) ® media

ij-1

i-1 [ i+1

Figura 6.1 Molécula para a pressao
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onde R é uma matriz nao singular da forma

com

Ry

k+1

v

i,j4+1/2

Agora, uma expressao matricial para (6.11) pode ser descrita por

Ry
Ry

A expressao G N(ugiat), em (6.12), contém todos os valores u

Ry
Ry
Ry

R piyar = -G N<ut+At)

Ry
Ry
Ry
(n—2)x(n—2)

Ry
Ry

do lado direito da equagao (6.11).

((m=2)x(n—=2))x((m—2)x(n-2))

Ry

(6.12)

(n—2)x(n—2)

k+1
+1/2,5

Assim, o calculo da pressao, nos pontos interiores da grade, pode ser

expresso através do seguinte esquema
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Pontos adjacentes

o|leo| e ... [Fo] el MODIFICADO

Pontos [ R

Interiores |’ POISSON

° .
° .

MODIFICADO
o|e|e e oo

Figura 6.2 Esquema para o calculo da pressao nos pontos interiores

6.3 Algoritmo Computacional
Velocidade—Pressao

Um algoritmo proposto, para resolver o problema do escoamento de um
fluido viscoso, incompressivel, utilizando qualquer um dos métodos de discretizagao
para o campo de velocidades (Diferenca Central, Upwind, Euler-Lagrange, etc.) é

dado pelos seguintes passos:

1. No tempo inicial £y, = 0, para k = 0, introduzir as velocidades iniciais do

fluido w5 € V7,1, /o & partir das condigdes iniciais dadas (3.4)-(3.5).

2. Introduzir as condigoes de contorno da velocidade, através das equagoes

(3.6)(3.9).

3. Calcular a pressao inicial py através das equagdes (6.1)—(6.5), que dao

origen ao sistema singular

Ap():b
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Para determinar pg, utiliza-se a pseudo—inversa ou a inversa general-
izada de Moore—Penrose da matriz A, a qual é obtida com subrotinas

do software LAPACK [Anderson et al., 1995].

4. Determinar, explicitamente, o campo de velocidades

k+1 k+1

Ui1/9,5 e Ui jr1/2

usando as equagoes (3.13)—(3.15) e (3.19)—(3.21), respectivamente, para
o método de diferenca central. No caso do método de diferenga Up-
wind, usar as equagoes (3.28)-(3.29) e (3.36)—(3.37) e, para o método
de Euler-Lagrange, usar as equagoes (3.49)—(3.50) e (3.53)—(3.54).

5. Calcular a pressao p no tempo k + 1 usando as férmulas (6.7)—(6.11).

6. Atualizar a pressao e o campo de velocidades colocando p;ya¢ em vez

de pg e Upny em vez de .
7. Repetir os passos (4)—(6), para k = 1,2, ....

8. Terminar o calculo quando atingir K méx.
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7 SIMULACOES COM O PROBLEMA DA
CAVIDADE

O escoamento incompressivel laminar, em uma cavidade quadrada, cuja
parede superior movimenta-se com uma velocidade uniforme em seu proprio plano,
tem sido amplamente usado como um problema modelo para testar e avaliar técnicas
numéricas como procedimento de solugao para as equacgoes de Navier—Stokes, a de-
speito das singularidades em dois de seus cantos. Também tem sido objeto de visu-
alizacao de experimentos do escoamento fisico [Pan e Acrivos, 1967 e Koseff e Street,
1984]. Para tal problema, com valores moderadamente altos de niimero de Reynolds,
Re, existem resultados publicados [Ghia et al., 1977; Rubin e Khosla, 1977; Smith e
Kidd, 1975], que utilizam uma variedade de procedimentos de solugao, incluindo uma
tentativa de extrair analiticamente as singularidades nos cantos a partir das variaveis
dependentes do problema [Ghia et al., 1979]. Para Re alto, também ha resultados
[Nallasamy e Prasad, 1977], mas a exatidao da maior parte destas solugoes tem
sido, geralmente, vista com algum ceticismo, devido ao tamanho da grade computa-
cional empregada e as dificuldades experimentadas com a convergéncia dos métodos
numéricos iterativos convencionais. Excecoes, possiveis a estes casos, podem ser os
resultados obtidos por Benjamin e Denny, 1979, para Re = 10000, usando uma grade
nao uniforme de 151 x 151 pontos, tal que Az = Ay ~ 1/400 junto as paredes, e os
de Agarwal, 1981, para Re = 7500, usando uma grade uniforme de 121 x 121 pontos,
junto com um esquema upwind de alta ordem. Resultados similares sao obtidos por
Schreiber e Keller, 1983, para Re = 10000, usando uma grade uniforme de 180 x 180
pontos, os quais concordam muito bem com aqueles obtidos por Ghia et al., 1982,

para Re = 10000, usando uma grade uniforme tao grande como 257 x 257 pontos.

O problema da cavidade, além de ser considerado como um “bench—

mark” para diversos algoritmos numeéricos, apresenta-se em varios problemas de
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modelagem, por exemplo, fornos injetados por gas inerte, maquinas de combustao
interna, incineradores e reatores quimicos para a fabricacao de microprocessadores

[Chakraborty e Sahai, 1991; Nigro et al., 1992; Park e Cho, 1996].

Neste trabalho considera-se o problema do escoamento de um fluido
viscoso, incompressivel e isotérmico dentro de uma cavidade quadrada cuja segao
transversal é dada por ABCD (ver Fig. 7.1) e cujos lados tém comprimento unitario.
Deseja-se determinar o escoamento induzido pelo movimento de cisalhamento da

parede superior.

> X, I, U

N C
u=0 v=0

Figura 7.1 Estrutura do escoamento e condicoes de contorno para o problema da

cavidade

Para tanto, assume-se que, no tempo inicial t, = 0, as velocidades
iniciais do fluido sao

uo(z,y) = vo(z,y) =0 .

Além disso, supoe-se que o fluido, na fronteira, tem velocidade igual

a da prépria fronteira. Considera-se, também, que as fronteiras inferior e laterais
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sao fixas, enquanto que a fronteira superior se desloca com velocidade horizontal

uniforme uy = 1. Assim, as condicoes de contorno da velocidade tangencial sao

u(z,0,t) =v(0,y,t) =v(l,y,t) =0 , u(z,1,t) =ur =1

enquanto que as condicoes de contorno da velocidade normal sao

/U/(O,y,t) = u(]‘7y7t) = v($7o7t) = U(x7 ]‘7t) = 0 :

A discretizagao é realizada sobre uma grade alternada, uniforme e de
100 x 100 pontos. O arranjo alternado, introduzido por Harlow e Welsh, 1965, foi
usado neste trabalho para conseguir um forte acoplamento entre as velocidades e o

gradiente de pressao.

O numero de Reynolds (Re) para este problema pode ser definido como

Re = —

14

onde U ¢é a velocidade caracteristica (U = 1), £ é o comprimento de escala carac-

teristico (£ = 1), e v a viscosidade cinemética do fluido.

Simulacoes numéricas foram realizadas, para este problema, numa am-
pla faixa de ntimeros de Reynolds: Re = 100, 400, 1000, 5000, e 10000, numa grade
com passos de tempo At = 0.001, 0.002, e incremento espacial Ax = Ay = h = 0.01.
O critério de estabilidade é dado por At/h <1 e At < h?/4v conforme descrito
por diversos autores [Roache, 1982; Casulli, 1988].

Inicialmente, o algoritmo wvelocidade—pressao, apresentado na secao 6.3,
foi implementado utilizando o software MATLAB versao 4.1, uma vez que permite
realizar uma série de testes, em nivel de laboratério computacional, necessarios ao
projeto de algoritmos de integracao com o método de diferenca central. Estes testes

foram executados num microcomputador padrao IBM/PC, processador PENTIUM
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90 MHZ, 16 MBytes de meméria RAM. Foi possivel refinar localmente a malha,
particularmente nos cantos da cavidade, a fim de poder observar a bifurcacao do

escoamento.

Posteriormente, o algoritmo foi inteiramente implementado em FOR-
TRANTT7 e executado em estacao de trabalho DEC Alfa 3000. No equipamento
DEC Alfa, por ser o mais potente disponivel, foram realizadas grande parte das
simulagoes, sobretudo aquelas que, pelo tamanho da malha de discretizacao, pro-
jetavam a resolucao de mais de 10000 variaveis, uma vez que tais simulagoes se

mostravam excessivamente lentas no PC.

Em todas as figuras, os vetores de velocidade tém sido normalizados

para prover uma melhor visualizagao do escoamento.

A Fig. 7.2 mostra o campo de velocidades para Re = 100, 400, 1000 e
5000 em t = 100.
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Re =100 Re = 400

Re = 1000 Re = 5000

Figura 7.2 Campo de velocidades em ¢ = 100

Os graficos dos campos de velocidades exibem o desenvolvimento de
um vortice primario, central, e vortices secundarios, nos cantos da cavidade, com o
incremento do nimero de Reynolds (Re), demonstrando assim o efeito do gradiente
de pressao na formacao dos vértices. Exibe-se, também, o efeito do incremento de
Re na localizacao dos centros destes vortices. Como a inércia do fluido torna-se
consideravel, o escoamento ja nao ¢ mais simétrico em relagao as condigoes de con-
torno. O centro do vértice principal, para baixos niimeros de Reynolds, é deslocado
na direcao do movimento da fronteira. Em nimeros de Reynolds altos, os efeitos de
inércia tornam-se dominantes e o centro do vértice principal se desloca em diregao

ao centro geométrico da cavidade.
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A Fig. 7.3 exibe o campo de velocidades e de pressao para Re = 10000
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Das Figs. 7.2 e 7.3 observa-se que, para Re = 100, o centro do vortice
primario é deslocado em direcao ao canto direito superior da cavidade. Com o in-
cremento em Re, este move-se em dire¢cao ao centro geométrico da cavidade. Todos
os vértices secunddrios aparecem, inicialmente, muito perto dos cantos (ou perto
da parede, como no caso do vértice secundério superior esquerdo) e seus centros
também se movem, ainda que vagarosamente, em dire¢ao ao centro geométrico da
cavidade com o incremento de Re. Para valores altos de Re , a conveccao destes
vortices secundarios é evidenciada pela direcao do movimento dos centros dos mes-
mos, conforme resultados previstos por Burggraf, 1966; Ghia et al., 1982; Schreiber

e Keller, 1983; Sivaloganathan e Shaw, 1988; etc.

Perfil de velocidade para a componente u " Porfil do Volocidade para a components v
100 —— . — —

-0.1

companente de velocidade v

0.4 0.2 [ 02 0.4 06 0.8 0 1 20 30 40 50 s 70 80 s0
componente de velocidade u

Distribuigdo da Pressdo

0.2

0.1

-0.1
[

Figura 7.4 Perfis de velocidade, para as componentes u e v, no meio da cavidade e
distribuigao da pressao nos lados AB, BC e CD da cavidade para Re =
10000 em t = 100
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A Fig. 7.4 mostra o perfil de velocidade para a componente u, ao
longo das linha vertical, e o perfil de velocidade para a componente v, ao longo
da linha horizontal, passando através do centro geométrico da cavidade para Re =
10000 em ¢t = 100. A partir destes perfis, observa-se o crescimento da espessura da
camada limite na parede, embora a taxa deste crescimento seja baixa para Re =
10000. A quase-linearidade destes perfis, na regiao central da cavidade, é indicativo
da regiao de vorticidade uniforme, a qual se desenvolve para Re altos. O perfil de
velocidade, para a componente u, exibe uma dobra perto de y = 1, enquanto que um
comportamento semelhante é observado no perfil de velocidade, para a componente
v, perto de x = 1. Tal comportamento foi observado por alguns pesquisadores [Ghia,

et al., 1982] e parece persistir nas presentes simulagoes.

A distribui¢ao da pressao nos lados AB, BC e CD da cavidade (Fig.
7.1) pode ser observada na Fig. 7.4. A pressao na parede CD (a jusante) é mais

alta, comparada com a pressao nas paredes AB ( a montante) e BC da cavidade.

Para dar uma informacao quantitativa, referente ao comportamento do
algoritmo desenvolvido neste trabalho, é feita uma comparacao entre os resultados
obtidos por Ghia et al., 1982, e os resultados obtidos com este algoritmo (ver Tabelas
7.1 e 7.2) para Re = 10000, numa grade de 129 x 129 pontos. Os gréficos corre-
spondentes aos valores listados nas Tabelas 7.1 e 7.2 sao exibidos nas Figs. 7.5 e
7.6, os quais mostram uma boa concordancia com os resultados obtidos por Ghia et

al., 1982.
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Tabela 7.1 Comparacao dos resultados, para a componente de velocidade wu, ao
longo da linha vertical através do centro geométrico da cavidade para

Re = 10000
Grade 129 x 129
Ponto No. Ghia et al. Este trabalho

129 1.00000 1.0000

126 0.47221 0.4520

125 0.47783 0.4571

124 0.48070 0.4622

123 0.47804 0.4551

110 0.34635 0.3492

95 0.20673 0.2005

80 0.08344 0.0851

65 0.03111 0.0318

59 - 0.07540 - 0.0787

37 - 0.23186 - 0.2331

23 - 0.32709 - 0.3324

14 - 0.38000 - 0.3653

10 - 0.41657 - 0.3967

9 - 0.42537 - 0.4060

8 - 0.42735 - 0.4064

1 0.00000 0.0000

91



Tabela 7.2 Comparacao dos resultados, para a componente de velocidade v, ao
longo da linha horizontal através do centro geométrico da cavidade para

Re = 10000
Grade 129 x 129
Ponto No. Ghia et al. Este trabalho

129 0.00000 - 0.0000

125 - 0.54302 - 0.5232

124 - 0.52987 - 0.5098

123 - 0.49099 - 0.4780

122 - 0.45863 - 0.4334

117 - 0.41496 - 0.3994

111 - 0.36737 - 0.3434

104 - 0.30719 - 0.2992

65 0.00831 0.0083

31 0.27224 0.2703

30 0.28003 0.2830

21 0.35070 0.3362

13 0.41487 0.3943

11 0.43124 0.4130

10 0.43733 0.4169

9 0.43983 0.4191

1 0.00000 0.0000
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Figura 7.5 Comparacao entre o perfil de velocidade, para a componente u, obtido
por Ghia et al. ( * ), e o deste trabalho ( — ) para Re = 10000 numa
grade 129 x 129
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Figura 7.6 Comparacao entre o perfil de velocidade, para a componente v, obtido
por Ghia et al. ( * ), e o deste trabalho ( — ) para Re = 10000 numa
grade 129 x 129
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Benjamin e Denny, 1979, observaram que o uso de equagoes laminares,
para numeros de Reynolds até Re = 10000, é atribuido ao fato de que nao existe
evidéncia experimental conclusiva disponivel, para escoamento recirculando numa
cavidade quadrada bidimensional, que indique a ocorréncia da transicao para tur-

buléncia, em um nimero de Reynolds menor.

No intuito de testar a eficiéncia e robustez do algoritmo desenvolvido

neste trabalho, foram também realizadas simulagoes numéricas para altos nimeros

de Reynolds: Re = 20000, 50000 e 100000.
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8 CONCLUSOES

Neste trabalho desenvolveu-se um novo método em diferencas finitas,
para a solugao numérica de escoamentos incompressiveis, através da incorporagao

da condigao de contorno de Neumann para o campo da pressao.

Este método, em varidveis primitivas, consiste de dois passos. No
primeiro passo, inclui-se um campo de pressao inicial obtido da resolucao de uma
equacao de Poisson com condicao de contorno de Neumann, utilizando minimos
quadrados. O gradiente desta pressao inicial é utilizado para determinar o campo
de velocidades no tempo At. O segundo passo consiste em atualizar de maneira
explicita o campo de pressao no tempo At, utilizando o campo de velocidades ja
calculado e incorporando, sucessivamente, valores da pressao ja determinados para

o tempo At.

A concepgao deste método tém duas fontes. A primeira, é a do acom-
panhamento das condicoes de contorno dos campos da pressao e da velocidade,
durante a formulacao matricial, que decorre da discretizacao espacial das equagoes
de Navier—Stokes. A segunda, é uma modificacao do algoritmo velocidade—pressao

com a obtencao direta, ou explicita, do campo de pressao.

O método tem sido satisfatoriamente aplicado no problema da cavidade,
para numeros de Reynolds entre 100 e 100.000. Para Re = 10.000, foram obtidos
vortices secundérios e tercidrios. Para nimero de Reynolds muito altos (Re entre
10.000 e 100.000), Deng et al., 1996 e Shem,1991, inferem que o escoamento torna-se
oscilatério na aparicao dos vortices. Tal fato é observado nas simulagoes realizadas

para testar a robustez do algoritmo proposto.

Por outro lado, Bozeman, 1973, discute o fato que o algoritmo com

diferenca central de Greenspan, 1982, nao exibe vértices secundarios. Com o método
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aqui proposto, em diferencas centrais, este fenomeno é exibido através das sim-

ulagoes.

Observa-se, também que, com o incremento do nimero de Reynolds,
ocorre o deslocamento do centro do vértice principal para o centro geométrico
da cavidade, conforme resultados previstos por Burggraf, 1966; Ghia et al., 1982;
Schreiber e Keller, 1983, etc..

A formulagao, em varidveis primitivas, do método aqui proposto, devera
permitir a abordagem de outros tipos de escoamentos. Em particular, uma imediata
extensao para o problema da cavidade em 3D, cavidades profundas e rasas, entre

outros.

A comparagao, do método desenvolvido neste trabalho, com outros ja

existentes [ Ghia et al., 1982], apresentou bons resultados.

Por outro lado, esta formulacao matricial pode ser implementada nu-
mericamente, com o uso de rotinas para o tratamento de sistemas diferenciais—
algébricos, a qual serd motivo de um futuro estudo. Da mesma forma, sugere-se a
inclusao do termo difusivo na equagao de Poisson para a pressdo (Eq. 2.14), pois
do mesmo modo que da dilatagao, ele influencia fortemente na estabilidade e na

exatidao da solucao numérica.
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Apéndice A-1 METODO DE DIFERENCA
CENTRAL — MATRIZES

Neste apéndice sao apresentadas as submatrizes de cada uma das ma-
trizes do sistema (4.2), as quais foram obtidas usando o método de diferenca central

ao discretizar o sistema (4.1).

A-1.1 Submatrizes das matrizes L. e L*

As matrizes L e L (secdo 4.2) sdo dadas por

Ly 0 O Lﬂ 0 0
L=| 0 Lpn 0], L=| 0 LE 0
Ly L3 0 LE LE 0

respectivamente, onde

fi M T -
N oBom (Bo)® 5
Ly = mo b ; "= (By)?
gi! 5
v B - B* Jn-1xn-)
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M G Y2 G
' G
Lfl = ¢ ) L§2 =
1
i G m i i Co 2 ]
com
@z 0 mp 0
0 0 0 0
Cl - ) CQ -
0 0 0 0
L 0 @ e I e

A matriz Ly é de ordem (m x (n — 1)) x (m x (n — 1)) enquanto que
a matriz Ly é de ordem ((m — 1) x n) x ((m — 1) x n). As matrizes fronteira LI} e
LL, sao de ordem (m x (n — 1)) x (2(m+n—1)) e (m —1) xn) x (2(m —1+n))

respectivamente.

L3 = ' com \=

11
Axr Az
A

L Az px(n—1)
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Lsy =
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C3
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As matrizes L3; e L3y sdo de ordem (m xn) x (mx(n—1)) e (mxn) x
((m — 1) x n) respectivamente, entretanto que as matrizes LL, e L, sdo de ordem
(mxn)x2(m+n—1))e (mxn)x(2(m—1+n)) respectivamente. A matriz Lss
tem um espacamento vertical de n zeros entre cada diagonal e cada bloco na matriz

L%, é de ordem n.

A-1.2 Submatrizes das matrizes N(U) e N (U, U")

As matrizes N(U) e NF(U,U) (secao 4.2) sdo dadas por

| diag(u)A; + diag(Bv)Cy 0 0 ]
N(U) = 0 diag(B'u)As + diag(v)Cy 0 |
I 0 0 0 |
e
[ diag(u)Fy + diag(B¥ o) Fy 0 0 ]
N¥(U,U") = 0 diag(Buf)F3 + diag(v)Fy, 0
I 0 0 0 |
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respectivamente, onde
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01
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Cy

02
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Ay

02

110

1
0 2Ax
—1 1
2Ax 0 2Ax
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0 2Ax
—1
2Azx 0
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0 2Ax
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diag(u) =

Cy =

Uus/2,1

Us/2,1

2Ay
=1
2Ay
=1
2Ay
=1
2Ay
Un—-1/2,1
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Us5/2,m
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diag(v) =

U1,3/2
V2,3/2
Un,3/2
R1
R1 Ri
K1 . com Ky =
R1
K1
n—1
— T 0
01
01 . ,
n—1
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V2,m—1/2
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As matrizes A; , C} , diag(u) e B sdo de ordem (m x (n — 1)) x (m x
(n — 1)) entretanto que as matirzes Ay , Cs e diag(v) sao de ordem ((m — 1) X n) x
((m—1) xn). As matrizes F}, Fy e BT sdo de ordem (m x (n—1)) x (2(m+n—1))
enquanto que as matrizes F3 , Fy e B sao de ordem ((m—1) xn) x2(m—1+n). Os
blocos quadrados das matrizes I, e Fy sdo de ordem (n — 1) e (n) respectivamente.
O espagamento horizontal e vertical da matriz C; é de (n — 1) zeros e da matriz Cy

de n zeros

A-1.3 Submatrizes das matrizes P e P(U,U")

As matrizes P e PF(U,UY) ( segao 4.2 ) sao dadas por

00 Py 0 0 Pfp~
P=|00 Py | , PUUN=]0 0 P§pr
00 0 00 0

respetivamente, onde

_ - -1 1
a Az Az
-1 1
Ax Az
(0
Pis = com «= :
-1 1
Ax Az
(8%
- - 0

L 4 nXn
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Py3 =

onde o espacamento entre as diagonais na matriz P3 ¢ de (n — 1) zeros.
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v —2v v

Ax?2  Az? Ax?
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v —2v v
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As matrizes Pi3 e Po3 s@o de ordem (m X n) X (m x n) . As matrizes P, , P» , Ps |
Ps, P, Py, P, P, P, P PleP;saodeordem (mxn)x (2(m+n—1))
enquanto que as matrizes P3 , P! e P} sdo de ordem (m x n) x (m x (n — 1)) e as

matrizes P, , Py e Pj sao de ordem (m x n) x ((m —1) X n).
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Apéndice A-2 METODO DE DIFERENCA
UPWIND — MATRIZES

Neste apéndice sao apresentadas as submatrizes das matrizes N(U, UF) e N¥(U, UF)
do sistema (4.12), as quais foram obtidas usando o método de diferenca upwind ao

discretizar o sistema (4.1).

A-2.1 Submatrizes da matriz N(U, U)

A matriz N(U, UY) ¢ dada por (segao 4.3):

.A1<U) + Bl (U, ’UF) 0 0
N(U,U") = 0 Ao (u,uf') + Ba(v) 0 |
0 0 0
onde
Aly
Al,
Al(u) =
Al,,

| Jd [mx(n—1)]x[mx(n—1)]
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com

CL13/2J 0,23/20'

a35/2’j CL].5/27]‘ CL25/27]‘

Alj —
adn-3/2; aly 352 a2n_3/2;
| adn-1/25 alp_12; 1 - 1)x(n—1)
para j =1,2,...,m
onde
alivijz; = azlttiviyz,l
a2ir1/25 = —gaz([Uip125] = tisr)25) para i=1,2,...,n—1
CL3Z'+1/2,J’ = —ﬁ(|ui+1/2,j|+ui+1/2,j)~
Bl, B2
B3y, Bl, B2,
Bl(U7UF) = B3; Blj
Bmel
B3,, Bl,,

| d [mx(n—1)]x[mx(n—1)]
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com

b13/2,j
bls/s ;
Blj == o
_ bln71/2,j ] (n_l)x(n—l)
b23/2,j
b25 /o
B2j - o
- b2,_1/2, J (n—1)x(n-1)
b33/2,j
B, b3s)2,
_ b3n_1/2,j 4 (n=1)x(n-1)
para j =1,2,...,m
onde
b1i+1/2,j - ALZ/WH_UQJ’
0241725 = —oay(Tir1szs] = Tirryzy) P R
b3it1/25 = —ﬁ(mﬂ/zﬂ +Tiv1/24) -
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A23/2

A(u,uF) = o
I A2m12 | iyt
com
i a41,j+1/2 a51,j+1/2 ]
aba 12 adajrie D2 ji1)2
A2j 412 =
a6n71,j+1/2 a4n71,j+1/2 a5n71,j+1/2
I abpjr12  adnji1/2
paraj=1,2,...,m—1
onde

adijr12 = A%sz’,jﬂ/z‘

a5i7j+1/2 = _ﬁ(|ﬂi,j+l/2| - Ei,j-ﬁ-l/?) para 1= ]_, 27 o,
_ 1 (1= =

abjjr1/2 = —mﬂuz‘,jﬂ/z’ + Ui jr1/2) -
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B43/2 B53/2
B6s/2 B4s/s Bbs)s

BQ(U) = B67/2 B47/2
: B5,,—3/2
] B6,—1/2 Bdp_1)2 1 [(m=1)xn]x[(m—1)xn]
com
b4y j41/2
ba 1o
Bijr = J+1/
L b4n,j+1/2 4 nxn
b51 j+1/2
b52 j+1/2
B0 — J+1/
L b5n,j+1/2 4 nxn
061 j+1/2
56, = b62,11/2
L b6n’j+1/2 4 nxn
paraj=1,2,...,m—1
onde
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b5i,j+1

b6; ;11

/2

/2

/2

ALy ‘Uz',j—&-l/Z‘

_ﬁ(|vi,j+1/2| — Vi jt1/2)

_ﬁ(h}i,jﬂ/ﬂ + Vi ji1/2) -

para

i=1,2,...,n

A-2.2 Submatrizes da matriz N (U, U")

A matriz NF (U, UF) é dada por (se¢ao 4.3):

onde

Fi(u,v,v

com

N* (U, U")

B3,

Fl,
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Fi(u, v, v")
0 .Fé(
0
F1,
Fl,,

B2,,

fmx (n—1)]x [2(m-+n—1)



a33/2,j 0
0 0
0 0
L 0 02n-1/2, 4 (n—1)x2
para j =1,2,...,m
Bb63/y F23/5
F2
Folu,u’v) = i
] F2,_12 Bbn,-1)2
com
ab1 j11/2 0
0 0
F2j+1/2 -
0 0
0 adpjti/2 |
paraj=1,2...,m—1
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