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RESUMO

UMA SOLUCAO ANALITICA PARA A EQUACAO QUE DESCREVE O DECAIMENTO
DA TURBULENCIA NA CAMADA LIMITE CONVECTIVA: UMA APROXIMACAO
ISOTROPICA

Nessa dissertacao apresenta-se o desenvolvimento de um modelo espectral para o
decaimento da turbuléncia na Camada Limite Convectiva (CLC). A equagao dinamica para
o espectro de energia é obtida a partir das equagoes de Navier-Stokes [Hinze, 1975], na qual
o termo de producao de energia por efeito mecanico foi desprezado. Durante o periodo
de transicao dia-noite foi considerado que o fluxo de calor da superficie é interrompido
instantaneamente, o que permite desconsiderar o termo de producao ou perda de energia
por efeito térmico.

Para parametrizar o termo de transferéncia de energia cinética, para um fluxo tur-
bulento e isotropico, foi utilizado o modelo de Heisenberg, que descreve o decaimento da
turbuléncia como um processo em que os turbilhoes de um certo tamanho transferem ener-
gia por efeito de uma viscosidade cinematica turbulenta, aos turbilhoes menores através de
interacoes em cascata.

Para resolver a equacao diferencial nao linear, que descreve o decaimento da tur-
buléncia na Camada Limite Convectiva (CLC), fixa-se o parametro ”2” e considera-se que
o espectro de energia pode ser dividido como um produto de duas funcoes. Neste trabalho,
foi utilizado o modelo de Kristensen [1989] para obter o espectro inicial tridimensional. Foi
calculada a componente vertical do coeficiente difusao, considerando o espectro vertical, que
foi obtido usando-se uma func¢ao peso, a qual informa a contribuicao de cada componente na
formacgao do espectro tridimensional. Finalmente, os resultados obtidos no trabalho foram
confrontados com os dados de LES — Large Eddy Simulation [Nieuwstadt e Brost, 1986|

existentes na literatura.
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ABSTRACT

AN ANALYTICAL SOLUTION FOR THE EQUATION DESCRIBING THE DECAY OF
TURBULENCE IN THE CONVECTIVE BOUNDARY LAYER: AN ISOTROPIC AP-
PROACH

This work presents the development of a spectral model for the decay of turbulence
in the Convective Boundary Layer (CBL). The dynamic equation for the energy spectrum
is obtained from the Navier-Stokes equations [Hinze, 1975|, in which the term of energy
production by mechanical effect was disregarded. During the period of transition from day to
night it was considered that the flow of heat from the surface is instantaneously interrupted,
which allowed the dismissal of the term of production or loss of energy instantaneously.

For the purpose of parameters for the kinetic energy term of transference in a turbu-
lent isotropic flow, the Heisenberg model was used, which describes the decay of turbulence as
a process in which certain sized eddy transfer energy to smaller eddy by means of turbulent
kinetic viscosity through cascading interactions.

For the purpose of solving the non-linear differential equation describing the decay
of turbulence in the Convective Boundary Layer (CBL), we established the ”z" parameter
and considered that the energy spectrum can be divided as a product of two functions. This
paper uses the Kristensen model [1989] for obtaining the initial tridimensional spectrum.
The vertical component of the diffusion coefficient was calculated considering the vertical
spectrum, which in turn was obtained by means of a weight function, which informs the
contribution of each component in the whole of the tridimensional spectrum. Finally, the
results obtained were confronted with the LES — Large Eddy Simulation [Nieuwstadt e

Brost, 1986| existing in literature, for validation.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

O rapido crescimento industrial e tecnolégico nas tltimas décadas tem provocado
um aumento nos niveis de poluicao e, consequentemente, os danos causados por ela ao
meio ambiente. No estudo de dispersao de poluentes, é necessario um conhecimento sobre
a Camada Limite Planetaria (CLP), regiao mais baixa da trospofera, onde se concentra a
poluigao. Embora existam muitos trabalhos sobre a Camada Limite Planetaria (CLP), nao
existe um modelo que descreva completamente sua estrutura fisica.

Na literatura existem grandes ntimeros de trabalhos que descrevem a estrutura da
CLP durante o dia — Camada Limite Convectiva (CLC) e durante a noite — Camada
Limite Estavel (CLE), porém nao sao muitos os trabalhos que descrevem a transicao dia-
noite (decaimento). Este periodo nao so é importante do ponto de vista tedrico mas também
é fundamental na descricao da dispercao de contaminantes na atmosfera.

No presente trabalho obtém-se um modelo para a descricao do decaimento da energia
cinética turbulenta em uma Camada Limite Convectiva (CLC), a partir de um modelo
de fechamento de dois pontos ou modelo espectral que gera informagoes mais detalhadas
sobre a micro estrutura da turbuléncia, possibilitando assim, obter uma parametrizacao dos
termos desconhecidos na equacao de balanco de energia. Este estudo é realizado durante o
decaimento da turbuléncia convectiva na qual existem poucos dados experimentais, apesar de
ser de extrema importancia, pois ocorre na regiao da atmosfera mais diretamente influenciada
pela presenca da superficie. Apesar dessa importancia existem poucos trabalhos na literatura
que descrevem este periodo [Nieuwstadt e Brost, 1986; Degrazia et al., 2003; Goulart et al.,
2003].

O objetivo desta dissertacao é descrever o processo do decaimento da turbuléncia

na CLC e calcular os coeficientes de difusao unidimensionais durante a transicao dia-noite,



para que os modelos de dispersao possam usa-los no célculo do campo de concentragao
de contaminantes durante este periodo de transicao no caso de um escoamento onde se
pode desprezar os efeitos mecanicos de cisalhamento do vento e da conveccao térmica. O
decaimento da turbuléncia é descrito com base no Modelo de Heisenberg, que considera
o efeito do termo inercial na equacao dinamica para a fungao densidade espectral de energia
e que descreve a transferéncia de energia em cascata dos turbilhdes maiores para os menores,
equivalente, ao efeito de uma viscosidade com origem na turbuléncia. Esta viscosidade,
chamada de viscosidade cineméatica turbulenta, incorpora o efeito dos turbilhoes de todas
as escalas menores do que certa escala sobre os turbilhoes desta escala. Para validar os
resultados obtidos utilizou-se os dados existentes na literatura do modelo de simulacao direta
dos grandes turbilhdes denominado LES — Large Eddy Simulation [Nieuwstadt e Brost,
1986], no qual os turbilhdes que contém a principal energia cinética (grandes turbilhdes) sao
computados diretamente e o efeito de pequena escala, que tem caracteristicas mais gerais,
sao modelados e também com os dados do modelo de Pao [1965], para um fluxo turbulento
isotropico.

Esta dissertacao encontra-se estruturada em cinco capitulos e estd organizada da
seguinte forma: no Capitulo dois apresenta-se uma revisao bibliografica que consiste na
descri¢ao sobre: Camada Limite Planetaria (CLP), Camada Limite Convectiva (CLC), o
Espectro de Energia para uma Turbuléncia bem Desenvolvida, o Modelo de Heisenberg, o
Decaimento da Turbuléncia, o Modelo de LES — Large Eddy Simulation e a apresentacao do
Modelo de Kristensen [1989], no qual é obtido o espectro inicial tridimensional homogéneo
estacionario a partir de suas componentes unidimensionais. No Capitulo trés apresenta-se a
Equacao Dinamica para a Fun¢ao Espectro de Energia na sua forma completa [Hinze, 1975],
valida para uma turbuléncia nao homogénea e nao isotropica, cuja deducao apresenta-se no
Apéndice I e depois a equagao numa forma reduzida, valida para uma turbuléncia homogénea
e isotropica. Apos apresenta-se o desenvolvimento de como se obtém o espectro de energia
tridimensional durante o decaimento da turbuléncia na CLC utilizando a parametrizacao
de Heisenberg para o termo de transferéncia inercial de energia e o modelo de Kristensen
et al. [1989] como condigao inicial do espectro tridimensional com a componente inicial
do espectro unidimensional dada por Degrazia e Anfossi [1998]. No Capitulo quatro faz-

se uma analise do decaimento da Energia Cinética em um fluxo turbulento homogéneo e
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isotropico. Os resultados obtidos sao confrontados com os dados de LES — Large Eddy
Simulation [Nieuwstadt e Brost, 1986]. Em seguida, faz-se uma comparagao das Variancias
unidimensionais e do Coeficiente de Difusao Vertical obtidos a partir do modelo proposto
com os dados de LES [Nieuwstadt e Brost, 1986|. Finalmente no Capitulo cinco apresenta-se

as conclusoes.



CAPITULO 2

REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 CAMADA LIMITE PLANETARIA (CLP)

A troposfera é a regiao da atmosfera que vai desde o solo até uma altitude aproxi-
madamente de 11 km. Esta regiao esta dividida em duas partes: a Camada Limite Pla-
netaria (CLP) que é a regido desde a superficie até aproximadamente 3 km e o restante
da troposfera que é denominada Atmosfera Livre [Stull, 1988].

A CLP é definida por [Stull, 1988; Sorbjan, 1989], como a regiao da atmosfera que
é influenciada diretamente pela superficie da terra e na qual se manifestam os efeitos da
superficie em escalas de tempo menores do que o periodo diario e movimentos turbulentos
mantém fluxos significativos de momentum, energia e matéria. Esses efeitos sao, basica-
mente, dinamicos e térmicos.

Os efeitos dinamicos vém do atrito do vento com a superficie nos niveis mais baixos,
causando uma grande variacao de velocidade ao longo da vertical nos primeiros metros
medidos a partir da superficie. Os efeitos térmicos vém da troca de energia na forma de
calor entre a superficie e a atmosfera. O balanco entre esses dois efeitos, as caracteristicas
da superficie terrestre local e a época do ano determinam a espessura da Camada Limite
Planetéaria.

Nessa camada o transporte é dominado na horizontal pelo vento médio (adveccao)
e na vertical pela turbuléncia. A turbuléncia é constituida de varios turbilhées que se so-
brepoem, cujos os tamanhos sao variaveis (da ordem de 1 mm a 3000 m de diametro). A
soma das contribuigoes de todos estes turbilhoes constitui o espectro de energia turbulenta.

A CLP se subdivide, de acordo com os processos fisicos que nela ocorrem (tur-

buléncia mecéanica e/ou convectiva), em: Camada Limite Convectiva (CLC), Camada



Limite Estavel (CLE) e Camada Limite Residual (CLR).

e Camada Limite Convectiva (CLC): é a camada que comeca a formar-se depois
do nascer do sol. O aquecimento da superficie da terra forma termas de ar quente
que se elevam modificando o topo da CLP. Essa estrutura convectiva dura o dia
todo e cessa com o por do sol. A CLC pode ser considerada como uma estrutura
de trés camadas: Camada Limite Superficial (CLS): é a regiao da CLP que
varia em torno de 10 a 200 m, e onde a variacao vertical do fluxo turbulento, calor e
momentum, é insignificante, variam menos 10% de sua magnitude. E nessa camada
que a iteracao entre a atmosfera e a superficie terrestre é fortemente sentida e os fluxos
de cinética, calor e umidade sao independentemente da altura e do efeito Coriolis.
Camada Limite de Mistura (CLM): esta camada compreende a maior parte da
CLC e tem este nome devido a intensa mistura vertical que tende a conservar as
variaveis como a temperatura potencial e a umidade aproximadamente constante com
a altura. A velocidade do vento nesta regiao é aproximadamente constante. Camada
Interfacial ou Zona de Entrenhamento (ZE): estende-se de aproximadamente

0,8z; até 1,2z; e pode ser muito espessa devido ao processo de entranhamento.

e Camada Limite Estavel (CLE): comum a noite, pois ocorre quando a superficie
terrestre se resfria. Esse resfriamento provoca um fluxo de calor negativo que extrai
energia cinética dos grandes turbilhoes permitindo somente que pequenos turbilhoes
sobrevivam. Portanto a turbuléncia na CLE é menos intensa que na CLC, e conse-
géntemente, poluentes emitidos dentro da CLE se dispersam lentamente na vertical e
mais rapidamente na horizontal (efeitos dos ventos). Desta forma a altura da CLE é
aproximadamente um décimo da CLC. Esta camada é formada por pequenos turbi-
lhoes que agem localmente e os forcantes superficiais propagam-se lentamente ao longo

da camada.

e Camada Limite Residual (CLR): é uma regidao acima da CLE cuja principal fonte

de turbuléncia é mecénica.

Neste trabalho o modelo é aplicado CLC, pois os dados experimentais confrontados

com o mesmo foram obtidos sob condigoes convectivas.



2.2 CAMADA LIMITE CONVECTIVA (CLC)

2.2.1 A Estrutura da Camada Limite Convectiva

A CLC é a camada que comeca a formar-se depois do nascer do sol quando a
irradiacao solar comeca a aquecer a superficie terrestre aquecendo a camada de ar adjacente
(fluxo de calor positivo) iniciando, assim, a convecgao térmica, e cessa com o por do sol
quando o fluxo de calor torna-se negativo.

Define-se entdo Camada Limite Convectiva (CLC) como a regiao da baixa
atmosfera que se estende do solo (z = 0) até a base de uma inversao térmica (z = z;, onde 2
¢ altura da CLC, que geralmente varia de 1000 a 2000 m). E caracterizada por uma forte
mistura vertical, gerada pelo fluxo de calor turbulento positivo, devido ao aquecimento solar
da superficie.

Frequentemente, a turbuléncia na CLC esta em equilibrio local com os forcantes
externos. Isto significa que o tempo de relaxacao da turbuléncia associado aos grandes
turbilhoes é muito menor que a escala de tempo associada a mudacas externas, de modo que
a estrutura da CLC néo depende explicitamente do tempo [Driedonks e Tennekes, 1984|.

Como a maioria das fontes poluidoras estao proximas da superficie, a concentracao
de poluentes tende aumentar significativamente na CLC pois esses sao transportados pelos
turbilhoes e pelas termas que durante o decorrer do dia vao alcancando alturas cada vez
maiores.

A CLC pode ser considerada como uma estrutura de trés camadas diferenciadas em
fungao dos parametros predominantes (escalas de temperatura, de velocidade e de compri-

mento), considerados relevantes para a descri¢do da turbuléncia.

2.2.2 Camada Limite Superficial (CLS)

A primeira camada é denominada Camada Limite Superficial (CLS), onde
predomina a turbuléncia mecanica (cisalhamento do vento), e esté restrita a alturas menores
do que z = |L|, onde L & o compriemto de Monin-Obukhov (é a altura na qual a turbuléncia

mecanica predomina na convectiva), expressa por:

. (2.1)



na qual © é a temperatura potencial média, <m> é o fluxo de energia na forma de calor
na superficie, u, é a velocidade de friccao na superfcljcie, k € a constante de Von Karman e g
é a aceleracao da gravidade.

Quando |L| apresentar valores tipicos entre 10 e 100 m, de maneira que z;/|L| > 10
[Panofsky e Dutton, 1984], tem-se uma CLC bem desenvolvida. A razao z;/|L| pode ser
considerada um parametro de estabilidade, uma vez que expressa a importancia da turbulén-
cia convectiva (fluxo de calor) em relagao a turbuléncia mecanica (cisalhamento do vento).

Na CLS, sao observados grandes gradientes de temperatura e velocidade, e o fluxo de calor

turbulento é aproximadamente constante.

2.2.3 Camada Limite de Mistura (CLM)

A segunda camada chamada de Camada Limite de Mistura (CLM) é assim
denominada devido a intensa mistura vertical que tende a conservar as varidveis como a
temperatura potencial e a umidade aproximadamente constante com a altura. A turbuléncia
nesta regiao pode ser considerada quase homogénea e a velocidade do vento aproximadamente
constante. A CLM compreende a regiao entre |L| < z < z;, onde z; ¢ a altura da CLC.
Nesta regiao predomina a turbuléncia convectiva.

Modelos numéricos [Deardorff, 1972|, obervagoes de campo [Kaimal e Wyngaard,
1976] e experimentos de laboratorio [Willis e Deardorff, 1976], mostram que os parametros
de escalas mais importantes na sua descricao sao z; e a escala de velocidade convectiva w,,

expressa por:
Wy =

1/3
%(m) z] (2.2)

As dimensoes dos grandes turbilhdes convectivos sao expressas em funcao de z;, e as veloci-

dades turbulentas sao proporcionais a w,. Valores tipicos de z; e w, sao, respectivamente
1000 m & 2000 m e 2 m/s, [Weil e Brower, 1984].

A escala de tempo convectiva, z;/w,, é da ordem de 10 a 20 minutos em muitos casos.
Este é um tipico periodo de tempo para o ar circular entre a superficie e o topo da CLM.
Entao, mudancas no fluxo de calor superficial e outros forcantes superficiais podem se comu-

nicar com o resto da CLM em um curto espago de tempo (aproximadamente 15 minutos).



2.2.4 Camada Interfacial ou Zona de Entrenhamento (ZE)

A terceira camada chamada de Camada Interfacial ou Zona de Entranhamento
(ZE) localiza-se em regides proximas ao topo, e é caracterizada por um fluxo de calor nega-

tivo. Acima dessa camada, tem-se a atmosfera livre.

2.2.5 A Estrutura da Turbuléncia na Camada Limite Convectiva (CLC)

Na CLC a intensa mistura vertical produzida pelo fluxo de calor turbulento provo-
cado pelo aquecimento solar da superficie terrestre da origem a uma estrutura de plumas
térmicas — ar quente que se eleva até a base da inversao térmica, circundadas por ar mais frio
que desce do topo das nuvens em direcao ao solo. Em condi¢oes suficientemente estaveis,
estas estruturas ocorrem simultaneamente e sao aleatoriamente distribuidas apresentando
assim longa vida funcional, com escalas de tempo da ordem de 15 minutos.

As obervagoes na atmosfera indicam que 40% da area de uma CLC é ocupada
por plumas térmicas (updrafts — ar subindo), enquanto que 60% ¢é ocupada por ar mais
frio que desce (downdrafts — ar descendo). Pela lei de conservagdo de massa, o ar quente
subindo tem uma velocidade maior que o ar frio que desce. Modelos numéricos monstram
que esta estrutura assimétrica da CLC é responsavel por padroes de dispersao vertical
que sdo distintos dos tradicionais padroes Gaussianos [Lamb, 1982]. Esta simetria na fungao
densidade de probabilidade da velocidade vertical é apontada como o mecanismo responséavel
pelo rapido afundamento de contaminantes abandonados por altas chaminés na CLC.

A circul¢ao convectiva, incluindo o (downdraft) e (updraft), tem escalas horizontais
de 1.5 z; [Cauchey e Palmer, 1979]. Velocidades verticais em termas podem alcangar 5 m/s

ou mais, embora (updraft) de 1 a 2 m/s sejam mais comuns.

2.3 O ESPECTRO DE ENERGIA PARA UMA TURBULENCIA BEM DE-
SENVOLVIDA

Como o campo turbulento é complexo, surge o efeito da nao-linearidade do feno-
meno que possui um intervalo de escalas de movimentos todas acopladas entre si, assim,
nessecita-se desenvolver uma parametrizagao que permita modelar este estado caracterizado

por um enorme nimero de graus de liberdade. Portanto, uma parametrizacao significa
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uma representacao idealizada do fenomeno de transporte turbulento. Desse modo, quando
parametrizam-se os processos de troca turbulenta, coloca-se nas equacoes que descrevem as
leis de conservagao (modelos fisicos) as relagoes matematicas aproximadas, que, no momento,
sao usadas para substituir os termos desconhecidos existentes no fenomeno natural.

A credibilidade de cada modelo depende em grande parte da maneira pela qual os
parametros turbulentos sao calculados e relacionados a compreensao da fisica na CLP. O
ingrediente fundamental para a obtencao destes parametros turbulentos, que sao formulados
a partir de uma fenomenologia aplicada em uma turbuléncia bem desenvolvida, consiste na
escolha de escalas tipicas de velocidade e comprimento.

Portanto, observar o comportamento do espectro de energia turbulenta pode ajudar
decisivamente na determinacao destas escalas tipicas. A forma geral do espectro de energia
tridimensional (3-D) de uma turbuléncia bem desenvolvida é representado na figura 2.1,
logo apds, apresenta-se uma breve explica¢ao de cada comprimento de onda (k) mencionado

no grafico abaixo.

E(k 1)

R
A PP P P

B
=
3
N
N
2 ks N
X e — > % R
[/] N § Subintervalo § § k
2 N 2
{*—*§ Inercial b
> § Turbilhdes com Maior \\
it < Energia Cinética Lt S —
Grandes Turbilhdes de \\\\ Intervalo de Equilibrio Universal
Carater Permanente N

Figura 2.1 — Forma do Espectro de Energia tridimensional E(k,t; z) em func¢ao
do nuimero de onda k para uma turbuléncia bem desenvolvida.

Extraido do livro Turbulence (Hinze, 1975)
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Grandes Turbilhoes de Cardter Permanente: em termos de nimero de onda
(k), o intervalo de 0 a k; representa os maiores turbilhoes de caracter permanente que nao
possuem a maior parcela da energia cinética turbulenta total.

Turbilhoes com Maior Energia Cinética: o intervalo de ki a ko corresponde
aos turbilhdes que possuem a maior parcela da energia cinética turbulenta total; influenciam
fortemente o processo dispersivo e, como conseqiiéncia, na parametrizacao dos fluxos tur-
bulentos serd importante obter uma escala de comprimento em termos das caracteristicas
destes turbilhoes mais energéticos.

Subintervalo Inercial: o subintervalo inercial entre ks e k3 corresponde aos tur-
bilhoes que nao mudam a sua energia cinética , h4 apenas passagem de energia cinética
dos maiores para os menores turbilhoes, sem aumento ou diminuicao da parcela da energia
cinética turbulenta total a eles associada, porém a quantidade de energia transferida através
dos turbilhoes é grande. A dissipagao é desprezivel em confronto com o fluxo de energia
cinética transferido por efeitos inerciais.

Intervalo de Equilibrio Universal: é o intervalo entre ky e k4 onde o caréter
da turbuléncia, nestes nimeros de onda, é inteiramente determinado pelo fluxo de energia
cinética e pela razao de dissipacao. O fluxo de energia cinética mais a dissipacao é igual a
energia cinética total fornecida para este intervalo. Pela forma do espectro, observa-se que a
energia associada a este intervalo é proviniente dos turbilhoes que possuem o maior contetido
de energia cinética. Dessa forma, embora a dissipacdo seja provocada pela viscosidade,
a ordem de magnitude da razao de dissipacao pode ser determinada apenas por aquelas

quantidades que caracterizam os turbilhdes mais energéticos.

2.4 MODELO DE HEISENBERG PARA O TERMO DE TRANSFERENCIA
INERCIAL DE ENERGIA

A partir do Modelo de Heisenberg obtém-se uma parametrizacao do termo
T(k,t;z) na equagdo dinamica para a fungao espectro de energia que representa a trans-
feréncia de energia dos maiores para os menores turbilhdes, por efeito inercial. Um campo
turbulento é constituido por turbilhées de diferentes tamanhos (nimeros de onda) e o cisa-

lhamento entre eles diminui a energia cinética dos grandes turbilhoes e aumenta a energia
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cinética dos pequenos turbilhdes. Esse processo dinAmico em cascata cessa na micro escala
de Kolmogorov onde, por causa da viscosidade molecular, a energia cinética turbulenta se
transforma em energia interna da atmosfera. Essa transferéncia de energia em cascata é
representada pelo termo T'(k, t; z).

A base do Modelo de Heisenberg [Hinze, 1975|, é a hipotese de que os efeitos dos
turbilhoes com niimeros de onda maiores do que certo ntiimero de onda k, que absorve a
energia dos turbilhoes com ntimeros de onda menores do que k, sao equivalentes aos efeitos
de uma viscosidade.

O termo de transferéncia inercial de energia T'(k, t; z) parametrizado por Heisenberg
a partir da idéia da viscosidade molecular no subintervalo inercial — intervalo em que toda
a energia que entra é transferida dos turbilhoes maiores para os turbilhoes menores em um

processo de cascata, é expresso pela seguinte relagao:

T(k,t;2) = —2upk*E(k, t; 2) (2.3)

Onde vr é o coeficiente de viscosidade cinematico que Heisenberg utilizou para
substituir o coeficiente de viscosidade molecular (v) e ”2” é um parametro que indica em
que altura esté sendo analisado o decaimento da turbuléncia na Camada Limite Convectiva
(CLOC).

Este coeficiente foi parametrizado por Heisenberg a partir de anélise dimencional

dada pela equacao (2.4):

&0 E k, t: ’
k

Onde Cy é a constante de Heisenbery.
Substiuindo a equagao (2.4) na equagao (2.3) obtém-se a expressao para o termo de

transferéncia inercial de energia T'(k,t; z) dada pela equacao (2.5) :

T(k,t;2) = —2Cyk*E(k, t; z)/ \/ W dk (2.5)
k
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2.5 DECAIMENTO DA TURBULENCIA E O MODELO DE LES — LARGE
EDDY SIMULATION

2.5.1 Decaimento da Turbuléncia

Segundo Hinze [1975], o decaimento da turbuléncia foi primeiramente estudado em
laboratoério onde a turbuléncia é gerada ap6s o ar escoar através de uma grade. Esta turbulén-
cia é isotropica (igual em todas as diregoes) e permanece isotropica durante o decaimento.
Alguns dos primeiros a fazer medidas de decaimento foram Batchelor e Towsend [Batchelor e
Towsend, 1948, e dai por diante se sucederam muitas outras. O decaimento da turbuléncia

atmosférica, entretanto, responde a forcantes naturais, sendo seu estudo mais complexo.

2.5.2 Modelo de LES — Large Eddy Simulation

Segundo Nieuwstadt e Brost [1986], "Na CLP o lapso de tempo para a troca de
quantidades da turbuléncia é frequentemente menor que o tempo dos forcantes de producao
e destruicao de turbuléncia e consequentemente pode ser desconsiderado. Esta é a condicao
de quase-estacionaridade, e implica que a dindmica da turbuléncia pode ser considerada como
em equilibrio local no tempo e no espaco”. Esta quase-estacionaridade desaparece quando
os forcantes externos tais como o fluxo de calor vertical da superficie ou o vento na CLP
variam rapidamente. Isso ocorre no periodo do por-do-sol, quando o fluxo vertical de calor
sensivel varia rapidamente, e a CLP que era convectiva passa ser estavel. No periodo em
que ocorre o por-do-sol, o fluxo de calor cessa e consequentemente a turbuléncia decai, pois o
equilibrio entre os forcantes de produgao e destruicao de turbuléncia nao existe mais. Entao
a dinadmica da turbuléncia deve ser levada em conta para uma boa descricao da evolugao da
CLP no periodo.

O decaimento da turbuléncia convectiva por meio de simul¢ao numérica de grandes
turbilhdes (LES — Large Eddy Simulation) [Nieuwstadt e Brost, 1986] é inicialmente gerada
através de um fluxo superficial de calor sensivel positivo. Em um determinado momento
(t = 0), esse fluxo é desligado. Isto mostra que a energia cinética turbulenta decai segundo
a variavel de escala adimencional, definida como t, = w,t/h associada ao tempo, onde w,
representa a velocidade convectiva e h representa a altura da Camada Limite Convectiva

(CLC) extamente antes do por-do-sol. Sorjan [1997] também estudou o mesmo estagio por
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meio de simul¢ao numérica de grandes turbilhoes considerando o fluxo de energia na forma de
calor da superficie para a atmosfera como indo a zero gradualmente e concluiu que turbilhoes
associados a turbuléncia continuam a existir mesmo quando este fluxo se torna negativo, ou

seja, quando a energia flui da atmosfera para superficie.

2.6 MODELO DE KRISTENSEN PARA O ESPECTRO DE ENERGIA NA
CAMADA LIMITE CONVECTIVA (CLC)

Kristensen et al., 1989, desenvolveu um modelo para uma turbuléncia homogénea,
que permite o calculo do espectro tridiemnsiomal de energia, através das trés componentes
espectrais unidimensionais (u, v, w) da velocidade turbulenta. O modelo sera mostrado nas
subsecoes a seguir.

2.6.1 A Funcao Espectro de Energia

Seja um campo de velocidade turbulento homogéneo. Para este campo a média de

ensemble da velocidade é constante no espaco e o tensor correlagao é [Kristensen et al., 1989]:
R;ij(7) =< (wi(Z)) (uj (& + 7)) >, 1,] =1,2,3 (2.6)

Assumindo que R;; é simétrico:
R j(=7) = R;i(F) = Ri;(7), (2.7)

isto ¢, R;; é invariante frente a reflexoes e translacoes. Nao é assumido que o campo de
velocidade seja isotropico, no sentido de que nao tenha direcao preferencial no espaco.

O tensor espectro é definido como:

(Dij (E) = 1 j{Rij(F)e_iE'Fd?’r. (28)

Considerando as condicoes citadas acima uma apropriada forma para o tensor es-

pectral, definido pela identidade (2.8) é:

s (F) = S Ay(k) {5& - %} {5@- - %} (2.9)

o~
Il w
—
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sendo A (k), As(k) e As(k) fungdes reais de modulo k do vetor nimero de onda k. O espectro

de energia é definido como:

E(k) = % / / @, (k)do

3 (2.10)

g ) 2w .
/O sin(0)do /0 d¢;q>i,i(k)

k2
2

Substituindo o tensor ®;(k), dado pela equacio (2.9) e resolvendo as integrais com

relacao a 6 e ¢, obtém-se:

Bk) = %k?{Al(k) + Ag(k) + Aq(B) . (2.11)

Para determinar uma expressao para A;(k), Ay (k) e Az(k) sera considerado, primeira-
mente, a relacdo entre uma componente unidimensional do espectro e o tensor espectral

[Lumley e Panofsky, 1964|:

+00 +o0
Fih) = [k [ dkstul (2.12)
Considerando a equagao (2.9), obtém-se:

kit
E

(2.13)

2
- k2 — k2 k2)2
<I>11(k):A1(k){ e 1} + Ay (k) 241 + A

Usando coordenadas polares k e ©, definidas por:

ky = Kkcos(©)
ks = ksen(O),

(2.14)

Obtém-se:
P(k) = A(k) ——— +
u(k) 1 )(k% —1—/12)2

K .
+ A3(l€) m SIHQ(@)

(2.15)

Substituindo a equagdo (2.15) em (2.12) e integrando sobre © obtém-se para a

componente longitudinal do espectro F, (k) = F},(k):
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dK

= (216)

F,(k) =2n /koo (K? —k?) {(K2 — k) A(K) + %kQ (Ax(K) + A3(K))}

Da mesma forma podem ser obtidas as seguintes expressoes para as componentes

transversal F, (k) = Fy,(k) e vertical F, (k) = FJ5(k) do espectro:

Fy(k)=m /oo {k2 (K? — k*) Ai (k) + % (3K* +2K*k* + 3k*) Ay(K)
1
4

k (2.17)
+ o (K2 - k2)2A3(K)}CIZ(—I§
F,(k) = n/oo {k2 (K? — k*) Ay (k) + i (K% — k?)” A(K)+
k (2.18)
1 4 21.2 4 dK
1 (3K* + 2K°k* + 3k )A?,(K)}F

Se a turbuléncia for isotropica, existem duas relacoes entre as componentes unidi-
mensionais e a derivada primeira da componente longitudinal do espectro:

F,(k) = F,(k) e 2F,(k) = F,(k) — de;k(k) [Panofsky e Dutton, 1984]. Embora a

analise nao seja para um fluxo turbulento isotropico, os seguintes residuos serao definidos:

H(k) = Fv(k) - Fw(k) (2'19)

J(K) = Fu(k) = KEL(k) — (o (k) + Fu () (2:20)

Substituindo as equagoes (2.16), (2.17) e (2.18) em (2.19) e (2.20), temos:

2 dIS

5 (2.21)

1 =5 [ [Aur0) — ()] (124 17

J(k) = 2r /k ) (Al(K) - AR A )> (K2 1) (K 4+ 242) % (222



Introduzindo as novas variaveis:

s=k?
t=K
f(s)=H (s_%> s
g(s)=1J <3_%> 52

as equacoes (2.21) e (2.22) tornam-se:

t2

/Os B(t)(s — 1)(s + 20) 21

2

1= [ +eraf
)=

g9(s

16

(2.29)

(2.30)

Diferenciando as equagoes (2.29) e (2.30) trés vézes em relagdo ao tempo , obtém-se:

0(5) + 10l (5) — 550(s) = (5
2H(s) — 55(s) = 4" (5)

Resolugao da equagao (2.31):
Supondo uma solugao do tipo a(s) = s", tem-se:

ao(s)=rs""tea (s)=r(r—1)s2

Substituindo estas fungoes na equacao homogénea, obtém-se:

s [r(r—1)s"2] + s[rs" '] — 15" =0

ou
sr[r(r— 1) +7r— %} =0
Onde:
1 V2
r = iﬁ W(S) = —?

(2.31)

(2.32)

(2.33)
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Ci(s)as(s) + Cy(s)a_(s) =0 (2.34)

pela variacao de parametros.
E ainda,
a(0) =0= Cy(0) =0
a'(0)=0=C1(0)=0
a(s) = Ci(s)ali(s) + Ca(s)a’ (s) + Ci(s)al (s) + Ch(s)a’(s)

Substituindo na EDO, tem-se:

Ci(s)ay (s) + Cy(s)al(s) = f"(s) (2.35)
Das equagoes (2.34) e (2.35), obtém-se:
Ci(s) = —%{’;’() e Clh(s)= %{;;’(s) e, conseqiientemente
Cy(s) = C1(0) — [y = 0dt e Cy(s) + Jy el Oay
Assim:
+% s —% s
s - o s 2/ I+ om
a(s) = t V2 t)dt — t V2 t)dt 2.36
=" [ E a2 [ (2.30)

Resolucao da equagao (2.32):
Supondo uma solugao do tipo 3(s) = s", tem-se 3'(s) = rs"~!. Substituindo estas
fungoes na equacao homogénea, obtém-se:

3s[rs’"_1]—s’":0:>s’"[3r—1]:0:>T:% e

B(s) = Cy(s)s3
Seja By = 53, B'(s) = C(5) B4 (s) + C1(s)B,(s) e
BO)=0 e

p'(0)=0= C1(0) =0
Substituindo na EDO, tem-se:

1 .
Ci(s) = 55" 3¢" e, conseqiientemente
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Ci(s) = C1(0) + L [* 159" (t)dt
Assim:

fls) =2 /O gt (2.37)

Os coeficientes Ay, Ay e A3z podem ser determinados a partir do sistema formado
pelas equagoes (2.23), (2.24), (2.27), (2.28) e da relacao:

k d1dF, 4K [
Aall) + Aall) = 5-er e = 2 [T B, (2.39)

obtida a partir das equagoes (2.16) e (2.28). A relagao (2.38) foi obtida com o objetivo de

tornar linear o sistema de equagdes. Apods substituir a equacao (2.37) na equacao (2.38) e
integrar por partes, obtém-se:

()~ 2B A0 _ kA LI

1 —1 ° 2 _m
= — t t)dt
omdkk dk 1 /0 g"(t)
Das equagoes (2.27) e (2.23), tem-se:

(2.39)
a(s) = m(As(k) — As(k))
E ainda, usando a equagao (2.36), obtém-se:
Ay(k) — As(k) = 5 / R e — 5 / T (2.40)
? ’ B \/§7T 0 \/§7T 0 '
Das equagoes (2.28) e (2.23), tem-se:
Bls) = | Ay (k) — 22140
E ainda, usando a equacao (2.37), obtém-se:
Ay(k) + Az (k) 83 [ 2
2 3/,
Subtraindo (2.41) de (2.39), obtém-se:

A= £ A LdR) 1

s L ps
) -1 2 m _ 88 2 m
T indkk dk | 2n {S /Otg (t)dt == /0 r (t)dt}

(2.42)
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Isolando Az em (2.40), substituindo A; e A3 em (2.41), obtém-se:

k d 1dF,(k)

Axk) = e

1 1
1 fsve [ 1 s V2
+ { £V (1) dt —

27 | V2 Jo V2
+s_1/ th’”(t)dt—s%/ t3g" (t)dt
0

0

S

tl—l-ﬁf///(t)dt (2‘43)

W—’N

Substituindo A, em (2.40), obtém-se:

k d 1dF,(k)
Ay(k) = — 2 =
s(k) Amdk k- dk 1
1 sV2 ’ 1-X om s V2 /S +-X om
- —K — t V2 t)dt — ——— t V2 t)dt
2”{\/5 0 70 V2 Jo /) (2.44)

—s—l/ t2g”’(t)dt+s%/ tgg’”(t)dt}
0 0

Substituindo A;(k), As(k) e A3(k) em (2.11), obtém-se a seguinte expressio para a

funcao espectro de energia de um fluxo turbulento homogéneo nao isotroépico,

d 1dF,(k)
_ 1.3 7 u
B =k

1 1

>} 14 =

ok [Tty — gt [Taigras o)
0 0

2.6.2 Espectros Unidimensionais

Para que a funcao espectro de energia dada pela equagao (2.45) possa ser escrita em
termos das componentes unidimensionais, deve-se determinar uma expressao para ¢g"”'(s). A

partir da relacao (2.20) pode-se escrever:
J(k) = 2Fu<k) - Fv(k) - Fw(k) (2'46)

Considerando as mudangas de variaveis dadas por (2.23), (2.25) e (2.26), pode-se

reescrever a expressao (2.46) como:

9(s) = 2fu(s) = fu(s) = fu(s) (2.47)

A derivada de ordem trés de g(s) seréa:

g"(s) =21,/ (s) = ;'(s) = £/ (5) (2.48)
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Serao considerados os espectros unidimensionais de Degrazia e Anfossi, [1998| para

Camada Limite Convectiva.

Fik) = —2 i = u,v,w (2.49)
(14 b;k)®
com a; = B¢ (i)%zwng[(f* )c}_% e b = Wz, 1 sendo
i = o G\ Ve Wi [\Jm )i i = 2r A (Fn)e
¢ = a;(0.5 + 0.05)(2%&)_%, a; =1, %,% para u, v e w respectivamente [Champagne et

al, 1977].
1

Wy = (Us)o (—:—2)5 é a escala de velocidade convectiva;

(fm)f = g=i Gu =G, = 1,5 G, = 1,8[1 —exp (~1) - 0,0003 exp (8—)} e
Y. = 23 ¢ a funcao razao de dissipagao molecular.
Substituindo k = 572 em (2.49) e considerando a equagdo (2.25) obtém-se:

i\S :Ali 2.50
fi(s) (11 VB (2.50)

Wl

na qual:

5
1\¢

A derivada terceira de f;(s) é:

3
’ CnAzBl 2 6
fz'”(s) = Z 1 3n (2‘52)

sendo:

25 70 725 935
Cy =— Cy = Cs = 216

Co="2 g )

(2.53)

Em termos das componentes unidimensionais de Degrazia e Anfossi, [1998], a equagao

(2.48) sera:
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9" (s) = mif{"(s) (2.54)
com
My = 2 my, = —1 My = —1 (2.55)
Substituindo a equagio (2.52) na equagao (2.54) obtém-se:
P C,B T S
g"(s) = Aim; Y ————; (2.56)
n=o (L+/Bis) °®
Inserindo a equagao (2.56) na equagio (2.45) obtém-se:
d 1dF,(k) ’ 8-n 14 .
B(k) =k ———" Am; WB 7 | 2K L — k3 1y 2.
(k) r ar T m;Cl < 1 932> (2.57)
sendo
Elf 3205371
I = / o ds (2.58)
0 (1++Bis) *
1 12-3n

S 6

2
IQi = /k 14—3n ds (259)
0 (1++Bis) °®

Para que as integrais Iy; e I5; possam ser escritas em uma forma algébrica, serao feitas

as seguintes mudancas de variaveis: /B;s = (ZZ3 — 1)_1 na integral Iy;, e \/B;s = (Zf’ — 1)

na integral I;. Com essas mudancas de varidveis, obtém-se:

26—3n 00 Z?m—lQ
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L [Wai  gsn-12
1 > —1

7

1
com Wy; = (14 v/B;s)®.
Substituindo (2.60) e (2.61) na equacao (2.57), obtém-se a seguinte expressao para
o espectro 3-D na Camada Limite Convectiva (CLC):

d 1dF,(k)
3
Bolhs2) =k ek~
. 00 Z3n—12
6 ? .
+124;m;B; ° k ZC /W Z ) dZ, (2.62)

Z3n—12

—%Am ~3pd ZC /Wz@i—dz
b 1 (Zf’—l)n_5 l

Este espectro é a condig¢ao inicial do espectro de energia tridimensional (3-D).



CAPITULO 3

EMPREGO DA TEORIA DE HEISENBERG NA ANALISE DO
DECAIMENTO DA TURBULENCIA NA CAMAMDA LIMITE
CONVECTIVA (CLC)

Neste capitulo serd apresentada a Equacao Dinamica para a Funcao Espectro de
Energia [Hinze, 1975|, onde seré aplicado o Modelo de Heisenberg para parametrizar o termo
de transferéncia inercial de energia T'(k, ¢; z), e em seguida, sera obtido o espectro de energia
durante o decaimento de um fluxo turbulento convectivo isotrépico. A solucao desta equagao

descreve a evolucao no tempo do espectro de energia de um fluxo turbulento homogéneo.

3.1 EQUACAO DINAMICA PARA O ESPECTRO DE ENERGIA

A equacao dindmica para o espectro de energia obtida a partir das equagoes de

Navier-Stokes [Hinze, 1975, é dada por:

OE(k,t; 2)

5 = M(k,t;2) + T(k,t;2) + iH(lf,t; 2) — 2vk*E(k,t; 2) (3.1)

0o

Nesta equagao E(k,t; z) é a funcao espectro de energia ou simplesmente espectro de
energia que representa a variacao do espectro com o tempo, M (k,t; z) é o termo de produgao
de energia por efeito mecanico. Este termo retira energia do escoamento e a transforma
em energia cinética turbulenta, T'(k,t; z) descreve a transferéncia de energia cinética entre
os turbilhoes de diferentes ntimeros de onda por efeito inercial que se da na direcao dos
maiores para os menores turbilhoes, caracterizando o efeito cascata. Atua numa faixa de
comprimentos de onda que vai desde a entrada de energia até a micro escala de Komolgorov
onde as forcas viscosas dominam, porém, no subintervalo inercial é o termo predominante.

H(k,t;z) é o termo de producdo ou perda de energia por efeito térmico, em condi¢oes
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convectivas ele transforma energia potencial armazenada no fluido, devido a instabilidade
térmica, em energia cinética turbulenta, de forma que nesta condi¢oes representa um termo
de fonte. E o termo ( — 2wk?E(k, t; z)) representa a dissipacao de energia por viscosidade
molecular e é sempre um termo de consumo de energia cinética turbulenta.

Neste trabalho por simplicidade, iremos desconsiderar a fonte de turbuléncia
mecanica (M (k,t; z)) e o termo de dissipacao de energia por efeito da  viscosi-
dade molecular ( — 2Wk?E(k, t; z)) Durante o periodo de decaimento da turbuléncia na
CLC foi considerado que o fluxo de calor da superficie é interrompido instantaneamente,
o que permite desconsiderar o termo de producao ou perda de energia por efeito térmico
(H(k,t;2)).

Neste caso a equagao (3.1) torna-se:

OE(k,t; 2)

= = (k1 2) (3.2)

Um fluxo turbulento é composto de turbilhoes de diferentes tamanhos. Os pequenos
turbilhoes ficam expostos ao campo de tensao gerado pelos grandes turbilhoes. Este campo
de tensao aumenta a vorticidade dos pequenos turbilhoes e, conseqiientemente, sua energia
cinética. Desta forma ha uma transferéncia de energia cinética dos grandes turbilhdes para
turbilhoes cada vez menores, até que seja alcancada a micro escala de Kolmogorov e a energia
seja dissipada em forma de calor. Este processo esta representado pelo termo T'(k,t; z) na
equagao (3.2). Este termo foi parametrizado por Heisenberg [1975], para um fluxo turbulento

isotropico, a partir de andalise dimensional, dada por:

T(k,t:2) = —2C k2B (k, t: 2) / ,/w dK’ (3.3)
k

Substituindo a equacao (3.3) na equacao (3.2), obtém-se uma equagao integro-

% + 20k Bk, 1; 2) / % dk’' =0 (3.4)
k

Para transformar a equagao (3.4) em uma equagao diferencial deriva-se em relacao

diferencial:
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ao namero de onda k, obtendo a equagao (3.5):

O*E(k,t; 2) 2 7
—owor T 2Cnk Bk 1)

+ 20y [/ \/ k,fz dK’ <2kEktz)+k2a (gkt z))] =0 >

Isolando a integral na equagao (3.4) e substituindo na equacao (3.5), tem-se:

(ktz)+

O?E(k,t; 2)
okot

E(k,t; z))é _ 20E(k,t;2)
koo (3.6)

3
=0

+20k*E(k, t; 2) (

B 1 0E(k,t;2) 0E(k,t; 2)
Bk t:z) ok ot

Para simplificar a equagao acima (3.6) multiplica-se por k, obtendo-se:

kot ot E(k t;z) Ok ot

3

— 20y (kE(k, t z)) T =0

O*E(k,t; 2) 28E(l€, t; 2) k  OFE(k,t;z) OF(k,t; 2)
(3.7)

b 7’

Em seguida resolve-se a equagao (3.7) fixando o parametro e supondo que o
espectro de energia FE(k,t;z) pode ser escrito como um produto de duas fungoes, assim

tem-se:
E(k,t;z) = a(k; 2)b(t; ) (3.8)

onde a(k; z) é uma fungdo apenas de k e b(t; z) é uma funcao apenas de t.

Substituindo a expressao (3.8) na equagao (3.7), tem-se:

k82 [a(k; 2)b(t; 2)] dla(k; 2)b(t; z)] k dla(k; 2)b(t; 2)] d]a(k; 2)b(t; z)] N

okot ot la(k; 2)b(t; 2)] ok ot

+2Cy (k [a(k; 2)b(t; z)]) =0

olw

(3.9)

Simplificando e reescrevendo a equagao (3.9) tem-se:

3 3
22

—2ab + 2Cyk?a?b? =0 (3.10)
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Isolando b tem-se:

b = Cpk?a2b? (3.11)
Separando-se as variaveis a e b tem-se:
b 3 1
7 = Cukial (3.12)
2

Percebe-se que o lado esquerdo da equagao (3.12) depende apenas da variavel ¢, pois
b é uma funcao que depende apenas de ¢, e enquanto o lado direito depende apenas de £k,

pois a é uma funcao que depende apenas de k, a relacao s6 é satisfeita se esses dois lados

forem iguais a uma constante (), assim:

b/
— = Cyk2a2 = \ (3.13)
b2
Desse modo obtém-se duas novas equacoes:
bl
2
e
Cyk2az = ) (3.15)
ou ainda:
—3db
b2 — =\ 1
o (3.16)
A
a? = —-— (3.17)
Cyk2

Resolvendo as equagoes (3.16) e (3.17), obtém-se respectivamente
2 2

b(t; z) = 3.18

59 = (7 (3.18)

A )2 (3.19)
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Substituindo as equacgoes (3.18) e (3.19) na equagao (3.8) obtém-se a solugao para
a equagao (3.4) :

2

2\

E(k,t; Z) = 3
Crukz (Mt + ¢,)

(3.20)

Sabe-se que em ¢t = 0 temos F(k,t;2) = E,(k; z) (espectro inicial conhecido). Subs-
tituindo esta condigao inicial na equagao (3.20), obtém-se:

2
Btk = (o0 ) (3.21)
HR2Cy

ou isolando ¢,, tem-se:

2\

T Cuki /By (K 2)

Substituindo (3.22) em (3.20), obtém-se a equagao para o espectro de energia tridi-

(3.22)

Co

mensional E(k,t; z), durante o decaimento da turbuléncia na CLC:
Eo(k; 2)

(%CHk%t\/m+ 1)2

A expressdo (3.23), satisfaz a condicao inicial (t =0 — E(k,0;2) = E,(k;2)) e

E(k,t;2) = (3.23)

as condigoes de contorno: se k — 0 = FE(k,t;2) = 0ese k — oo = E(k,t;z) = 0, pois
se sabe que k — 0= E,(k;z) =0e se k— oco= E,(k;z) =0.

A equacgao dinamica que descreve o fluxo turbulento é valida somente no espago
tridimensional (3-D). Consequentemente, o espectro E,(k;z) que representa a condigao
inicial da equagao (3.23) é o espectro 3-D turbulento na CLC dado por Kristensen [1989)],

descrito na secao 2.6 pela seguinte expressao:

3 0o 3n—12
1 dF, -1 Z
By(k;z) = kL LB o pm B RS jcn/ e —; -
_ Wi (Zz - 1)5
n=0 (3.24)
Z?n—l?

—%AmB_Tsk%ZC /Wﬁidz
o MBI O ] zs iy



28

com

s =
i I
VR

—_ —
+ +
3 8-
“’c,'a v

ol W=

=

Il

RS
N
S| =
N——
(e[

My = 2,

My = My, = —1,
_ 55 (3.25)

o %8’

5%

Cy = —g,

C3 — ma

5

Az’ = aibf,

B; =b;?

De acordo com Degrazia e Anfossi [1998] a componente inicial do espectro

unidimensional (1-D) pode ser escrita como:

a;

F;(k,0) = s i=u,v,w (3.26)
(14 bik)®
onde
0.98 5o =
_ U [z .52[*¢]T
a; 271' & <Zz> lef U)* (fm)z
e
1.
bi = _5321' ! c
2m 2 (f*)z
com
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para u, v e w respectivamente [Champagne et al, 1977|

—2i\ 3 . z

4
G, =18 {1 — exp < Z‘Z> — 0.0003 exp <82—Z)}

Pode-se observar o comportamento do termo de tranferéncia inercial de energia

T(k,t;z) a partir da figura 3.1 abaixo:

0,00 4

-0,05 4
w/zT(k.0) H

-0,10

-0,15 4

-0,20 4

) 4 ) . ) . 1 . )
0 20 40 60 80 100
kz

Figura 3.1 — T(k, 0; z) calculado a partir da equagao (3.3) com espectro E,(k; 2)
dado pela equagao (3.24) e as componemtes unidimensionais dadas

pela equacgao (3.26).

A figura 3.1 mostra que a equagao (3.3) pode descrever o termo de tranferéncia de
energia cinética, pois 0 maximo do modulo da func¢ao T'(k,0; z) localiza-se em nimeros de
onda pequenos, representando uma perda de energia nessa regiao.

Assim substituindo a componente inicial do espectro de energia 3-D e a componente
inicial do espectro de energia 1-D na equagao (3.23), obtém-se os espectros do modelo durante

o decaimento da turbuléncia na CLC, mostrado na figura 3.2 abaixo:
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1,2+
1,0 1
0,8 4
KE(kz 1)
0,6

0,4

0,24

0,0

1 10 100

Figura 3.2 — Espectro calculado a partir da equacdo (3.23) com espectro
E(k,0;2) dado pela componente isotropica da equagdo (3.24) e

as componemtes unidimensionais dadas pela equagédo (3.26).

A figura 3.2 mostra a evolugdo no tempo do espectro de energia tridimensional
durante o decaimento da turbuléncia convectiva. Pode-se observar que o pico espectral que
representa os turbilhoes com maior energia se desloca para ntimeros de onda menores, signi-
ficando que os turbilhooes mais energéticos estao decaindo mais rapidamente, sobrevivendo
assim apenas os turbilhoes de menor energia. Do ponto de vista fisico este é o comportamento

esperado durante o decaimento da turbuléncia na CLC.



CAPITULO 4

CALCULO DA ENERGIA CINETICA TURBULENTA,
DAS COMPONENTES UNIDIMENSIONAIS DO ESPECTRO
E DO COEFICIENTE DE DIFUSAO

Neste capitulo sera calculada a energia cinética durante o decaimento do fluxo turbu-
lento convectivo isotropico na CLC e o resultado serd comparado com os dados de simulacao
numérica obtidos por LES [Nieuwstadt e Brost, 1986]. Ainda nesta sec¢ao serao calculadas as
componentes unidimensionais do espectro, as variancias das componentes da velocidade e os
coeficientes de difusao e estes resultados serdo comparados com os dados de LES [Nieuwstadt

e Brost, 1986].

4.1 CALCULO DA ENERGIA CINETICA TURBULENTA

A energia cinética de um campo turbulento pode ser calculada com a seguinte

expressao:
1, o0
50 = E(k,t; z)dk (4.1)
0

na qual E(k,t;z) é dado pela equacdo (3.23). Esta integral representa a energia cinética
total de um campo turbulento, a qual foi resolvida numericamente utilizando o software
Mathematica versao 6.0 da Universidade Federal do Pampa — UNIPAMPA.

Existem véarios trabalhos que descrevem o decaimento da turbuléncia. Para um fluxo
turbulento isotropico, a partir de simulagao numérica dos grandes turbilhoes (LES), Charllot
e Lesieur obtiveram que o decaimento da energia cinética é proporcional a t~12.

A figura 4.1 mostra o decaimento da energia cinética em um fluxo turbulento

na CLC determinado a partir da equacao (4.1), (linha cheia), considerando o espectro de
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energia dado pela equacao (3.23), obtida através do Modelo de Heisenberg. A figura 4.1
mostra ainda o resultado obtido por LES [Nieuwstadt e Brost, 1986|, (cruzes), e a solugao
da equagao (3.2) usando o modelo de Pao [1965] para o termo de transferéncia inercial de

energia (T(k, t; z)) , (pontinhos).

0,14
12(c"w,Y)
0,01 -
Modelo Heisenberg i
+ LES Nieuwstadt e Brost, (1989) *
----- Modelo Pao (1965) .
1E-3 WL v ! AL v ! "“"'l

0,1 1 10
t,

Figura 4.1 — Decaimento da Energia Cinética na CLC (linha cheia), deter-
minado a partir da equagdo (4.1) com espectro tridimensional
E(k,t; z) dado pela equacdo (3.23) e as componemtes unidimen-

sionais dadas pela equagao (3.26).

Observa-se pela figura 4.1 que o modelo de Heisenberg apresentado neste trabalho
para descrever o experimento de LES (Large Eddy Simulation) mostra um resultado muito
melhor para o decaimento da turbuléncia do que o modelo de Pao. Podemos atribuir o
melhor resultado, em relacao ao modelo de LES, do modelo de Heisenberg para o termo de
transferéncia inercial de energia durante o decaimento da energia cinética turbulenta, devido
as caracteristicas das parametrizacoes propostas por Pao e por Heisenberg. A parametrizacao
proposta por Pao para o termo de transferéncia inercial de energia torna a equacao linear,
por outro lado, a parametrizacao proposta por Heisenberg mantém a nao linearidade da

equacao. Como o termo de transferéncia inercial de energia é essencialmente nao linear a
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parametrizacao de Heisenberg descreve mais adequadamente o fenomeno. O periodo total
de decaimento da energia cinética turbulenta, no caso estudado, é de uma hora e meia.
Portanto, observa-se pela figura 4.1 que o modelo apresentado neste trabalho para
descrever o decaimento da energia cinética em um campo turbulento isotréopico na CLC
determinado pela equagao (4.1), considerando o espectro de energia dado pela equagao (3.23),
¢ mais adequado para descrever o experimento de LES (Large Eddy Simulation). Em uma
primeira aproximacao o modelo descreve bem o decaimento da turbuléncia na CLC em dias
onde predomina a convec¢ao em relacao a fonte mecanica, isto ocorre em dias de vento fraco
e ensolarado. A lei da poténcia t~!? é caracteristica de um fluxo turbulento isotrépico para
grandes tempos de difusdo |[Lesieur, 1987|. Este resultado justifica terem sidos desprezados

os termos que representam os efeitos mecanicos e térmicos na equagao (3.1).

4.2 CALCULO DAS COMPONENTES UNIDIMENSIONAIS DO ESPECTRO

Na estimativa do campo de concentracao de contaminantes utilizando os modelos
convencionais de dispersao necessita-se determinar o coeficiente de difusao que pode ser
obtido a partir do espectro de energia unidimensional (1-D).

A CLC é nao isotropica somentente na direcao vertical, devido ao fluxo de calor
na superficie. Por essa razao, para calcular a componente longitudinal (u) e a componente
transversal (v) pode-se considerar a equagao (3.23), que é valida para um campo turbulento
isotropico. Neste caso, o espectro inicial serd descrito pelas componentes u e v da equacao
(3.26).

Para calcular a componente vertical (w) do espectro considera-se que para um ins-
tante particular de tempo (¢) existe uma rela¢ao entre o espectro unidimensional (1-D) e o

espectro tridimensional (3-D) dados pela seguinte expressao:

Tfo (k,t; z)dt
L[V E(k, t; 2)dt

Fy(k,t;2) = a(k) Bk, t; 2) (4.2)

onde a razao entre as duas integrais é uma funcao peso que indica como a componente
vertical (w) faz parte da construcdo do espectro tridimensional (3-D) e (k) é a constante
de proporcionalidade. Para resolver a expressao (4.2) deriva-se em rela¢do ao niimero de

onda k e obtém-se uma equacao diferencial para o F,, e em seguida, resolve-se essa equacao
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diferencial numericamente utilizando o software Mathematica versao 6.0 da Umiversidade
Federal do Pampa — UNIPAMPA.
A solucao da equagao (4.2) é a componente vertical do espectro tridimensional (3-D)

dado por:

Fy(k,t;2) = Fyy(k,0; z) exp [/Ot Q’(k,s)ds} (4.3)

onde F,(k,0;2) é dado pela equagao (3.26),

_—_— 1 Q(k,s)
Q (k7 S) - a(k>Q(k7 S) + Q(k, S) Os (44)
e Q(k, s) é dado por:
__ E(ks)
Qk,s) = 7B, )ds (4.5)

4.3 COMPARACAO DAS VARIANCIAS DA VELOCIDADE COM O RE-
SULTADO DE LES

A waridncia da velocidade (0?) do escoamento turbulento é calculada pela seguinte

equagcao:

ol(t;2) = /OOOE(k,t; z)dk (4.6)

2

A variancia da velocidade (o}

7) &€ um parametro importante, pois indica qual é a

energia cinética por unidade de massa do fluxo turbulento em uma determinada direcao. Do
ponto de vista operacional podemos considerar a variancia da velocidade como um parametro
caracteristico de um fluxo turbulento que pode ser determinado com relativa facilidade, pois
as componentes do espectro de energia podem ser medidas experimentalmente ou calculadas
por métodos numéricos.

As figuras 4.2, 4.3 e 4.4 mostram a evolu¢ao temporal na longitudianal (u),
tranversal (v) e vertical (w) do decaimento das variancias da velocidade na Camada Limite
Convectiva (CLC) <0.2 <E< 0.8), calculada pelas equagoes (3.23), (3.26), (4.3) e (4.6) e

sdo adimensionalizadas por w?. As figuras 4.2, 4.3 e 4.4 mostram que o nosso modelo
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teorico (linha solida) concorda muito bem com os resultados da simul¢ao de LES (cruzes)

[Nieuwstadt e Brost, 1986].

3

0,1+

(1/2)s,’1w.?

o
o
=

']

—— Equacdes (4.6), (3.23) e (3.26)
+ LES (Nieuwstadt e Brost, 1986)

0,1 1 10
t

Figura 4.2 — Evolugio no tempo da componente longitudinal (u) da variancia

da velocidade.

A figura 4.2 representa a evolugao no tempo da componente longitudinal (u) da
variancia da velocidade (linha continua), obtida a partir da equagao (4.6), considerando o
espectro tridimensional (3-D) dado pela equagao (3.23) com o espectro inicial unidimensional
dado pela equacao (3.26) comparada com os dados de LES (cruzes), [Nieuwstadt e Brost,
1986].
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0,14

112(c, w?)

0,01

—— Equacdes (4.6), (3.23) e (3.26)
+ LES (Nieuwstadt e Brost, 1986)

0,1 1 10
t

Figura 4.3 — Evolugio no tempo da componente transversal (v) da variancia

da velocidade.

A figura 4.3 representa a evolugdo no tempo da componente transversal (v) da
variancia da velocidade (linha continua), obtida a partir da equagao (4.6), considerando o
espectro tridimensional (3-D) dado pela equagao (3.23) com o espectro inicial unidimensional

dado pela equacao (3.26) comparada com os dados de LES (cruzes), [Nieuwstadt e Brost,

1986].
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= 001
Equacgdes (4.6), (4.3) e (3.26)
+ LES (Nieuwstadt e Brost 1986)
1E-3 Lassd S —— S ——————

0.1 1 10
t

Figura 4.4 — Evolugio no tempo da componente vertical (w) da variancia da

velocidade.

A figura 4.4 representa a evolu¢ao no tempo da componente vertical (w) da varian-
cia da velocidade (linha continua), obtida a partir da equagao (4.6), considerando o espectro
vertical dado pela equacao (4.3) com o espectro inicial unidimensional dado pela equacao
(3.26) comparada com os dados de LES (cruzes), [Nieuwstadt e Brost, 1986].

Assim as figuras 4.2, 4.3 e 4.4 mostram que as variancias unidimensionais calcu-
ladas no presente trabalho estao de acordo com os dados de LES [Nieuwstadt e Brost, 1986], o
que confirma a validade deste modelo para o calculo do coeficiente de difusao unidimensional

durante o decaimento da turbuléncia convectiva.

4.4 COEFICIENTE DE DIFUSAO

Sabe-se que para calcular a concentracao média de contaminantes na Camada Li-

mite Convectiva (CLC) atravéz de modelos operacionais de disper¢ao atmosférica usa-se a
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equacao de difusao-adveccao que é expresso pela seguinte equacao:

dc dc oc 0 < ac> )

onde ¢ é a concentracao integrada ao longo do eixo y, K, é o coeficiente de difusao vertical,
U(z) e W(z) sao, respectivamente, as componentes médias longitudinal e vertical da veloci-
dade do vento. Na equagao (4.7) foi desprezado o termo de difusdo na diregao x devido
a este termo ser despresivel em relacao ao de adveccao na mesma direcao. Também foram
desprezados os termos de fonte e sumedouro, isto é, esta sendo considerado um contaminante
passivo, ou seja, que nao interage com o meio.

A expressao (4.7) mencionada acima calcula a concentragdo de contaminantes em
um meio qualquer. O coeficiente de difusao descreve as propriedades fisicas deste meio e,
portanto, a precisao do célculo da concentragao de contaminantes a partir da equagao (4.7)
depende fundamentalmente da correta determinacao do coeficiente de difusao.

Na atmosfera pode-se calcular o coeficiente de difusao a partir do espectro energia.
Existem muitos trabalhos que calculam o coeficiente de difusao para o caso estacionério na
Camada Limite Convectiva (CLC) e Camada Limite Estavel (CLE), porém nao existem
muitos trabalhos que descrevem o coeficiente de difusao durante os periodos de transicao,
ou seja, no decaimento.

Para um campo nao estacionario Goulart [2007], desenvolveu uma expressao para o

coeficiente de difusao dado por:

B [T sin(%)
K,(t) == Fi(k,t; 2)——2dk 4.
W=7 Rk —; (4.9
onde
0,55U
B =
o)

e (; € a razao entre as escalas de tempo Lagrangeana T, e Euleriana Tr. Uma escala de
tempo é definida como o tempo em que existe uma correlacao entre a velocidade de elemento
de fluido em um instante e no instante posterior. Pode-se associar a escala de tempo com o
tempo em que existe um efeito de memoria do elemento de fluido. As escalas de tempo variam

com o referencial adotado. Uma escala de tempo Lagrangeana existe quando o sistema de
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referéncia é Lagrangeano, ou seja, o sistema de referéncia estd localizado no elemento de
fluido. Ja uma escala de tempo Euleriana existe quando o referencial adotado é Euleriano,
ou seja, quando o sistema de referéncia esta fixo em um ponto e, a partir dele, acompanha-se
o movimento do elemento de fluido.

A figura 4.5 abaixo apresenta a componente vertical do coeficiente de difusao (K,):

01

001 b

KZ/W*Zi

Equacbes (4.7), (4.3) e (3.26)
1E3F  + LES (Nieuwstadt e Brost 1986)

0,1 1 10
t,

Figura 4.5 — Componente Vertical do Coeficiente de Difusdo (K,) durante o
decaimento da turbuléncia convectiva (linha continua) calculado a
partir da equacao (4.8) considerando a variincia vertical dada pela
equacdo (4.6) com o espectro unidimensional dado pela equagéo

(3.26).

A partir da figura 4.5 nota-se que o coeficiente de difusao vertical (K,) calculado
pelo modelo proposto descreve adequadamente os dados de LES [Nieuwstadt e Brost, 1986].

Este coeficiente de difusao vertical unidimensional pode ser utilizado em modelos de
dispersao para determinar o campo de contaminantes durante o decaimento da turbuléncia
na Camada Limite Convectiva (CLC).

E importante mencionar que o modelo desenvolvido neste trabalho para a energia

cinética turbulenta é valido somente no caso de uma turbuléncia decaindo sem a presenca de
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fontes de origem mecanica ou convectiva. Esta é uma limitacao do modelo. Porém deve-se
ressaltar que, no caso de existirem fontes de natureza convectiva ou mecanica o método de
resolver o problema continua valido. Porém, neste caso, tem-se que acrescentar os respectivos
termos de fonte (convectivo e/ou mecanico) e resolver a equacao diferencial obtida. Este é
o proximo passo no sentido de se obter um modelo mais completo do ponto de vista fisico e,

conseqiientemente, mais realista.



CAPITULO 5

CONCLUSAO

No presente trabalho foi apresentado um modelo para descrever o decaimento da
energia cinética turbulenta em uma Camada Limite Convectiva (CLC), a partir de um
modelo de fechamento de dois pontos ou modelo espectral. Para parametrizar o termo de
transferéncia inercial de energia T'(k,t; z) foi empregado o Modelo de Heisenberg que
considera que a transferéncia de energia dos grandes para os pequenos turbilhdes ocorre de
forma analoga a viscosidade molecular, definindo um coeficiente de viscosidade cinemético.
Pela Figura 3.1 observa-se que o maximo da fungao T'(k,0; z) localiza-se em nimeros de
onda pequenos, representando uma perda de energia nessa regiao.

Para representar o campo de turbuléncia antes do decaimento usou-se o modelo
de Kristensen [1989], que permite obter o espectro tridimensional de um fluxo turbulento
homogéneo mas nao isotropico estacionario a partir de suas componentes unidimensionais.
Neste trabalho foram consideradas as componentes unidimensionais de Degrazia e Anfossi
[1998]. A equagao integro-diferencial nao linear (3.4), que descreve o decaimento da turbulén-
cia na Camada Limite Convectiva (CLC), foi resolvida analiticamente fixando o parametro
72" e considerando que o espectro de energia pode ser dividido como um produto de duas
fungdes. A solugao (3.23) é o espectro de energia cinética turbulenta 3-D em uma CLC
decaindo.

A partir do espectro 3-D foi calculada a energia cinética durante o decaimento da
turbuléncia na CLC. Pela Figura 4.1 observa-se que existe uma boa concordancia entre a
energia obtida com a equagao (3.23) e os dados de simulagao numérica LES [Nieuwstadt e
Brost, 1986].

O decaimento proporcional a =2 obtido pelo modelo e por LES |[Nieuwstadt e Brost,

1986] é caracteristico de um campo turbulento isotropico [Lesieur, 1987|. Este resultado
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indica que a equacao (3.7) descreve bem um campo turbulento onde nao existem fontes.

A partir do espectro 3-D dado pela equacao (3.23) foram calculadas as componentes
verticais do espectro de energia supondo que cada componente unidimensional (1-D) con-
tribui para a formacao do espectro tridimensional (3-D) com um determinado peso, que é
calculado pela razao entre as médias no tempo da componente considerada e a média no
tempo do espectro 3-D. As variancias das componentes unidimensionais da velocidade e o
coeficiente de difusao vertical foram calculados a partir dos espectros unidimensionais. As
Figuras 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5 mostram que as variancias unidimensionais calculadas e o
coeficiente de difusdo vertical concordam com os resultados obtidos por LES [Nieuwstadt e
Brost, 1986| a partir de simulagdo numérica.

Conclui-se que o modelo proposto neste trabalho pode ser utilizado para calcular a
energia cinética turbulenta, a variancia das componentes unidimensionais da velocidade e as
componentes unidimensionais do coeficiente de difusao durante o periodo de transicao dia-
noite. O coeficiente de difusao calculado neste trabalho pode ser utilizados em modelos de
dispersao para determinar o campo de concentracao de contaminantes durante o decaimento

da turbuléncia na Camada Limite Convectiva (CLC).
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APENDICE I

EQUACAO DINAMICA PARA A FUNCAO ESPECTRO DE ENERGIA EM
UM FLUXO TURBULENTO HOMOGENEO

Nesta secao apresenta-se o calculo da equacao dinamica para a funcao espectro de
energia.
Uma equagao para a funcao correlacao entre dois pontos distintos de um fluxo tur-

bulento homogéneo pode ser obtida a partir das equagoes de Navier-Stokes [Hinze, 1975],

oU; 0 S} 1 00y;
: e i = —04 1—— —2 i Q - Y Il
p +8xk(UU’“) 53( @O>g Eijk 7Uk+paxj’ (I.1)

na qual % representa a variacao com o tempo do momentum por unidade de massa,
% (U;Uy,) representa o gradiente do fluxo de momentum, —d;3 (1 - @90) ¢ representa a con-

tribuicao para a variacao de momentum dada pela aceleracao da gravidade, feita a aproxi-
macao de Boussinesq que considera a contribuicao do gradiente de temperatura, —2¢;;,$2;Uy
representa a aceleracao de Coriolis e 0;; é 0 tensor tensao, que para um fluido Newtoniano

é dado por (Landau et al., 1989)

Oi5 = —P(Sij-l-u +

8xj 8$Z ’ (12)

ou;  oU; 20 -

na qual —Pd;; representa a contribuicao da pressao exercida sobre o elemento de fluido,
W (gTU; + g—gﬁ) representa a contribuicao da viscosidade e —u%@ U d;j representa a con-
tribuicao da dilatagao do elemento de fluido.

Sera considerado um fluido incompressivel (ﬁ U = 0, p = cte), e desprezadas

as forcas externas ((5139 + 264xQU = 0), porém serd mantido o termo de Boussinesq



47

(@%géig, * 0). Com estas aproximacoes as equacoes de Navier-Stokes tornam-se

o, i_ O, 1P U
ot Moxn g@o B )0, 0x0x,’

(1.3)

sendo v = % a viscosidade cinematica.

Para obter uma equacao para a variacao com o tempo da correlacao entre as com-
ponentes turbulentas da velocidade de dois elementos de fluido localizados em dois pontos A
e B vamos escrever a velocidade, a pressao e a temperatura potencial como a soma de uma

componente média e outra turbulenta [Stull, 1988,

(U; =Uj +uy) O=0-+10 (L5)

Substituindo as relagoes dadas em (I.4) e (I.5) na equacao (I.3), obtém-se

oU; N ou; LT oU; LT ou; GU ou;

ot ot Fow,  Yory | Moxy | Fowp (L6)
95. i(g. _ laP _ 1@ 0°U; 0%u; '
g@g Z3+g00 " pOx;  pOox; Vaxg&vg Vaxg(?xg’

e fazendo a média de Reynolds [Stull, 1988] na equacao (1.6), tem-se

_ 9, 1 17
ot U an T an, T 90,0 T som TV owan, (L.7)

pois a média de uma flutuacgao é zero.
Para trabalhar somente com a perturbacao, subtrai-se a equagao (1.7) da equacao

(I.6), obtendo assim a equac¢ao para o fluxo turbulento no ponto A

gu.w U, 8uz
ot R ox, Dz, | Oy

ﬁ 0; _lap +v i
g 0o " p ox; 0x,0xy N

Escrevendo uma equagao equivalente para o ponto B; multiplicando a equagao (1.8)

— (uup, — wuy) =

(1.8)

por (uj)p e a equacdo para o ponto B por (u;) 4, e somando as duas equagdes para obter a



correlacao, tem-se

a(ui)A(uj)B + (uj)B(ur) a (gZ)A + (wi)a(un)s (%)B

+ (Uk)a <i>A (ui)a(us)g + (Uk)n <%>B (ui)a(u))B
= - <%>A (uj)B(Ui)A(Uk)A - (%)B (ui)A(uj)B(uk)B

%)
() o (2) o

+ 9% (us) 408053 + (uj)B9A5i3]
0? o2
+v <48x58:cg> . + <8x43xz> B] (Uz’)A(Uj)B
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(1.9)

Devido a nao homogeneidade do fluxo turbulento, os valores dos produtos das ve-

locidades na equagao (I1.9) sdo fungoes da distancia entre os pontos A e B, e da localizagao

destes pontos. Para diferenciar entre os efeitos causados pela distancia e pela localizacao,

introduz-se as seguintes varidveis:

e = () — (26)a () ap = 5 [(@)4 + (22) 5]

Considerando os seguintes tensores correlagao [Hinze, 1975],

(uj)B(ui)a(ug)a = Sik (7, 1),

(1.10)

(L11)

fazendo a média e a mudanca de variavel indicadas na relagao (I.10), pode-se escrever a



49
seguinte equagao para os tensores correlagao a partir da equacgao (1.9),

) v, U,
gy o T ik (axk>A Rk (a—:ck>3

Ll 9 )
+ 5 [@0a+ @a) (5 ) AR (CAPRRCANE - A
1 0 0
—3 (8—> (Sikj+ Sik;) — 5—(Sikj — Sik,j)
Tk /) AB ory, 1.12
1 0 0 (1.12)
- % [(axi)AB it (axJ)AB Pi’p}
1( 0 0
1 0? 0?
+ 5 <8:1:,38xg> R” i 21/677677R

A relacao (I.12) é a equagao dinamica completa para a correlacao das velocidades
entre dois elementos de fluido de um fluxo turbulento nao homogéneo e nao isotrépico,
localizados em dois pontos distintos [Hinze, 1975].

Se a turbuléncia for homogénea, todas as derivadas em relagdo a (x;)ap sdo nulas

(devido a invariancia frente a translagao), e a equagao (1.12) pode ser escrita como:

9 oU, oT, N
S+ Ry (522) + R (52) 41O - Oty =
9 170 9 p
- a—frk(si’kj — Sikj) + p [a—PpJ o, B,p:| + o [03; Tio + i3 T o] (I.13)
82
2v———R,
+ VaTgaTgR’J

Sera considerado que a velocidade média do fluxo turbulento esta na direcao de um

dos eixos do sistema de referéncia,

Uy = f(x2)
d—Ul = cte
dZL’Q N '
Como
oU; oU,; oU; oU,;
R,wa =R+ oz, + Ry j— s + joax

tem-se pelas equagoes (I1.14) que leaxl e R3] 9Ui 30 nulos, e RQJ Ui se  # 1, entdo
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obtém-se
oU,; dU,
Ry j=— o, = Ry j0n—— s
Da mesma forma
oU ; dU;
Riy—L = R, 90,
ok o0xy, 25 Ay dxs

.o~ 77 U _ _
Por defini¢ao ro = (z2)p — (22)4 € % = ((m;))lf Logo (UI)B —(Uy)a = 7“2% e

como Uy = Us = 0, obtém-se
0 0 dU,

a—mRi’j = TQ—R' ;i

[(Uk:)B - (Uk)A} 87’1 z,jd_xQ

Nestas condi¢oes a equagao (I.13) pode ser escrita como

0

0 dU 0
aRi,j + <5ile,j + 0 R0 +ro=—R; ) !

—R;; | — = —5— (Sik; — Sik.j)
87“1 dxs ory, X (L15)

110 0
_ ; [a—rjpi’p — a_np”’j} [533 i (SlgTe,J] + 21/87‘ 87‘

Considerando a propriedade de invariancia sob reflexao em um fluxo homogéneo
(Sik; = —Sjir € Pipy = —P,;) [Hinze, 1975], e ainda devido a simetria do tensor correlacao
tripla da velocidade com respeito aos indices para um mesmo ponto (Si; = Ski;j € Sijk =

Sikj), pode-se definir

0 0
Sij = =5 (Sikg = Sikg) = 73— (Sjki + Siks)
ory, or I
p=9p 9p _9p  Op (119
ij = 8_7"] W B ”’j_a_rj i”’+a_n j.p

Considerando as defini¢oes feitas em (1.16), a equagao da continuidade (P;; = 0) e

contraindo os indices (i=j), obtém-se a seguinte expressao para a equagao (1.15),

0 0 dU
_Ri,i + <2(511RZ 9+ ro— R > 1 — Sz i —|— [Tg 34+ T3 9]
0? '
+2 87‘g87‘gR

A equacao (I.17) descreve a variagdo com o tempo da correlagdo entre as compo-

nentes turbulentas da velocidade de dois pontos localizados em um fluxo turbulento homogé-
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neo.
A equacao dindmica para o espectro de energia é obtida a partir da Transformada

de Fourier da equagao (1.17)

Q%(E, t) + (2@172(12, t) — ky

= Tk t) + L [Hy, + Hig) (K, 1)

0 (1.18)

0%, (k,t)\ dU,
ot

8k2 d.ZUQ
— 21/]6‘2(132',2' (E, t),

consideradas as seguintes Transformadas de Fourier:

(1.19)

Integrando os termos da equacao (1.19) sobre uma superficie esférica de raio k& no

espaco de Fourier, e definindo

B 0, ;(k,t)\ dU,
M(k,t) = — (2@1’2(1:,15) —k ohs ) . (1.20)

na qual k = |k|, pode-se escrever a equacio (I.18) da seguinte forma:
2E(k,t; z) = M(k,t;2) + T(k,t;2) + iH(k,t; 2) — 2vk*E(k,t; 2) (I.21)

ot 6o

Nesta equagao F(k,t; z) é a funcao espectro de energia ou simplesmente espectro de
energia, M (k,t;z) é o termo de produgao de energia por efeito mecéanico, T'(k, t; z) descreve
a transferéncia de energia cinética entre os turbilhoes de diferentes nimeros de onda por
efeito inercial, H(k,t;z) é o termo de produgdo ou perda de energia por efeito térmico, e

—2vk?E(k, t; 2) representa a dissipagio de energia por viscosidade molecular.



