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RESUMO 

UMA SOLUÇÃO ANALÍTICA PARA A EQUAÇÃO QUE DESCREVE O DECAIMENTO 

DA TURBULÊNCIA NA CAMADA LIMITE CONVECTIVA: UMA APROXIMAÇÃO 

ISOTROPICA 

Nessa dissertação apresenta-se o desenvolvimento de um modelo espectral para o 

decaimento da turbulência na Camada Limite Convectiva (CLC).  A equação dinâmica para 

o espectro de energia é obtida a partir das equações de Navier-Stokes [Hinze, 19751, na qual 

o termo de produção de energia por efeito mecânico foi desprezado. Durante o período 

de transição dia-noite foi considerado que o fluxo de calor da superfície é interrompido 

instântaneamente, o que permite desconsiderar o termo de produção ou perda de energia 

por efeito térmico. 

Para parametrizar o termo de transferência de energia cinética, para um fluxo tur- 

bulento e isotrópico, foi utilizado o modelo de Heisenberg, que descreve o decaimento da 

turbulência como um processo em que os turbilhões de um certo tamanho transferem ener- 

gia por efeito de uma viscosidade cinemática turbulenta, aos turbilhões menores através de 

interações em cascata. 

Para resolver a equação diferencial não linear, que descreve o decaimento da tur- 

bulência na Camada Limite Convectiva (CLC),  fixa-se o parâmetro "2" e considera-se que 

o espectro de energia pode ser dividido como um produto de duas funções. Neste trabalho, 

foi utilizado o modelo de Kristensen [I9891 para obter o espectro inicial tridimensional. Foi 

calculada a componente vertical do coeficiente difusão, considerando o espectro vertical, que 

foi obtido usando-se uma função peso, a qual informa a contribuição de cada componente na 

formação do espectro tridimensional. Finalmente, os resultados obtidos no trabalho foram 

confrontados com os dados de LES - Large Eddy Simulation [Nieuwstadt e Brost, 19861 

existentes na literatura. 



A B S T R A C T  

AN ANALYTICAL SOLUTION FOR THE EQUATION DESCRIBING THE DECAY OF 

TURBULENCE IN THE CONVECTIVE BOUNDARY LAYER: AN ISOTROPIC AP- 

PROACH 

This work presents the development of a spectral model for the decay of turbulence 

in the Convective Boundary Layer (CBL).  The dynamic equation for the energy spectrum 

is obtained from the Navier-Stokes equations [Hinze, 19751, in which the term of energy 

production by mcchanical effect was disrcgardcd. During thc pcriod of transition from day to  

night it was considered that the flow of heat from the surface is instantaneously interrupted, 

which allowed the dismissal of the term of production or loss of energy instantaneously. 

For the purpose of parameters for the kinetic energy term of transference in a turbu- 

lent isotropic flow, the Heisenberg model was used, which describes the decay of turbulence as 

a process in which certain sized eddy transfer energy to smaller eddy by means of turbulent 

kinetic viscosity through cascading interactions. 

For the purpose of solving the non-linear differential equation describing the decay 

of turbulence in the Convective Boundary Layer (CBL),  we established the "x" parameter 

and considered that the energy spectrum can be divided as a product of two functions. This 

paper uses the Kristensen model [I9891 for obtaining the initial tridimensional spectrum. 

The vertical component of the diffusion coefficient was calculated considering the vertical 

spectrum, which in turn was obtained by means of a weight function, which informs the 

contribution of each component in the whole of the tridimensional spectrum. Finally, the 

results obtained were confronted with the LES - Large Eddy Simulation [Nieuwstadt e 

Brost, 19861 existing in literature, for validation. 
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O rápido crescimento industrial e tecnológico nas últimas décadas tem provocado 

um aumento nos níveis de poluição e, consequentemente, os danos causados por ela ao 

meio ambiente. No estudo de dispersão de poluentes, é necessário um conhecimento sobre 

a Camada Limite Planetária (CLP) ,  região mais baixa da trospofera, onde se concentra a 

poluição. Embora existam muitos trabalhos sobre a Camada Limite Planetária (CLP) ,  não 

existe um modelo que descreva completamente sua estrutura física. 

Na literatura existem grandes números de trabalhos que descrevem a estrutura da 

C L P  durante o dia - Camada Limite Convectiva (CLC) e durante a noite - Camada 

Limite Estável (CLE),  porém não são muitos os trabalhos que descrevem a transição dia- 

noite (decaimento). Este período não só é importante do ponto de vista teórico mas também 

é fundamental na descrição da disperção de contaminantes na atmosfera. 

No presente trabalho obtém-se um modelo para a descrição do decaimento da energia 

cinética turbulenta em uma Camada Limite Convectiva (CLC),  a partir de um modelo 

de fechamento de dois pontos ou modelo espectral que gera informações mais detalhadas 

sobre a micro estrutura da turbulência, possibilitando assim, obter uma parametrização dos 

termos desconhecidos na equação de balanço de energia. Este estudo é realizado durante o 

decaimento da turbulência convectiva na qual existem poucos dados experimentais, apesar de 

ser de extrema importância, pois ocorre na região da atmosfera mais diretamente influenciada 

pela presença da superfície. Apesar dessa importância existem poucos trabalhos na literatura 

que descrevem este período [Nieuwstadt e Brost, 1986; Degrazia et al., 2003; Goulart et al., 

20031. 

O objetivo desta dissertação é descrever o processo do decaimento da turbulência 

na C L C  e calcular os coeficientes de difusão unidimensionais durante a transição dia-noite, 



para que os modelos de dispersão possam usá-los no cálculo do campo de concentração 

de contaminantes durante este período de transição no caso de um escoamento onde se 

pode desprezar os efeitos mecânicos de cisalhamento do vento e da convecção térmica. O 

decaimento da turbulência é descrito com base no Modelo  de Heisenberg,  que considera 

o efeito do termo inercial na equação dinâmica para a função densidade espectral de energia 

e que descreve a transferência de energia em cascata dos turbilhões maiores para os menores, 

equivalente, ao efeito de uma viscosidade com origem na turbulência. Esta viscosidade, 

chamada de viscosidade cinemática turbulenta, incorpora o efeito dos turbilhões de todas 

as escalas menores do que certa escala sobre os turbilhões desta escala. Para validar os 

resultados obtidos utilizou-se os dados existentes na literatura do modelo de simulação direta 

dos grandes turbilhões denominado LES - Large Eddy Simulation [Nieuwstadt e Brost, 

19861, no qual os turbilhões que contêm a principal energia cinética (grandes turbilhões) são 

computados diretamente e o efeito de pequena escala, que tem características mais gerais, 

são modelados e também com os dados do modelo de Pao [1965], para um fluxo turbulento 

isotrópico. 

Esta dissertação encontra-se estruturada em cinco capítulos e está organizada da 

seguinte forma: no Capítulo dois apresenta-se uma revisão bibliográfica que consiste na 

descrição sobre: Camada Limite Planetária (CLP) ,  Camada Limite Convectiva (CLC),  o 

Espectro de Energia para uma Turbulência bem Desenvolvida, o Modelo de Heisenberg, o 

Decaimento da Turbulência, o Modelo de LES - Large Eddy Simulation e a apresentação do 

Modelo de Kristensen [1989], no qual é obtido o espectro inicial tridimensional homogêneo 

estacionário a partir de suas componentes unidimensionais. No Capítulo três apresenta-se a 

Equação Dinâmica para a Função Espectro de Energia na sua forma completa [Hinze, 19751, 

válida para uma turbulência não homogênea e não isotrópica, cuja dedução apresenta-se no 

Apêndice I e depois a equação numa forma reduzida, válida para uma turbulência homogênea 

e isotrópica. Após apresenta-se o desenvolvimento de como se obtém o espectro de energia 

tridimensional durante o decaimento da turbulência na C L C  utilizando a parametrização 

de Heisenberg para o termo de transferência inercial de energia e o modelo de Kristensen 

et al. [I9891 como condição inicial do espectro tridimensional com a componente inicial 

do espectro unidimensional dada por Degrazia e Anfossi [1998]. No Capítulo quatro faz- 

se uma análise do decaimento da Energia Cinética em um fluxo turbulento homogêneo e 



isotrópico. Os resultados obtidos são confrontados com os dados de LES - Large Eddy 

Simulation [Nieuwstadt e Brost, 19861. Em seguida, faz-se uma comparação das Variâncias 

unidimensionais e do Coeficiente de Difusão Vertical obtidos a partir do modelo proposto 

com os dados de LES [Nieuwstadt e Brost, 19861. Finalmente no Capítulo cinco apresenta-se 

as conclusões. 



2.1 CAMADA LIMITE PLANETARIA (CLP) 

A troposfera é a região da atmosfera que vai desde o solo até uma altitude aproxi- 

madamente de 11 km. Esta região esta dividida em duas partes: a Camada Limite Pla- 

netária (CLP) que é a região desde a superfície até aproximadamente 3 km e o restante 

da troposfera que é denominada Atmosfera Livre [Stull, 19881. 

A CLP é definida por [Stull, 1988; Sorbjan, 19891, como a região da atmosfera que 

é influenciada diretamente pela superfície da terra e na qual se manifestam os efeitos da 

superfície em escalas de tempo menores do que o período diário e movimentos turbulentos 

mantêm fluxos significativos de momentum, energia e matéria. Esses efeitos são, basica- 

mente, dinâmicos e térmicos. 

Os efeitos dinâmicos vêm do atrito do vento com a superfície nos níveis mais baixos, 

causando uma grande variação de velocidade ao longo da vertical nos primeiros metros 

medidos a partir da superfície. Os efeitos térmicos vêm da troca de energia na forma de 

calor entre a superfície e a atmosfera. O balanço entre esses dois efeitos, as características 

da superfície terrestre local e a época do ano determinam a espessura da Camada Limite 

Planetária. 

Nessa camada o transporte é dominado na horizontal pelo vento médio (advecção) 

e na vertical pela turbulência. A turbulência é constituída de vários turbilhões que se so- 

brepõem, cujos os tamanhos são variáveis (da ordem de 1 mm a 3000 m de diâmetro). A 

soma das contribuições de todos estes turbilhões constitui o espectro de energia turbulenta. 

A CLP se subdivide, de acordo com os processos físicos que nela ocorrem (tur- 

bulência mecânica e/ou convectiva) , em: Camada Limite Convectiva (CLC) , Camada 



Limite Estável (CLE) e Camada Limite Residual (CLR). 

e Camada Limite Convectiva (CLC): é a camada que começa a formar-se depois 

do nascer do sol. O aquecimento da superfície da terra forma termas de ar quente 

que se elevam modificando o topo da CLP. Essa estrutura convectiva dura o dia 

todo e cessa com o pôr do sol. A CLC pode ser considerada como uma estrutura 

de três camadas: Camada Limite Superficial (CLS): é a região da CLP que 

varia em torno de 10 a 200 m, e onde a variação vertical do fluxo turbulento, calor e 

momentum, é insignificante, variam menos 10% de sua magnitude. É nessa camada 

que a iteração entre a atmosfera e a superfície terrestre é fortemente sentida e os fluxos 

de cinética, calor e umidade são independentemente da altura e do efeito Coriolis. 

Camada Limite de Mistura (CLM): esta camada compreende a maior parte da 

CLC e tem este nome devido a intensa mistura vertical que tende a conservar as 

variáveis como a temperatura potencial e a umidade aproximadamente constante com 

a altura. A velocidade do vento nesta região é aproximadamente constante. Camada 

Interfacial ou Zona de Entrenhamento (ZE): estende-se de aproximadamente 

0, 8xi até 1, 2xi e pode ser muito espessa devido ao processo de entranhamento. 

e Camada Limite Estável (CLE): comum a noite, pois ocorre quando a superfície 

terrestre se resfria. Esse resfriamento provoca um fluxo de calor negativo que extrai 

energia cinética dos grandes turbilhões permitindo somente que pequenos turbilhões 

sobrevivam. Portanto a turbulência na CLE é menos intensa que na CLC, e conse- 

qentemente, poluentes emitidos dentro da CLE se dispersam lentamente na vertical e 

mais rapidamente na horizontal (efeitos dos ventos). Desta forma a altura da CLE é 

aproximadamente um décimo da CLC. Esta camada é formada por pequenos turbi- 

lhões que agem localmente e os forçantes superficiais propagam-se lentamente ao longo 

da camada. 

e Camada Limite Residual (CLR): é uma região acima da CLE cuja principal fonte 

de turbulência é mecânica. 

Neste trabalho o modelo é aplicado CLC, pois os dados experimentais confrontados 

com o mesmo foram obtidos sob condições convectivas. 



2.2 CAMADA LIMITE CONVECTIVA (CLC) 

2.2.1 A Estrutura da  Camada Liniite Convectiva 

il CLC ít a carriada qiie começa a formar-sc depois do nascer do sol quando a 

irradiação solar começa a aquecer a si~pc.rfíc:ic: t,errest,re aquecendo a carriada de a r  acijacerit,e 

(fluxo de calor posit,ivo) iniciarido, assim, a c:onvcc:c;;to t,érrriica, e cessa corri o por do sol 

quando (-) fluxo de calor torna-se riegat,ir-o. 

Define-se então Camada Limite Convectiva (CLC) corrio a região d a  baixa 

atrnosfcra qiie se estende do solo (x = O)  at,6 a base de iirria iriversão térmica (x = z i ,  oride 

ít alt,iira d a  CLC, qiie geralrrient,e varia de 1000 a 2000 m). caracterizada por lima fortc 

rriist,iira vert,ical, gerada pelo fluxo de calor t,iirbiilerit,o posit,ivo, devido a(-) aqiiecirrierit~o solar 

d a  si~pc~rfíc:ic~. 

Frcqi~cntcnicntc, a t,iirbiilêricia ria CLC cstií, erri eqiiilíbrio local corri os forqantc~s 

externos. Isto significa qiie c) t,erripo de relaxação d a  t,iirbiilêricia associado aos grandes 

turbilh6es ít rriiiit,o rrierior qiie a escala de t,erripo associada a rriiidaças ext,errias, de modo qiie 

a est,riit,iira d a  CLC não depende explicit,arrierit,e do t,erripo [Driedoriks e Teririekes, 19841. 

Conio a maioria das fontes poliiidoras estão próximas d a  siipcrfíc:ic, a c:onc:cmtrac;;to 

de poliierit,es tende aurrieritar signific:ativarn(lnt(: ria CLC pois esses são t,rarisportados pelos 

turbilh6es e pelas termas qiie diirarit,e o decorrer do dia vão alcançando alt,iiras cada vez 

maiores. 

il CLC pode ser considerada corri(-) iirria est,riit,iira de três carriadas diferenciadas erri 

fiinc;;to dos parârnctros predorriiriarit,es (escalas de temperatura, de velocidade e de corripri- 

rrierito), considerados relevarit,es para a descrição d a  t,iirbiilêricia. 

2.2.2 Camada Limite Superficial (CLS) 

il pr.irr~e%r.n, carriada 6 deriorriiriada Camada Limite Superficial (CLS), oride 

predorriiria a t,iirbiilêricia rriecâriica (cisalharrierit,o do r-erito), e cstií, rest,rit,a a alt,iiras menores 

do qiie x = I LI, oride L ít o corriprierrit'o de llonin-Obiikhov (ít a alt'iira ria qual a t'iirbiilêricia 

rriecâriica predorriiria ria corir-ectiva), expressa por: 



ria qual O ít a t,erriperat,iira pot,ericial rriédia, (a) 6 o fluxo de eriergia ria fornia de calor 
O 

ria siipcrfíc:ic, u, 6 a velocidade de fric:c;;to ria siipcrfíc:ic, K 6 a corist~arit~e de \'on Kárnihn e g 

ít a aceleração d a  gravidade. 

Qilando ILI apresentar valores t,ípicos erit,re 10 e 100 rn,, de rriarieira qiie xi /LI  2 10 

[Pariofsky e Diltton, 19841, t,erri-se iirria CLC berri desenvolvida. -4 r a z h  x i /LI  pode ser 

considerada urri parârnctro de est,abilidade, urria vez qiie expressa a irriportâricia da turbulêri- 

cia corivect,iva (fluxo de calor) erri relação a t,iirbiilêricia rriecâriica (cisalharrierit,o do verit,o). 

Na CLS, szo observados grandes gradierit,es de t,erriperat,iira e velocidade, e o fluxo de calor 

t,iirbiilerit,o 6 aproxirriadarrierit,e corist~arit~e. 

2.2.3 Camada Limite de Mistura (CLM) 

-4 segundu carriada charriada de Camada Limite de Mistura (CLM) 6 assirri 

deriorriiriada devido a intensa rriist,iira vertical qiie tende a conservar as variáveis corrio a 

t,erriperat,iira pot,ericial e a iirriidade aproxirriadarrierit,e corist~arit~e c(-~rri a alt,iira. -4 t,iirbiilêricia 

riesta região pode ser considerada quase horriogêriea e a velocidade do verit,o aproxirriadarrierit,e 

corist~arit~e. -4 CLM corripreeride a região erit,re L I  < x < z i ,  onde zi 6 a alt,iira d a  CLC. 

Scs ta  região predorriiria a t,iirbiilêricia corivect,iva. 

AIodelos riiirriéricos [Deardorff, 19721, obervações de carripc-> [Kairrial e T\.t.rigaard, 

19761 e experirrierit~os de laborát,orio [\Z7illis e Dcardorff, 19761, rriost,rarri qiie os parârnctros 

de escalas mais irriport,arit,es ria siia descrição siio zi e a escala de velocidade corivect,iva u:,, 

expressa por: 

-4s dirrieris6es dos grandes turbilh6es corivect,ivos siio expressas erri fiinc;;to de x,, e as  veloci- 

dades t,iirbiilerit,as siio proporcionais a 111,. Iálores t,ípicos de zi e u:, são, respectivarrierit~e 

1000 rn ii, 2000 rn e 2 m/s, [TGil e Bro~vcr, 19841. 

-4 escala de t,erripo corivectiva, xi/.tu,, 6 da  orderri de 10 a 20 rriiriiit,os erri rriuit,os casos. 

Estc 6 urri t,ípico período de t,erripo para o a r  circular erit,re a si~pclrfíc:ici e o t,opo d a  CLM. 

Então, rriiidariças ri(-> fluxo de calor siipcrfic:ial e oiit,ros for~antc~s  si~pclrfic:iais poderri se c(-~rriii- 

riicar c(-~rri (-> rest,o d a  CLM erri urn ciirt,o espaçc-I de t,erripo (aproxirriadarrierit,e 15 rriiriiit,os). 



2.2.4 Camada Interfacial ou Zona de Entrenhamento (ZE) 

A terceira camada chamada de Camada Interfacial ou Zona de Entranhamento 

(ZE) localiza-se em regiões próximas ao topo, e é caracterizada por um fluxo de calor nega- 

tivo. Acima dessa camada, tem-se a atmosfera livre. 

2.2.5 A Estrutura da Turbulência na Camada Limite Convectiva (CLC) 

Na CLC a intensa mistura vertical produzida pelo fluxo de calor turbulento provo- 

cado pelo aquecimento solar da superfície terrestre dá origem a uma estrutura de plumas 

térmicas - ar quente que se eleva até a base da inversão térmica, circundadas por ar mais frio 

que desce do topo das nuvens em direção ao solo. Em condições suficientemente estáveis, 

estas estruturas ocorrem simultaneamente e são aleatoriamente distribuídas apresentando 

assim longa vida funcional, com escalas de tempo da ordem de 15 minutos. 

As obervações na atmosfera indicam que 40% da área de uma CLC é ocupada 

por plumas térmicas (updragts - ar subindo), enquanto que 60% é ocupada por ar mais 

frio que desce (downdragts - ar descendo). Pela lei de conservação de massa, o ar quente 

subindo tem uma velocidade maior que o ar frio que desce. Modelos numéricos monstram 

que esta estrutura assimétrica da CLC é responsável por padrões de dispersão vertical 

que são distintos dos tradicionais padrões Gaussianos [Lamb, 19821. Esta simetria na função 

densidade de probabilidade da velocidade vertical é apontada como o mecanismo responsável 

pelo rápido afundamento de contaminantes abandonados por altas chaminés na CLC. 

A circulção convectiva, incluindo o (downdragt) e (updragt), tem escalas horizontais 

de 1.5 xi [Cauchey e Palmer, 19791. Velocidades verticais em termas podem alcançar 5 m/s 

ou mais, embora (updragt) de 1 a 2 m/s sejam mais comuns. 

2.3 O ESPECTRO DE ENERGIA PARA UMA TURBULÊNCIA BEM DE- 

SENVOLVIDA 

Como o campo turbulento é complexo, surge o efeito da não-linearidade do fenô- 

meno que possui um intervalo de escalas de movimentos todas acopladas entre si, assim, 

nessecita-se desenvolver uma parametrização que permita modelar este estado caracterizado 

por um enorme número de graus de liberdade. Portanto, uma parametrização significa 



uma representação idealizada do fenômeno de transporte turbulento. Desse modo, quando 

parametrizam-se os processos de troca turbulenta, coloca-se nas equações que descrevem as 

leis de conservação (modelos físicos) as relações matemáticas aproximadas, que, no momento, 

são usadas para substituir os termos desconhecidos existentes no fenômeno natural. 

A credibilidade de cada modelo depende em grande parte da maneira pela qual os 

parâmetros turbulentos são calculados e relacionados a compreensão da física na CLP. O 

ingrediente fundamental para a obtenção destes parâmetros turbulentos, que são formulados 

a partir de uma fenomenologia aplicada em uma turbulência bem desenvolvida, consiste na 

escolha de escalas típicas de velocidade e comprimento. 

Portanto, observar o comportamento do espectro de energia turbulenta pode ajudar 

decisivamente na determinação destas escalas típicas. A forma geral do espectro de energia 

tridimensional (3-D) de uma turbulência bem desenvolvida é representado na figura 2.1, 

logo após, apresenta-se uma breve explicação de cada comprimento de onda (k) mencionado 

no gráfico abaixo. 

$ q-3 
O + Subintewalo \ 

\ 
Inerciai k 

s k 

Turbilhh com Maior $ 
\ Energia Cindica 

Grandes Turbilhões de $ Intervalo de Equilíbrio Universal 
Cariiter Permanente 8 

Figura 2.1 - Forma do Espectro de Energia tridimensional E ( k ,  t ;  z )  em função 

do número de onda k para unia turbulência bem desenvolvida. 

Extraído do livro Turbulence (Hznze, 1975) 



Grandes Turbilhões de Caráter Permanente: em termos de número de onda 

(k), o intervalo de O a kl representa os maiores turbilhões de caracter permanente que não 

possuem a maior parcela da energia cinética turbulenta total. 

Turbilhões com Maior Energia Cinética: o intervalo de kl a k2 corresponde 

aos turbilhões que possuem a maior parcela da energia cinética turbulenta total; influenciam 

fortemente o processo dispersivo e, como conseqüência, na parametrização dos fluxos tur- 

bulentos será importante obter uma escala de comprimento em termos das características 

destes turbilhões mais energéticos. 

Subintervalo Inercial: o subintervalo inercial entre k2 e k3 corresponde aos tur- 

bilhões que não mudam a sua energia cinética , há apenas passagem de energia cinética 

dos maiores para os menores turbilhões, sem aumento ou diminuição da parcela da energia 

cinética turbulenta total a eles associada, porém a quantidade de energia transferida através 

dos turbilhões é grande. A dissipação é desprezível em confronto com o fluxo de energia 

cinética transferido por efeitos inerciais. 

Intervalo de Equilibrio Universal: é o intervalo entre k2 e k4 onde o caráter 

da turbulência, nestes números de onda, é inteiramente determinado pelo fluxo de energia 

cinética e pela razão de dissipação. O fluxo de energia cinética mais a dissipação é igual a 

energia cinética total fornecida para este intervalo. Pela forma do espectro, observa-se que a 

energia associada a este intervalo é proviniente dos turbilhões que possuem o maior conteúdo 

de energia cinética. Dessa forma, embora a dissipação seja provocada pela viscosidade, 

a ordem de magnitude da razão de dissipação pode ser determinada apenas por aquelas 

quantidades que caracterizam os turbilhões mais energéticos. 

2.4 MODELO DE HEISENBERG PARA O TERMO DE TRANSFERÊNCIA 

INERCIAL DE ENERGIA 

A partir do Modelo de Heisenberg obtém-se uma parametrização do termo 

T(k,  t ;  z )  na equação dinâmica para a função espectro de energia que representa a trans- 

ferência de energia dos maiores para os menores turbilhões, por efeito inercial. Um campo 

turbulento é constituído por turbilhões de diferentes tamanhos (números de onda) e o cisa- 

lhamento entre eles diminui a energia cinética dos grandes turbilhões e aumenta a energia 



ciriética dos peqiierios turbilhões. Essc prc-)cesse-> diriârriico erri cascat,a cessa ria rriicro escala 

de Kolmogorou onde, por causa d a  viscosidade rrioleciilar, a eriergia ciriética t,iirbiilerit,a se 

trarisí'orma erri eriergia interna d a  atmosí'cra. Essa trarisí'crêricia de eriergia erri cascat,a ít 

representada pelo terrrio T ( k ,  t ;  x).  

il base do AIodelo de Heiseriberg [Hirize, 19751, 6 a hipótese de qiie os efeitos dos 

turbilh6es corri núrricros de orida rriaiores do qiie cert,c> núrricro de orida k, qiie absorve a 

eriergia dos turbilhões c(-~rri núrncros de orida rrieriores do qiie k, são equivalerit,es aos efeitos 

de iirria viscosidade. 

O terrrio de transfcrhcia iriercial de eriergia T(k ,  t ;  z) pararrietrizado por Heiseriberg 

a partir d a  idéia d a  viscosidade rriolecular rio subirit~ervalo iriercial - irit,ervalo erri qiie t,oda 

a eriergia qiie erit,ra 6 transferida dos turbilhões rriaiores para os turbilhões rrieriores erri urn 

prc-)cesse) de cascata, 6 express~) pela seguirit,e re la~ão:  

(Indc 14 6 C) coeficientc de viscosidade cirierriát,ico qiie Heiseriberg utilizou para 

siibst,it,iiir o coeficientc de viscosidade rriolecular (v) e "z" ít urn parArnctro qiie indica erri 

qiie alt,iira cst& sendo analisado (-) decairrierit,o d a  t,iirbiilêricia ria Carnada Liniitc Convc1c:tiva 

(CLC). 

Estc coeficientc foi pararrietrizado por Heiseriberg a part,ir de análise dirriericiorial 

dada pela cqilac;;to (2.4) : 

Onde CIr 6 a corist~arit~e de Heisenbey.  

Siibstiiiindo a cqilac;;to (2.4) ria cqilac;;to (2.3) obt,érri-se a cxprcss;to para c) terrrio de 

transferência iriercial de eriergia T(k ,  t ;  z) dada pela cqilac;;to (2.5) : 
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2.5 DECAIMENTO DA TURBULÊNCIA E O MODELO DE LES - LARGE 

EDDY SIMULATION 

2.5.1 Decaimento da Turbulência 

Segundo Hinze [1975], o decaimento da turbulência foi primeiramente estudado em 

laboratório onde a turbulência é gerada após o ar escoar através de uma grade. Esta turbulên- 

cia é isotrópica (igual em todas as direções) e permanece isotrópica durante o decaimento. 

Alguns dos primeiros a fazer medidas de decaimento foram Batchelor e Towsend [Batchelor e 

Towsend, 19481, e daí por diante se sucederam muitas outras. O decaimento da turbulência 

atmosférica, entretanto, responde a forçantes naturais, sendo seu estudo mais complexo. 

2.5.2 Modelo de LES - Large Eddy Simulation 

Segundo Nieuwstadt e Brost [1986], "Na C L P  o lapso de tempo para a troca de 

quantidades da turbulência é frequentemente menor que o tempo dos forçantes de produção 

e destruição de turbulência e consequentemente pode ser desconsiderado. Esta é a condição 

de quase-estacionaridade, e implica que a dinâmica da turbulência pode ser considerada como 

em equilíbrio local no tempo e no espaço". Esta quase-estacionaridade desaparece quando 

os forçantes externos tais como o fluxo de calor vertical da superfície ou o vento na C L P  

variam rapidamente. Isso ocorre no período do pôr-do-sol, quando o fluxo vertical de calor 

sensível varia rapidamente, e a C L P  que era convectiva passa ser estável. No período em 

que ocorre o pôr-do-sol, o fluxo de calor cessa e consequentemente a turbulência decai, pois o 

equilíbrio entre os forçantes de produção e destruição de turbulência não existe mais. Então 

a dinâmica da turbulência deve ser levada em conta para uma boa descrição da evolução da 

C L P  no período. 

O decaimento da turbulência convectiva por meio de simulção numérica de grandes 

turbilhões (LES - Large Eddy Simulation) [Nieuwstadt e Brost, 19861 é inicialmente gerada 

através de um fluxo superficial de calor sensível positivo. Em um determinado momento 

(t = O),  esse fluxo é desligado. Isto mostra que a energia cinética turbulenta decai segundo 

a variável de escala adimencional, definida como t ,  = w,t/h associada ao tempo, onde w, 

representa a velocidade convectiva e h representa a altura da Camada Limite Convectiva 

(CLC) extamente antes do pôr-do-sol. Sorjan [I9971 também estudou o mesmo estágio por 



rrieio de sirrlulção nurri6rica de grandes turbilhões considerando o fluxo de clncrgia na forma dci 

calor da  si~pc.rfíc:ic: para a atmosfera como indo a zero gradiialrrierit,e e concluiu qiie turbilhões 

associados a t,iirbiilêricia coritiriiiarri a exist,ir rriesrrio quando est,e fluxo se torna negativo, ou 

seja, quando a energia flui d a  atrriosfcra. para si~pc~rfíc:ic~. 

2.6 MODELO DE KRISTENSEN PARA O ESPECTRO DE ENERGIA NA 

CAMADA LIMITE CONVECTIVA (CLC) 

Kristcnsen et al., 1989,  deserir-olr-eu urn rriodelo para iirria t,iirbiilêricia horriogêriea, 

qiie perrriit,e o cálciilo do espect,ro t~ridierririsiorrial de energia, at,ravés das três corriporierit~es 

espect,rais iiriidirrierisioriais ( w ,  v ;  .tu) d a  velocidade t,iirbiilerit,a. O rriodelo ser& mostrado rias 

subse~ões  a seguir. 

2.6.1 A Função Espectro de Energia 

Seja urn carripo de velocidade t,iirbiilerit,o horriogêrieo. Para est,e carripo a rriédia de 

ensemble da velocidade 6 corist~arit~e ri(-> espaçc-) e c) t,erisor correlação ít [Kristeriserl et  al., 19891: 

R,, (r') =< ( u 7  (i')) ( u ,  (.C + I$)) >, I ,  j = 1 . 2 . 3  (2 .6 )  

_4ssiirriirido qiie R,:, 6 sirriét,rico: 

ist,o é, Ri:, 6 irir-ariarit,e frente a reflexões e trarislações. S ã o  6 assiirriido qiie c) carripc) de 

velocidade seja isot,rópico, rio serit,ido de qiie não tenha direção prcfc~rcnc:ial rio espaço. 

O t,erisor espect,ro ít definido corrio: 

+ f 
+ 

(11.. 73 ( k )  - R,, (r') e-ik:.F(j"r.. 
( 2 ~ ) : ~  

Considerando as coridições citadas acirria lima apropriada forma para o t,erisor es- 

pectral, definido pela identidade (2 .8)  é: 

3 k t  k ,  

. I .7 ,3( i)  = Ar(,) {o;. - g} {o;, - -} 
;= 1 



14 

+ 
sendo Al (k) ,  A42(k) e &(k) fi~nc;õcls reais de rriódulo k do vetor núrncro de onda k .  O espectro 

de energia 6 definido corrio: 

+ 
Siibstitiiindo (-) t'erisor (k) ,  dado pela cqi~ac;;to (2.9) e resolvendo as irit,egrais c(-~rri 

relação a 8 e o, obt,érri-se: 

47T 
E ( k )  = - k 2 { z ~ l  ( h " )  + A42(k) + A4:3(k)}. (2.11) 

3 

Para det,errriiriar iirria expressão para A41 (k) ,  A2 (k) e (k) será corisiderado, prirrieira- 

rrierite, a re1ac;ão erit,re iirria corriporierit~e uriidirrierisiorial do espect,ro e c) t,erisor espect,ral 

[Lurriley e Panofsky, 19641 : 

(kl) = / + m  dk2 dk:3cI177 (i) . -m X 

Csarido coorderiadas polares K e 0,  definidas por: 

Siibstitiiindo a cqi~ac;;to (2.15) erri (2.12) e integrando sobre O obt'érri-se para a 

corriporierit~e lorigit~iidirial do espect,ro F,, (k) = F'A ( k ) :  



Da rriesrria forma. poderri ser obtidas as  seguirit,es c~xprc~ssõc~s para as  corriporierit~es 

t,rarisversal F,, ( k )  = E:,', ( k )  e vertical F,,; ( k )  = Fi:, ( k )  d o  espect'ro: 

I 
F,@) = .ír { k  ( K  - k 2 )  Al  ( k )  + - (3K4  + 21Y2k2 + 3k4)  A2 ( K )  

4 (2.17) 
1 2 + - ( K 2  - k ' )  A:3(K) 
4 

rm 1 
( k )  = ; { k  ( - h') A l ( k )  + i (K' - i')? A ~ ( K ) +  

k 

1 
- ( 3 K 4  + 2 ~ ' k '  + 3k4)  ( K )  } 
4 

Sci a t,iirbiilêricia for isot,rópica, exist,erri diias relações erit,re as  corriporierit~es iiriidi- 

rrierisioriais e a derivada prirrieira d a  corriporierit~e lorigitudirial do espect'ro: 

[Pariofsky r Diittoii, 19841 Erribora a F,, ( k )  = F,,; ( k )  e 2 6 ,  ( k )  = F,, ( k )  - k- f~,,k 

ariAlise niio seja para urn fluxo t,iirbiilerit,o isot,rópico, os seguirit~es resídiios seriio definidos: 

H ( k )  = F,) ( k )  - F,,; ( k )  (2.19) 

Siibstitiiindo as  cqiiaqõc~s (2.16), (2.17) e (2.18) erri (2.19) e (2.20), terrios: 

'30 
L (IA' 

H ( k )  = [A, ( K )  - A, ( K ) ]  ( K 2  + k') 7 
2 .  K 

>30 d K  
J ( k )  = 2; i ( A ,  ( K )  - A o ( K )  + A:.(K)) ( ~ 2  - 2 2 + i k 2 )  - 

2  K3 



Iritroduzirido as ri(-~vas variáveis: 

( t )  = ( A  ( i )  - A:3 ( t - i )  ) 

as c~qiiac;õcls ( 2 . 21 )  e ( 2 . 22 )  torriarri-se: 

Diferenciando as (~qiiac;õcls ( 2 . 29 )  e ( 2 . 30 )  três vêzes erri relação a(-) t,erripo , obt,érri-se: 

1  1  
ofl (s) + -(11 ( s )  - - ( l ( S )  = f1I1 (s) 

I 2 s L  
3 1  111 
- 3 ' ( s )  - - \ Y ( s )  = g (s) 
I s  L 

Resolução da equação (2.31) : 

Siipondo iirria soliição do tipo a ( s )  = s r ,  terri-se: 

c t l ( s )  = r s r p L  e ( l l l (cs )  = r ( r  - 1 ) s T p 2  

Siibstitiiindo est'as fi~nc;õcls ria cqi~ac;;to horriogêriea, obt,érri-se: 

1 L 

Ent ao: (2 ( s )  = Cl ( s )  s z  + C2 (i) i-z 



Seja: 
1 L - -- 

a + = $ &  e & = S  a 

I ( s )  = C ( 5  ( 2  ( s )  + C ( 5  ( 2  ( s )  + C: ((i) (I!+ ( s )  + C; (5) ( 2  (s) , t'al que 

C; ( s )  (L+ ( s )  + C; ( 7 )  a ( s )  = O (2 .34)  

pela variação de parârnctros. 

E airida, 

( I (0)  = o =+ C2 ( O )  = O 

(2' (0) = o =+ C,  (o) = O 

(211(S) = c1 (5) (1; ( s )  + (s) (L! ( s )  $ C; (.5) (2; ( s )  + C; ( s )  (I\ ( s )  

Siibstitiiindo ria EDO, t'erri-se: 

Das (~qiiac;õcls (2 .34)  e (2 .33) ,  obt'érri-se: 

0-  ( s ) f  "' (s) tu+(s),flll (s) C;(C?) = - ,v(s) e C;(ii.)= Il.(,si e, coriseqiieriterrierit~e 
,s tr+ (t)  f1I1 (t) dt 

't)"""t) ddi C2 (8) = C2 (0) + Jo l!v(l,) !, c ( s )  = c (o) - ; - 
(I,) 

iissirri: 

Resolução da equação (2.32) : 

Siipondo iirria soliição do tipo 7 ( s )  = s r ,  terri-se jl(s) = rsrpl.  Siibstitiiindo estas 

filnc;õcls ria cqilac;;to horriogêriea, obt'érri-se: 
1 3 8 [ r , * i 1 ] - 8 r = 0 ~ c r [ 3 r , - l ] = 0 ~ ? - = i  e 

3 ( s )  = (.5) .5$ 

S j  ; + = s , j 1  ( s )  = C ( s )  + ( s )  + C ( s )  3 ( s )  e 

,3(0) = O e 

\7'(0) = o =+ C, ( O )  = o 
Siibstitiiindo ria EDO, t'erri-se: 



C, (i) = Cl (O)  + j Jf t Sglll(t) dt 

iissirri: 

OS coeficientes A l ,  A 2  e Ay poderri ser det,errriiriados a part,ir do sistema forniado 

pelas c~qiiac;õcls (2.23), (2.24), (2.27), (2.28) e da  rela~ão:  

obtida a partir das c~qiiac;õcls (2.16) e (2.28). -4 relaqão (2.38) foi obtida corri o objetivo de 

tornar linear o sisterria de c.qi~ac;õc.s. iipós siibstitiiir a c\qilac;;to (2.37) ria c\qilac;;to (2.38) e 

integrar por partes, obterri-se: 

3AA1(k) - A, (k)  + .A3(k) - k d 1 de, ( k )  1 
- (2.39) 

2 2 ~ d k  k dk 

Das c~qiiac;õcls (2.27) e (2.23), t,erri-se: 

(2 ( s )  = ?I (A2 (k)  - A3 (1;:)) 

E ainda, usando a cqilac;;to (2.36), obt'érri-se: 

I -- 

s fi 
1A2(k) - A,3 (k)  = - t 1 -h j1 l1 ( t ) ( j t  - - (2.40) 

a71 

Das c~qiiac;õcls (2.28) e (2.23), terri-se: 

E ainda, usando a cqi~ac;;to (2.37), obt,érri-se: 

Subtraindo (2.41) de (2.39), obt,érri-se: 



Isolando Ay erri (2.40), siibst,it,iiirido AI  e Ay erri (2.41), obt,érri-se: 

k d 1 dF7, (k) 
.A2(k) = 

4.irdkk dk 

Siibstitiiindo A2 erri (2.40), obt,érri-se: 

k d 1 dF7, (k) A,@) = 
4.irdkk dk 

Siibstitiiindo Al (k) ,  A2 (k) e A:3 (k) erri (2. l l) ,  obt,érri-se a seguirit,e cxprcss;to para a 

fiinc;;to espect,ro de energia de urn fluxo t,iirbiilerit,o horriogêrieo niio isotrópico, 

I I 

3 d 1 dF7, (k) E ( k )  = k + k 4  L c ~ 1 1 1 ( 5 ) d c s  - -h . i  yl l l ( i )d i  (2.43) 
( i k k  dk 

2.6.2 Espectros Unidimensionais 

Para qiie a fiinc;;to espect,ro de energia dada pela cqi~ac;;to (2.45) possa ser escrit,a erri 

termos das corriporierit~es uriidirrierisioriais, deve-se det,errriiriar iirria c1xprc~ss;to para gtl '(i). -4 

partir d a  relação (2.20) pode-se escrever: 

.J(k) = 2F7, (k) - F7: (k) - F7,; (k) (2.46) 

Considerando as rriiidariças de variáveis dadas por (2.23), (2.25) e (2.26), pode-se 

reescrever a cxprcss;to (2.46) corrio: 

-4 derivada de orderri três de g(s) ser&: 



Scr;to considerados os espectros iiriidirrierisioriai:, de Dcgra~ ia  e iirifossi, [I9981 para 

Carnada Lirnitc Convc.c-tiva. 

3 2 3 - 

corri ai = ~ c ; .  (i) 1 [( ) I  h r - -i z ,  Zi -, sendo 

ci = cri(0.5 f 0.05) ( 2 s ~ ) - i ,  i v  L - - 1 ) 3 , 3  1 1 para 71, c r u: respectivariierit,e [cliariipagrie et  

al, 19771. 

w. = (u.). (-5); é a escala de velocidade corivect~iva; 

(f ) C  , - - L. z z  G ,  = G  = 1 5; i:?, = 1 8 [1 - exp ( e )  - O 0003 c:xp (E) ] e 

+ = ít a fiinc;;to razão de diss ipa~ão rrioleciilar. 

Siihstitiiiiiclo k = .ip+ rrri (2.49) e c:orisiclerarido a <:cliiaçk) (2.25) obt~érri-se: 

sendo: 

ria qiial: 

il derivada terceira de f i (s)  é: 

Erri terrrios das corriporlentes iiriidirrierisioriai:, de Degra7ia e iirifossi, [1998], a c.qiiac;;to 

(2.48) ser&: 



corri 

rn , ,  = 2 7 r k c  = I TTL,,,. = I 

Siibstitiiindo a cqi~ac;;to ( 2 . 52 )  ria cqi~ac;;to ( 2 . 54 )  obt'érri-se: 

Iriserirido a cqi~ac;;to ( 2 . 56 )  ria cqi~ac;;to ( 2 . 43 )  obt'érri-se: 

d 1 dF,, ( k )  
3 

~ ( k )  = k 3 - - -  ( 2 . 57 )  
d k k  d k  

r1=" 

Para qiici as integrais IIi c 12 i  possarri sclr clsc:ritas clrn urna forrria algkbrica, serao feitas 

a i  seguirit~es rriiiclariqas de varibveii: JU;; = (2;' - ria irit,egral Ili, e JU;; = (2;' - 1 ) 
ria irit'egral 12i. Corn essas rriiidariças de variáveis, obt,érri-se: 



I 

c(-lrrl 1/11'2i = (1 + G) . 
Silbstitilindo (2.60) e (2.61) ria cqi~ac;;to (2.57), obt'érri-se a seguirit,e cxprcss2o para 

o espect'ro 3-D ria Carnada Lirnitc Convcc:tiva (CLC): 

3 d 1 dF,, ( k )  E@: 5) = k  
d k k  dk 

Estc espect'ro 6 a condição inicial do espect'ro de energia t~ridirrierisiorial (3-D). 



EMPREGO DA TEORIA DE HEISENBERG NA ANALISE DO 

DECAIMENTO DA TURBULÊNCIA NA CAMAMDA LIMITE 

CONVECTIVA (CLC) 

Scstc  capít,iilo ser& apresentada a Eqiiac;;to Dinâniica para a Fiinc;;to Espc1c:tro de 

Enclrgia [Hirize, 19751, oride ser& aplicado o Modelo de HeZsenbe.rg para pararrietrizar o terrrio 

de transferência iriercial de eriergia T ( k ,  t ;  z) ,  e erri seguida, ser& obt,ido o espect,ro de eriergia 

diirarit,e (-> decairrierit~o de urn fluxo t,iirbiilerit,o corivect,ivo isot,rópico. -4 soliição dest,a cqi~ac;;to 

descreve a evoliição rio t,erripo do espect,ro de eriergia de urn fluxo t,iirbiilerit,o horriogêrieo. 

-4 cqi~ac;;to diriârriica para o espect,ro de eriergia obt'ida a part'ir das c~qiiac;õcls de 

Navicr-Stokcs [Hirize, 19751, 6 dada por: 

Ses ta  cqi~ac;;to E ( k ,  t ;  z) ít a fiinc;;to espect,ro de eriergia (-lu sirriplesrrierit~e espect,ro de 

eriergia qiie represerit,a a variação do espect,ro corri o tempo, Il.rl(k, t ;  z) 6 o terrrio de prodiição 

de eriergia por efeito rriecâriico. Estc terrrio ret,ira eriergia do escoarrierit~o e a transfornia 

erri eriergia ciriética turbulenta, T ( k ,  t ;  z) descreve a transferência de eriergia ciriética erit,re 

os turbilh6es de diferentes nurncros de orida por cfcito iriercial qiie se dá ria direção dos 

maiores para os menores t,iirbilhões, caracterizando o cfcito cascat,a. iit,iia riiirria Fdixa de 

corriprirrierit~os de orida qiie vai desde a entrada de eriergia at,6 a rriicro escala de Komo1go.r.o.u 

oride as forc;as viscosas dorriirlarri, porém, ri(-) subirit,ervalo iriercial 6 (-) terrrio predorriiriarit,e. 

H ( k ,  t ;  z) 6 o terrrio de prodiição ou perda de eriergia por cfcito térrriico, erri condições 



corivect~ivas ele transfornia eriergia pot,ericial arrriazeriada ri(-) flilido, devido a irist,abilidade 

t,érrriica, erri eriergia ciriética turl~ulerita, de forma qiie riest,a coridições represerit,a urn terrrio 

e I .  o terrrio ( - 2i/k%(kj k.,; 2)) represerit~a a dissipação de eriergia por riscosi<la<le 

rrioleciilar e ít sempre urn terrrio de corisiirric-) de eriergia ciriética t,iirbiilerit,a. 

Scstc  t,rabalho por sirriplicidade, iremos descorisiderar a fontc de t,iirbiilêricia 

rriec2riica ( \ l ( k ,  t :  z)) e o terrrio de <lissipação de eriergia por efeito d a  viscosi- 

clacle rrio1ec:ular ( - 2i/k2E(k7 t :  z)) . Durante (-> período <Ir <lecairrierit,o d a  t,iiiGiilêricia ria 

CLC foi considerado qiie c) fluxo de calor d a  silpc1rfíc:ici ít iriterrorripido irist~arit~ariearriente, 

o qiie perrriit,e descorisiderar o terrrio de prodiição ou perda de eriergia por efeito térmico 

(H ( k  , t  ; 2)) . 

Scstc  (:as(-) a cqilac;;to (3.1) torna-se: 

Crn fluxo t,iirbiilerit,o 6 corripost,o de turbilliões de diferentes t,arriarihos. Os pequenos 

turbilhões ficarn expost,os a(-) carripc) de tensão gerado pelos grandes turbilhões. Estc carripc) 

de tensão aiirrierit,a a vort,icidade dos peqiierios turbilhões e, coriseqiieriterrierite, siia eriergia 

ciriética. Desta forrna há iirria transferência de eriergia ciriética dos grandes turbilliões para 

turbilhões cada vez rrieric-~res, at,6 qiie seja alcançada a rriicro escala de Kolmogos.o.u e a eriergia 

seja dissipada erri fornia de calor. Estc processe) csth representado pelo terrrio T(k ,  t ;  z) ria 

cqilac;;to (3.2). Estc tcrnio foi pararnctrizado por HeZsenbe.rg [1975], para urri fluxo t,iirbiilerit,o 

isot,rópico, a partir de análise dirrierisiorial, dada por: 

Siibstitiiindo a cqilac;;to (3.3) ria c1qiiac;;to (3.2), obt,érri-se iirria cqilac;;to iritegro- 

diferencial: 

Para transformar a c.qilac;;to (3.4) erri iirria c.qilac;;to diferencial deriva-se erri relação 



a(-) núrncro de onda k ,  obtendo a cqilac;;to (3 .5):  

Isolando a irit,egral ria c1qiiac;;to (3.4) e subst~it~iiirido ria cqilac;;to (3 .5) ,  t'erri-se: 

Para sirrip1ific:ar a cqilac;;to acirria (3.6) rriult~iplica-se por k ,  obtendo-se: 

Ern segiiida resolve-se a cqilac;;to (3.7) fixando o ~)arârric:tro " z"  e siiporido qiie o 

espect,ro de energia E ( k ,  t ;  z )  pode ser escrit,o corri(-) urn prodiit,o de diias fiinc;õcs, assirri 

t,erri-se: 

onde a ( k ;  z )  ít lima fiinc;;to apenas de k e b(t;  z )  ít lima fiinc;;to apenas de t .  

Siibstitiiindo a cxprcss;to (3.8) ria cqilac;;to (3 .7) ,  t,erri-se: 

3' [ u ( k ;  z )b ( t ;  z ) ]  3 [ u ( k ;  z )b ( t ;  z ) ]  - k  a [ a ( k ;  z )b( t ;  z ) ]  3 [ ( ~ ( k ;  z )b ( t ;  z ) ]  
k  - 2 

dkd t  d t  [ a ( k ;  r )  h ( t ;  z ) ]  dk d t  
+ 

Sirrip1ific:ando e reescrevendo a cqilac;;to (3.9) t,erri-se: 





Siibstitiiindo as c~qiia~õcls (3.18) e (3.19) ria cqilaqiio (3.8) obt,érri-se a soliição para 

a cqilaqiio (3.4) : 

E ( k ,  t ;  z) = [ l 2  CH k.2 (Xt + C,) 

Sahcl-st: que ern t = O terrios E ( k ,  z) = E,(k; z) (espect'ro iriicial coriliecitio). Siibs- 

titiiirido est'a coridição inicial ria cqilac;;to (3.20), obt,érri-se: 

Siibstitiiindo (3.22) erri (3.20), obt'érri-se a (:~liiac;;to para o espect,r.o de energia t,ricii- 

rrierisiorial E ( k ,  t ;  z ) ,  diirarit'e (-) decairrierit,o d a  t,iirbiilêricia ria C L C :  

E, (k; z) 
E ( k ,  t ;  z) = 

( ~ ~ ~ k l t ~ m  + 1) 

-4 (:xpr(:ssk) (:1.23), satisfaz a cond ição  inicial  (t  = O i E ( k ,  O ;  o) = E,(k: z)) e 

as condições  de con to rno :  se k + O + E ( k  , t ;  z) = O e se k + m + E ( k ,  t ;  z) = 0, pois 

sesabeqi ie  k i O +  E, (k ;z )  = O  e se k i w +  E, (k ;z )  = O .  

-4 clqiia@) cdiriârriica que clescreve fluxo t,iirbiilent,o G válida sorrierit,e rin espaçc-) 

t~ridirrierisiorial (3-D). Conscqiic~ritcn1(~nt(:, o espect'ro Eo(k ;  z) qiie represerit,a a cond ição  

inicial  d a  (:rliiaç;to (3.23) P o espect'ro 3-D t'urbiilerit,o ria C L C  dacio por Kristçiiscn [1989], 

clescrit'o ria scc;iio 2.6 pela seguirit,e cxprcss;to: 

d 1 (16, (k) 1 7  

E,@; z) = k + 1 2Ain1,, B?" k 4  
dk k dk 

dZ, - 
n=O 

:'I L (3.24) 8 4 
- -a~irr, , i~7?k;+ C'rL Z?-12 

9 
- dZ,? ( I)"-.> 

n=O ' 



corri 

Dc acordo corri Dcgrazia e A4rifossi [I9981 a componente inicial do espectro 

unidimensional ( l -D)  pode ser escrit,a corrio: 

onde 

corri 



para u, v e w respectivamente [Champagne et al, 19771 

-25. 3 
IU* = ( u * ) ~ ( & )  , ( f )  = - Gu = 1.5, Gu = 1.5 

Gi xi 

Gw = 1.8 [1 - erp  ($) - 00003 e i p  (-)I 
Pode-se observar o comportamento do termo de tranferência inercial de energia 

T(k,  t ;  x) a partir da figura 3.1 abaixo: 

Figura 3.1 - T ( k ,  O; z )  calculado a partir da equação (3 .3)  com espectro E, ( k ;  z )  

dado pela equação (3.24)  e as componemtes unidimensionais dadas 

pela equação (3 .26) .  

A figura 3.1 mostra que a equação (3.3) pode descrever o termo de tranferência de 

energia cinética, pois o máximo do módulo da função T(k,  O; x) localiza-se em números de 

onda pequenos, representando uma perda de energia nessa região. 

Assim substituindo a componente inicial do espectro de energia 3-D e a componente 

inicial do espectro de energia 1-D na equação (3.23), obtém-se os espectros do modelo durante 

o decaimento da turbulência na CLC, mostrado na figura 3.2 abaixo: 
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Figura 3.2 - Espectro calculado a partir da equação (3.23) com espectro 

E ( k ,  O; z )  dado pela componente isotrópica da equação (3.24) e 

as componemtes unidimensionais dadas pela equação (3.26). 

A figura 3.2 mostra a evolução no tempo do espectro de energia tridimensional 

durante o decaimento da turbulência convectiva. Pode-se observar que o pico espectral que 

representa os turbilhões com maior energia se desloca para números de onda menores, signi- 

ficando que os turbilhoões mais energéticos estão decaindo mais rapidamente, sobrevivendo 

assim apenas os turbilhões de menor energia. Do ponto de vista físico este é o comportamento 

esperado durante o decaimento da turbulência na CLC. 



CALCULO DA ENERGIA CINETICA TURBULENTA, 

DAS COMPONENTES UNIDIMENSIONAIS DO ESPECTRO 

E DO COEFICIENTE DE DIFUSÃO 

Scstc  capít,iilo será calciilada a energia ciriética diirarit,e (-) decairncnto do fluxo turbu- 

lerit,o corivect,ivo isot,rópico ria CLC e o resultado ser& corriparado corri os dados de sirriiila~ão 

riurriérica obt,idos por LES [Nieun~st,adt e Brost, 19861. iiirida riest,a s e c ~ ã o  serão calculadas as 

corriporierit~es iiriidirrierisioriais do espectro, as variâricias das corriporierit~es d a  velocidade e (-1s 

coeficientes de difusão e est,es resultados serão corriparados corri os dados de LES [Nieun~st,adt 

e Brost, 19861. 

4 .1  CALCULO DA ENERGIA CINETICA TURBULENTA 

-4 en,e-%o, cir~ética de  urn carripo t'iirbiilerit'o pode ser calculada corri a seguirit'e 

cxprcss;to: 

ria qiial E ( h ,  t ;  z) ít dado pela cqi~ac;;to (3.23). Esta irit,egral represerit,a a energia ciriética 

tot,al de urn carripc-) turbulento, a qiial foi resolvida r i i i r r ie r i r r i r i t  iit,ilizarido (-) softwarc 

l\Iat,herriat,ica versão 6.0 d a  Universidade Federal do Panipa - LNIPA41\IPil. 

Existem vários t,rabalhos qiie descreverri o decairrierit,o da t,iirbiilêricia. Para urn fluxo 

t,iirbiilerit,o isot,rópico, a partir de sirriula~ão riiirriérica dos grandes turbilliões (LES), Ch,o,r.llot 

e Lesieur obtiverarri qiie c) decairrierit~o d a  energia ciriética ít proporcional a tpL;'.  

il figura 4 .1  rriost,ra (-) decairrierit~o d a  energia ciriética erri urn fluxo t,iirbiilerit,o 

ria CLC det,errriiriado a partir d a  c1qiiac;;to (4. l ) ,  (linha cheia), considerando o espect,ro de 



energia dado pela equação (3.23), obtida através do Modelo de Heisenberg. A figura 4.1 

mostra ainda o resultado obtido por LES [Nieuwstadt e Brost, 19861, (cruzes), e a solução 

da equação (3.2) usando o modelo de Pao [I9651 para o termo de transferência inercial de 

energia ( ~ ( k ,  t; 2 ) )  , (pontinhos). 

Figura 4.1 - Decaimento da Energia Cinética na CLC (linha cheia), deter- 

+ +  
t 

0,l 1 

1/2(O21w,~) 

minado a partir da equação (4.1) com espectro tridimensional 

0,Ol 1 

1E-3 

E ( k ,  t ;  z )  dado pela equação (3.23) e as componemtes unidimen- 

- Modelo Heisenberg 

+ LES Nieuwstadt e Brost, (1989) + ,  

- - . . -  Modelo Pao (1965) 

, I v 1 1  1 1 1 1 1  I v 1 1  1 1 1 1 1  

sionais dadas pela equação (3.26). 

0,l 1 10 

Observa-se pela figura 4.1 que o modelo de Heisenberg apresentado neste trabalho 

para descrever o experimento de LES (Large Eddy Simulation) mostra um resultado muito 

melhor para o decaimento da turbulência do que o modelo de Pao. Podemos atribuir o 

melhor resultado, em relação ao modelo de LES, do modelo de Heisenberg para o termo de 

transferência inercial de energia durante o decaimento da energia cinética turbulenta, devido 

as características das parametrizações propostas por Pao e por Heisenberg. A parametrização 

proposta por Pao para o termo de transferência inercial de energia torna a equação linear, 

por outro lado, a parametrização proposta por Heisenberg mantém a não linearidade da 

equação. Como o termo de transferência inercial de energia é essencialmente não linear a, 



pararriet'rização de Heiseriberg descreve rriais adeqiiadarrierit,e (-) fcnorncno. O período tot,al 

de decairrierit,o d a  eriergia ciriética turbulerita, rio caso estudado, ít de iirria hora e rrieia. 

Portanto, observa-se pela figura 4.1 qiie o rriodelo apresentado riest,e t,rabalho para 

descrever (-> decairrierit~o d a  eriergia ciriética erri urn carripc-) t,iirbiilerit,o isotrópico ria CLC 

det'errriiriado pela equação (4.1), corisiderarido o espect,ro de eriergia dado pela equação (3.23), 

ít rriais adequado para descrever o experirrierit~o de LES (Lus:qe Eddy S.~m.c~lution). Ern iirria 

prirrieira aproxirriação (-> rriodelo descreve berri (-) decairrierit~o d a  t,iirbiilêricia ria CLC erri dias 

onde predorriiria a c:onvcc:c;;to erri relação a fontc rriecâriica, ist,o ocorre erri dias de verit,o fraco 

e erisolarado. -4 lei d a  pot,êricia t ítcaract,erística de urn fluxo t,iirbiilerit,o isotrópico para 

grandes t,erripos de difusão [Lesieiir, 19871. Estc resultado ji1stific:a tererri sidos desprezados 

(-1s termos qiie represerit,arri os efeitos rriecâriicos e t,érrriicos ria cqi1ac;;to (3.1). 

4.2 CÁLCULO DAS COMPONENTES UNIDIMENSIONAIS DO ESPECTRO 

Na. est,irriativa do carripc-) de c:onc:cmtrac;;to de corit,arriiriarit,es iit,ilizarido (-1s rriodelos 

convencionais de dispersão riecessit,a-se det,errriiriar (-> coeficientc de difusão qiie pode ser 

obt,ido a partir do espect,ro de eriergia iiriidirrierisional (1-D). 

il CLC ít não isotrópica sorrierit~erit~e ria direção vert,ical, devido a(-) fluxo de calor 

ria si~pc~rfíc:ic~. Por essa razão, para calcular a corriporierit~e lorigitudirial ( u )  e a corriporierit~e 

t'rarisversal ( v )  pode-se corisiderar a cqi1ac;;to (3.23), qiie 6 valida para urn carripo t'iirbiilerit'o 

isotrópico. Scstc  caso, o espect,ro inicial será desccrit,o pelas corriporierit~es u e I: d a  cqi1ac;;to 

(3.26). 

Para calciilar a corriporierit~e vertical (lu) do espect,ro corisidera-se qiie para urn iris- 

t,arit,e particular de t,erripo ( t )  exist,e iirria relação erit,re o espect,ro uriidirrierisiorial (1-D) e o 

espect,ro t~ridirrierisiorial (3-D) dados pela seguirit,e cxprcss;to: 

+. j; F,(k, t ;  % ) d t  
F,,; (k, t ;  z) = a (k) E ( k ,  t ;  z) 

L Jt E ( k ,  t: z)dt r o 

onde a raziio erit,re as  duas irit,egrais ít iirria fiinc;;to peso qiie indica corrio a corriporierit~e 

vertical (lu) faz part,e d a  c:onstriic;;to do espect,ro t~ridirrierisiorial (3-D) e a ( k )  ít a corist~arit~e 

de proporciorialidade. Para resolver a cxprcss;to (4.2) deriva-se erri relação a(-) núrncro de 

onda k e obt,érri-se iirria cqi1ac;;to diferencial para c) F,, e erri seguida, resolve-se essa cqi1ac;;to 



difcrencial riurriericarrierite utili7arido o softwarc Alatherriatica versão 6.0 da  Ciriiversidatle 

Federal do Parripa - CNIPA4AIPíI. 

-4 soliiqão da  c.qilac;;to (4.2) ít a corriporierite vertical do espectro tridirrierisiorial (3-D) 

dado por: 

~ , j ( k , t ; z ) = F , , , ( k j O ; z ) e x ~ >  Q1(k,s )ds  li; I 
onde F,,,(k, 0; z) 6 dado pela cqilac;;to (3.26), 

e dJ(k; s )  6 dado por: 

4.3 COMPARAÇÃO DAS VARIÂNCIAS DA VELOCIDADE COM O RE- 

S U L T A D O  DE L E S  

A var iâr~cia  da velocidade (a?) d o  escoarrierit~o t'iirbiilerit'o ít calciilada pela seguirit'e 

-4 variâricia da  velocidade (a,:) ít urn parârnctro irriport,arite, pois indica qual 6 a 

energia ciriética por unidade de rriassa do fluxo t,iirbiilerit,o erri iirria det,errriiriada direção. Do 

porit,o de vista operaciorial poderrios corisiderar a variâricia da velocidade c:orrio iirri parârnctro 

característ,ico de uirl fluxo t,iirbiilerit,o qiie pode ser det,errriiriado corri relativa fac:ilidadc, pois 

as corriporierit~es do espect,ro de energia poderri ser rriedidas experirrierit~alrriente ou calculadas 

por rriét,odos riiirriéricos. 

-4s figuras 4.2, 4.3 e 4.4 rriost,rarri a evolii~ão temporal ria lorigit~iidiarial ( u ) ,  

trariversal ( v )  e vertical ( l u )  do decairrierit,o das variâricias da  velocidade ria Carnada Lirriitc 

Coiii.(:(:tii-a ( C L C )  (0.2 < 2 ,  < 0.8) , c:alc:ulada pelas (~qiia~i><ls (3.23) , (3.26) , (4.3) e (4.6) e 

são adirrierisiorializadas por 11::. -4s figuras 4.2, 4.3 e 4.4 rriost,rarri qiie c) riossc) modelo 



teórico (linha sólida) concorda muito bem com os resultados da simulção de LES (cruzes), 

[Nieuwstadt e Brost, 19861. 

- Equações (4.6), (3.23) e (3.26) 

1 + LES (Nieuwstadt e Brost, 1986) 

Figura 4.2 - Evolução 110 tempo da componente longitudinal (u) da variância 

da velocidade. 

A figura 4.2 representa a evolução no tempo da componente longitudinal (u) da 

variância da velocidade (linha contínua), obtida a partir da equação (4.6), considerando o 

espectro tridimensional(3-D) dado pela equação (3.23) com o espectro inicial unidimensional 

dado pela equação (3.26) comparada com os dados de LES (cruzes), [Nieuwstadt e Brost, 

19861. 



Figura 4.3 - Evolução no tempo da componente transversal (v) da variância 

- 

.I 

da velocidade. 

- Equações (4.6), (3.23) e (3.26) 

t LES (Nieuwstadt e Brost, 1986) 

i i i ,  I 

A figura 4.3 representa a evolução no tempo da componente transversal (v) da 

variância da velocidade (linha contínua), obtida a partir da equação (4.6), considerando o 

espectro tridimensional(3-D) dado pela equação (3.23) com o espectro inicial unidimensional 

dado pela equação (3.26) comparada com os dados de LES (cruzes), [Nieuwstadt e Brost, 

19861. 



t - 

- 

- Equações (4.6), (4.3) e (3.26) 

t LES (Nieuwstadt e Brost 1986) 

I 

Figura 4.4 - Evolução no tempo da componente vertical (w) da variância da 

velocidade. 

A figura 4.4 representa a evolução no tempo da componente vertical (w) da variân- 

cia da velocidade (linha contínua), obtida a partir da equação (4.6), considerando o espectro 

vertical dado pela equação (4.3) com o espectro inicial unidimensional dado pela equação 

(3.26) comparada com os dados de LES (cruzes), [Nieuwstadt e Brost, 19861. 

Assim as figuras 4.2, 4.3 e 4.4 mostram que as variâncias unidimensionais calcu- 

ladas no presente trabalho estão de acordo com os dados de LES [Nieuwstadt e Brost, 19861, o 

que confirma a validade deste modelo para o cálculo do coeficiente de difusão unidimensional 

durante o decaimento da turbulência convectiva. 

4.4 C O E F I C I E N T E  DE DIFUSÃO 

Sabe-se que para calcular a concentração média de contaminantes na Camada Li- 

mite Convectiva (CLC) atravéz de modelos operacionais de disperção atmosférica usa-se a 



cqilac;;to de difils;to-advcl(:c;;to que ít expresse) pela seguirit,e cqilac;;to: 

onde c ít a c:onc:cmtrac;;to integrada ao lorigo do eixo g, K, ít o coeficientc de difusiio vert,ical, 

G(z) e W ( z )  são, respect,ivarrierite, as  corriporierit~es rriédias lorigitudirial e vertical d a  veloci- 

dade do verit,o. Na cqilac;;to (4.7) foi desprezado (-> terrrio de difusão ria direção z devido 

a est,e terrrio ser despresível erri relação ao de advecção ria rriesrria direção. Tarribérri forarn 

desprezados (-1s terrrios de fontc e surriedouro, ist,o é, csth sendo considerado urn corit~arriiriarit~e 

passivo, ou seja, que não iriterage c(-~rri (-) rrieio. 

-4 (:xprcssiio (4.7) rriericioriada acima calcula a c:onc:cntrac;;to de coritarriiriarit~es erri 

urn rrieio qualquer. O coeficientc de difusão descreve as propriedades físicas dest,e rrieio e, 

portanto, a precisão do cálciilo d a  c:onc:cmtrac;;to de coritarriiriarit~es a part,ir d a  cqilac;;to (4.7) 

depende fundanientalrnentc d a  corret,a det'errriiriação do coeficientc de difusão. 

Na atrnosfcra pode-se calcular o coeficientc de difusão a partir do espect,ro energia. 

Existern rriiiit,os trabalhos que calcularri (-> coeficientc de difusão para c) (:as(-) est,acioriário ria 

Carnada Lirnitc Convcc:tiva ( C L C )  e Carnada Lirnitc Estável ( C L E ) ,  porérri não exist,erri 

rriuit,os t,rabalhos que descreverri o coeficientc de difusão diirarit,e os períodos de t,rarisição, 

ou seja, rio decairrierit,o. 

Para urn carripc-) não estacionário Goillart, [2007], desenvolveu iirria cxprcss;to para c) 

coeficientc de difusão dado por: 

onde 

e 6 a razão erit,re as  escalas de t,erripo Lagrangclana TL e Euleriaria TE. Unia escala de 

t,erripo 6 definida corrio o t,erripo erri que exist,e iirria correlação erit,re a velocidade de elerrierit~o 

de fluido erri urn irist,arit,e e ri(-> irist,arit,e posterior. Pode-se associar a escala de t,erripo corri c) 

tempo erri que exist,e urn efeito dc rncniória do elcniento de fluido. -4s escalas de t,erripo variarri 

corri o refcrencial adotado. Unia escala de t,erripo Lagrangclana exist,e quando o sistema de 



referência é Lagrangeano, ou seja, o sistema de referência está localizado no elemento de 

fluido. Já uma escala de tempo Euleriana existe quando o referencial adotado é Euleriano, 

ou seja, quando o sistema de referência está fixo em urri ponto e, a partir dele, acompanha-se 

o movimento do elemento de fluido. 

A figura 4.5 abaixo apresenta a componente vertical do coeficiente de difusão ( K z ) :  

t 

- Equações (4.7), (4.3) e (3.26) - + LES (Nieuwstadt e Brost 1986) 

I I I 

Figura 4.5 - Componente Vertical do Coeficiente de Difusão (K,) durante o 

decaimento da turbulência convectiva (linha contínua) calculado a 

partir da equação (4.8) considerando a variância vertical dada pela 

equação (4.6) com o espectro unidimensional dado pela equação 

(3.26). 

A partir da figura 4.5 nota-se que o coeficiente de difusão vertical ( K z )  calculado 

pelo modelo proposto descreve adequadamente os dados de LES [Nieuwstadt e Brost, 19861. 

Este coeficiente de difusão vertical unidimensional pode ser utilizado em modelos de 

dispersão para determinar o campo de contaminantes durante o decaimento da turbulência 

na Camada Limite Convectiva (CLC) .  

É importante mencionar que o modelo desenvolvido neste trabalho para a energia 

cinética turbulenta é válido somente no caso de uma turbulência decaindo sem a presença de 



fontes de origem mecânica ou convectiva. Esta é uma limitação do modelo. Porém deve-se 

ressaltar que, no caso de existirem fontes de natureza convectiva ou mecânica o método de 

resolver o problema continua válido. Porém, neste caso, tem-se que acrescentar os respectivos 

termos de fonte (convectivo e/ou mecânico) e resolver a equação diferencial obtida. Este é 

o próximo passo no sentido de se obter um modelo mais completo do ponto de vista físico e, 

conseqüentemente, mais realista. 



No presente trabalho foi apresentado um modelo para descrever o decaimento da 

energia cinética turbulenta em uma Camada Limite Convectiva (CLC),  a partir de um 

modelo de fechamento de dois pontos ou modelo espectral. Para parametrizar o termo de 

transferência inercial de energia T(k,  t ;  z) foi empregado o Modelo de Heisenberg que 

considera que a transferência de energia dos grandes para os pequenos turbilhões ocorre de 

forma análoga a viscosidade molecular, definindo um coeficiente de viscosidade cinemático. 

Pela Figura 3.1 observa-se que o máximo da função T(k,  O; z) localiza-se em números de 

onda pequenos, representando uma perda de energia nessa região. 

Para representar o campo de turbulência antes do decaimento usou-se o modelo 

de Kristensen [1989], que permite obter o espectro tridimensional de um fluxo turbulento 

homogêneo mas não isotrópico estacionário a partir de suas componentes unidimensionais. 

Neste trabalho foram consideradas as componentes unidimensionais de Degrazia e Anfossi 

[1998]. A equação integro-diferencial não linear (3.4), que descreve o decaimento da turbulên- 

cia na Camada Limite Convectiva (CLC),  foi resolvida analiticamente fixando o parâmetro 

"z" e considerando que o espectro de energia pode ser dividido como um produto de duas 

funções. A solução (3.23) é o espectro de energia cinética turbulenta 3-D em uma C L C  

decaindo. 

A partir do espectro 3-D foi calculada a energia cinética durante o decaimento da 

turbulência na CLC.  Pela Figura 4.1 observa-se que existe uma boa concordância entre a 

energia obtida com a equação (3.23) e os dados de simulação numérica LES [Nieuwstadt e 

Brost , 19861. 

O decaimento proporcional a t-1,2 obtido pelo modelo e por LES [Nieuwstadt e Brost, 

19861 é característico de um campo turbulento isotrópico [Lesieur, 19871. Este resultado 



indica que a equação (3.7) descreve bem um campo turbulento onde não existem fontes. 

A partir do espectro 3-D dado pela equação (3.23) foram calculadas as componentes 

verticais do espectro de energia supondo que cada componente unidimensional (1-D) con- 

tribui para a formação do espectro tridimensional (3-D) com um determinado peso, que é 

calculado pela razão entre as médias no tempo da componente considerada e a média no 

tempo do espectro 3-D. As variâncias das componentes unidimensionais da velocidade e o 

coeficiente de difusão vertical foram calculados a partir dos espectros unidimensionais. As 

Figuras 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5 mostram que as variâncias unidimensionais calculadas e o 

coeficiente de difusão vertical concordam com os resultados obtidos por LES [Nieuwstadt e 

Brost, 19861 a partir de simulação numérica. 

Conclui-se que o modelo proposto neste trabalho pode ser utilizado para calcular a 

energia cinética turbulenta, a variância das componentes unidimensionais da velocidade e as 

componentes unidimensionais do coeficiente de difusão durante o período de transição dia- 

noite. O coeficiente de difusão calculado neste trabalho pode ser utilizados em modelos de 

dispersão para determinar o campo de concentração de contaminantes durante o decaimento 

da turbulência na Camada Limite Convectiva (CLC). 
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EQUAÇÃO DINÂMICA PARA A FUNÇÃO ESPECTRO DE ENERGIA EM 

UM FLUXO TURBULENTO HOMOGÊNEO 

Scs ta  scc;;to apreserit,a-se c) cálciilo d a  cqilac;;to dinâmica para a fiinc;;to espect,ro de 

energia. 

Unia cqilac;;to para a fiinc;;to correla~ão erit,re dois porit,os dist,irit,os de urn fluxo t,iir- 

biilerit'o horriogêrieo pode ser obt'ida a part'ir das c~qiiac;õcls de Navicr-Stokcs [Hirize, 19751, 

ria qiial represerit,a a variação c(-~rri i-) t,erripo do rriorrieriturri por uriidade <Ir rriassa, 

ii - (CiCk) represerit,a c) gradierit,e do fluxo de rriorrierit~iirri, -hir3 1 - - g represerit,a a cori- ( gl) 
t r ibi i i~ão para a varia@) de rriorrieriturri dada pela acelera~ão d a  gravidade, feita a aproxi- 

rnac;;to de Boussin,esq qiie considera a corit'ribiiição do gradierit,e de temperatura, 2Evk.f2jLTk 

represerit,a a aceleração de Coriolis e aij 6 c) t,erisor tcnsão, qiie para urn fluido Newtoniano 

ít dado por (Lundu?~  et ul., 1989) 

ar;, 2 - 
0 = P h 7 ]  + [  d.cJ + -) d.c, - lo.,], 

ria qiial -Pdij represerit,a a corit'ribiiição d a  prc1ss;to exercida sobre (-) elerrierit~o de fluido, 
ac: 

) 
+ 4 

L ( + represerit,a a corit,ribiiiçBo d a  viscosidade e -/,,$V - 1:6, represerit,a a cori- 

tribiiição d a  dilatação do elerrierit~o de fluido. 
+ 

S(:r:t corisiderado urn fluido iri~:orri~>ressivel ( V  , i? = O,  p = c t c ) ,  e <Iesprezaclas 

as forqas exberrias + 2 ~ , ~ f l ~ u ~  = O ) ,  porkrrl será rriaritido o terrrio de Boiissi7iesq 



($-hi3 # O ) .  Coin est'as aproxirriaçfies as c~qiiaç&<s de Niiric:r-Stokrls t,orriarri-se 

serido v = i a viscosidade cirierriát,ica. 
P 

Para obter iirria cqilac;;to para a variação c(-lrri (-> t,erripo da  correlação erit,re as corri- 

porierit~es t,iirbiilerit,as da  velocidade de dois elerrierit~os de fluido localizados erri dois porit,os il 

e B varrios escrever a velocidade, a prc.ssiio e a t,erriperat,iira pot,ericial corrio a sorria de iirria 

corriporierit~e rriédia e oiit'ra t'iirbiilerit'a [St'iill, 19881, 

Siibstitiiindo as relações dadas erri (1.4) e (1.5) ria cqilac;;to (I.3), obt,érri-se 

- 
0. e .  i 3 F  i a p  32~; .  a2 71,, 

!]-d,:3 + !]-d,:3 - -- - -- +v: + v-, 
eu eu p L p L 3:~pan:p 32:p3:~p 

e f'dzcndo a rriédia de Reynolds [Stull, 19881 ria cqilac;;to (I.G), t,erri-se 

pois a rriédia de iirria fliltilac;;to 6 7ero. 

Para trabalhar sorrierite corri a pertiirbação, siibtrai-se a c1qiiac;;to (1.7) da  c.qilac;;to 

(I.G), obterido assirri a c.qilac;;to para o fluxo tiirbiilerito rio ponto -4 

Escrevendo iirria cqilac;;to equivalerit,e para o porit,o B; rriultiplicarido a c1qiiac;;to (1.8) 

por ( u ~ ) ~  e a cqilac;;to para o porit'o B por ( U , ) ~ ,  e sorriarido as diias c~qiiac;õcls para obter a 
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seguirit,e cqi~ac;;to para os t,erisores correlação a part,ir d a  cqi~ac;;to (I.9), 

- - (?) dxk: AB Ri;; + [(bTk) E - (bTk),4] 

1 

Ri;; 

il r e l a ~ ã o  (1.12) 6 a cqi~ac;;to diriârriica corriplet,a para a correla~ão das velocidades 

erit,re dois elerrierit~os de fluido de urn fluxo t,iirbiilerit,o não horriogêrieo e não isot,rópico, 

localizados erri dois porit,os distirit,os [Hirize, 19751. 

S(i a t,iirbiilêricia for horriogêriea, t,odas as  derivadas erri relação a ( x , ) ~ ~  são riiilas 

(devido a irivariâricia frente a trarislação), e a cqi1ac;;to (1.12) pode ser escrit,a corrio: 

3 ( 3 )  ( a i ] )  - - 
tR";+Rk., - +Ri& - 

3 
32, d ~ ,  + [(c,), - ( L ' k )  A ]  

a2 + 271- Ri;; 
8~kdl.k 

Scrá, corisiderado qiie a velocidade rriédia do fluxo t,iirbiilerit,o csth ria direção de urn 

dos eixos do sistema de rclf(:ri.nc:ia, 

- = cte. 

Conio 

- - 

iJG 
- 

t'erri-se pelas (~qiiaqi"1s (1.14) qiie Ri;;& e R~.;% são riulos, e R ~ , ; Z  se i # 1, então 



Da rriesrria forma 

Por clifiiiição r, = (.r2)B - e ;i;; - - 
- 

corrio r2 = iYj = 0, obtérri-se 

Sestas coridições a (1qilac;;to (1.13) pode ser escrit,a corrio 

Considcrando a propriedade de irivariâricia sob reflcxão erri urn fluxo horriogêrieo 

( S .  . = S . .  
7 k : , ~  ' j , l k  e = -rp;,) [Hirize, 19751, e ainda devido a sirriet,ria do t,erisor correlação 

tripla d a  velocidade corri respeit'o aos índices para urn rriesrrio porit,o (S ik t j  = Ski;:, e Si,jk = 

Si .kj) ,  pode-se definir 

3 3 3 3 p.. "'j -p. - -p . = -p. + -p. ar, 4'" ar, ";.' ar, 4'" ar, ."" 

Considcrando as  dcfinic;õcls feitas erri (I.16), a cqi~aç;to d a  corit~iriuidade (ri,, = O)  e 

contraindo (-1s íridices (i j ) ,  obt,érri-se a seguirit,e c~xprc~ss;to para a cqi~ac;;to (I.15), 

il cqi~ac;;to (1.17) descreve a variação c(-~rri (-) t,erripo d a  correlação erit,re as  corripo- 

rierit,es t,iirbiilerit,as da velocidade de dois porit,os localizados erri urri fluxo t,iirbiilerit,o horriogê- 



rieo. 

-4 c.qilac;;to diriârriica para o espectro de eriergia 6 obtida a partir d a  Transí'orrriada 

de Fouricr d a  c.qilac;;to (1.17) 

consideradas as seguirit~es Transformadas de Fourier: 

+ 1 
( k : ,  t )  = - $ (>' f ) ~ ? " ~ * d ' r  

( 2 ~ ) : ~  

Integrando (-1s termos d a  cqilac;;to (1.19) sobre uma silpc1rfíc:ici esftrica de raio k ri(-) 

espaçc-) de Foilricr, e definindo 

+ 
ria qual k = Ikl, pode-se escrever a cqilac;;to (1.18) d a  seguirit,e fornia: 

Ses ta  cqilac;;to E ( k ,  t ;  z )  ít a filnc;;to espect,ro de eriergia ou sirriplesrrierit~e espect,ro de 

eriergia, Il.rl(k, t ;  z )  ít o termo de prodi i~ão  de eriergia por efcito rriecâriico, T ( k ,  t ;  z )  descreve 

a transferência de energia ciriética erit,re (-1s t,iirbilhões de diferentes núrncros de onda por 

efcito iriercial, H ( k ,  t ;  z )  ít o termo de prodi i~ão  ou perda de eriergia por efcito t,érrriico, e 

2 1 / k % ( k ,  t ;  z )  represerit,a a diss ipa~ão de eriergia por viscosidade rriolecular. 


