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Miriam que tu continues sendo essa super pessoa e orientadora que com muita calma

e dedicação me ajudaste a concluir este trabalho.

Quero agradecer aos meus amigos Hevans Vińıcius por ter aceito a minha ideia
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Resumo

Neste trabalho estudamos o problema de Dirichlet assintótico para a equação das su-

perf́ıcies mı́nimas em uma superf́ıcie de Cartan-Hadamard rotacionalmente simétrica

com métrica dada por dr2 + f(r)2dθ2 e mostramos que o problema é unicamente

solúvel para qualquer dado cont́ınuo em seu bordo assintótico se
1

f
∈ L1([r0,∞)).

Palavras-chave: Problema de Dirichlet; variedades rotacionalmente simétricas;

curvatura seccional negativa; equações diferenciais parciais eĺıpticas.
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Abstract

In this work we study the asymptotic Dirichlet problem for the minimal surface

equation on rotationally symmetric Cartan-Hadamard surfaces with metric given

by dr2 +f(r)2dθ2. We prove that the problem is uniquely solvave for any continuous

asymptotic boundary data under the condition
1

f
∈ L1([r0,∞)).

Key-words: Dirichlet problem; rotationally symmetric manifolds; negative sec-

cional curvature; elliptic partial differential equations.
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2.2.2 O Método da continuidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.2.3 Barreiras e estimativas a priori . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3 A geometria do problema 28

3.1 Variedades de Cartan-Hadamard e bordo assintótico . . . . . . . . . 28
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Caṕıtulo 1

Introdução

Uma classe de problemas bastante estudados em equações diferenciais parciais são

os chamados problemas de Dirichlet, os quais consistem em encontrar uma função

que resolva uma EDP espećıfica no interior de uma dada região e que toma valores

prescritos na fronteira. Dentre os problemas de Dirichlet destacamos o problema

de Dirichlet para a equação das superf́ıcies mı́nimas que consiste em determinar

a existência e unicidade de uma função u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω), Ω ⊂ R2, solução do

seguinte problema:

(P)

 M(ũ) := div

(
grad ũ√

1 + |grad ũ|2

)
= 0 em Ω

ũ|∂Ω = ψ

com ψ ∈ C0(∂Ω) dada. Notemos que se u é solução do problema (P) então o

conjunto S = {(x, y, u(x, y)); (x, y) ∈ Ω} é uma superf́ıcie mı́nima do R3, isto é

possui curvatura média nula, tal que ∂S = graf (ψ).

O primeiro resultado mais geral sobre o problema (P) foi obtido por Radó em

1930, o qual mostrou que (P) tem solução única se Ω é um domı́nio limitado e

convexo. Em 1965 Finn mostrou que para todo domı́nio limitado e não convexo

existem dados cont́ınuos no bordo para os quais o problema (P) não tem solução.

Com base nos resultados de Radó e Finn, pode-se concluir então que: para Ω ⊂ R2

O problema de Dirichlet para a equação das superf́ıcies mı́nimas é solúvel

para arbitrários dados cont́ınuos no bordo de um domı́nio limitado se, e

somente se, o domı́nio é convexo.

Já no caso Rn, em 1968, no trabalho [JS], Jenkins e Serrin mostraram que

se Ω ⊂ Rn é um domı́nio limitado com bordo de classe C2, então o problema de
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Dirichlet para a equação das superf́ıcies mı́nimas em Ω é solúvel para qualquer

ψ ∈ C2(∂Ω) se, e somente se, a curvatura média de ∂Ω é não negativa. O resultado

continua válido caso ψ ∈ C0(∂Ω), ver Teorema 16.8 em [GT].

Com o desenvolvimento da geometria riemanniana e algumas respostas sobre

gráficos mı́nimos em Rn, alguns geômetras/analistas começaram a busca por su-

perf́ıcies mı́nimas em uma variedade riemanniana M , isto é, como encontrar em M

hipersuperf́ıcies minimizando área dentre todas as que possuem o mesmo bordo, ou

pelo menos como garantir sua existência? Como se sabe no Rn as hipersuperf́ıcies

mı́nimas que são gráficos de funções são muito interessantes, pois reduzem o pro-

blema à resolução de EDPs, levando analistas e geômetras a trabalharem juntos

criando ferramentas, estimativas e até mesmo traduzindo as ferramentas utiliza-

das no estudo clássico das EDPs no Rn para novos ambientes, como as variedades

riemannianas.

Um assunto de pesquisa em geometria é o seguinte: estudar a existência e uni-

cidade e outras questões relacionadas ao problema de Dirichlet para a equação das

hipersuperf́ıcies mı́nimas e de curvatura média constante em espaços produto da

forma M × R onde M é uma variedade riemanniana. Para o caso mı́nimo isto é,

M(u) = 0 ⇔ o gráfico de u é uma hipersuperf́ıcie mı́nima em M × R, estuda-se a

existência de hipersuperf́ıcies mı́nimas que são gráficos de funções com certa regu-

laridade, considerando em M hipóteses topológicas e sobre a sua curvatura. Para

tal estudo as EDPs funcionam como ferramentas.

A geometria das hipersuperf́ıcies mı́nimas nas variedades produto da forma M×
R tem sido estudada em muitos trabalhos. Embora tenhamos apenas falado no

problema de Dirichlet para a equação das superf́ıcies mı́nimas, não podemos nos

esquecer do problema de Dirichlet para a equação das superf́ıcies de curvatura

média constante que também é muito estudado e junto com o das mı́nimas podem

ser encontrados em [MR], [MRR] [S] e [SY], entre muitos outros, como aqueles

presentes nas suas referências.

Passamos agora a falar dos problemas de Dirichlet assintóticos, também chama-

dos de problemas de Dirichlet no infinito. Tais problemas consistem em resolver o

problema de Dirichlet em uma variedade de Hadamard para certos tipos de opera-

dores eĺıpticos e com dados cont́ınuos prescritos em seu bordo assintótico. Sejamos

mais espećıficos: encontrar uma função u tal que{
Q(ũ) = 0 em M

ũ|∂∞M = ψ

com ψ ∈ C0(∂∞M), Q um operador linear ou quasilinear eĺıptico e ∂∞M é o bordo

2



assintótico de uma variedade de Hadamard M . Tal bordo foi introduzido no traba-

lho [EO], por P.Eberlain e B.O’Neill, neste trabalho na seção 3.1 apresentamos sua

definição e algumas propriedades.

Quando Q = ∆, o operador Laplaciano, Anderson em [And] mostrou que o

problema é unicamente solúvel quando a curvatura seccionalK deM , satisfaz−b2 ≤
K ≤ −a2 com 0 < a ≤ b (constantes). Sullivan, independentemente de Anderson,

utilizando a mesma hipótese sobre a curvatura e analisando o comportamento do

movimento Browniano na variedade mostrou que o problema é solúvel. Choi em

[C1] mostrou que o problema é solúvel se K ≤ −a2 < 0 e quaisquer dois pontos de

∂∞M podem ser separados por vizinhanças disjuntas, e uma delas convexa. Para

a não existência citamos [Anc] e [B] os quais mostram que existem variedade com

curvatura K ≤ −1 que não admitem solução para o problema para certos dados no

bordo assintótico.

Quando Q(u) = div (|∇u|p−2∇u), isto é, Q é o operador p-Laplaciano citamos

os trabalhos [H] e [HV], e para operadores mais gerais [RT2].

Neste trabalho estudamos o problema de Dirichlet assintótico para a equação das

supeŕıfices mı́nimas em uma superf́ıcie de Cartan-Hadamard, isto é, uma variedade

riemanniana de Cartan-Hadamard de dimensão 2, e rotacionalmente simétrica com

métrica em coordenadas polares geodésicas (r, θ) dada por dr2+f(r)2dθ2. O teorema

central deste trabalho foi provado por Ripoll e Telichevesky em [RT1] é o que segue:

Teorema 1.0.1. Seja M uma superf́ıcie de Cartan-Hadamard tal que:

1) M é rotacionalmente simétrica;

2)

∫ ∞
r0

dr

f(r)
<∞.

Seja ψ ∈ C0(∂∞M). Então existe u ∈ C∞(M) ∩ C0(M) tal que M(ũ) := div

(
grad ũ√

1 + |grad ũ|2

)
= 0 em M

ũ|∂∞M = ψ.

(1.1)

Além disso, se S é uma superf́ıcie mı́nima propriamente imersa em M × R tal

que ∂∞S = graf (ψ) então S = graf (u).

Em [GR], os autores mostraram que o problema de Dirichlet assintótico para

a equação das superf́ıcies mı́nimas é solúvel com a hipótese de que a curvatura

seccional K de M satisfaz K ≤ k < 0 (k constante) e em seguida perguntam o que

3



acontece se somente assumir K < 0. Logo o teorema 1.0.1 dá uma resposta parcial

a pergunta acima, deixada por [GR].

Corolário 1.0.2. Seja M uma superf́ıcie de Cartan-Hadamard, rotacionalmente

simétrica em um ponto o ∈M tal que a curvatura seccional satisfaz a condição

K(r) ≤ − 1 + ε

r2 log r
, r ≥ r0, (1.2)

para algum r0 > 0, ε > 0, onde r é a função distância ao ponto o. Então, dado

ψ ∈ C0(∂∞M) existe u ∈ C∞(M) ∩ C0(M) solução de (1.1), e o gráfico de u é a

única superf́ıcie mı́nima propriamente imersa em M×R tendo graf (ψ) como bordo

assintótico.

Este corolário nos mostra uma conexão interessante entre o problema de Diri-

chlet assintótico para o operador Laplaciano e o das superf́ıcies mı́nimas, pois Neel

em [N] mostrou que a condição (1.2) é suficiente para mostrar que o problema de

Dirichlet assintótico é solúvel para o operador Laplaciano em uma variedade de

Cartan-Hadamard de dimensão 2. Como veremos o resultado não vale para ε = 0.

No caṕıtulo 2 apresentamos as definições necessárias da geometria riemanniana

para a compreensão do texto, junto com as ferramentas necessárias da teoria das

equações diferenciais parciais para a demonstração do Teorema 1.0.1. No caṕıtulo

3 apresentamos o espaço ambiente onde o teorema é demonstrado, e por fim no

caṕıtulo 4 fazemos a demonstração do teorema o mais detalhadamente posśıvel.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1 Geometria riemanniana básica

Nesta seção, enunciamos algumas definições e teoremas da geometria riemanniana.

Os conceitos iniciais como variedades diferenciáveis, funções diferenciáveis entre

variedades, espaço tangente, campo de vetores, conexão riemanniana e métrica são

utlizados sem mais explicações, a referência básica é [dC1].

Quando pensamos em geometria pensamos em problemas relativos a medições

de distâncias, comprimentos, ângulos, áreas, volumes, etc. A fim de que possamos

fazer tais medições precisamos de ferramentas básicas para isso. Esta ferramenta

em geometria riemanniana é justamente proporcionada pela métrica riemanniana

que denotamos por 〈 , 〉.
Denotaremos por M = (M, 〈 , 〉) uma variedade riemanniana de dimensão n,

munida da sua métrica riemanniana.

∇ será a conexão riemanniana de M , ou seja, é a conexão que é simétrica e

compat́ıvel com a métrica. X(M) denotará o conjunto de todos os campos de

veotres de classe C∞ em M .

Com o conceito de conexão riemanniana temos uma maneira de derivar campos

de vetores ao longo de curvas definidas em M , em particular é posśıvel falar em ace-

leração de uma curva em M e assim pensar nas curvas que minimizam a distância.

Tal derivada denotamos por DV
dt

:= V ′, onde V é um campo vetorial a longo de uma

curva diferenciável c : I →M .

As geodésicas são fundamentais para o estudo da geometria das variedades rie-

mannianas, do mesmo modo que as retas são fundamentais para o estudo da geo-

metria euclidiana, visto que são as curvas que realizam distância.
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Definição 2.1.1. Uma curva parametrizada γ : I →M é uma geodésica se

D

dt

(
dγ

dt

)
= 0

∀t ∈ I, ou seja, se γ possui aceleração nula.

Se γ é geodésica, então

d

dt

〈
dγ

dt
,
dγ

dt

〉
= 2

〈
D

dt

dγ

dt
,
dγ

dt

〉
= 0

ou seja, o comprimento do vetor tangente dγ
dt

é constante, logo podemos supor que

|dγ
dt
| = a 6= 0, excluindo assim as geodésicas que se reduzem a pontos.

Como consequência do teorema de existência e unicidade de soluções de equações

diferenciais ordinárias, obtemos o seguinte resultado. Indicamos por TpM o espaço

tangente a M em p.

Proposição 2.1.2. Dados p ∈M e v ∈ TpM , existem ε > 0 e uma única geodésica

γ : (−ε, ε)→M tal que γ(0) = p e γ′(0) = v.

Se v ∈ TpM , vamos denotar por γv a única geodésica de M que passa por p ∈M
com velocidade v.

Seja U = {v ∈ TpM : γv está definida num intervalo contendo [0, 1]}.

Definição 2.1.3. A aplicação expp : U → M definida por expp(v) = γv(1), é

denominada aplicação exponencial.

É posśıvel mostrar que expp é diferenciável, e também que para cada v ∈ TpM ,

a geodésica γv é dada por γv(t) = expp(tv) para todo t ∈ R tal que os dois lados

estão definidos.

Na maioria das aplicações utilizamos o seguinte resultado, que garante que em

uma vizinhança da origem de TpM a aplicação exponencial é um difeomorfismo, isso

é muito útil pois podemos tomar a aplicação exponencial como uma carta local.

Proposição 2.1.4. Dado p ∈ M , existe ε > 0 tal que expp : Bε(0) ⊂ TpM → M é

um difeomorfismo de Bε(0) sobre um aberto de M .

Lema 2.1.5. (de Gauss) Seja p ∈M e seja v ∈ TpM tal que expp(v) esteja definida.

Seja w ∈ Tv(TpM) ≈ TpM . Então

〈(d expp)v(v), (d expp)v(w)〉 = 〈v, w〉

Note que o lema de Gauss diz que se um dos vetores é o radial então a métrica é

preservada, podemos pensar nesse caso que exp é uma “isometria radial”. O lema

de Gauss será utilizado para se chegar na métrica de uma variedade rotacionalmente

simétrica.
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2.1.1 Curvatura e campos de Jacobi

Uma maneira de motivar curvatura é procurar pelos invariantes geométricos de uma

variedade, ou seja dadas duas variedades queremos saber se elas são equivalentes

de alguma forma, por exemplo se são isométricas, e a curvatura então é uma das

formas de compará-las. Uma maneira intuitiva de pensar na curvatura é pensar

que ela mede o quanto localmente uma variedade riemanniana deixa de ser o espaço

euclidiano, como veremos a seguir.

Definição 2.1.6. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma corres-

pondência que associa a cada par X, Y ∈ X(M) uma aplicação R(X, Y ) : X(M)→
X(M) dada por

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z, Z ∈ X(M)

Do mesmo modo como acontece com as superf́ıcies na geometria diferencial o

invariante geométrico básico segue sendo a curvatura. Contudo uma variedade pode

se curvar em muitas direções e por isso a curvatura não é tão fácil de entender.

Um primeiro problema a se pensar é que, em geral as variedades riemannianas

não são apresentadas como subvariedades do espaço euclidiano. Portanto, a ideia

de curvatura seccional é feita da seguinte forma: selecionamos um subespaço bi-

dimensional σ do espaço tangente a M em p, consideramos todas as geodésicas que

passam por p com velocidade contida em σ. Isso dá lugar a uma subvariedade de

dimensão 2, Sσ de M , que herda a estrutura riemanniana de M . Calculamos a

curvatura de Gauss de Sσ em p (que pode ser calculada em termos da métrica).

Logo temos um número denotado por K(σ), que chamamos de curvatura seccional,

de M em p associada ao subespaço σ. Equivalentemente temos a seguinte definição:

Definição 2.1.7. Dado p ∈M e um subespaço bi-dimensional σ ⊂ TpM , o número

K(σ) = K(x, y) =
〈R(x, y)x, y〉
|x ∧ y|2

é chamado curvatura seccional de σ em p, onde x, y ∈ σ são dois vetores lineramente

independentes e |x ∧ y|2 := |x|2|y|2 − 〈x, y〉2

Uma observação importante é que K(σ) não depende da escolha dos vetores

x, y ∈ σ.

Uma maneira de entender a relação da curvatura com a métrica é obter a ex-

pressão da métrica em algum sistema de coordenadas e então obtemos uma posśıvel
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motivação para curvatura: ela é a primeira correção não trivial que distingue uma

métrica arbitrária de uma métrica euclidiana, esta motivação e suas contas em geral

não são encontradas feitas na literatura.

Faremos as contas com o aux́ılio dos campos de Jacobi, para a métrica no sis-

tema de coordenadas normais, via aplicação exponencial, e notaremos que aparece

naturalmente a curvatura da variedade.

Definição 2.1.8. Seja γ : [0, a] → M uma geodésica de M . Um campo de vetores

J ao longo de γ é um campo de Jacobi se satisfaz

D2J

dt2
(t) +R (J(t), γ′(t)) γ′(t) = 0, para t ∈ [0, a].

Como a equação acima é uma equação de segunda ordem linear em J , segue

que um campo de Jacobi é determinado pelas condições iniciais J(0) e DJ
dt

(0), e

portanto existem 2n campos de Jacobi linearmente independentes ao longo de γ.

Um campo de Jacobi tal que J(0) = 0 e DJ
dt

(0) = w ao longo da geodésica

γ : [0, 1]→M , dada por γ(t) = expp(tv) é da forma

J(t) = (d expp)tv(tw).

Esta é essencialmente a única maneira de construir campos de Jacobi ao longo

de γ(t) com J(0) = 0.

Sejam J1 e J2 campos de Jacobi tais que J1(0) = J2(0) = 0 e DJ1
dt

(0) = w1,
DJ2
dt

(0) = w2, γ′(0) = v, ao longo da geodésica γ(t) = expp(tv).

Fazendo a expansão de Taylor da função F (t) = 〈J1(t), J2(t)〉 em torno de t = 0,

até a ordem 4, chegamos a seguinte expressão

F (t) = 〈w1, w2〉t2 −
t4

6

(
〈R(v, w1)v, w2〉+ 〈R(v, w2)v, w1〉

)
+R(t). (2.1)

Com limt→0
R(t)
t5

= 0.

O que faremos agora é calcular os gij da métrica em coordenadas normais, via

aplicação exponencial, isto pode ser feito pois de acordo com a proposição 2.1.4

expp é um difeomorfismo numa vizinhança da origem.

Considere como sendo a carta local a aplicação expp : Bε ⊂ TpM →M .

Fixe {e1, . . . , en} base ortonormal de TpM , então sabemos que gij = 〈Xi, Xj〉,
onde Xi = (d exp)tv(ei) com i = 1, . . . , n.

Fazendo x = t0v, |v| = 1, v ∈ TpM , considere agora os campos de Jacobi

Ji(t) = (d expp)tv(tei) = t(d expp)tv(ei) = tXi

8



ao longo da geodésica γ(t) = expp(tv), Xi ∈ Texpp(tv)M , logo Ji(t) = tXi são tais

que Ji(0) = 0 e DJ
dt

(0) = ei.

Fazendo J1 = Ji, J2 = Jj, w1 = ei, w2 = ej em (2.1) temos que

gij = 〈Xi(t0v), Xj(t0v)〉 =
1

t20
〈Ji(t0), Jj(t0)〉

logo,

gij =
1

t20

[
〈ei, ej〉t20 −

t20
6
〈R
(
x

t0
, ei

)
x

t0
, ej〉 −

t20
6
〈R
(
x

t0
, ej

)
x

t0
, ei〉
]

+R(t)

escrevendo x =
n∑
k=1

xkek, e fazendo os cancelamentos segue que

gij = δij −
1

3

∑
k,l

〈R(ek, ei)el, ej〉xkxl +O(t3)

se denotarmos Rkilj = 〈R(ek, ei)el, ej〉, então

gij = δij −
1

3

∑
k,l

Rkiljxkxl +O(|x|3)

é a expressão da métrica em coordenadas normais e assim R é a primeira correção

não trivial que distingue a métrica em coordenadas normais da métrica Euclidiana.

Como os campos de Jacobi estão ligados com a curvatura é posśıvel mostrar que

||J(t)|| dada por

||J(t)|| = t− 1

6
K(p, σ)t3 +R(t) (2.2)

mede o afastamento infinitesimal das geodésicas partindo de um ponto, e notamos

que em curvatura negativa tal afastamento é mais rápido do que os casos onde a

curvatura é nula ou positiva, e em curvatura positiva o afastamento ocorre de forma

mais lenta e até mesmo como no caso da esfera as geodésicas voltam a se encontrar

em tempo finito.

Para encerrar esta seção segue a definição de ponto conjugado.

Definição 2.1.9. Seja γ : [0, a] → M uma geodésica. O ponto γ(t0) é conjugado

de γ(0) ao longo de γ, t0 ∈ (0, a], se existe um campo de Jacobi J ao longo de γ,

não identicamente nulo, com J(0) = 0 = J(to).

Um fato interessante a ser observado é que se M é uma variedade Riemanniana

com curvatura seccional não positiva então M não possui pontos conjugados, pois

9



se existisse um campo de Jacobi não nulo ao longo de uma geodésica γ : [0, a]→M

com γ(0) = p e J(0) = J(a) = 0 então

D

dt
〈DJ
dt
, J〉 = 〈D

2J

dt
, J〉+ 〈DJ

dt
,
DJ

dt
〉

= −|J |2K(γ′, J) +

∣∣∣∣DJdt
∣∣∣∣2 ≥ 0

logo a função t 7→ 〈DJ
dt
, J〉 é não decrescente em [0, a] e como J(0) = J(a) = 0,

então
〈
DJ
dt
, J
〉
≡ 0, e por outro lado

d

dt
〈J, J〉 = 2〈DJ

dt
, J〉 = 0⇒ |J |2 = cte⇒ |J |2 = 0⇒ J ≡ 0

o que nos leva a um absurdo.

2.1.2 Teorema da comparação do Hessiano

Os teoremas de comparação na geometria possuem um papel muito importante,

pois oferecem ferramentas para comparar as propriedades geométricas de variedades

riemannianas diferentes. Existem diversos teoremas de comparação entre eles o

de Rauch, do Laplaciano e do Hessiano. Aqui apenas falaremos do teorema da

comparação do Hessiano.

Definição 2.1.10. Dados X, Y ∈ TpM , f ∈ C2(M). O Hessiano de f é definida

como Hess f(X, Y ) = X(Y (f))− (∇XY ) (f).

O gradiente de f , denotado por grad f , é definido como sendo o único campo

vetorial tal que 〈grad f,X〉 = X(f)

Utilizando a definição de gradiente podemos escrever o Hessiano de f da seguinte

maneira:

Hess f(X, Y ) = 〈∇Xgrad f, Y 〉.

Antes de enunciar e provar o teorema da comparação do Hessiano, faremos

algumas definições e falaremos um pouco sobre a função distância.

Considere a distância riemanniana de M , ou seja, d : M ×M → R dada por

d(p, q) := inf{l(c); c : [a, b]→M com c(a) = p e c(b) = q}

onde c é uma curva C∞ por partes e l(c) denota o comprimento da curva c.
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Mostra-se que com a distância d, M é um espaço métrico e que a topologia

induzida por d em M coincide com a topologia inicial de M . Para mais detalhes

ver [dC1].

Fixado p ∈ U ⊂ M , aberto consideremos r : M → R, r(x) := d(x, p) a função

distância a p. A função r satisfaz boas propridades.

Consideremos o campo ∂
∂r

obtido considerando coordenadas polares centradas

em p.

Proposição 2.1.11. 1) grad r =
∂

∂r

2) Se X ∈ X(M) então Hess r

(
X,

∂

∂r

)
= 0

dem.:

1) Para cada θ fixado em TpM ,
∂

∂r
é o vetor velocidade das geodésicas dadas pelas

curvas r 7→ expp(rθ). Assim por um lado, utilizando definição de gradiente

temos que 〈
grad r,

∂

∂r

〉
=
∂r

∂r
= 1.

Por outro lado 〈
grad r,

∂

∂θi

〉
=

∂r

∂θi
= 0

pois r não depende de θi. Assim grad r é multiplo de
∂

∂r
, e pela conta acima

o múltiplo de grad r é igual a 1, logo segue que

grad r =
∂

∂r
.

2) Seja X ∈ X(M), então

Hess r(X,
∂

∂r
) = X(

∂

∂r
(r))−(∇X

∂

∂r
(r)) = −〈∇X

∂

∂r
,
∂

∂r
〉 = −1

2
X〈 ∂

∂r
,
∂

∂r
〉 = 0

pois as geodésicas radiais são parametrizadas pelo comprimento de arco.

�

Seja M uma variedade riemanniana e γ : [0, a]→M uma geodésica de M . Seja

V um campo de vetores diferenciável por partes ao longo de γ. Para todo t0 ∈ [0, a],

escreveremos

It0(V, V ) =

∫ t0

0

{〈V ′, V ′〉 − 〈R(γ′, V ′)γ′, V 〉}dt
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para definir o ı́ndice de V em t0.

O próximo lema nos diz que se uma geodésica não possui pontos conjugados

então os campos de Jacobi são os campos que minimizam o ı́ndice, mais precisa-

mente temos o seguinte resultado.

Lema 2.1.12. (do Índice). Seja γ : [0, a]→ M geodésica sem pontos conjugados

a γ(0) em (0, a]. Sejam J um campo de Jacobi ao longo de γ e V um campo de

vetores diferenciável por partes ao longo de γ tais que

(i) J(0) = V (0) = 0

(ii) 〈J, γ′〉 = 〈V, γ′〉 = 0

(iii) J(t0) = V (t0) para certo t0 ∈ (0, a]

Então It0(J) ≤ It0(V ). Além disso, se vale a igualdade, então J(t) = V (t) ∀t ∈
[0, a].

A demonstração do lema do Índice pode ser encontrada em [dC1].

Como consequência do lema do Índice temos o teorema da comparação do Hes-

siano.

Teorema 2.1.13. (da comparação do Hessiano:) Sejam M1 e M2 variedades

riemannianas completas de dimensão n. Sejam γi : [0, a]→ Mi geodésicas tais que

|γ′i| = 1 e que não possuem pontos conjugados a γi(0). Sejam ρi as funções distância

a γi(0) em Mi e Ki as curvaturas seccionais de Mi. Suponha que em γ1(t) e γ2(t),

t ∈ [0, a], tenhamos a seguinte desigualdade:

K1 (u1, γ
′
1) (t) ≥ K2 (u2, γ

′
2) (t),

onde ui é um vetor unitário em Tγi(t)Mi ortogonal a γ′i(t). Então

Hess (ρ1) (u1, u1) ≤ Hess (ρ2) (u2, u2) .

dem.: Afirmamos que

Hess (ρi)(ui, ui)(x) = It0(Ji, Ji),

onde Ji é campo de Jacobi ao longo de γi tal que Ji ⊥ γ′i, Ji(0) = 0 e Ji(t0) = ui,

t0 ∈ [0, a].

De fato: fixado q ∈ M . Para p ∈ M que não é conjugado a q, seja γ (omitindo

o ı́ndicie i) a geodésica minimizante ligando p a q, tal que γ(0) = q e γ(t0) = p,
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t0 ∈ (0, a]. Seja u ∈ TpM tal que 〈u, γ′〉 = 0. Como q não é conjugado de p,

podemos estender u a um campo de Jacobi J ao longo de γ tal que J(0) = 0 ∈ TqM
e J(t0) = u ∈ TpM e que [J, γ′] = 0, isto pode ser feito mostrando apenas que

grad ρ(γ(t)) = γ′(t) que segue pela propriedade 1 da função distância, com isso em

mãos e sabendo que J(0) = 0 então J é da forma J(t) =
∂f

∂s
(0, t), onde

f(s, t) = expq(tv(s)),v(0) = γ′(0),v′(0) = J ′(0) = ∇γ′J(0)

dai segue que grad ρ(f(s, t)) =
∂f

∂t
(s, t), logo temos [J, γ′] =

[
∂f

∂s
,
∂f

∂t

]
= 0.

Além disso,

Hess (ρ)(x)(u, u) = 〈∇ugrad ρ, u〉(x) = 〈∇Jgrad ρ, J〉

=

∫ t0

0

d

dt
〈∇Jgrad ρ, J〉(γ(t))dt

=

∫ t0

0

{〈∇γ′∇Jgrad ρ, J〉+ 〈∇Jgrad ρ,∇γ′J〉} dt

Com as observações feitas acima temos que ∇Jgrad ρ−∇grad ρJ = 0.

Observamos novamente que grad ρ = γ′ e que, seguindo a notação que estamos

usando, ∇γ′J = J ′.

Com estas duas observações, podemos concluir a afirmação:

Hess (ρ)(u, u)(x) =

∫ t0

0

〈∇γ′∇γ′J, J〉+ 〈∇γ′J,∇γ′J〉 dt =

∫ t0

0

〈J ′′, J〉+ 〈J ′, J ′〉dt

=

∫ t0

0

〈J ′, J ′〉+ 〈R(γ′, J)γ′, J〉dt = It0(J, J).

Com a afirmação demonstrada, resta agora mostrar então que It0(J1, J1) ≤
It0(J2, J2). E para mostrar isso faremos o seguite: pegamos o campo J2 e levamos

para a variedade M1 e dai aplicamos o Lema do Índice. Faremos isso escolhendo

referenciais paralelos, isto é, considere {e1(s) = γ′1(s), e2(s) . . . , en(s)} referencial

paralelo ortonormal ao longo de γ1 e {ẽ1(s) = γ̃′(s), ẽ2(s) . . . , ẽn(s)} referencial

paralelo ortonormal ao longo de γ2.

Podemos supor que e2(s) = J2(s)
|J2(s)| e ẽ2(s) = J1(t0)

|J1(s)| , pois os campos de Jacobi são

sempre ortogonais às geodésicas.

Escrevemos J2(s) =
n∑
i=1

ai(s)ei(s), então para s = t, a2(t) = |J2(t)|, aj(t) = 0 se

j ≥ 3.

Agora construimos um campo “artificial” V em M1, tal que V e J2 possuem as

mesmas propriedades.
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Definimos V (s) =
n∑
i=2

ai(s)ẽi(s). Portanto V (t) = |J2(t)|
|J1(t)|J1(t) é um campo de

Jacobi em M1, dáı pelo lema do ı́ndice temos que

It

(
|J2(t)|
|J1(t)|

J1,
|J2(t)|
|J1(t)|

J1

)
≤ It(V, V )

logo segue que

1

2

|J2(t)|2

|J1(t)|2
〈J1, J1〉′(t) ≤

∫ t

0

|V ′|2 − 〈R(γ′1, V )γ′1, V 〉dt =

∫ t

0

|V ′|2 − |V |2K1(V, γ′1)dt

por hipótese K1(V, γ′1) ≥ K2(J, γ′2)⇒ −K1(V, γ′1) ≤ −K(J, γ′2) e como |V ′|2 = |J ′|2

temos

1

2

|J2(t)|2

|J1(t)|2
〈J1, J1〉′(t) ≤

∫ t

0

|J ′2|2 − |J2|2K2(γ′2, J2)dt =

∫ t

0

|J ′2|2 − 〈R(γ′2, J2)γ′2, J2〉dt

=
1

2
〈J2, J2〉′(t).

Agora note que

1

2
〈J1, J1〉′ (t) =

∫ t

0

|J ′1|2 − 〈R(γ′1, J1)γ′1, J1〉 = It(J1, J1)

e
1

2
〈J2, J2〉′ (t) =

∫ t

0

|J ′2|2 − 〈R(γ′2, J2)γ′2, J2〉 = It(J2, J2).

Logo para t = t0 temos que |J1(t0)| = |u1| = 1 e |J2(t0)| = |u2| = 1, com estas

considerações conclúımos que

It0(J1, J1) ≤ It0(J2, J2)

como queŕıamos demonstrar.

�

2.2 Resultados em EDP

Para a demonstração do Teorema 1.0.1 utilizaremos algumas ferramentas da teoria

das equações diferenciais parciais eĺıpticas, a referência é [GT], ver apêndice para o

enunciado de todos os resultados de [GT] utilizados neste texto.

Em [GT], os teoremas são espećıficos para quando o espaço ambiente é o Rn, no

entando eles valem para uma variedade como a que estamos trabalhando, pois são

resultados a respeito de operadores que envolvem apenas o divergente e o gradiente,

que são operadores ditos geométricos, ou seja, podem ser definidos intrinsecamente,

isto é, independem de parametrizações.
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2.2.1 Espaços de Hölder e operadores lineares eĺıpticos

Usaremos a notação de multi-́ındice para denotar a derivada parcial

Dβu(x) =
∂|β|u

∂xβ11 . . . ∂xβnn
(x)

onde β = (β1, . . . , βn) e |β| = β1 + . . .+ βn.

Seja C0(X,Rn) o espaço vetorial das aplicações cont́ınuas em um conjunto X ⊂
Rn. Lembremos que se K ⊂ Rn é compacto, então qualquer u ∈ C0(K,Rn) é

uniformemente cont́ınua. Neste caso, munido da norma

|u|C0(K) = |u|0,K = sup
K
|u|

C0(K,Rn) é um espaço de Banach.

Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio (aberto e conexo). Dado um inteiro não negativo k,

definimos

Ck(Ω) = {u : Ω→ R : Dβu ∈ C0(Ω), para todo |β| = k}

e

Ck(Ω) = {u ∈ Ck(Ω) : u e Dβu possuem extensão cont́ınua para Ω, ∀ |β| = k}.

Se o domı́nio Ω é limitado, então seu fecho Ω é compacto e assim Ck(Ω) é Banach

com a seguinte norma,

|u|Ck(Ω) = |u|k;Ω =
k∑
j=0

|Dju|0;Ω

onde |Dju|0;Ω = sup
|β|=k

sup
Ω

|Dβu|, k = 0, 1, 2, . . .

Definição 2.2.1. Seja Ω ⊂ Rn um aberto. Dizemos que uma função u : Ω → R é

Hölder cont́ınua com expoente α, se

sup
x,y∈Ω

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

<∞

para x 6= y e para algum 0 < α ≤ 1.

Neste caso, denotamos u ∈ Cα(Ω), além disso, denotamos também

[u]α;Ω = sup
x,y∈Ω

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

, x 6= y.
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Em particular, note que se u é Hölder cont́ınua com expoente α em Ω, então

|u(x)− u(y)| ≤ [u]α;Ω|x− y|α ∀x, y ∈ Ω.

Note que se uma função é Hölder cont́ınua em Ω, então ela é cont́ınua em Ω;

na verdade, ela é uniformemente cont́ınua em Ω. Uma função Hölder cont́ınua com

expoente α = 1 é uma função cont́ınua de Lipschitz.

O espaço

C0,α(Ω) = Cα(Ω) = {u : Ω→ R : [u]α;Ω <∞}

é Banach com a seguinte norma

|u|Cα(Ω) = |u|0,α;Ω = |u|0;Ω + [u]α;Ω.

Para k inteiro não negativo definimos os espaços de Hölder Ck,α(Ω) como sendo

os subespaços de Ck(Ω) consistindo das funções cujas derivadas parciais até a ordem

k são todas Hölder cont́ınuas com expoente α em Ω:

Ck,α(Ω) = {u ∈ Ck(Ω) : Dβu ∈ Cα(Ω), para todo |β| = k}

munido da norma

|u|Ck,α(Ω) = |u|k,α;Ω = |u|k;Ω + [Dku]α;Ω

onde [Dku]α;Ω = sup
|β|=k

[Dβu]α;Ω. Pode-se mostrar que com esta norma, Ck,α(Ω) é de

Banach.

Também denotamos por Ck,α0 (Ω) o espaço das funções em Ck,α(Ω) que possuem

suporte compacto em Ω, isto é, o espaço das funções tal que o conjunto

supp u = {x ∈ Ω : u(x) 6= 0}

é compacto.

Por simplicidade, vamos escrever

C0,α(Ω) = Cα(Ω), C0,α(Ω) = Cα(Ω), Ck,0(Ω) = Ck(Ω) e Ck,0(Ω) = Ck(Ω);

com essa notação, podemos considerar os espaços de classe Ck,α com 0 ≤ α ≤ 1.

Para finalizar esta seção, segue a definição de operador linear eĺıptico.

Um operador linear de segunda ordem num aberto Ω ⊂ Rn é uma aplicação

linear da forma:

Lu =
n∑
i,j=

aij(x)Diju(x) +
n∑
i=1

bi(x)Diu(x) + c(x)u(x)
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onde u ∈ C2(Ω), aij, bi, c são funções reais cont́ınuas definidas em Ω, e aij = aji.

Diremos que L é eĺıptico em Ω quando a matriz A = (aij) é positiva definida

para todo x ∈ Ω, ou seja se 〈Aξ, ξ〉 > 0 ∀ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn \ {0}, isto é,
n∑

i,j=1

aijξiξj > 0.

Equivalentemente, se λ(x) denota o autovalor minimo de A e Λ(x) o autovalor

máximo, então L é eĺıptico se

0 < λ(x)|ξ|2 ≤
n∑
i,j=

aijξiξj ≤ Λ(x)|ξ|2.

Além disso se

λ = inf
x∈Ω

λ(x) e Λ = sup
x∈Ω

Λ(x)

diremos que o operador L é estritamente eĺıptico em Ω se existe uma constante λ0 >

0 tal que 0 < λ0 ≤ λ, e também se existir uma constante Λ0 tal que Λ < Λ0 então L

é dito fortemente eĺıptico, e se Λ
λ

é limitado em Ω dizemos que L é uniformemente

eĺıptico.

2.2.2 O Método da continuidade

Para investigar a existência de soluções para o problema de Dirichlet associado à

equação das superf́ıcies mı́nimas usamos o método da continuidade, o qual passamos

a descrever agora.

Consideramos M uma variedade riemanniana e Ω um domı́nio limitado de classe

C2,α e consideramos a seguinte famı́lia de problemas de Dirichlet indexadas por

t ∈ [0, 1]: {
M(u) = 0 em Ω, u ∈ C2,α(Ω)

u|∂Ω = tψ ∈ C2,α(∂Ω)
(2.3)

A ideia agora é considerar o conjunto

V := {t ∈ [0, 1];∃ut ∈ C2,α(Ω),M(ut) = 0 e ut|∂Ω = tψ}

e mostrar que V é um subconjunto não-vazio de [0, 1] que é aberto e fechado em

[0, 1], e portanto é todo o intervalo. Observe que para t = 0 o problema admite uma

solução, que é a solução trivial (u ≡ 0), logo V é não-vazio, e estamos interessados

em saber se há solução para t = 1. Primeiramente provaremos a abertura de V e

em seguida o seu fechamento.
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(1) A abertura de V .

Dado t0 ∈ V , queremos mostrar que existe ε > 0 tal que (t0−ε, t0+ε)∩[0, 1] ⊆ V .

E para isso é suficiente utilizar o Teorema da Função Impĺıcita para espaços de

Banach.

Consideremos o conjunto

C2,α
0 (Ω) = {h ∈ C2,α(Ω) : h|∂Ω = 0)},

e ψ̃ uma extensão C2,α de ψ a Ω, que por simplicidade denotaremos também por ψ.

Agora definimos o operador T : C2,α
0 (Ω)× [0, 1]→ Cα(Ω) dado por

T (v, t) =M(v + tψ).

Seja t0 ∈ V , então existe ut0 ∈ C2,α(Ω) tal queM(ut0) = 0 e ut0|∂Ω = t0ψ, assim

definindo v0 := ut0 − t0ψ, temos que T (v0, t0) = M(v0 + t0ψ) = M(ut0) = 0 e

v0 ∈ C2,α
0 (Ω). Queremos mostrar que a equação

T (v, t) = 0

define uma função v = v(t) em uma vizinhança de t0 com v0 = v(t0). Para isso

faremos o uso do Teorema da Função Impĺıcita em espaços de Banach, que tem o

seguinte enunciado

Teorema 2.2.2. Sejam E,F,G espaços de Banach e T : E × F → G uma função

de classe C1. Seja (v0, t0) ∈ E × F tal que T (v0, t0) = 0 e D1T (v0, t0) : E → G um

homeomorfismo linear de E sobre G. Então existe uma vizinhança aberta V × U
de (v0, t0) em E×F tal que, para todo t ∈ U existe um e somente um v = v(t) ∈ V
satisfazendo

T (v(t), t) = 0 e v(t0) = v0.

Além disso, a função v : U → V é C1.

Para aplicarmos o teorema citado ao nosso problema temos que mostrar que

o operador T : C2,α
0 (Ω) × [0, 1] → Cα(Ω) é de classe C1 e que o operador L :=

D1T (v0, t0) : C2,α
0 (Ω) → Cα(Ω) é um homeomorfismo linear, ou seja, uma bijeção

cont́ınua com inversa cont́ınua.

Proposição 2.2.3. T é um operador C1 e

(D1T (v0, t0)(h))(x) =

(
n∑

i,j=1

Aij(v0 + t0ψ)Ei(Ej(h)) +
n∑
i=1

Bi(v0 + t0ψ)Ei(h)

)
(x)
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onde

Aij(w) = (1 + |gradw|2)−1/2δij − (1 + |gradw|2)−3/2Ei(w)Ej(w)

e

Bi(w) = (1 + |gradw|2)−3/2

[
div gradw −

n∑
j=1

Ej(w)Ei(Ej(w))

]
e {E1, . . . , En} é um referencial geodésico em x.

dem: Observamos que T é C1 se e somente se M é C1, e este é um fato que tem

demonstração um pouco trabalhosa e por isso vamos omiti-la. No entanto, não é

muito dif́ıcil de nos convencermos disso.

Supondo que M é C1, calculamos sua derivada (que é a derivada de T em

relação à primeira variável) num ponto v ondeM(v) = 0. Começamos modificando

convenientemente a expressão de M, ou seja escrevemos M em sua forma não

divergente:

M(u) = div
gradu√

1 + |gradu|2
=

div gradu√
1 + |gradu|2

+

〈
grad

1√
1 + |gradu|2

, gradu

〉
=

div gradu√
1 + |gradu|2

− 1

2
(1 + |gradu)−3/2〈grad 〈gradu, gradu〉, gradu〉

= (1 + |gradu|2)−3/2

[
(1+|gradu|2)div gradu− 1

2
〈grad 〈gradu, gradu〉, gradu〉

]
.

Sejam v, h ∈ C2,α(Ω) e s pequeno, com M(v) = 0. Então

M(v + sh) = (1 + |grad (v + sh)|2)−3/2 [(1 + |grad (v + sh)|2)div grad (v + sh)

− 1

2
〈grad 〈grad (v + sh), grad (v + sh)〉, grad (v + sh)〉

]
.

Desta forma,

d

ds
M(v + sh)

∣∣∣∣
s=0

=

(
d

ds

(
(1 + |grad (u+ sh)|2)−3/2

)∣∣∣∣
s=0

)
(1 + |grad v|2)3/2M(v)

+ (1 + |grad v|2)−3/2

[
d

ds
|grad (u+ sh)|2

∣∣∣∣
s=0

div grad v

+ (1 + |grad v|2)
d

ds
div grad (v + sh)

∣∣∣∣
s=0

− 1

2

〈
d

ds
grad 〈grad (v + sh), grad (v + sh)〉

∣∣∣∣
s=0

, gradu

〉
− 1

2

〈
grad 〈grad v, grad v〉, d

ds
grad (v + sh)

∣∣∣∣
s=0

〉]
.
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Assim,

(1 + |grad v|2)3/2 d

ds
M(v + sh)

∣∣∣∣
s=0

= 2〈grad v, gradh〉div grad v

+ (1 + |grad v|2)div gradh

− 〈grad 〈grad v, gradh〉, grad v〉

− 1

2
〈grad |grad v|2, gradh〉.

Seja {E1, . . . , En} um referencial geodésico em x. Logo gradu =
∑
Ei(u)Ei, e

div gradu =
∑
Ei(Ei(u)), e analogamente para h.

(1 + |grad v|2)3/2 d

ds
M(v + sh)

∣∣∣∣
s=0

= 2
n∑
i=1

(
n∑
j=1

Ej(Ej(v))

)
Ei(v)Ei(h)

+ (1 + |grad v|2)
n∑
i=1

Ei(Ei(h))

−

〈
grad

(
n∑
i=1

Ei(v)Ei(h)

)
,

n∑
j=1

Ej(v)Ej

〉

− 1

2

〈
grad

(
n∑
j=1

Ej(v)2

)
,

n∑
i=1

Ei(h)Ei

〉
.

Observamos que

grad

(
n∑
i=1

Ei(v)Ei(h)

)
=

n∑
i,j=1

(Ej(Ei(v))Ei(h) + Ei(v)Ej(Ei(h)))Ej

e analogamente para grad
(∑n

j=1 Ej(v)2
)

. Desta forma,〈
grad

(
n∑
i=1

Ei(v)Ei(h)

)
,

n∑
j=1

Ej(v)Ej

〉

=
n∑

i,j=1

(Ej(Ei(v))Ej(v)Ei(h) + Ei(v)Ej(v)Ei(Ej(h)))

e
1

2

〈
grad

(
n∑
j=1

Ej(v)2

)
,

n∑
i=1

Ei(h)Ei

〉
=

n∑
i,j=1

Ei(Ej(v))Ej(v)Ei(h).
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Assim,

(1 + |grad v|2)3/2 d

dt
M(v + th)

∣∣∣∣
t=0

= (1 + |gradu|2)
n∑
i=1

Ei(Ei(h))

−
n∑

i,j=1

Ei(v)Ej(v)Ei(Ej(h)) + 2
n∑

i,j=1

Ej(Ej(v))Ei(v)Ei(h)

−
n∑

i,j=1

Ej(Ei(v))Ej(v)Ei(h)−
n∑

i,j=1

Ei(Ej(v))Ej(v)Ei(h)

ou ainda

(1 + |grad v|2)3/2 d

dt
M(v + th)

∣∣∣∣
t=0

=
n∑

i,j=1

Ãij(v)Ei(Ej(h)) +
n∑
i=1

B̃i(v)Ei(h),

onde

Ãij(v) = (1 + |grad v|2)δi,j − Ei(v)Ej(v)

e

B̃i(v) =
n∑
j=1

(2Ej(Ej(v))Ei(v)− Ej(Ei(v))Ej(v)− Ei(Ej(v))Ej(v),

o que conclui a demonstração.

�

Vejamos que L é estritamente eĺıptico. De fato, sejam ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn

então
n∑

i,j=1

Ãi,j(v0 + t0ψ)ξiξj=
n∑

i,j=1

(1+|D(v0+t0ψ)|2)δijξiξj−
n∑

i,j=1

Di(v0 +tψ)Dj(v0 +tψ)ξiξj

= (1 + |D(v0 + t0ψ)|2)‖ξ‖2 −
n∑
i,j

ξiDi(v0 + t0ψ)ξjDj(v0 + t0ψ)

= (1 + |D(v0 + t0ψ)|2)‖ξ‖2 −
n∑
i=1

ξiDi(v0 + t0ψ)
n∑
j=1

ξjDj(v0 + t0ψ)

= (1 + |D(v0 + t0ψ)|2)‖ξ‖2 − 〈ξ,D(v0 + t0ψ)〉2.

Mas

〈ξ,D(v0 + t0ψ)〉 ≤ ‖ξ‖‖D(v0 + t0ψ)‖ ⇒ −〈ξ,D(v0 + t0ψ)〉2 ≥ −‖ξ‖2‖D(v0 + t0ψ)‖2

=⇒
n∑
i,j

Ãijξiξj ≥ (1 + |D(v0 + t0ψ|2)|ξ|2 − |ξ|2|D(v0 + t0ψ)|2 = |ξ|2.

Segue que conforme a notação para operadores lineares eĺıpitcos, L possui c = 0.

Note que L é cont́ınuo, vejamos então que L é injetivo, sobrejetivo e L−1 é

cont́ınuo.
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• L é injetivo.

Dados h1 e h2 pertencentes a C2,α
0 (Ω), temos que se L(h1) = L(h2) então L(h1−

h2) = 0. Como (h1−h2)|∂Ω = 0, pelo Corolário 5.0.6 temos que h1 = h2 em Ω, logo

conclúımos que L é injetivo.

• L é sobrejetivo.

Como L é estritamente eĺıptico em Ω, com c = 0, o Teorema 5.0.11 nos garante

que dada g ∈ Cα(Ω), existe um único h ∈ C2,α
0 (Ω) tal que L(h) = g, o que implica

que L é sobrejetivo.

• L−1 é cont́ınuo.

Sejam f, g ∈ Cα(Ω) e u = L−1(f), v = L−1(g) ∈ C2,α
0 . Então o Teorema 5.0.10

nos dá

|u− v|2,α ≤ C(|u− v|0 + |f − g|α).

Por outro lado o Teorema 5.0.7 nos dá |u− v|0 ≤ C|f − g|0, e então

|L−1(f)− L−1(g)|2,α = |u− v|2,α ≤ C|f − g|0,α

e portanto L−1 é cont́ınuo.

Logo conclúımos então que L é um homeomorfismo linear. Aplicando o Teorema

da Função Impĺıcita, obtemos que V é aberto.

Na verdade a abertura de V vale em qualquer situação, isto é, seja qual for o

domı́nio suave e limitado Ω e seja qual for o dado no bordo ψ ∈ C2,α(∂Ω) (com

relação ao operador em questão, evidentemente).

(2) O fechamento de V .

Dada uma sequência {tm} em V tal que tm → t ∈ [0, 1], queremos mostrar que

t ∈ V .

Como tm ∈ V ⇒ ∃utm ∈ C2,α(Ω) tal que M(utm) = 0 e utm|∂Ω = tmψ.

Iremos mostrar que a sequência {utm} contém uma subsequência convergindo

a uma função u ∈ C2,α(Ω) na norma C2,α. Supondo isto válido conforme vimos, a

aplicação T definida anteriormente é cont́ınua logo

M(u) = T (u− tψ, t)
= T

(
lim
m→∞

(utm − tmψ, tm)
)

= lim
m→∞

T (utm − tmψ, tm)

= lim
m→∞

M(utm) = 0.
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Além disso, temos

u|∂Ω = lim
m→∞

utm|∂Ω = lim
m→∞

tmψ = tψ.

Destas considerações podemos concluir que t ∈ V .

Para provar que utm converge a uma certa u ∈ C0(Ω) na norma C0 é suficiente

mostrar que ∃C > 0 tal que

sup
Ω
|utm| ≤ C e sup

Ω
|gradutm| ≤ C

ou mais forte que isso, que ∃C > 0 tal que ∀u ∈ C2,α(Ω), ∀t ∈ [0, 1] satisfazendo

M(u) = 0 e u|∂Ω = tψ, valer |u|1 ≤ C, ou seja, temos uma estimativa a priori.

Provamos a seguir que V é fechado admitindo que temos uma estimativa a priori.

Na seção 2.2.3 discutimos como encontrar tais estimativas.

Suponhamos sem perda de generalidade que C satisfaz também |ψ|2 ≤ C. Pelo

Teorema 5.0.15, ∃β = β(C, n,Ω) tal que |utm|1,β ≤ C. Defina γ := min{α, β},
então Ω é um domı́nio C2,γ.

Definimos para cada m o operador linear Lm : C2,γ(Ω)→ Cγ(Ω) dado por

Lm(h) := div

(
gradh√

1 + |gradutm|2

)
.

Note agora que utm ∈ C2,α(Ω) é solução de Lm = 0. Pelo Teorema 5.0.10 existe

C tal que

|utm|2,γ ≤ C ∀m ∈ N.

Aplicando o Teorema de Arzelá-Ascoli, {utm} possui uma subsequência conver-

gindo uniformemente na norma C2 para u ∈ C2(Ω). Ainda, tem-se M(u) = 0 e

u|∂Ω = tψ.

Além disso, o Teorema 5.0.13 nos dá a regularidade desejada, isto é, u ∈ C2,α(Ω),

e portanto t ∈ V o que prova que V é fechado, com isso o problema (2.3) possui

solução para t = 1.

De acordo com o que vimos até aqui, podemos dizer que a abertura de V ocorre

sempre que Ω é um domı́nio limitado de classe C2,α. O fechamento em geral é falso

e de acordo com o que vimos o fechamento só é posśıvel mediante as estimativas

a priori, e é de tais estimativas que falaremos na próxima seção.
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2.2.3 Barreiras e estimativas a priori

Nesta seção veremos em quais condições é posśıvel encontrar estimativas a priori

para a norma C1 das soluções dos problemas com t variando.

Precisamos para isso, estimar |u| em Ω e |gradu| em ∂Ω. Uma maneira de obter

essas estimativas é construir barreiras. Um modo de obter barreiras é encontrar

supersolução e subsolução para o problema.

Definição 2.2.4. Uma função v ∈ C2(Ω) é dita supersolução para o problema

M = 0 se M(v) ≤ 0. Analogamente, v é dita uma subsolução se M(v) ≥ 0.

Note que pelo corolário 5.0.6, qualquer supersolução com condições de fronteira

maior ou igual àquela dada no problema está de fato acima da solução, se esta

existir (análogo para subsolução).

A definição anterior é bastante útil em vários contextos, mas precisamos também

de uma definição mais geral, que engloba uma classe maior de funções.

Definição 2.2.5. Uma função v ∈ C0(M) é dita supersolução (generalizada) para

o problema M = 0 se, dado qualquer aberto limitado U ⊂ M e dado uma solução

u do problema em U , a condição u ≤ v em ∂U implicar u ≤ v em todo U . Análogo

para subsolução, apenas invertendo as desigualdades.

O prićıpio do máximo nos dá que toda supersolução é supersolução generalizada.

Além disso, esta nova definição nos permite obter boas propriedades.

Proposição 2.2.6. Se v1 e v2 são supersoluções de M = 0, então v := min{v1, v2}
é também supersolução. Análogo para o máximo entre subsoluções.

dem.: Seja U ⊂ M um aberto e limitado e u tal que M(u) = 0 em U , u ≤ v em

∂U , então em particular u ≤ v1 e u ≤ v2 em ∂U , e portanto u ≤ v1 e u ≤ v2 em U .

�

Proposição 2.2.7. Sejam U e V abertos de M com V ⊂ U . Suponha que v1 ∈
C0(M) e v2 ∈ C0(U) sejam supersoluções para M = 0 em M e que satisfaçam

v1 ≤ v2 em U \ V
v2 ≤ v1 em V.

Defina w : M → R por

w(x) =

{
v1(x) se x ∈M \ V
v2(x) se x ∈ V.

Então w ∈ C0(M) é supersolução generalizada de M = 0 em M em Ω.
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dem.: Seja W aberto limitado de M e seja u ∈ C2(W )∩ C0(W ) solução deM = 0

em W satisfazendo u|∂W ≤ w|∂W . A mostrar: u ≤ w em W .

Observe inicialmente que w é cont́ınua pois em ∂V temos v1 = v2. Observe

também que se W ⊂ V ou W ⊂M \ V , então não há o que fazer.

Note que pela definição de w, temos que w ≤ v1 em todo M . Então, como v1 é

supersolução, temos que u ≤ v1 em W . Resta mostar que u ≤ v2 em W ∩ V .

Defina S := ∂V ∩W e T := ∂(W ∩ V ) \ S. Então ∂(W ∩ V ) = S ∪ T . Note

que em S temos que v1 = v2 e portanto já vale que u ≤ v2. Já em T , temos por

hipótese que u ≤ w, mas w = v2 em V e portanto em T . Desta forma, u ≤ v2 em

∂(W ∩ V ) e como v2 é supersolução, vale que u ≤ v2 em (W ∩ V ).

�

Uma proposição análoga evidentemente pode ser feita para subsoluções, com as

devidas adaptações.

Já as barreiras podem ser definidas localmente; dado x0 ∈ ∂Ω, dizemos que o

problema admite barreiras locais superior e inferior em x0 se existe uma vizinhança

Nx0 de x0 em Ω e funçãos wx0 , vx0 ∈ C2(Nx0) tais que

vx0(x0) = ψ(x0) = wx0(x0) (2.4)

M(wx0) ≤ 0 e M(vx0) ≥ 0 em Nx0 (2.5)

e, se u é uma solução do problema então

vx0(x) ≤ u(x) ≤ wx0(x) ∀x ∈ Nx0 . (2.6)

Existe também a noção de barreira global pedindo que as funções wx0 , vx0 ∈
C2(Ω) e satisfaçam (2.4), e (2.5) em Ω e se u for uma solução então (2.6) vale para

todo x ∈ ∂Ω. Além disso, tais funções devem ter o gradiente limitado no bordo de

Ω, isto é, devem ser tais que

sup
x0∈∂Ω

max{|gradwx0(x0)|, |grad vx0(x0)|} ≤ C

para alguma constante C.

O seguinte lema nos permite obter uma estimativa para |gradu| em ∂Ω.

Lema 2.2.8. Dados w, u, v ∈ C2,α(Ω) e x0 ∈ ∂Ω, então temos a seguinte estimativa:

se w(x0) = u(x0) = v(x0) e w ≤ u ≤ v, então

|gradu(x0)| ≤ max{|gradw(x0)|, |grad v(x0)|}.
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dem.: Seja C = max{|gradw(x0)|, |grad v(x0)|} e η o vetor unitário normal a ∂Ω

em x0 apontando para o interior de Ω. Seja a um vetor unitário tal que 〈a, η〉 ≥ 0

e seja γ : [0, l] → Ω tal que γ(0) = x0 e γ′(0+) = a. Pela definição de derivada em

∂Ω, dado ε > 0 existe 0 < δ ≤ l tal que para todo t ∈ (0, δ),

−C − ε ≤ w(γ(t))− w(x0)

t
≤ u(γ(t))− u(x0)

t
≤ v(γ(t))− v(x0)

t
≤ C + ε,

de modo que ∣∣∣∣u(γ(t))− u(x0)

t

∣∣∣∣ ≤ C + ε.

Fazendo t tender a zero obtemos

〈gradu(x0), a〉 = gradu(γ(0))γ′(0+) =

∣∣∣∣ limt→0

u(γ(t))− u(x0)

t

∣∣∣∣ ≤ C + ε.

Portanto, fazendo ε tender a zero por sua vez chegamos a

〈gradu(x0), a〉 ≤ C.

Por fim tomando a = gradu(x0) segue que

|gradu(x0)|2 = 〈gradu(x0), gradu(x0)〉 ≤ C.

�

Com super e subsoluções obtemos estimativas da altura de uma solução (segue

da definição). Com as barreiras, obtemos estimativas para a altura do gradiente no

bordo. Assim, quando constrúımos super e subsoluções que servem como barreiras

superior e inferior, conseguimos obter as estimativas a priori da norma C1 de uma

solução.

Para finalizar esta seção enunciamos dois resultados que serão utilizados na

demonstração do Teorema 1.0.1.

O prinćıpio do máximo assintótico pode ser encontrado em [C1] para o operador

∆ e em [T] para operadores mais gerais.

Proposição 2.2.9. (Prinćıpio do Máximo Assintótico:) Sejam σ e Σ sub e

supersolução de M = 0 em M , respectivamente, tais que

lim sup
p→x

σ(p) ≤ lim inf
p→x

Σ(p) ∀x ∈ ∂∞M.

Então

σ ≤ Σ em M.
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Enunciamos o Teorema 1.1 de [S].

Teorema 2.2.10. Seja u ∈ C3(Ω) uma solução não negativa de div (Du
W

) = nH(x),

W = (1 + |Du|2)1/2. Então

|W (P )| ≤ 32 max

(
1,

(
u(P )

ρ

)2
)
e16Cu(P )e16C(u(P )

ρ )
2

onde a constante C é independente de u, mas depende na norma C1 de H(x), de

um limite inferior as curvaturas seccionais de M e de um limite superior para ∆d2

em Ω.

No teorema 2.2.10 ρ é tal que a bola geodésica de centro P e raio ρ está contida

em Ω, isto é, Bρ ⊂ Ω, para ρ < R(P ), o raio de injetividade deM em P . Observamos

que no nosso caso (H = 0) a constante C obtida no teorema 2.2.10, não depende

de u só depende da geometria do domı́nio.
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Caṕıtulo 3

A geometria do problema

3.1 Variedades de Cartan-Hadamard e bordo as-

sintótico

Nesta seção falaremos sobre as variedades de Cartan-Hadamard, suas propriedades

básicas e sobre o bordo assintótico de uma variedade Cartan-Hadamard.

A seguinte definição é feita para uma variedade riemanniana qualquer.

Definição 3.1.1. Uma variedade riemanniana M é dita completa se para todo

p ∈ M , a aplicação exponencial, expp, está definida para todo v ∈ TpM , isto é, se

as geodésicas γ(t) que partem de p estão definidas para todos os valores do parâmetro

t ∈ R.

Definição 3.1.2. Uma variedade riemanniana completa, simplesmente conexa de

curvatura seccional não positiva é chamada de variedade de Cartan-Hadamard.

Em geral se dá o nome de Hadamard quando a curvatura é estritamente negativa

e de Cartan-Hadamard quando a curvatura puder ser zero, ou ir para zero.

O Teorema de Hopf e Rinow (Teorema 2.8 p.168 de [dC1]) nos diz que se expp
está definida em todo o TpM então M é completa como espaço métrico e além disso

para todo q ∈M existe uma geodésica γ ligando p a q com l(γ) = d(p, q).

A partir de agora, M será sempre uma variedade de Cartan-Hadamard. Enun-

ciamos agora o Teorema de Hadamard, que pode ser encontrado em [dC1].

Teorema 3.1.3. (Hadamard). Seja M uma variedade riemanniana de Cartan-

Hadamard. Então M é difeomorfa a Rn, n = dimM ; mais precisamente a aplicação

expp : TpM →M é um difeomorfismo.
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O Teorema de Hadamard assegura que se M é uma variedade de Cartan-

Hadamard, então M tem a mesma topologia e estrutura diferenciável do espaço

euclidiano Rn. Além destas propriedades topológicas e diferenciais, são conhe-

cidas algumas propriedades geométricas análogas a do espaço euclidiano, como:

dado dois pontos existe uma única geodésica os ligando, uma versão da lei dos

cossenos (que aqui chamaremos simplesmente de lei dos cossenos) que diz que

c2 ≥ a2 + b2 − 2ab cos θ onde a, b, c são os lados de um triângulo geodésico e θ

é ângulo oposto a c. Estas propriedades serão utilizadas mais adiante.

Passemos a falar um pouco sobre o bordo assintótico de uma variedade C-H.

Mas antes faremos alguns comentários.

Uma caracteŕıstica importante das variedades de curvatura negativa que preci-

samos ter em mente é que as suas geodésicas se afastam ao longo do tempo, isto

também ocorre em variedades de curvatura zero, exemplo Rn, cujas geodésicas são

retas, mas este afastamento ocorre mais rapidamente no caso de variedades de cur-

vatura negativa. Os campos de Jacobi nos fornecem informações sobre a velocidade

de afastamento das geodésicas, e tal informação é captada pela expressão (2.2).

Seja p ∈ M , denotamos por Sp := Sn−1 a esfera unitária contida em TpM e por

Bp a bola unitaria com centro em 0 contida em TpM , logo ∂Bp = Sp.
Se v, w ∈ Sp, o ângulo θ = ^(v, w) é o único número 0 ≤ θ ≤ π tal que

〈v, w〉 = cos θ.

Se p 6= q ∈ M , seja γpq a única geodésica tal que γpq(0) = p e γpq(s) = q,

s = d(p, q). O ângulo ^p(m,n) entre os pontos m e n de M a partir de um ponto

distinto p, é definido como ^p(m,n) := ^(γ′pm(0), γ′pn(0)).

Definição 3.1.4. Chamamos de raios geodésicos as geodésicas γ : [0,∞)→M com

velocidade |γ′| = 1. Dois raios geodésicos γ1 e γ2 são ditos assintóticos se existe

C > 0 tal que d(γ1(t), γ2(t)) ≤ C ∀t ∈ [0,∞).

Como exemplo, tomando M = Rn com a métrica usual, então γ1 ∼ γ2 ⇔ γ1 ‖ γ2.

Diretamente da definição acima temos os seguintes resultados:

1) A relação assintótica é uma relação de equivalência. Isto segue diretamente da

desigualdade triangular.

2) Se γ1 é assintótica a γ2 e possuem um ponto em comum, então elas são as

mesmas.

De fato, supondo que elas não sejam as mesmas, então θ := ^(γ′1(0), γ′2(0)) > 0

e utilizando a lei dos cossenos temos que
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d2(γ1(t), γ2(t)) ≥ 2t2(1− cos θ)→∞, t→∞ (3.1)

nos levando assim a uma contradição.

Antes de enunciarmos a próxima proposição fazemos a seguinte observação: se

γ1 e γ2 são geodésicas de M , então a função t 7→ d(γ1(t), γ2(t)) é C∞ e convexa, e

este fato segue do Teorema da comparação do Hessiano, Teorema 2.1.13.

Proposição 3.1.5. Sejam α geodésica em M , p ∈ M , {tn} → ∞ em R. Se βn é

geodésica ligando p a α(tn), então β′n(0) converge a um vetor v ∈ Sp e β := γv é

assintótica a α.

dem.: Podemos supor sem perda de generalidade que |β′n(t)| = 1, logo {β′n(0)}
possui subsequência convergente, que por abuso de notação indicamos por β′n(0),

portanto β′n(0)→ v ∈ Sp.
Mostremos agora que a geodésica β := γv é assintótica a α. Seja C > 0 tal que

d(p, α(0)) ≤ C, considere a sequência sn tal que βn(sn) = α(tn). Pela desigualdade

triangular temos

d(α(0), α(tn)) ≤ d(α(0), p) + d(p, βn(sn))⇔
d(α(0), α(tn)) − d(p, β(sn)) ≤ d(p, α(0))⇔

tn − sn ≤ d(p, α(0))

novamente pela desigualdade triangular

d(p, β(sn)) ≤ d(p, α(0)) + d(α(0), α(tn))⇔
d(p, β(sn)) − d(α(0), α(tn)) ≤ d(p, α(0))⇔

sn − tn ≤ d(p, α(0))

logo

|sn − tn| ≤ d(p, α(0)) ≤ C, em particular {sn} → ∞.

Agora fixe s ≥ 0 e seja n suficientemente grande tal que s ≤ sn, como a função

t 7→ d(βn(t), α(t)) é convexa, segue que

d(βn(s), α(s)) ≤ max{d(βn(0), α(0)), d(βn(sn), α(sn))}

note que d(βn(0), α(0)) ≤ C e também que

d(βn(sn), α(sn)) = d(α(tn), α(sn)) = |tn − sn| ≤ C
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logo

d(βn(s), α(s)) ≤ C. (3.2)

Considere agora β := γv então d(α(s), β(s)) ≤ d(α(s), βn(s)) + d(βn(s), β(s)),

devido ao fato de que β′n(0)→ v, segue que ∃n� 0 tal que (renomeando constantes

todas por C) d(βn(s), β(s)) ≤ C e utilizando (3.2) segue que

d(α(s), β(s)) ≤ C, logo α ∼ β.

�

Um corolário da Proposição 3.1.5, que será muito utilizado é o seguinte.

Corolário 3.1.6. Dada uma geodésica α em M e um ponto p ∈ M . Existe uma

única geodésica β tal que β(0) = p e β é assintótica a α.

dem.: A existência segue diretamente da Proposição 3.1.5, e a unicidade é feita da

mesma maneira que (3.1).

�

Considere o conjunto Γ = {γ : [0,∞) → M ; γ é geodésica e |γ′(t)| ≡ 1}, con-

siderando a relação de equivalência dada na definição 2.2.4 em Γ temos a seguinte

definição.

Definição 3.1.7. O quociente Γ/ ∼ é chamado de bordo assintótico de M e de-

notado por ∂∞M , a classe a qual pertence o raio geodésico γ é denotada por

γ(∞) = {α ∈ Γ;α ∼ γ}, logo ∂∞M := {γ(∞); γ ∈ Γ}

Intuitivamente podemos pensar que duas curvas estão relacionadas se elas “ter-

minam no mesmo lugar no infinito”, e portanto é intuitivo pensar que ∂∞M repre-

senta o conjunto de pontos de M que estão no infinito.

Na figura 3.1 a circunferência maior representa o bordo assintótico e as menores

as esferas em TpM , note que há uma correspondência biuńıvoca (isso será provado

mais a frente) entre o bordo assintótico e as esferas em TpM .

No nosso caso, como é uma superf́ıcie de Cartan-Hadamard, e portanto difeo-

morfa ao R2, o bordo assintótico nada mais é que um ćırculo. Como outro exemplo

apresentamos o bordo assintótico da variedade H2 × R.

Olhando a representação cilindrica de H2 × R, como as geodésicas laterais são

retas, logo são assintóticas, então o bordo assintótico de H2×R é representado pela

figura 3.2.

Sabemos, via Teorema de Hadamard, que dados p, q ∈ M existe uma única

geodésica γ com |γ′| = 1 ligando p a q. Agora pelo Corolário 3.1.6 temos que
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Figura 3.1: Bordo Assintótico. Fonte:[K]

.

Figura 3.2: Bordo Assintótico de H2 × R. Fonte:[K]

.

se p ∈ M e x ∈ ∂∞M existe uma única geodésica, denotada por γpx, tal que

γpx(0) = p e γpx(∞) = x (note que esta última igualdade faz sentido, com a notação

previamente fixada). Informalmente falando, existe uma única geodésica unindo um

ponto finito ao um ponto no infinito.

A partir do Corolário 3.1.6 temos que todos os pontos de ∂∞M podem partir

de um mesmo ponto p ∈ M fixado, e devido a unicidade citada acima podemos

escrever

∂∞M = {γ(∞); γ é raio geodésico e γ(0) = p}.

Definindo M := M ∪ ∂∞M , em [EO] prova-se que existe uma topologia em M

tal que M é homeomorfo a bola fechada unitária em Rn e ∂∞M é homeomorfo a

esfera Sp.
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O que faremos é apresentar uma base para essa topologia e mostrar os homeo-

morfismos citados. Denotamos por Br(p) a bola geodésica de centro p e raio r, ou

seja, Br(p) = {q ∈M ; d(p, q) < r}.

Definição 3.1.8. Seja v ∈ Sp ⊂ TpM , ε tal que 0 < ε < π. Então o conjunto

Cp(v, ε) := {x ∈M ;^(v, γ′px(0)) < ε}

é chamado de cone com vértice p, eixo v e abertura ε, e o conjunto

Tp(v, ε, r) := Cp(v, ε) \Br(p)

de cone truncado com vértice p, eixo v e abertura ε.

Figura 3.3: Cone e cone truncado. Fonte:[K].

Assim, fixado p, a topologia cuja base é constituida por todos os cones truncados

Tp(v, ε, r) e pelas bolas abertas de M é chamada de topologia dos cones para M

(para maiores detalhes ver [EO]).

Mostraremos agora que com a topologia dos cones temos os homeomorfismos ci-

tados acima, mas antes vejamos que Sp e ∂∞M estão em correspondência biuńıvoca.

Observe que a figura (3.1) nos dá uma intuição de que exista tal correspondência.

Proposição 3.1.9. Seja p ∈ M . Então Sp e ∂∞M estão em correspondência

biuńıvoca.

dem.: Seja v ∈ Sp e seja γv a geodésica tal que γv(0) = p e γ′v(0) = v. Note que

pela lei dos cossenos temos que se v 6= w então γv não é assintótica a γw.
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Por outro lado, seja α uma geodésica em M e seja vn ∈ Sp o vetor tangente à

geodésica que liga p e α(n), n inteiro. Então pela Proposição 3.1.5 segue que vn

converge para algum v e γv(∞) = α(∞).

�

Teorema 3.1.10. Sejam p ∈M e Bp a bola fechada unitária em TpM , cujo bordo

∂Bp = Sp. Seja f : [0, 1]→ [0,∞] um homeomorfismo. Então a função

ϕ : Bp →M tal que ϕ(v) = expp(f(‖v‖)v)

é um homeomorfismo levando Sp em ∂∞M .

Antes de demonstrarmos o teorema observamos que quando fechamos no infinito

no homeomorfismo f queremos dizer que lim
x→1−

f(x) =∞.

dem.: Como Bp é compacto e M é Hausdorff, pois dois pontos distintos de ∂∞M

podem ser separados por cones com mesmo vértice, então para mostrar que ϕ é um

homeomorfismo basta mostrar que ϕ é cont́ınua em v ∈ Sp, para isto consideremos

a vizinhança truncada T = Tp(v, ε, r) de ϕ(v), então

ϕ−1(T ) = {x ∈ Bp; expp(f ||x||x) ∈ Tp(v, ε, r))}
= {^(x, v) < ε e f(||x||)||x|| > r}
= {^(x, v) < ε} ∩ {f(||x||)||x|| > r}

Logo temos a interseção de dois abertos, e portanto ϕ é cont́ınua.

�

Considerando agora a restrição de ϕ a Sp, temos o homeomorfismo entre Sp e

∂∞M , mais precisamente temos a fução ϕp : Sp → ∂∞M dada por

ϕp(v) = γv(∞).

3.2 Variedades rotacionalmente simétricas

Nesta seção falaremos um pouco sobre as variedades rotacionalmente simétricas,

citando suas principais propriedades. Para esta parte indicamos as referências [GW],

[C1] e [C2].

As variedades rotacionalmente simétricas são variedades topologicamente sim-

ples. Como se pode ver em [C2] (Proposição 1), as variedades simplesmente conexas

e rotacionalmente simétricas são difeomorfas a Rn ou Sn.
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Em geometria riemanniana as variedades rotacionalmente simétricas são utiliza-

das como modelo de comparação, pois possuem uma métrica simples de se trabalhar.

Passamos agora a definição de variedade rotacionalmente simétrica, considera-

mos o caso onde p ∈ Mn é um pólo, isto é, expp : TpM → M é um difeomorfismo.

A seguinte definição é encontrada em [GW].

Definição 3.2.1. Uma variedade M com um pólo p é rotacionalmente simétrica se

qualquer isometria linear φ : TpM → TpM é realizada como a diferencial de uma

isometria Φ : M →M com Φ(p) = p, isto é, dΦp = φ.

Uma propriedade importante provada nas referências citadas é que se M é rotaci-

onalmente simétrica, a imagem de qualquer subespaço linear de TpM pela aplicação

exponencial é uma subvariedade totalmente geodésica de M .

Com a propriedade acima mostra-se também que seM é rotacionalmente simétrica

em p e γ : [0, a] → M é uma geodésica tal que γ(0) = p, então qualquer campo

de Jacobi ao longo de γ, ortogonal a γ′, com J(0) = 0 é multiplo do transporte

paralelo ao longo de γ, isto é, J(t) = f(t)W (t) com W (t) transporte paralelo ao

longo de γ.

Com estas duas propriedades pode-se então mostrar agora que a métrica das

variedades rotacionalmente simétricas em coordenadas normais é

dr2 + f(r)2dθ2

onde r é a distância ao ponto p e f : [0,∞)→ R é não negativa e diferenciável, tal

que f(0) = 0 e f ′(0) = 1 e dθ2 é métrica canonica na esfera Sn−1. Este fato pode

ser encontrado provado em uma das referências por exemplo em [GW], vamos dar

uma ideia de sua demonstração.

Primeiramente deve-se lembrar que um campo de Jacobi com J(0) = 0 ao

longo de uma geodésica γ de M , com γ(0) = p e γ′(0) = v é da forma J(t) =

(d expp)tv(tw), J ′(0) = w, dáı utilizar o fato de que em uma variedade rotacional-

mente simétrica os campos de Jacobi são múltiplos do transporte paralelo, e por

fim a parte mais dif́ıcil que é calcular o pull back da métrica de M pela aplicação

exponencial e utilizar o lema de Gauss para se chegar a exp∗p(g) = dr2 + f(r)2dθ2,

onde g é a métrica riemanniana em M .

Segue assim da equação de Jacobi e da expressão da métrica que a curvatura

seccional de M é dada por f ′′(r) +K(r)f(r) = 0, ou seja

K(r) = −f
′′(r)

f(r)
.
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Como exemplo de variedades rotacionalmente simétricas temos Rn, Sn e Hn se

K = 0, K = 1 e K = −1 respectivamente e com

f(r) = r, f(r) = sin(r) e f(r) = sinh(r).

Com estas considerações, M é rotacionalmente simétrica se possui métrica da

forma

dr2 + f(r)2dθ2.

Note que os coeficientes da métrica de uma superf́ıcie rotacionalmente simétrica

são:

grr = 1 grθ = gθr = 0 gθθ = f 2.

Calcularemos agora o Hessiano da função distância de uma superf́ıcie rotacio-

nalmente simétrica.

Consideremos os campos E := grad r e T = 1
f
∂
∂θ

, como vimos E = ∂
∂r

e

olhando os coeficientes da métrica temos que E e T são unitários e ortogonais.

Logo Hess (E,E) = 0, e Hess (E, T ) = 0, calculemos então o Hessiano da distância

para campos X, Y ortogonais a E.

Note que Hess r(T, T ) =

〈
∇T

∂

∂r
, T

〉
=

1

f 2

〈
∇ ∂

∂θ

∂

∂r
,
∂

∂θ

〉
=

1

f 2

〈
∇ ∂

∂r

∂

∂θ
,
∂

∂θ

〉
.

Derivando gθθ em relação a r obtemos〈
∇ ∂

∂θ

∂

∂r
,
∂

∂θ

〉
= ff ′, logo Hess r(T, T ) =

f ′

f
.

Assim para campos X, Y que são ortogonais a E, segue que X = aT e Y = bT ,

com a e b funções. Assim Hess r(X, Y ) =
f ′

f
ab.
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Caṕıtulo 4

A demonstração do teorema

Nesta seção faremos a demonstração do teorema principal. A prova consistirá em

encontrar barreiras superior e inferior para o problema de Dirichlet assintótico,

através da construção de sub e supersolução, e com a ajuda da teoria das EDPs

mostrar a existência de solução do problema de Dirichlet em discos geodésicos aber-

tos, assumindo o valor da extensão radial de ψ no bordo do disco, e novamente com

a ajuda das EDPs conseguimos extrair subsequência que converge uniformemente

em compactos para uma solução do problema.

Seja M uma superf́ıcie de Cartan-Hadamard rotacionalmente simétrica, isto é,

M é uma variedade riemanniana de Cartan-Hadamard rotacionalmente simétrica

e dimensão n = 2. Então em coordenadas polares geodésicas (r, θ) dadas pela

aplicação exponencial expp, como visto em 3.2, a métrica riemanniana de M toma

a forma

dr2 + f(r)2dθ2

com f ∈ C∞([0,∞)) satisfazendo f(0) = 0 e f ′(0) = 1. A curvatura seccional de

M é K(r) = −f ′′(r)/f(r), r é a distância de x ao pólo. Note que se K < 0 então

−f ′′(r)/f(r) < 0 o que implica −f ′′(r) < 0, logo f ′′(r) > 0, ou seja f é estritamente

convexa. Como veremos, a convexidade de f desempenha um papel importante nas

construções feitas no decorrer do texto.

Relembramos o enunciado do Teorema.

Teorema 1.0.1. Seja M , uma superf́ıcie de Cartan-Hadamard tal que:

1) M é rotacionalmente simétrica;

2)

∫ ∞
r0

dr

f(r)
<∞.
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Seja ψ ∈ C0(∂∞M). Então existe u ∈ C∞(M) ∩ C0(M) tal que M(ũ) := div

(
grad ũ√

1 + |grad ũ|2

)
= 0 em M

ũ|∂∞M = ψ.

(1.1)

Além disso, se S é uma superf́ıcie mı́nima propriamente imersa em M × R tal

que ∂∞S = graf (ψ) então S = graf (u).

Fixamos a notação a ser utilizada.

Consideramos M rotacionalmente simétrica no ponto o ∈ M com E := grad r

e T campo de vetores diferenciáveis em M \ {o}, com T unitário e ortogonal a E.

Como vimos grad r = ∂/∂r, e os coeficientes da métrica são:

grr = 1 grθ = gθr = 0 gθθ = f 2,

logo temos que

E =
∂

∂r
e T =

1

f

∂

∂θ
.

Como vimos na seção 3.1, podemos identificar ∂∞M com o ćırculo unitário

centrado na origem de ToM , que denotamos por S, através do homeomorfismo

v 7→ γv(∞), onde γv : [0,∞)→M é o raio geodésico tal que γv(0) = o e γ′v(0) = v.

Uma observação importante é que dado v ∈ S então v está unicamente determi-

nado pelo ângulo θ ∈ S e vice-versa, isto é, podemos escrever v = (cos θ, sin θ).

Com isto em mente, podemos definir ψo ∈ C0(S) por

ψo(θ) := ψ(γv(∞)), onde v = (cos θ, sin θ).

Primeiramente assumiremos que ψo ∈ C∞(S), o caso C0 é feito por aproximação

no final.

• O caso ψo ∈ C∞(S).

Seja ϕ ∈ C∞(M \ {o}) a extensão radial de ψo, isto é, ϕ(r, θ) = ψo(θ). Então

como ϕ só depende de θ, temos que a sua derivada na direção E, E(ϕ), é nula.

Proposição 4.0.2. Sejam y := T (ϕ)(r, θ) e z := T (T (ϕ))(r, θ). Então

y(r, θ) =
y(r0, θ)f(r0)

f(r)
(4.1)

e

z(r, θ) =
z(r0, θ)f(r0)2

f(r)2
(4.2)
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dem.: Note que

[E, T ](ϕ) = E(T (ϕ))− T (E(ϕ)) =
∂

∂r

(
1

f

∂ϕ

∂θ

)
− 1

f

(
∂

∂θ

(
∂ϕ

∂r

))
= − f

′

f 2

∂ϕ

∂θ
+

1

f

∂

∂r

(
∂ϕ

∂θ

)
− 1

f

∂

∂θ

(
∂ϕ

∂r

)
= −f

′

f

1

f

∂ϕ

∂θ

= −f
′

f
T (ϕ).

Por outro lado, como E(ϕ) = 0, temos que

E(T (ϕ)) = [E, T ](ϕ) = −f
′

f
T (ϕ)

logo

E(y(r, θ)) = −f
′

f
y(r, θ).

Resolvendo a EDO acima segue que

y(r, θ) =
y(r0, θ)f(r0)

f(r)
.

De mesmo modo temos que [E, T ](T (ϕ)) = −f
′

f
T (T (ϕ)), e por outro lado

E(T (T (ϕ))) = [E, T ](T (ϕ)) + T (E(T (ϕ)))

= −f
′

f
T (T (ϕ))− T

(
f ′

f
T (ϕ)

)
= −f

′

f
T (T (ϕ))− T

(
f ′

f
T (ϕ)

)
− f ′

f
T (T (ϕ))

= −2
f ′

f
T (T (ϕ)).

Portanto

E(z(r, θ)) = −f
′

f
z(r, θ),

logo resolvendo esta EDO, temos que

z(r, θ) =
z(r0, θ)f(r0)2

f(r)2
,

como queŕıamos demonstrar.

�
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Construiremos agora a sub e supersolução.

Seja G = Gh : M \ {o} → R dada por G(r, θ) = g(r) + ϕ(θ), onde g = gh :

(0,∞)→ R é uma função C2, a ser determinada.

Vamos calcularM(G) = div

(
gradG√

1+|gradG|2

)
. Para isso observe que como {E, T}

formam um referencial ortonormal local, temos que

gradG = g′E + yT,

|gradG|2 = g′2 + y2,

grad |gradG|2 = 2

(
g′g′′ + y

∂y

∂r

)
E + 2yzT,

∆G = g′′ + g′
f ′

f
+ z.

(4.3)

Podemos escrever M em sua forma não divergente, isto é

M(G) = (1 + |gradG|2)−1/2div gradG+ 〈grad (1 + |gradG|2)−1/2, gradG〉

e multiplicando os dois lados por (1 + |gradG|2)3/2 e utilizando a regra da cadeia

temos

(1 + |gradG|2)3/2M(G) = (1 + |gradG|2)∆G− 1

2
〈gradG, grad |gradG|2〉,

agora, utilizando (4.1) junto com as relações de (4.3) obtemos

(1 + |gradG|2)3/2M(G) = (1 + g′2 + y2)(g′′ + g′
f ′

f
+ z)− g′2g′′ + g′

f ′

f
y2 − y2z

= (1 + y2)g′′ + g′
f ′

f
+ z + g′2g′′ + g′3

f ′

f
+ g′2z

+ 2y2g′
f ′

f
+ y2z − g′2g′′ − y2z,

que simplificando, podemos escrever da seguinte forma

(1 + |gradG|2)3/2M(G) = g′′+ g′
f ′

f
+ z+ y2

(
g′′ + 2g′

f ′

f

)
+ g′2

(
g′
f ′

f
+ z

)
. (4.4)

Agora definimos a função g = gh por

gh(r) = h

∫ ∞
r

1

f(s)

∫ s

r0

1

f(t)
dtds,

onde h > 0 é uma constante a ser determinada. Pela hipótese de que 1
f
∈

L1([r0,∞)), g está bem definida. Além do mais, g(r0) > 0 e limr→∞ g(r) = 0.
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Utilizando o Teorema Fundamental do Cálculo segue que a primeira e a segunda

derivada de g são

g′(r) = − h

f(r)

∫ r

r0

1

f(s)
ds

e

g′′(r) =
h

f(r)2
+ h

f ′(r)

f(r)2

∫ r

r0

1

f(s)
ds.

Assim segue que

g′′(r) + g′(r)
f ′(r)

f(r)
= − h

f(r)2
(4.5)

substituindo (4.5) em (4.4), obtemos:

(1 + |gradG|2)3/2M(G) = − h

f(r)2
+ z + y2

(
g′′ + 2g′

f ′(r)

f(r)

)
+ g′2

(
g′
f ′(r)

f(r)
+ z

)
.

Seja m := maxCr0 |z|, onde Cr0 é o ćırculo geodésico de raio r0, de (4.2) segue

que

z ≤ m

f(r)2
,

o que implica que

− h

f(r)2
+ z ≤ m− h

f(r)2
.

Utilizando a convexidade de f temos que

g′′ + 2g′
f ′

f
≤ 0

e portanto

(1 + |gradG|2)3/2M(G) ≤ m− h
f(r)2

+ g′2
(
g′
f ′(r)

f(r)
+ z

)
.

Agora utilizando o fato de que a integral é uma função crescente e que f ′ também

é crescente, devido a convexidade de f , segue que para r ≥ r0 + 1 obtemos:

g′(r)
f ′(r)

f(r)
+ z ≤ 1

f(r)2

(
m− hf ′(r0)

∫ r0+1/2

r0

1

f(s)
ds

)
.

Portanto

(1 + |gradG|2)3/2M(G)f(r)2 ≤ m− h+ g′2

(
m− hf ′(r0)

∫ r0+1/2

r0

1

f(s)
ds

)
.

Logo podemos escolher h0 grande o suficiente tal que para todo h ≥ h0 teremos

(1 + |gradGh|2)3/2M(Gh)f(r)2 ≤ −1.
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Em particular, Gh é supersolução para M em M \ Dr0+1(o) ∀h ≥ h0, onde

Dr0+1(o) é o disco geodésico aberto de raio r0 + 1 com centro o.

Agora observamos que se trocarmos g por −g obtemos uma função G− = G−h :

M \ {o} → R dada por G−(r, θ) = −g(r) + ϕ(θ) tal que

(1 + |gradG−h |
2)3/2M(G−h ) = −g′′− g′f

′

f
+ z+ y2

(
−g′′ − 2g′

f ′

f

)
+ g′2

(
−g′f

′

f
+ z

)
observando que −m = −maxCr0 |z| ≤ minCr0 z e fazendo contas análogas as que

foram feitas para G, obtemos que é posśıvel escolher h0 suficientemente grande tal

que

(1 + |gradG−h |
2)3/2M(G−h )f(r)2 ≥ 1 ∀h ≥ h0.

Em particular G−h é subsolução para M em M \Dr0+1(o) ∀h ≥ h0.

Como G não está definida em toda a variedade, ela não é supersoluçao para o

problema. No entanto podemos obter uma supersolução generalizada.

Seja h1 ≥ h0 tal que Gh1 > 2 max |ϕ| no ćırculo geodésico de raio r0 + 2,

então existe r1 ∈ (r0 + 2,∞) tal que l := minCr1 Gh1 > 2 max |ϕ|. A partir de

agora denotaremos Gh1 simplesmente por G, logo podemos definir a seguinte função

w : M → R, dada por

w(x) :=

{
min{G(x), l}, se x ∈M \Dr0+2(o)

l, se x ∈ Dr0+2(o).

Conforme seção 2.2.3, w é supersolução generalizada para M em M e tal que

se x ∈ ∂∞M então w(x) = ψ(x).

Semelhantemente, consideramos −l < −2 max |ϕ| e definimos a seguinte função

v : M → R, dada por

v(x) :=

{
max{G−(x),−l}, se x ∈M \Dr0+2(o)

−l, se x ∈ Dr0+2(o).

que é uma subsolução generalizada para M em M , tal que se x ∈ ∂∞M então

v(x) = ψ(x).

Com supersolução e subsolução para o problema, pretendemos aplicar o método

da continuidade para encontrar solução para o problema, mas antes veremos que

∀k ≥ r2, w = G+ e consequentemente v = G− em ∂Dk(o). De fato:

G(r, θ)− l = g(r) + ϕ− l ≤ g(r) + max |ϕ| − l ≤ g(r)−max |ϕ|
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fazendo r →∞ então G− l < −max |ϕ|, logo existe r2 tal que ∀r ≥ r2, G− l < 0,

ou seja G < l, com isto garantimos que min{G, l} = G, e portanto ∀k ≥ r2, w = G

em ∂Dk(o). Analogamente v = G−.

Considere então a seguinte famı́lia de problemas de Dirichlet indexadas por t

em Dk(o), k ≥ r2 e k ∈ N. {
M(ũ) = 0 em Dk(o)

ũ|∂Dk(o) = tϕ|∂Dk(o)

(4.6)

Através do método da continuidade é posśıvel mostrar que para cada k existe

uk solução de (4.6). Para isto considere o conjunto

Ak = {t ∈ [0, 1];∃ut ∈ C2,α(Dk(o)) solução de (4.6)}.

Queremos mostrar que Ak = [0, 1], e conforme visto na seção 2.2.2, precisamos

apenas nos preocupar com o fechamento de Ak, e para isto devemos apenas obter

barreiras que tenham limitação uniforme da altura e do gradiente na fronteira de

Dk(o).

Construiremos agora as barreiras, dado k ∈ N, k ≥ r2, sejam wk, vk : Dk(o)→ R
definidas por

wk(x) := w(x)− g(k) vk(x) := v(x) + g(k).

Então as barreiras, superior wk,t = twk e inferior vk,t = tvk possuem limitação

por cima e por baixo para sua altura uniforme em t ∈ [0, 1]. De fato, como

−max |ϕ| ≤ ϕ ≤ max |ϕ| então − tmax |ϕ| ≤ tϕ ≤ tmax |ϕ|

e em ∂Dk(o), wk,t = tϕ e vk,t = tϕ, logo

−max |ϕ| ≤ −tmax |ϕ| ≤ wk,t ≤ tmax |ϕ| ≤ max |ϕ|,

analogamente para vk,t.

Utilizando o fato que v ≤ vk ≤ w e v ≤ wk ≤ w então

|vk|0 ≤ max{|v|0, |w|0} e |wk|0 ≤ max{|v|0, |w|0},

ou seja, |vk|0 e |wk|0 são limitadas por uma constante que não depende de k, e

também

|gradwk|∂Dk(o) = |grad (g + ϕ)| ≤ |grad g|+ |gradϕ| ≤ C

analogamente |grad vk|∂Dk(o) ≤ C, ou seja os gradientes de vk e wk também são

limitados por uma constante que não depende de k.
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Podemos então aplicar o método da continuidade e encontrar uk ∈ C2,α(Dk(o))

solução de (4.6), e como vk e wk são sub e supersolução, respectivamente, então

vk ≤ uk ≤ wk e se x ∈ ∂Dk(o) temos vk(x) = uk(x) = wk(x),

logo temos a seguinte limitação, |uk|0 ≤ max{|vk|0, |wk|0} e pelo Lema 2.2.8 temos

a limitação para o gradiente |graduk|∂Dk(o) ≤ max{|grad vk|∂Dk(o), |gradwk|∂Dk(o)}.
Uma constante que limita |graduk|0 pode ser escolhida uniformemente em D1(o)

via Teorema 2.2.10, para isto basta utilizarmos uma limitação de |uk|0 e |graduk|∂D2(o).

Por Arzelá-Ascoli, existe subsequência de (uk)k∈N a qual chamamos de (uk1j )
∞
j=1 que

converge uniformemente a uma função cont́ınua em D1(o).

Usando as estimativas que existem na fronteira de D3(o), aplicamos o mesmo

procedimento, via Teorema 2.2.10 e encontramos uma subsequência de (uk1j )
∞
j=1 a

qual chamamos de (uk2j )
∞
j=1 que converge uniformemente a uma função cont́ınua

em D2(o), continuando o processo temos uma sequência (ukmj )∞j=1 cada uma sub-

sequência de (ukm−1
j

)∞j=1, m = 3, 4, . . . que converge uniformemente a uma função

cont́ınua em Dm(o) para cada m. Assim

uk1
1

uk12 uk13 uk14 . . .

uk21 uk2
2

uk23 uk24 . . .

uk31 uk32 uk3
3
uk44 . . .

...
...

...
...

podemos considerar a sequência diagonal ukj = ukjj
, j = 1, 2, . . ., esta sequência

é uma subsequência de cada uma das (ukmj )∞j=1 e logo converge uniformemente a

uma função cont́ınua em Dm(o), para cada m. Podemos então definir uma função

cont́ınua u : M → R por

u(x) = lim
j→∞

ukj(x)

e assim se K é qualquer compacto de M segue que ukj → u uniformemente em K,

além disso M(u) = 0 em M . Como temos as barreiras em M que satisfazem

w|∂∞M = ψ = v|∂∞M e v ≤ uk ≤ w,

u se estende continuamente a M e u|∂∞M = ψ.

Precisamos agora mostrar que u ∈ C∞(M). Para isto mostraremos primeira-

mente que u ∈ C2,α(M) e utilizando a teoria de regularidade concluiremos que

u ∈ C∞(M). Para mostrar que u ∈ C2,α(M) precisamos ao menos de uma sub-

sequência de (uk) que converge a u na norma C2,α.
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Fixe K compacto de M , podemos supor sem perda de generalidade que K =

Dr′(p) para algum p ∈ M . Seja k tal que k ≥ r′. Assim K ⊂ Dk(o) e portanto

uk está definida em K. Denotaremos por K̃ o disco geodésico fechado de raio

r′/2 centrado no mesmo ponto que K, isto é, K̃ = Dr′/2(p), nestas condições o

Teorema 5.0.14 nos dá que existem βk = βk(n, |uk|1;K , coeficientes de M) e Ck =

Ck(n, |uk|1;K , coeficientes de M) tais que

sup
x,y∈K̃,x6=y

|Duk(x)−Duk(y)|
|x− y|βk

= [Duk]βk;K̃ ≤ Ck

(
r′

2

)−βk
.

Como temos uma limitação uniforme em k para |uk|1;Dk(o) em M , e assim em

particular em K, então βk e Ck podem ser escolhidos uniformemente para todo

k ≥ r′. Então existem β e C dependendo de n e dos coeficientes de M tais que

(renomeando sempre constantes por C)

|uk|1,β;K̃ = |uk|1;K̃ + [Duk]β;K̃ ≤ C.

Definimos agora a seguinte famı́lia de operadores lineares uniformemente eĺıpticos

Lk : C2,δ(K̃)→ Cδ(K̃) onde δ := min{α, β}

Lk(h) = div

(
gradh√

1 + |graduk|2

)
.

Como uk ∈ C1,δ(Dk(o)), os coeficientes de Lk pertencem a C0,δ(Dk(o)). Além

disso, temos que Lk(uk) = 0 e notemos também que a famı́lia Lk, de acordo com o

que foi feito até agora, tem coeficientes uniformemente limitados na norma C0,δ.

Utilizando o Teorema 5.0.9, junto com a observação 5.0.8, obtemos que

|uk|2,δ;K̂ ≤ C,

onde K̂ = Dr′/4(p). Então temos que ukj |int (K̂) → u|int K̂ ∈ C2(int K̂) na norma

C2 e também que M(u) = 0 em int K̂. Aplicando iteradamente o Teorema 5.0.12

obtemos que u ∈ C∞(M).

Acabamos de demonstrar então que se ψ ∈ C∞ então existe u ∈ C∞(M)∩C0(M)

solução de (1.1).

Logo conclúımos aqui o caso ψo ∈ C∞(S).

• O Caso ψo ∈ C0(S).
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Consideremos sequências ψ+
n ∈ C∞(S) e ψ−n ∈ C∞(S), com ψ+

n monótona decres-

cente e ψ−n monótona crescente, tais que convergem a ψo na norma C0, ou seja

lim
n→∞

|ψ+
n − ψo|0 = 0 e lim

n→∞
|ψ−n − ψo|0 = 0.

Consideremos também as funções u±n : M → R, u±n ∈ C∞(M)∩ C0(M), soluções

do problema {
M(ũ) = 0 em M

ũ|∂∞M = ψ±n

ou seja, M(u±n ) = 0 em M e u±n |∂∞M = ψ±n , com u+
n decrescente e u−n crescente.

Segue do prinćıpio do máximo que as sequências (u±n ) são uniformemente limitadas

na norma C0 para todo n ∈ N. Com isso para conseguirmos aplicar a mesma ideia

feita no caso anterior, temos que obter uma estimativa interior para o gradiente das

(u±n ). Iremos fazer somente para a (u+
n ), pois é análogo para (u−n ).

Fixando D1 e D2 discos geodésicos abertos centrados em o de raios r1 e r2

respectivamente, aplicamos o Teorema 2.2.10 em D2 e obtemos uma constante C

que não depende de n tal que |gradu+
n |0 ≤ C e com isso temos uma estimativa

para a norma C1 da sequência (u+
n ) e então fazendo a mesma construção feita no

caso anterior segue que (u+
n ) possui uma subsequência convergindo uniformemente

na norma C2 a uma solução u+
D1
∈ C∞(D1) deM(ũ) = 0 em D1 e além disso temos

que u+
D1
≤ u+

n |D1 para todo n.

Considerando agora um disco geodésico D3, aplicamos novamente o teorema

2.2.10 em D3 e obtemos uma estimativa para a norma C1 da sequência (u+
n ) e assim

obtemos uma subsequência convergindo uniformemente na norma C2 a uma solução

u+
D2
∈ C∞(D2), tal que u+

D2
≤ u+

n |D2 , observe que u+
D2
|D1 = u+

D1
.

Considerando o disco Dk aplicamos o teorema 2.2.10 em Dk+1 e obtemos uma

estimativa para a norma C1 da sequência (u+
n ) e logo obtemos uma subsequência

convergindo uniformemente na norma C2 a uma solução u+
Dk
∈ C∞(Dk), tal que

u+
Dk
≤ u+

n |Dk e u+
Dk
|Dk−1

= u+
Dk−1

. Então pelo método diagonal obtemos uma função

u+ : M → R tal que M(u+) = 0 em M e u+ ≤ u+
n para todo n.

Analogamente fazendo todo o processo para a sequência (u−n ), obtemos uma

função u− : M → R tal que M(u−) = 0 em M e u−n ≤ u−.

Afirmação: u− = u+ em M e u±|∂∞M = ψ.

De fato, como vale

u−n ≤ u− ≤ u+ ≤ u+
n ∀n

e para x ∈ ∂∞M temos

u+
n (x) = ψ+

n (x)→ ψo(x), u−n (x) = ψ−n (x)→ ψo(x)
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segue que

u+|∂∞M = ψ, u−|∂∞M = ψ

utilizando o prinćıpio do máximo assintótico conclúımos que

u+ = u− em M.

Logo definindo u : M → R por u := u+ segue que u ∈ C∞(M) ∩ C0(M),

M(u) = 0 em M e u|∂∞M = ψ, ou seja u é solução de (1.1).

• Unicidade.

Antes de mostrarmos a unicidade, enunciamos um resultado clássico que será

utilizado, este resultado é o chamado Prinćıpio da Tangência.

Enunciamos o Prinćıpio da Tangência em R3, mas ele é válido em qualquer

espaço ambiente, com qualquer dimensão.

Teorema 4.0.3. (Prinćıpio da Tangência:) Sejam S1 e S2 superf́ıcies de cur-

vatura média constante do R3 e seja p ∈ S1 ∩ S2 um ponto de tangência entre S1 e

S2 (TpS1 = TpS2). Sejam N1 e N2 campos unitários e normais a S1 e S2 e tais que

N1(p) = N2(p). Suponha que S1 e S2 tenham curvaturas médias H1 e H2 respecti-

vamente, com relação aos campos N1 e N2. Suponha que S2 esteja acima de S1 em

uma vizinhança de p com relação ao vetor normal N1(p). Então H2 ≥ H1 e vale a

igualdade se, e somente se, S1 e S2 coincidem em uma vizinhança de p. Se S1 e S2

são completas (ou completas até o bordo e com mesmo bordo), conexas e H1 = H2

então S1 = S2.

Demonstração da unicidade.

Seja S uma superf́ıcie mı́nima propriamente imersa em M × R e suponha que

∂∞S = graf (ψ). A mostrar: S = graf (u).

Suponha então que S 6= graf (u), logo existe (p, s) ∈ S tal que s 6= u(p), suponha

que s > u(p). Considerando então qualquer levantamento positivo do gráfico de u

que denotamos por L(graf u) e como ∂∞S = graf (ψ) e u satisfaz o problema de

Dirichlet assintótico segue que ∂∞L(graf (u))∩S = ∅, ou seja, em uma vizinhança do

infinito L(graf (u)) 6= S, mas consideramos o levantamento até que tal levantamento

possua um ponto de tangência com S, por exemplo um ponto q, logo em uma

vizinhança de q tem-se L(graf (u)) = S, e como ambas são superf́ıcies mı́nimas e

conexas então deve ocorrer que L(graf (u)) = S pelo Prinćıpio da Tangência, mas
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isto não acontece em uma vizinhança do infinito, gerando então um absurdo. Logo

devemos ter

S = graf (u).

O mesmo absurdo acontece se supormos s < u(p).

�

Com isto acabamos a prova do Teorema 1.0.1. Vejamos agora o seu corolário.

Corolário 1.0.2. Seja M superf́ıcie de Cartan-Hadamard, rotacionalmente simétrica

em um ponto o ∈M tal que a curvatura seccional satisfaz a condição

K(r) ≤ − 1 + ε

r2 log r
, r ≥ r0, (1.2)

para algum r0 > 0, ε > 0, onde r é a função distância ao ponto o. Então, dado

ψ ∈ C0(∂∞M) existe u ∈ C∞(M) ∩ C0(M) solução de (1.1), e o gráfico de u é a

única superf́ıcie mı́nima propriamente imersa em M×R tendo graf (ψ) como bordo

assintótico.

Antes de demonstrar o corolário, vejamos que o resultado não vale para ε = 0.

De fato: para ε = 0 temos
f ′′

f
=

1

r2 log r

resolvendo esta EDO temos que f(r) = r log r e assim
1

f(r)
=

1

r log r
, portanto

integrando de r0 até s temos∫ s

r0

dr

f(r)
=

∫ s

r0

1

r log r
= log(log r)

∣∣∣∣∣
s

r0

= log(log s)− log(log r0),

dáı se s→∞ segue que log(log s)→∞ e com isto temos que∫ ∞
r0

dr

f(r)
=∞,

implicando assim em Liouville por [RS], isto é, todo gráfico mı́nimo globalmente

limitado é de função constante.

Para a demonstração do corolário vamos precisar do seguinte lema devido a

Milnor [M].

Lema 4.0.4. Sejam h1 e h2 funções positivas e estritamente crescentes em [a,∞).

Se h1(a) < h2(a), h′1(a) < h′2(a) e
h′′1
h1

≤ h′′2
h2

em [a,∞). Então

h1 < h2 em [a,∞).
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Demonstração do Corolário 1.0.2:

Vamos mostrar que se vale (1.2) então

∫ ∞
r0

dr

f(r)
<∞.

Primeiramente vejamos que para qualquer α, 1 < α < 1 + ε existe r0 > a tal

que ∀r ≥ r0 tem-se f(r) > r(log r)α.

Defina g(r) = Cr(log r)α, onde C é uma constante a ser determinada.

Assim calculando g′ e g′′ e fazendo g′′

g
temos

g′′

g
=

α

r2 log r

[
1 +

α− 1

log r

]
,

como α < 1 + ε existe r0 > a tal que ∀r ≥ r0 tem-se

g′′

g
≤ 1 + ε

r2 log r
≤ f ′′

f
.

Seja C constante suficientemente pequena tal que g(a) < f(a) e g′(a) < f ′(a),

então pelo Lema 4.0.4 segue que

g(r) < f(r) ou seja Cr(log r)α < f(r)⇒ 1

f(r)
<

1

Cr(log r)α

integrando de r0 até s temos∫ s

r0

dr

f(r)
<

∫ s

r0

1

Cr(log r)α
=

(log s)α

C(1− α)

∣∣∣∣∣
s

r0

fazendo s→∞ segue que∫ ∞
r0

dr

f(r)
< − log r0

C(1− α)(log r0)α
.

Logo temos que

∫ ∞
r0

dr

f(r)
<∞.

Demonstramos então que se temos K(r) ≤ − 1 + ε

r2 log r
r ≥ r0 então temos∫ ∞

r0

dr

f(r)
< ∞ e assim pode-se fazer toda a construção que foi feita no Teorema

1.0.1 para mostrar que o problema de Dirichlet assintótico é unicamente solúvel

para uma superf́ıcie de Cartan-Hadamard rotacionalmente simétrica.

�
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Caṕıtulo 5

Apêndice

Aqui enunciamos os principais resultados de [GT] utilizados no texto, em cada

resultado indicamos a página em que tal resultado se encontra.

Teorema 5.0.5 (p.32). Seja Ω ∈ Rn um domı́nio limitado. L um operador eĺıptico

com c = 0. Se u ∈ C(Ω) ∩ C2(Ω) satisfaz Lu ≥ 0, então

sup
Ω
u = sup

∂Ω
u

Um mesmo resultado é válido para o ı́nfimo, basta supor Lu ≤ 0.

Corolário 5.0.6 (p.33). Sejam u, v ∈ C2(Ω)∩C0(Ω). Se Lu ≥ Lv em Ω, u ≤ v em

∂Ω, então u ≤ v em Ω.

Teorema 5.0.7 (p.36). Seja L eĺıptico, Lu ≥ f(= f) em um domı́nio limitado Ω,

c ≤ 0, e u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω). Então

sup
Ω
u(|u|) ≤ sup

∂Ω
u+(|u|) + C sup

Ω

|f−|
λ

(
|f |
λ

)
,

onde C é uma constante que depende somente do diâmetro de Ω e de β = sup |b|
λ

.

A seguinte observação pode ser encontrada como (4.17)′′ na página 61 de [GT].

Observação 5.0.8. Se Ω′ ⊂⊂ Ω e σ = dist (Ω′, ∂Ω) então

min(1, σk+α)|u|k,α;Ω′ ≤ |u|∗k,α;Ω.

Teorema 5.0.9 (p.90). Seja Ω um subconjunto aberto do Rn, e seja u ∈ C2,α(Ω)

limitada em Ω e solução da seguinte equação

Lu = aijDiju+ biDiu+ cu = f,
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onde f ∈ Cα e existem constantes positivas λ, Λ tais que os coeficientes satisfazem

aijξiξj ≥ λ|ξ|2 ∀x ∈ Ω, ξ ∈ Rn

e

|aij|(0)
0,α;Ω, |b

i|(1)
0,α;Ω, |c|

(2)
0,α;Ω ≤ Λ.

Então

|u|∗2,α;Ω ≤ C(|u|0;Ω + |f |(2)
0,α;Ω)

onde C = C(n, α, λ,Λ).

Teorema 5.0.10 (p.98). Seja Ω ⊆ Rn um domı́nio C2,α e seja u ∈ C2,α(Ω) uma

solução de Lu = f , onde L é estritamente eĺıptico, f ∈ Cα(Ω) e os coeficientes de

L satisfazem, para constantes positivas λ e δ

aijξiξj ≥ λ|ξ|2 e |aij|0,α, |bi|0,α, |c|0,α ≤ δ.

Seja ϕ ∈ C2,α(Ω) e suponha que u = ϕ em ∂Ω. Então existe uma constante

C = C(n, α, λ, δ,Ω) tal que

|u|2,α;Ω ≤ C(|u|0;Ω + |ϕ|2,α;Ω + |f |0,α;Ω)

O seguinte teorema prova a sobrejetividade de um operador estritamente eĺıptico

com coeficientes em Cα(Ω) e c ≤ 0.

Teorema 5.0.11 (p.107). Seja L um operador estritamente eĺıptico em um domı́nio

limitado Ω, com coeficientes em Cα(Ω) e c ≤ 0. Seja f ∈ Cα(Ω). Suponha que Ω é

um domı́nio C2,α e que ϕ ∈ C2,α(Ω). Então o problema de Dirichlet

Lu = f em Ω, u = ϕ em ∂Ω,

tem uma única solução e esta pertence a C2,α(Ω).

Os próximos dois teoremas nos dão a regularidade de uma solução.

Teorema 5.0.12 (p.109). Seja u ∈ C2(Ω) solução da equação Lu = f em um

conjunto aberto Ω. Suponha que f e os coeficientes do operador eĺıptico L pertençam

a Ck,α(Ω). Então u ∈ Ck+2,α(Ω). Se f e os coefiientes de L estão em C∞(Ω), então

u ∈ C∞(Ω).

Teorema 5.0.13 (p.111). Seja Ω um domı́nio Ck+2,α (k ≥ 0) e seja ϕ ∈ Ck+2,α(Ω).

Suponha que u é uma função C0(Ω)∩C2(Ω) satisfazendo L(u) = f em Ω, u = ϕ em

∂Ω, onde f e os coeficientes do operador estritamente eĺıptico linear L pertencem a

Ck,α(Ω). Então u ∈ Ck+2,α(Ω).
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Os próximos dois teoremas são resultados para operadores quase-lineares.

Teorema 5.0.14 (p.328). Seja u ∈ C2(Ω) tal que Qu = 0 em Ω, onde Q é eĺıptico

em Ω e seus coeficientes aij ∈ C1(Ω × R × Rn), b ∈ C0(Ω × R × Rn). Então para

qualquer Ω′ ⊂⊂ Ω temos a seguinte estimativa

[Du]α;Ω′ ≤ Cd−α

onde C = C(n,K, µK/λK , diam Ω), K = |u|1;Ω′, d = dist (Ω′, ∂Ω) e α = α(n,K, µK/λK).

Teorema 5.0.15 (p.331). Seja u ∈ C2(Ω) tal que Qu = 0 em Ω, onde Q é eĺıptico

em Ω e os seus coeficientes aij ∈ C1(Ω × R × Rn), b ∈ C0(Ω × R × Rn). Então se

∂Ω ∈ C2, ϕ ∈ C2(Ω) com u = ϕ em ∂Ω, temos a seguinte estimativa

[Du]α;Ω ≤ C

onde C = C(n,K, µK/λK ,Ω,Φ), K = |u|1;Ω, Φ = |ϕ|2;Ω, α = α(n,K, µK/λK ,Ω) >

0.
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ÉNS Lyon & Institut Fourier, Grenoble. October 10, 2007.

[M] Milnor, J.: “On deciding whether a surface is parabolic or hyperbolic”. Am.

Math. Mon. 84, 43-46 (1977).

[MR] Meeks, W. H., Rosenberg, H. “The theory of minimal surfaces in M × R”.

Comment. Math. Helv 80 (2005).
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