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RESUMO

Um algoritmo para a simulacdo numérica de escoamentos laminares incompressiveis
tridimensionais de fluidos viscosos é proposto neste trabalho. A equacdo de conservacdo da
energia, assim como as forgas de flutuacdo devido a agdo da gravidade, calculadas através da
aproximacdo de Bousinessq, sdo implementadas para analisar problemas n&o-isotérmicos.
Emprega-se o esquema de Taylor-Galerkin de um passo para a dicretizacdo no tempo e no
espaco, respectivamente. O elemento finito empregado é o hexaédrico isoparamétrico de oito
nos. Adota-se um enfoque de pseudo-compressibilidade o que permite escrever a equagdo da
continuidade em termos da presséo, a qual € resolvida implicitamente atraves do Método dos
Gradientes Conjugados com Precondicionamento, enquanto as equacdes de conservacdo de
qguantidade de movimento e de energia sdo resolvidas explicitamente. A integracdo das
matrizes de elemento é efetuada analiticamente considerando o elemento ndo distorcido e
usando um Unico ponto de integracdo para avaliar a matriz Jacobiana. O programa é
codificado na linguagem FORTRAN 90 e vetorizado para aproveitar as caracteristicas dos

processadores vetoriais existentes nos atuais supercomputadores.
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ABSTRACT

The formulation and application of an algorithm to simulate numerically 3-D
incompressible laminar flows is presented in this work. The energy equation and buoyancy
forces, which are calculated by Bousinessq approximation, are also implemented to analyse
non-isothermic problems. The one-step Taylor-Galerkin scheme is used in order to obtain a
useful numerical model. The eight node isoparametric hexahedron finite element is employed.
A pseudocompressibility approach is adopted, allowing to write the continuity equation in
terms of the pressure. The continuity equation is solved implicitly by the Conjugate Gradient
Method with a preconditioning technique, whereas the Equation of Momentum and Energy
Conservation are solved explicitly. Element matrices are calculated analytically considering
undistorted elements and using one integration point to evaluate the Jacobian Matrix. The
code is written in FORTRAN 90 language, and is vectorized in order to take advantage of fast

vectorial processors existing in modern supercomputers.
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CAPITULO 1

1 INTRODUCAO

1.1 MECANICA DOS FLUIDOS

A mecanica dos fluidos € uma ampla area da engenharia tradicionalmente dividida em

diversos topicos conforme as propriedades fisicas do fluido e a natureza (tipo) do escoamento.

No que diz respeito as suas propriedades, o fluido pode ser classificado em duas
classes. Quando a viscosidade é assumida igual a zero, o fluido é dito inviscido, sendo entdo,
seu movimento descrito pela equacao de Euler. A segunda classe considera a viscosidade com
o fluxo governado pelas Equacdes de Navier-Stokes. Quando a viscosidade do fluido é funcéo
apenas das propriedades termodinamicas e as tensdes sdo diretamente proporcionais as taxas
de deformacéo, o fluido é dito Newtoniano. Um fluido que néo obedece a relacdo tensdo- taxa

de deformacéo é dito ndo-Newtoniano.

Por outro lado, em relacdo ao escoamento, o fluido pode ser assumido como
incompressivel ou compressivel. Segundo Reddy & Gartling (1994) “um fluxo
incompressivel é um cuja densidade € constante ou cuja variacdo da densidade (comparada
com a densidade de referéncia) € desprezivel”. O fluxo compressivel é aquele em que a

variacdo da densidade ndo pode ser desprezada.

Um fluido inviscido e incompressivel é chamado de fluido ideal ou fluido perfeito.
Fluidos reais sdo viscosos sendo que o0 seu escoamento pode ser incompressivel ou

compressivel.

Os escoamentos viscosos podem ser divididos em dois grandes grupos: escoamentos
laminares, cujo movimento se da de forma ordenada, através de camadas (ldaminas) que
deslizam umas sobre as outras, e turbulento onde ha um movimento aleatério, tridimensional
das particulas fluidas em torno da direcdo principal do escoamento. Existe ainda um grupo
intermediario chamado escoamento transiente que é aquele que ocorre na regido de transicéo

entre o escoamento laminar e o turbulento



. L . « :
O numero de Reynolds (Re:i} obtido pela razdo entre forcas viscosas e de

y2;
inércia, define o regime do escoamento, sendo p a densidade do fluido, V e L a velocidade e
uma dimensao caracteristicas, respectivamente e u a viscosidade do fluido. Escoamentos em
que as forcas de inércia sdo pequenas em relacdo as forgas viscosas proporcionam pequenos
nameros de Reynolds e conseqientemente escoamentos laminares. Em contrapartida,
escoamentos com forcgas de inércia grandes em relacéo as viscosas conduzem a altos nimeros

de Reynolds e, em geral, a escoamentos turbulentos.

1.2 ANALISE TEORICA, EXPERIMENTAL E NUMERICA NA MECANICA DOS
FLUIDOS

A partir do final do século XIX, a ciéncia da mecénica dos fluidos comecou a
desenvolver-se em duas areas distintas. De um lado, segundo Schlichting (1979), estava a
“hidrodinamica tedrica” cujos pesquisadores procuravam analisar o comportamento dos
fluidos através da solucdo analitica das equagdes que descrevem o seu movimento. Porém,
devido & complexidade matematica em resolver-se as Equacdes de Navier-Stokes, os tedricos
se limitavam a analise de escoamentos ndo viscosos atraves da equacgédo de Euler. Entretanto,

devido a esta limitacdo, os resultados obtidos em muitos casos ndo eram satisfatorios.

Com o proposito de resolver este problema, uma vez que o rapido desenvolvimento
tecnologico fazia surgir grandes desafios na engenharia, engenheiros baseados em uma
quantidade elevada de dados experimentais, desenvolveram a ciéncia empirica chamada de

“hidraulica” que, muito diferia com os métodos e objetivos da “hidrodindmica tedrica”.

No inicio do presente século, Prandtl apresentou a sua “teoria da camada limite” que
divide o escoamento em duas regides: uma camada muito estreita proxima ao corpo (camada
limite) onde os efeitos viscosos sdo importantes, e a regido fora da camada limite, onde a
friccdo pode ser desprezada. Com esse trabalho, Prandtl unificou as duas linhas de pesquisa
comprovando a importancia dos efeitos viscosos que antes eram ignorados pela

“hidrodinamica tedrica”.

Mesmo com a unificagdo das suas linhas de pesquisa, elas seguem existindo
separadamente, cada uma com a sua maneira de abordar os problemas da mecéanica dos

fluidos.



Atualmente, segundo Lange (1992), a abordagem tedrica “enfrenta grandes
dificuldades no tratamento dos casos mais complexos de escoamento, seja devido a geometria
complexa dos dominios, seja devido as caracteristicas matematicas das equagdes que
descrevem o fenémeno”. Em contrapartida, o avanco tecnoldgico nos instrumentos de
medicdo experimental de escoamentos possibilitou a diminuigdo do erro no momento da
tomada de dados. Dessa forma, a abordagem experimental tem contribuido efetivamente para
0 avanco do conhecimento na mecanica dos fluidos. Através da adimensionalizacdo de
parametros € possivel comparar resultados obtidos analisando-se um modelo de laboratério
(prot6tipo) com escoamentos em dominios de diferentes dimensdes e fluidos de diferentes
propriedades fisicas.

Infelizmente, a analise experimental apresenta custos elevados inviabilizando, muitas
vezes, as necessarias repeticdes sucessivas de um determinado experimento. Além disso, 0

fato de parametrizar-se os resultados restringe 0 seu uso a geometrias similares.

A andlise numérica de um problema de escoamento de um fluido viscoso surge,
segundo Roache (1972), em 1933 atraves do trabalho de Thom (1933). Porém, somente na
década de 60 a Dindmica dos Fluidos Computacional (D.F.C.) comeca a tomar corpo devido
ao impulso tecnoldgico proporcionado pela industria aeroespacial. A D.F.C. aparece, ent&o,
como uma alternativa que permite poupar custos, tempo e obter resultados confidveis,

reduzindo a quantidade de ensaios experimentais a um minimo indispensavel.

Segundo Burbridge (1999) “o maior desafio da D.F.C. é a resolucdo de problemas
envolvendo contornos moveis. Este tipo de problemas pode ser encontrado em diferentes
areas da engenharia, como por exemplo na inddstria metaldrgica, na conformagdo mecénica
dos metais ou na industria aerondutica no estudo dos fendmenos de Interacdo Fluido-

Estrutura”.

Atualmente, a simulacdo numérica de problemas de escoamentos e transferéncia de
calor tornou-se rotina nos trabalhos de engenheiros e pesquisadores da area. Pode-se dizer
também, que a evolucdo dos algoritmos numéricos juntamente com 0 avango na arquitetura
dos computadores foram fundamentais para a popularizacdo da D.F.C. através de codigos de

uso comercial e académico.



1.3 DIFERENTES METODOS DE DISCRETIZACAO

Com o passar dos anos, devido ao crescimento exponencial do uso da D.F.C., varias
técnicas de discretizagdo do dominio e resolucdo das equacdes que governam o fendmeno
foram desenvolvidas. Basicamente, estas técnicas podem ser divididas em dois grupos: a

técnica das diferencas finitas e técnica dos elementos finitos.

O primeiro grupo destacam-se 0 Método das Diferencgas Finitas (M.D.F.) e 0 Método
dos Volumes Finitos (M.V.F). O M.D.F. é muito popular uma vez que foi o primeiro a ser
implementado pelos analistas da area de fluidos e até o final da década de 60 era a técnica de

discretizagdo que predominava.

Dentre os motivos da predominancia do M.D.F. pode-se destacar a simplicidade de
programacéo, a pouca necessidade de memdria e o baixo custo de tempo. Porém, algumas
limitacbes acompanharam o M.D.F desde o principio: a exigéncia de dominios com
geometrias regulares e a dificuldade de imposicdo de condigdes de contorno complexas. Pelo
fato de os problemas de escoamento serem altamente n&o-lineares (equacbes de Navier-
Stokes), os pesquisadores do M.D.F concentraram-se na tentativa de dominar as n&o-
linearidades dos termos convectivos e no dificil problema de acoplamento das equacdes.
Mais tarde, com o emprego de coordenadas generalizadas e malhas ajustadas ao contorno, foi

possivel a analise de problemas com geometrias variadas.

O M.V.F surge mais tarde, segundo Maliska (1995) com a motivacdo de resolver o
problema de instabilidade produzidas em problemas de convec¢do dominante. No M.V.F as
equacdes aproximadas sdo obtidas através de balancos de conservacdo da propriedade
envolvida (por exemplo massa, quantidade de movimento) nas faces do volume. Assim como
o M.D.F, o M.V.F limitava-se, no inicio ao uso de coordenadas ortogonais, principalmente
cartesianas. Em meados da década de 70, paralelamente ao surgimento de computadores mais
velozes, os sistemas de coordenadas generalizados coincidentes com a fronteira do dominio
comecam a ser implementados permitindo também ao M.V.F resolver problemas de fluidos
com geometrias irregulares persistindo, no entanto, maiores dificuldades em impor-se as

condicdes de contorno naturais.

No outro grupo, encontra-se o Método dos Elementos Finitos (M.E.F.), que tem sua
origem na década de 50 e era aplicado apenas na area estrutural, na solugdo de problemas da
elasticidade. O método passou a adquirir expressdo na simulacdo de escoamentos de fluidos



no inicio dos anos 70. Ao contrario do M.D.F e M.V.F, o M.E.F. teve a vantagem de usar
malhas ndo-estruturadas, o que permitia resolver problemas com geometrias complexas. Uma
caracteristica interessante do M.E.F. € a facilidade de aplicar-se condi¢des de contorno
complexas, tais como as de Newman. Igualmente ao M.V.F., é conservativo. Porém, em
termos de memoria e tempo de simulacdo, 0 M.E.F. apresentava a desvantagem em relagdo
aos anteriores pois, as componentes da velocidade e a pressdo sdo resolvidas de maneira
acoplada através do uso de metodos diretos de solucdo dos sistemas de equacOes

discretizadas.

Segundo Reddy (1984), “o Método dos Elementos Finitos baseia-se na forma
variacional equivalente das equagdes diferenciais. O dominio, que pode ser geometricamente
complexo, é dividido em sub dominios de geometria simples, chamados elementos finitos. A
solucdo é aproximada por uma combinacdo linear de fungdes interpoladoras constituidas de
polinémios algébricos, de facil derivacao e integracdo” e que interpolam as variaveis bésicas
do problema dentro do elemento. O M.E.F. tem como vantagem também, a capacidade de
recorrer a adaptacdo de malha, baseando-se no erro da solugdo aproximada. Esta adaptacao
pode ocorrer por meio do refinamento ou desrefinamento da malha, por meio da

movimentacdo da mesma ou através do incremento da ordem das funcGes de interpolagéo.

Uma outra técnica que vem ganhando espacgo na D.F.C. é o Método dos Elementos de
Contorno. Este método baseia-se na discretizacdo do contorno onde as equagles governantes
sdo escritas de forma integral e a solucdo do problema € obtida através da utilizacdo da
solucdo fundamental que relaciona os efeitos do contorno com os do dominio sendo esta,
especifica para cada tipo de problema. Uma vez obtida a solugdo para o contorno, obtém-se a
solucdo para o dominio todo. Mesmo que em alguns casos resulte ser a técnica mais
adequada, o método ainda ndo estd suficientemente desenvolvido e portanto, ndo possui a
versatilidade dos outros métodos como por exemplo, o0 M.E.F., sendo que seu emprego fica
bastante restrito a rea académica. Mais detalhes sobre os aspectos basicos do método podem
ser obtidos consultando Brebbia & Dominguez (1989).

1.4 ENFOQUES PARA A SOLUCAO DO PROBLEMA DA INCOMPRESSIBILIDADE

A analise de escoamentos incompressiveis pode ser abordada de varias maneiras. A
seguir, apresentam-se trés enfoques de como o Método dos Elementos Finitos pode ser

empregado para analise de escoamentos viscosos incompressiveis baseados na formulagdo em



variaveis primarias: enfoque misto usando multiplicadores de Lagrange, funcdo de penalidade
e pseudo-compressibilidade.

No enfoque misto (uso de funcdes de interpolacdo de ordem diferente para a pressdo e
velocidade), baseado nos multiplicadores de Lagrange para deduzir as equacdes de elementos
finitos, as equagOes de massa e quantidade de movimento séo resolvidas e a pressdo e
componentes de velocidade sdo as variaveis do problema. Esta abordagem pode ser obtida
diretamente da aplicacdo do Método dos Elementos Finitos nas equacdes de residuos
ponderados. Franca & Frey (1992) propem um método baseado na formulacdo de
velocidade-pressdo para resolver escoamentos incompressiveis. Behr; Franca; Tezduyar
(1993) formulam em termos da velocidade, presséo e do tensor de tensdes as equacOes de
Navier-Stokes para escoamentos incompressivies adotando varias combinacfes de funcgdes

interpoladoras. Awruch & Petry (1997) apresentam maiores detalhes sobre esta abordagem.

A abordagem com Funcdo de Penalidade considera a equagéo de conservagdo de massa
como uma restricdo de incompressibilidade, satisfeita de forma aproximada através da
inclusdo do termo de penalidade. O resultado é um sistema de equacdes onde a pressdo €
eliminada da formulacéo, restando como incognitas as componentes de velocidade. A pressdo
pode ser calculada posteriormente, com base no campo de velocidade obtido. Lange (1992)
adota este enfoque. Mais informacdes sobre este esquema podem ser encontradas no livro de
Reddy & Gartling (1994) e no trabalho de Engelman (1982).

Finalmente, a pseudo-compressibilidade para a analise de escoamentos incompressiveis
estd baseado nas idéias apresentadas originalmente por Chorin (1967) e tem sido largamente
usado para analise de escoamentos incompressiveis ou compressiveis com baixos nimeros de
Mach (M <0.4). A consideracdo de pseudo-compressibilidade conduz a uma equacgdo de

conservacao de massa que mantém o termo de derivada da presséo no tempo.

Kawahara & Hirano (1983) ddo uma interpretacdo fisica a este enfoque. Baseados no
fato de que a velocidade de propagacdo do som é finita, 0s autores argumentam que
escoamentos reais sempre apresentam algum nivel de compressibilidade, sendo o enfoque
denominado por eles de quase-incompressivel. Um método hibrido através da penalidade e

pseudo-compressibilidade é apresentado por Ramshaw & Messina (1991).



Azevedo (1999) resolve um problema de interacdo fluido-estrutura através deste

método. Tabarrok & Su (1994) também apresentam um esquema para resolver escoamentos

incompressiveis através desta técnica. No presente trabalho, adota-se este enfoque.

1.5 OBJETIVOS, METODOLOGIA E ORGANIZACAO DO TRABALHO

O presente trabalho tem como objetivo desenvolver e implementar um algoritmo para

analisar escoamentos viscosos incompressiveis tridimensionais em regime laminar com ou

sem transferéncia de calor e forcas de flutuacdo devido a acdo da gravidade. Adota-se um

enfoque de pseudo-compressibilidade, utilizando-se o Método dos Elementos Finitos, e 0o

esquema explicito de Taylor-Galerkin de um passo para a discretizagdo no tempo e espago. A

equacdo da continuidade, escrita em termos da presséo, € resolvida atraves do Metodo dos

Gradientes Conjugados com Precondicionamento em forma implicita.

As caracteristicas essenciais do modelo numérico sdo as seguintes:

a)
b)
c)

d)

9)

Expansao no tempo, seguindo a série discreta de Taylor;
Discretizacdo espacial via M.E.F.-Galerkin;
Desacoplamento entre a Equagdo do Movimento e da Energia;

Implementacdo do Método dos Gradientes Conjugados com Pré-Condicionamento

para resolver o incremento da presséo no tempo;
Utilizam-se malhas constituidas por elementos hexaédricos trilineares de oito nos;
As matrizes de elemento sdo obtidas mediante integracdo analitica;

O programa é codificado na linguagem FORTRAN 90 e vetorizado para

aproveitamento dos recursos de supercomputacao disponiveis.

No Capitulo 2 apresentam-se as Equagdes da Mecanica dos Fluidos que governam os

escoamentos incompressiveis, com um enfoque de pseudo-compressibilidade, de fluidos

viscosos com transferéncia de calor e forgas de flutuacdo devido & agdo da gravidade. O

esquema de Taylor-Galerkin para o processo de discretizacdo no tempo e espaco,



respectivamente, é apresentado no Capitulo 3. A integracao analitica das matrizes de elemento
para 0 elemento hexaédrico isoparamétrico tri-linear de oito nos é tratada no Capitulo 4. O
Capitulo 5 analisa os enfoques computacionais envolvidos no presente processo de simulagéo,
bem como os procedimentos para pré e o pos-processamento de dados. Os resultados dos
exemplos de aplicagdo que serviram para a validacdo do trabalho sdo mostrados no Capitulo 6
e, finalmente, no Capitulo 7 apresentam-se as conclusdes e as sugestdes para trabalhos futuros

nesta linha de pesquisa.



CAPITULO 2

2 EQUACOES DA MECANICA DOS FLUIDOS

2.1 EQUACOES QUE GOVERNAM A DINAMICA DOS FLUIDOS

2.1.1 Equacdes de Conservagao

As equacdes que governam o escoamento de um fluido viscoso vém dadas nas

seguintes expressdes segundo Schilichting (1979):

a) Equacéo de Conservacao da Massa:

9P, i _ (2.1)
ot 0ox
b) Equac0es de Conservacdo da Quantidade de Movimento:
5(pvj)+5(pvjvi)_5‘7ij_b_=o (2.2)
a X; X; .
¢) Equacéo de Conservacdo de Energia:
0 ol pev, 0 0 oT .
(0e)  Olpe )——(vjai,-)—— <, T |—q-0 (2.3)
ot OX; oX; OX; OX

todas elas validas no dominio €, e sendo em todos os casos i,j =1,2,3.

Nestas expressdes, v; é a componente do vetor velocidade segundo o eixo x;, o € a

massa especifica, e € a energia total especifica, T € a temperatura, K; sdo as componentes do
tensor de condutibilidade térmica, b; € a componente da resultante de forgas de volume
segundo o eixo X;, Q € uma fonte ou sumidouro de energia e as o;; sao as componentes do

tensor de tensoes.
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2.1.2 Equacdes Constitutivas

As Equacdes Constitutivas relacionam as componentes do tensor de tensfes, as

pressdes e os gradientes das componentes de velocidade, conforme as seguintes expressoes:

ov. OV, ov.
T = M RPN L I 5 (2.5)
oX;  OX OX;

nas quais p € a pressdo termodinamica, &; € o delta de Kronecker, z; sdo as componentes

do tensor de tensdes viscosas, u € o coeficiente de viscosidade absoluta e 4 é o coeficiente

de viscosidade volumétrica.

2.2 EQUACOES DE NAVIER-STOKES E DE CONSERVACAO DA MASSA E DA
ENERGIA

Substituindo as Equagfes Constitutivas nas Equacdes de Conservacdo da Quantidade
de Movimento, obtém-se as conhecidas EquacGes de Navier-Stokes (E.N.S.), que governam o
comportamento dos escoamentos de fluidos viscosos. As equagdes de conservagdo completas,

resultam:

a) Equacdo de Conservacao da Massa:

9p 0P (2.6)
ot ox

b) Equac6es de Conservacao da Quantidade de Movimento:

é,(pvj)+é)(pvjvi)_if__+i5».—b-=0
a X Y ij X ] ]

2.7)
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¢) Equacéo de Conservacdo de Energia:

(2.8)

olpe) , olpev,) 0 v
a X X !

2.3 EQUACOES COMPLEMENTARES

2.3.1 Equacdo de Estado

No caso de escoamentos de gases compressiveis, em especial daqueles denominados
gases perfeitos, as equacdes sao completadas pela Equacao de Estado dos gases perfeitos, que

relaciona a pressdo, a energia interna especifica e a massa especifica, da seguinte forma:

p=(y-1)pu (2.9)

onde u € a energia interna especifica e y =c,/c, € a relagdo entre os coeficientes de calor

especifico a pressdo constante e a volume constante, respectivamente; convém também

expressar as seguintes relagdes:

u=c,T (2.10)

u=e—%v,v. (2.11)

onde 1/2v,v; é a energia cinética especifica.

Para este trabalho adotou-se como Equacdo de Estado a equacdo que define a

velocidade de propagagdo do som no meio, assumindo entropia constante, dada por:

2P (2.12)
op

e que vale para fluidos levemente compressiveis, sendo que, para fluidos totalmente

incompressiveis ¢ — oo . A carga de volume é definida por:
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b; = Ag;p.(T-T.) (2.13)

produzida por forcas de flutuagéo provocadas pela agéo da gravidade e da temperatura.

Em (2.13), B € o coeficiente de expansao volumétrica do fluido, g; € a aceleracdo da
gravidade segundo a direcdo do eixox; e, p, e T, sdo a massa especifica e a temperatura do

fluido na regido ndo perturbada, respectivamente.

2.4 ADIMENSIONALIZACAO DAS EQUACOES

As equacOes de conservacdo sdo adimensionalizadas, de forma a trabalhar com
problemas adimensionalizados para facilitar a comparagdo com outros escoamentos

semelhantes e com exemplos da literatura existente na area.

L
Multiplicando as equacdes de conservagdo (2.6), (2.7) e (2.8) por — =, — ™ ¢

2
P rerref P ref Vref

ref

5~ respectivamente, e a equacdo (2.12) por 5
p ref ¥ erf ,0 ref v ref

pode-se definir as seguintes

grandezas adimensionais:

Vref . .
t=t tempo adimensional.
Lref
X; L L
[=— coordenadas espaciais adimensionais.
o Lref
v, : o :
L= componentes adimensionais de velocidade.
- Vref
p= L massa especifica adimensional.
- pref
_p . s :
p= > pressdo adimensional.
B prefvref
e : - . :
e=—-— energia total especifica adimensional.
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c,T . . _ _
u=— energia interna especifica adimensional.
Vref
Lref gi ~ . . .
i = NE aceleracdo da gravidade adimensional.

ref
onde L, éumacomprimento de referéncia, V e p,; Sd0 a velocidade e a massa especifica

da corrente ndo perturbada.

As equac0es de conservacdo adimensionalizadas considerando um meio isotropico, sao

as seguintes:

a) Equacéo de Conservacao da Massa:

ap olpv,
L, o) =0 (2.14)
ot 6ﬁ

b) Equaces de Conservacao da Quantidade de Movimento:

D
2

J)+ (_,_)_ 2 P ! Ye s |, E—bj=o (2.15)
X % | T 9% 9%

+ A .
% o _ﬁx_k’ ox; —

| —+

Considerando-se u,, a energia interna na parede de um corpo imerso no fluido, e u_ a

energia interna da corrente ndo perturbada, pode-se escrever b; como:

bj=ﬂ&p_w(uw_u°°)( — j (2.16)

— C

¢) Equacéo de Conservacao da Energia:

o o\pev, ov, OV, OV opv,
(P_G)+ (P_e_)_ 0 Y 7] it § IR | s et o ﬁﬂu _q (217)
ot IX; IXi |—| 9% % IXy IX; 0% | T OX;
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d) Equacéo de Estado:

—==c (2.18)

Considerando que M, e Re,, sdo o Numero de Mach e o Numero de Reynolds da
corrente ndo perturbada, respectivamente que e Pr,, € o Nimero de Prandlt, as quantidades

4, A, ke c ficam definidas através das seguintes expressges:

a) Viscosidades adimensionalizadas:

1
£ Re, (2.19)
PR (2.20)
;uref
onde
Re = prefvref Lref (221)
;uref
b) Coeficiente de Condutibilidade adimensionalizado:
K=— "
o Reref Prref (222)
onde
c c
Pr— p Hret ; y _p (2.23)
K C,
C) Velocidade do som adimensionalizada:
1
Cc=
- M, (2.24)
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sendo

<

M =" (2.25)

ref

(@]

Os termos que definem as componentes da carga de volume expressas em (2.16) podem
ser re-arranjados de forma mais conveniente considerando-se o Numero de Grashof Gr e de

Richardson Ri, obtendo-se:

b, = Gg u =Riu
— Re ref (226)
com
B9; (Tw -T, )Pozo L 0 (uw —-u, )pi Lsref
Gr= 2 = ; (2.27)
:uref Cv:uref '
e
. u-ug
U= )
Uy, _ui (2.28)
sendo
Ri = Gr2
Re (2.29)

o Numero de Richardson.

Observe que u” é igual a temperatura adimensionalizada utilizada por alguns autores

como Lange (1997) e dada por:

(2.30)

onde T, e T, s&o as temperaturas na parede do corpo imerso e na corrente ndo perturbada,

respectivamente.
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2.5 FORMA VETORIAL COMPACTA DAS EQUACOES DE CONSERVACAO

A partir deste ponto, utilizam-se sempre as equacOes adimensionalizadas. Assim, todas
as variaveis sdo adimensionais, embora o traco utilizado na se¢do anterior ndo apareca, para

facilitar a notacéo.

Empregando os seguintes arranjos:

P Vi _, 0
pvl pvlvi + p§il " bl
U={pv,t; F ={p,Vv, +ps,+; G, = i 'R=1b, (2.31)
—Ti3
V3 V3V, + PO Al b,
pe vi(pe + p) “avi TR0 Q

ondei,j=1,23,U éo vetor de variaveis de campo, F, é o vetor de variaveis de fluxo, G, é

0 vetor de termos viscosos e de condutibilidade térmica e Ré o vetor que contém as
componentes da carga de volume devido "a acdo da gravidade e as fontes (ou sumidouros) de
calor. Assim , as equacOes de conservacao para fluidos viscosos ficam resumidas na seguinte

equacéo vetorial:

A
a

>

G
iR
2 (2.32)

As equac0es (2.32) serdo discretizadas tanto no tempo quanto no espago. Visto que o
processo de discretizacdo é deduzido de maneira diferente para cada equacéo de conservagéao,
elas serdo re-arranjadas para facilitar a notacdo. Levando em consideracdo o que foi dito

acima, tem-se:

a) Equacéo de Conservacao da Massa:

P, M, (2.33)
a &
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b) Equaces de Conservacdo da Quantidade de Movimento:

o;) alty) oy L b o (2.34)

¢) Equacéo de Conservacdo de Energia:

A & & &0 &

o(pe) , olpev)) o e, )+ Apv,) o {KQ}ZQ (2.35.2)

A equacdo da energia também pode ser escrita em termos da energia interna da

seguinte forma:

_ OV OV,
(pu) , olpuv)) @ [KQ}+V{%+%+2_%”_ (2.35.b)
X. X.

Levando-se em conta a equacdo de equilibrio da quantidade de movimento e
desprezando o calor gerado pelo trabalho mecanico, tem-se a seguinte forma da equacdo da

energia:

A (2.35.c)
&

Uj=pv; (2.36)
(2.37)

A Equacdo de Estado pode ser convenientemente escrita da seguinte forma,

considerando-se um escoamento levemente incompressivel:
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o9 _Opop_1op (2.38)
ot opot c? et

Esta expressdo resulta numa aproximacao para esse meétodo pois, assume entropia

constante.

Reescrevendo (2.38) em funcdo de p obtém-se:

1o Y, (2.39)

sendoi=1,2,3em Q.

No caso de um escoamento totalmente incompressivel tem-se,

cwm s Py (2.40)
ot

com p considerada constante. Dessa forma, a equacao (2.38) torna-se:
Ni_g (2.41)

Para definir totalmente o problema, deve-se adicionar ao sistema de equacdes dado

pelas expressdes (2.34), (2.35) e (2.39) as condices iniciais e de contorno para as variaveis.

As condigdes iniciais vém dadas por:

U (%, X, %3,0)=Uyg; = pVy, (2.42)
P(X,. X;, X3,0)= P, (2.43)
u(x,, X,, X5,0)=u, (2.44)

As condigdes de contorno essenciais ou forgadas séo as seguintes:



U, =U, em T,
p=p em r
u=u em r
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(2.45)

(2.46)

(2.47)

onde U, peu séo os valores prescritos das varidveis U, p e u nas partes T, ,T, e T,

do contorno.

As condic¢des de contorno naturais vém dadas por:

o;n; =t em r,
ou —

K== em r
on a 4

(2.48)

(2.49)

onde n; sdo os cossenos diretores do angulo que forma a normal num ponto de T', com o

eixo x;, t; € acomponente de uma forca de superficie na diregao do eixo x; atuando na parte

I", do contorno, n; € a componente da direcdo normal do contorno I, segundo a diregdo do

eixo x; e g6 o fluxo de calor que entra ou sai do volume Q através da superficie r,.

Eventualmente poderdo existir no contorno perdas de temperatura, por radiagéo e

conveccao, porém estas ndo serdo incluidas no presente trabalho.



CAPITULO 3

3 O MODELO NUMERICO DE TAYLOR-GALERKIN

3.1 ESQUEMA DE AVANCO NO TEMPO

3.1.1 Discretizacédo temporal das Equacdes de Navier Stokes

Desenvolvendo as varidveis de campo das EquacGes de Navier Stokes segundo a série
de Taylor, obtém-se:

i AN\ A (o) 3.1
U, 1:Ui + At| —- +AL—2' + ... (3.1)
a 20 &

onde o superindice indica “passo de tempo”:
sy on AU . n+1
i _ A +sl—§ Y, 0<s, <1 (3.2)
a a a
2 n+s, 2 n 2 n+l
5ﬁl§i :O;tg‘ +s, a;}'i 0<s, <1 (3.3)

Adotando s, =1/2 e s, =1/2, e substituindo na equagéo (3.1), resulta:

n n+1 2 2 n 2 n+l
T R R

A equacdo (3.4) é a expressdo que define o esquema de avanco no tempo, mas ainda é
preciso substituir nela as derivadas primeira e segunda de U e AU com relag&o ao tempo,

por expressdes obtidas a partir das equacdes de conservacao.

A equacdo (2.34), representando as Equacdes de Conservacdo de Quantidade de

Movimento, é expressa por:
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Lo 3 4 3 _Fs5 +b" =123 3.5
X. ox. ! () ) 49

" A& o o
A

Analogamente, para 0 incremento tem-se:

] 1

=— + 5. +Ab. " ij=123 3.6
a X X ox. " ! (1 ) (39)

é’AUJ n+l 0”Af n+l 0”AT n+1 ) aApn+1

Antes de substituir as expressdes (3.5) e (3.6) na equacdo (3.4), é preciso obter as

derivadas segundas de U j” e AU j”” com relacdo ao tempo.

Derivando em relacéo ao tempo a expressao (3.5), obtém-se:

o " % P . or, "
! I L T S, +— +b;" (3.7)
a ot| & X; X
ou
2 n n n n n
oUy o A 5 9|, b (3.8)
A’ x| & a ' a ot
Utilizando a regra da cadeia, tem-se:
2 n n n n n n n
o°U; :i ~ Z P2V +arij A _op 5, +8bj (3.9)
ar  ox ;. a A, ot ot
Observando que:
& "
b=y 3.10
= . (3.10)

resulta;
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2 n n n n n n

Substituindo a expressdo (3.5) na (3.11), obtém-se:

ZRV or; " " " oz, " " ab,"
2J :i . Vin . Tij N 81:|k _ 8p + 62—|k +bjn _@ 5” +_J (312)
a oX, ou ; OX, OX, OX, a ot
(i,j,k=1,2,3)
Adotando a seguinte linearizagéo:
d]n Ahn+l hn+l_hn
2 2 2 (3.13)

a At At

sendo, h uma funcéo qualquer de t, a equacéo (3.12) pode ser rescrita da seguinte forma:

2 n n n n
o'y, _ 0| v - o _ofy " op + ot (3.14)
A’ X, o | X,  Ox, OX,

) (A_p)n+l N } . (A—bj)n+1

At At

(i,j,k=1,23)

n+l .

Por analogia, obtém-se seguinte expressao para o incremento AU ;" :

2 n+1 n+l n+1 n+1 n+1
J°AU j :i 3 Vin N 8AT"— B aAfik _ 8Ap _ aATik n Abjn+1 (315)
A’ OX; U, OX,, OX, OX,

st ], s
ij
(1,,k=1,2,3)

Agora, as expressodes (3.5), (3. 6), (3.14) e (3. 15) podem ser substituidas na equacdo

or. "
(3.4). Considera-se que ﬁ <<v." e despreza-se os seguintes termos:

j
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1

At> 0 Or " AP 9 A, T
2 X X, 4 ox X

n+1
, %—%;(Ap) 5, La(ab,
por serem de ordem superior. Além disso, simplifica-se a expressdo (3.15) eliminado-se o

termo AtAbj”+l para permitir que o método possa ser implementado conforme o algoritmo

n+1

descrito na segdo 3.4 (uma vez que Ab; " esta definido para 0 mesmo tempo que AU J.”*l ).

Feito isto, obtém-se a seguinte equacao para os incrementos da quantidade de movimento:

n

VZ. n é’[__n O’f--n n
AU ™ = At - —L _%® S5 +— +bj”+£ 4 v — +ﬁp S; —b" ||p+
& ox & 2 & | &
(3.16)

n+l n+ n+l
+%{_ AN 5 ANp™t | ANt

Neste momento, pode-se dividir a equacdo (3.16) em duas partes. A primeira delas

sem considerar 0s termos de p e a segunda, que corresponde apenas aos termos de p:

AU ™ = AU AU (3.17)

J J J

Na equacdo (3.17), o valor de AU }Mdeve ser obtido através de um processo iterativo,

dado que este esta definido para 0 mesmo tempo que os incrementos do segundo termo do
lado direito da equacdo (3.16). Adicionando um contador de numero de iteragdes “I”, o
esquema de avan¢o no tempo para os dois termos do lado direito da expressao (3.17) ficam

definidos:

(3.18)
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AU e =At|:— Zp 6ij +%£(an P 5ij J}+
X;

k
n+l n+l
+§ _ZﬁAp 55 +£ a v," AP 55
2 &, 2 X,

(3.19)

Desta forma, determina-se a variagdo da quantidade de movimento através da soma de

duas parcelas. A primeira considera o fluxo sem a contribuicdo da pressdo e exige a

implementacdo de um processo iterativo pois, necessita de Af, "e Arij”” que, sdo avaliados

*N+1 , , , . .
no mesmo tempo de AUJ.rH . J& a segunda parcela é calculada apos ter sido determinado

Ap™*, 0 que sera demonstrado a seguir.

3.1.2 Discretizacédo temporal da Equacéo da Continuidade

Isolando o termo que contém p na equacao (2.39) tem-se:

1oy,

oJ; (3.20)
c® ot OX,;

Deve-se lembrar que

U= (321)

sdo as varidveis de campo das Equacdes de Navier-Stokes.

A equacdo (3.20) permite o célculo da variacdo da pressdo no tempo. A partir desse

momento a mesma sera chamada de Equacao da Pressao.

Aplicando a expansdo por Série de Taylor em (3.20) até os termos de primeira ordem,
analogamente as variaveis de campo das Equacdes de Navier-Stokes, obtém-se:

ou,"
oX;

Lo
—Ap 1——At[

L1 oAU M (3.22)
o 2

OX:
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Substituindo a expressdo (3.17) em (3.22) encontra-se:

1o
—Ap"™ = —At
c

oX; oX; 2 0OX

[aui“ 1080 1aAu;*””J (3.23)
s +=

Substituindo AU;” i por sua respectiva expressao obtém-se:

c X, X, 27 x| oxj "2 ox, X,

n+l n+l
_Ei aAp 5” _g 0 an aAp 5”
4 Ox, | OX, 2 OX, OX;

*N+1
- OAU " ! 3.24
12 Apn+l —At{aul +% i1+1 _EAti|:ap S _gi(vkn ap 5“_J:|— ( )

Desprezando os seguintes termos por serem de ordem superior:

3 n 3 n
At” 0| 0 v," op 5, || e At 0| © v," OAp 5,
40X, | OX, oX; 8 0oX; | OX, OX;

l ]
isolando-se Ap™™ do lado direito da equacdo e eliminando-se 0y

1 A8 Ap™ = At ou." +16Aui*,"jf Ato*p” (3.25)
ox, 2 0OX 2 ox?

Como foi dito anteriormente, depois de encontrado AU; T:ll pode-se determinar a

variacdo de p atraves de (3.25). A Equacéo da Pressao é resolvida utilizando-se o Método dos

Gradientes Conjugados, descrito no Capitulo 5.

3.1.3 Discretizacdo temporal da Equacéo da Energia

1 n+l n+1

Tendo sido encontrados Apv,"" e Ap"™™ e conseqiientemente pv,"" e p"** é possivel

calcular Ape"*'. Levando em conta a equagao (2.35) , definindo-se

f,=v, (Pe+ p) (3.26.a)
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7 =v,(pe+2p) (3.26.b)

e também

(fu), =v,(pu) (3.27)

e fazendo uma deducgdo anédloga a Equacdo de Conservagdo da Quantidade de Movimento,

obtém-se:
a " olrv. ) n o of "
Apelit = At ——5 + ( d ’) +i Kau +Q“+§£ v," = ||+
O’B(i @(i 8Xi aXi 2 é}(k O’XJ
» - i (3.28.3)
At| A Z A QAU At o[ A
2 @(i d(i aXi aXi 2 d(k k @(i

A expressdo (3.28.a) necessita de um processo iterativo pois a variacdo da energia

interna esta definida para 0 mesmo tempo que Ape.

Em termos da energia interna, a equagdo vem dada pela expresséo (2.35.b) ou (2.35.c);

entdo, no lugar de (3.28.a), tem-se:

et e aumY oAt o .o(fu)
Apult = At| — ( )+—(K ™ j+Q +?é}(k(\/k ( )}]+

+
™ > & (3.28.0)

At| - AA(fu,)" a( aAu{‘”j At é( nﬁ(fu,)””}
+ —_—+ K +— Vv,

ov. OV, .
onde &, =—-+—> éotensor de taxas de deformacao.
Yooox. o ox
J

Se o calor gerado pelo trabalho mecénico é desprezado, deve-se eliminar o Gltimo
termo de (3.28.b).
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3.2 DISCRETIZACAO ESPACIAL USANDO O M.E.F. ATRAVES DO PRINCIPIO DOS
RESIDUOS PONDERADOS

Nas expressoes (3.18), (3.19), (3.25) e (3.28) todas as fungdes envolvidas ja foram
discretizadas no tempo, mas ndo no espaco. As variaveis U,, p,F, e pe, e demais, séo ainda

funcBes continuas da posicéo, significando que, por exemplo:

U," =U," (X, Xy, X5) (i=12,3) (3.29)

Entanto, os incrementos temporais que apareceram também sdo funcbes da posicao,

significando que, por exemplo:

AU™ = AU (X %, %) = UM 00, %0, %) — UL (%, %, %) (3.30)

Para discretizar no espaco o dominio continuo, utiliza-se o0 M.E.F., o qual consiste
basicamente em dividir o dominio em elementos e aproximar as variaveis de campo nos
elementos através de polinémios que interpolam os valores destas variaveis a partir dos

valores das mesmas nos nés dos elementos.

Supondo que o elemento finito utilizado tenha nne nos. Portanto, tém-se nne fungdes de

interpolacdo, ou funcdes de forma, constituindo a seguinte matriz:
[®]=[®, ©, ®,...D, ] (3.31)

Ap0s a discretizacdo do dominio, as variaveis num ponto do elemento sdo obtidas por

interpolacdo e ficam representadas, por exemplo, pelas seguintes expressoes:

p" =[] {p}’ (3:32)
=[] {f) (333)
Nestas expressdes, {p}"e {f,}" sdo vetores de valores nodais, no caso, vetores com nne

posicdes, sendo uma para cada no. Definindo-se {U”“} como sendo o0 vetor que contém as

variaveis de campo das Equagdes de Navier-Stokes, tem-se
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o
Lo =) (3.34)
o

onde o vetor {pv, }", por exemplo, contém os produtos dos valores de p e v, em cada um dos

nne nds do elemento, ou seja:

(p\fl )2 (335)

(o)

E assim, ap6s a discretizacdo, obtém-se para as componentes de quantidade de

movimento, as seguintes variaveis aproximadas:

[@] [o] [o] (3:36)
u™" =[] [o] [o]{ fu~f

o] [o] [«]

Analogamente, pode-se proceder com a energia total pe, fazendo
pe" =[®] pef’ (3.37)

Uma vez interpoladas as variaveis em relagdo aos valores nodais das mesmas, é
necessario adotar um método que permita encontrar equacgdes para determinar estes valores
nodais. Para isto, se estabelece algum critério, de forma que o residuo obtido usando os
valores das variaveis aproximadas por interpolacédo e os valores reais das varaveis que eram as

incognitas originais no modelo matematico continuo seja minimizado.

No contexto do M.E.F., os métodos dos residuos ponderados consistem em tomar as
variaveis aproximadas num elemento dadas pelas expressdes (3.32), (3.33), (3.36) e (3.37), as
quais introduzidas nas equacdes (3.18), (3.19), (3.25) e (3.28) ndo as satisfardo, ficando um
residuo para cada equacéo pelo fato de ndo serem as funcdes aproximadas das solucBes exatas
daquelas equagoes. Este residuo é ponderado de alguma forma e obrigado a satisfazer uma

condic&o para tornar-se minimo.
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Entre os métodos de residuos ponderados que podem ser utilizados, o método de
Galerkin é aquele no qual se pondera o residuo com relacdo as variagfes das varidveis do
problema, exigindo que o produto interno entre ambos seja nulo. Define-se 0 produto interno
como a integral de volume no elemento finito do produto entre o residuo e variacdo do vetor

das variaveis nos nos.

Considerando-se uma variavel genérica V e seu vetor nodal {V }, impde-se a condig&o

de ortogonalidade dos vetores que representam o residuo e a varia¢do da variavel, obtendo-se:

[ovRda =0 = {} [[e] Rd2=1{0} = [[@e]'R da = {0} (3.38)
Qc Qc Q¢
onde R é o residuo da equagédo e Q. o volume do elemento.

Desta forma, resolvendo a equacéo (3.38) considerando-se todos os elementos, para 0s
valores nodais das varidveis de campo, obtém-se a solugcdo do problema discretizado, dado

gue estes valores sdo, precisamente, aqueles que minimizam o residuo.

Os termos difusivos e de condutibilidade contidos no vetor G! da equacéo (2.31) vem

dados por:
ot;; 2y 9%,
9% _ 0 p ﬂJF_ZJ L9 %@_ (i,j=123) (3.39)
ox;  ox |l oxox  oxt ) ox \ ox,
0 ou -
Z K= 1,]=123) (3.40
ax[ [axiﬂ (i) ) (3.40)

Na expressdo (3.39) e (3.40) os termos viscosos e de condutibilidade contém derivadas
segundas das variaveis de campo. Isto implica em funcgdes de interpolagdo, a serem incluidas
na integral (3.38), continuas até a sua primeira derivada. Para “enfraquecer” as condic¢Ges que
devem satisfazer as componentes do vetor [(D] e poder usar funcBes lineares (cujas
derivadas segundas sdo nulas), integram-se por partes em (3.38) 0s termos viscosos e de

condutibilidade térmica, baixando em um a ordem das derivadas que aparecem na mesma.

A expansao dos termos difusivos e de condutibilidade térmica pode ser encontrada em
Burbridge (1999).
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3.2.1 O M.E.F. para a Equacao da Quantidade de Movimento

Dado que 0s termos viscosos, presentes na equacgao (3.18), requerem um tratamento
especial que foi comentado anteriormente, a esta altura, as integrais que envolvem estes
termos serdo apenas indicadas. Aplicando o método de Galerkin em (3.18) tem-se, para cada
elemento do dominio, a seguinte igualdade:

T+l

n+ d:i' " 2 ij " n
[[o] auj ldQ:A{—HCD]Tg’ dQ—j[cD]T§ d+ [[@]"b,"dQ+
Qc Q

Qe Qe i i
O’f-- n Of,Af"nJrl
A—j "D go |+ A - [lo] ——da-
2 4. d(i 21 5 28 (3.41)
I“ ; Of,AfunJrl
j 4dQ+— j[cp v, @(' dQ

f n+1

As integrais contendo derivadas segundas de fijn , devem ser integradas por

partes. Assim, consegue-se descer a ordem de derivacdo em um grau, mas aparecem termos

de contorno que nem sempre podem ser desprezados. No caso da integral contendo a derivada

n+l

segunda do vetor Af;", os termos de contorno podem ser desprezados, dado que sdo de

ordem superior.

Como a equacao esta definida para um elemento genérico, os termos de contorno estao
referidos, precisamente, aos contornos do elemento. Mas, apds a montagem de todas as
equacOes de elemento, nos contornos compartilhados por elementos adjacentes estes termos
se cancelam mutuamente, ficando unicamente os termos de contorno correspondentes ao

contorno externo do dominio.

Agora, substituindo as variaveis por seus valores aproximados, obtém-se:
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U [@o]'[ dQJ aus = at {—“ [o]" a[q)] dQJ ! I[@T [ % Cd0s
+I[@T][cp]{bj}”dQ—%“‘([@]{vk 4 )%%[Tq?]dﬂl{f” I+
LA ( I o T ([0]v, (%{ }”Jdrﬂ +%{—{ I [@]T%dQJ af, | -

| ]2 an - %{ [ (@l y )%%dg] I, },m]

(3.42)

onde as n, S840 as componentes do vetor normal ao contorno I'c.

Levando em conta as consideragdes sobre os termos difusivos, a expressdo (3.42)

torna-se a equagdo matricial dada a seguir:

[M]{AU } = At( [Bc]i {fij }n - [D]ij v i"+ {sj}n + %{g/jﬂ}n +{b}nj +

(3.43)
"'%( - [Bc]i {Afij }:Hl_ [D]ij Ay, }:Hlj
com as seguintes definicdes para os arranjos:
M- [ [l o) o 34
B°] =[B] +— - (3.45)
el - [ for 2 e 46)
el - [ (fohur) 25 20 e a7
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o7} = [T (lhur) o [ 2 {g ] o @49

(ik=123)

[ {2 L ol [, T ol

M) 0% OXg OX,  OX,

i
Qp Qe

i=1-k=23
sei=j,eqi=2->k=13

i=3->k=12 (3.49)
[D]ij =

jﬂM@dQ+IAM®dQ;

oX; OX

sei#]j

no indice que esta entre parénteses ndo se aplica a convencao da soma, mesmo que este esteja

repetido.
{51 }n = rJ; [CD*]T [,u {aégf]{vj }” + 85?]{\/' }"J +A [68[;1:]{vk }”ﬂ n, dr (3-50)
(i,j,k=1,2,3)
b = o [0l ol o o

Para desacoplar as equacgdes de cada n6 do elemento E, defini-se a seguinte matriz

diagonal:

[MD]:[mMN] (3.52)

com:
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N oMy Se M =N
MN 0 Se M N (3.53)
e sendo
8
Z M MN
O N (3.54)
2 2 My
N=1M=1

e restando-se

n+l
|

onde M, sio os elementos da matriz [M]. Somando-se [M, JfaU’}
[MJ{aU; ™" em ambos os lados de (3.43) obtém-se, finalmente:

(AUl = AT (_ B {f, = [D], o)+ b, I+ gy +{b}"j N

2

AT = ) - 0t o o (M - (D

2

(3.55)

(1,j=1,23)

A equagéo (3.55) representa o esquema de Taylor-Galerkin para AU }‘M, e deve ser

calculado para todos os elementos da malha, para, posteriormente, montar a expressao para

todo dominio e aplicar as condi¢bes de contorno essenciais ou forgadas.

Procedendo da mesma forma com a expressao (3.19) desconsiderando-se os termos de

contorno oriundos da integracdo por partes dos termos com derivada de segunda ordem

t AU *xN+1 . t N,
encontra-se para j a seguinte equacao.

AU :At[MD]‘l[_ B¢, (o _%[Bc]j fap)™ _%[B]j {Ap}m} (3.56)
+[MoTH (M, ]~ M, Dlau
(i,j=123)

Definindo-se:

{p)"2 =(p}" + fap}™ (357)
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e desprezando-se o termo [M,]*(M,]-[M, ){AU | "para evitar a necessidade da

utilizagcdo de um processo iterativo, a expressao (3.56) pode ser re-escrita da seguinte forma:

1 (3.58)
by = aduo ]| -[6°], (p)": - [e], tan} ™ | (.i=123)

Finalmente, as expressdes (3.55) e (3.58) representam a variagcdo da quantidade de
movimento aplicando-se o0 método de Taylor-Galerkin para o algoritmo particionado.

3.2.2 O M.E.F. para a Equacéo da Pressdo

Aplicando-se o0 método de Galerkin em (3.25) obtém-se:

I[@]T(i_A_tzi]Ap””dQ —At{“d)]T u;” dQ +

Qe X

% “cD]T oAU I ]T 82p

il (3.59)
Q X; Q¢ i }
Substituindo em (3.59) as varidveis por seus valores aproximados, integrando-se por

partes os termos com derivada de segunda ordem e desprezando-se 0s termos de contorno por

ndo apresentarem mudancas significativas nos resultados, chega-se a seguinte igualdade:

([MC +%2[K]j{Ap}“+l L U o A N U LD
Definindo-se:
TR I TR % au; (3.61)

a expressdo (3.60) pode ser escrita de maneira mais compacta:
2 1
(e 2o -l le} 7} S oy | @6

A matriz [B]; ja foi definida em (3.45). As demais matrizes que aparecem em (3.62)

sdo definidas a seguir:
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[M°]=Ci2 [M] (3.63)

sendo que [M] ja foi definida em (3.43).

IK]= Ia[q>]T o[@] 40 (3.64)

3.2.3 O M.E.F. para a Equacéao da Energia

Completando o0 processo de expansdo espacial para as equacgdes de

conservacao, aplica-se 0 metodo de Galerkin na Equacdo da Energia discretizada no tempo.

Analogamente ao que foi feito para U . , encontra-se a seguinte equacdo matricial:

i1+1

(aeefi = axloag (- B () - ) ) - e +{r}“+%{g )+
Mol (- ) ook -5 fon i - ] o [ Yo} 0859

+atMo I Ha)" + Mo ] (M, ]-[m ]){Ape}.””
Em termos da energia interna a equacdo matricial fica:

ouls = aelo (- B () - I + oy S} ]+
+§[MD]( “[B°] faCtu) - [k<]{auk)+ (3.65.0)

+AtM () + 21+ Mo (Mo ]-[M Diapu)r

Se a geracdo de calor devido ao trabalho mecénico é desprezada, o vetor {z} deve ser

eliminado de (3.65.b).

Em (3.65), as matrizes [M,],|B®| e [B], ja foram definidos nas expressdes (3.52),
(3.45) e (3.46) respectivamente, com ajuda das expressdes complementares (3.44), (3.47),

(3.53) e (3.54). As demais matrizes e vetores que aparecem em (3.65) sdo definidos a seguir:



[E*]i = [E]i +j {#(%[Tq?]{vj}n+%{vi}q@[®] +

8xj

sendo a matriz[K] definida em (3.64).

0eF = [ o] ([0l n, (@{fi}“j ar

! o
(ik=123)
ot = [T (b ) [ Loy o
(ik=123)
=] [Q*]T([®]{Vj}n)[ﬂ(%q?]{vj}” +%[qu]{vi }”J+/l(%[f:]{vk}“]] 4
4 rj o ] k (aa[ji)]{u} J n, dr
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(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)
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)" = j[@]T [0]{Q}" d (3.73)

E
e finalmente

(3.74)

iz} ZI[Q]T [(D]({O-ijéij }n + {Uijéij }M)dQ

3.3 ESTABILIDADE NUMERICA DO METODO

3.3.1 Condicéao de estabilidade

Uma vez montadas as equacGes de elemento, o sistema resultante € um sistema

explicito, dado que aquelas ndo sdo tratadas em forma acoplada.

Os esquemas explicitos sdo condicionalmente estaveis, o qual significa dizer que
devem cumprir alguma condicdo de estabilidade que limite o valor do incremento de tempo

utilizado.

A condicdo de estabilidade em problemas com convecc¢do dominante é a de Courant

expressa da seguinte forma:

L
Atg =a —= (3.75)

onde At. e o incremento de tempo critico do elemento E, « é um coeficiente de seguranca,
L. é uma longitude caracteristica do elemento e ¢ é a velocidade de propagagdo do som. Em

forma adimensionalizada, a expressdo (3.71) resulta:

L
At :a—v re =aM = (3.76)
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Em problemas com M . baixos, pode-se adotar a seguinte simplificacéo:

ref

At =0.1L (3.77)

Finalmente, o incremento de tempo adotado € o menor incremento escolhido dentre

todos os elementos.

Para problemas com difuséo dominante o At critico vem dado por:

L 2
At =a—EF (3.78)
2
ou em forma adimensional
2 Reref
Atg =al¢"p 5 (3.79)

3.4 REVISAO DO CAPITULO 3

Neste capitulo apresentou-se o0 esquema de Taylor-Galerkin, no método do
particionamento para solucdo de escoamentos incompressiveis ou levemente compressiveis
ndo isotérmicos considerando-se carga de volume devido as forgas de flutuagdo impostas pela

acao da gravidade e da variacao da temperatura.
Portanto, para resolver o problema de escoamentos incompressiveis soluciona-se a

equacédo (3.55) obtendo-se {AUi* }rHl através de um processo iterativo. Feito isto, resolve-se

(3.62) denominada Equacédo da Pressdo, utilizando-se o Meétodo dos Gradientes Conjugados,

n+1

obtendo-se {Ap}"* e conseqiientemente {p}"". Com o valor de p em n+1 pode-se calcular
{AUf }n+l através de (3.58) e assim encontra-se o valor da variacdo da quantidade de
movimento num determinado intervalo de tempo. A seguir calculam-se os valores de {U, }"".

Finalmente, passa-se ao célculo de {Ape}”+1 através de (3.65), a partir do qual pode-se obter

{u}"* usando-se (2.11).



CAPITULO 4

4 INTEGRACAO ANALITICA DAS MATRIZES DE ELEMENTO

4.1 ELEMENTO ISOPARAMETRICO HEXAEDRICO DE OITO NOS

Para a analise do escoamento através do algoritmo desenvolvido no capitulo anterior,
faz-se necessario formar as matrizes e vetores a nivel de elemento. Portanto, deve-se proceder

definindo-se o elemento no qual sera aplicada a integral de volume para cada arranjo.

No presente trabalho, utiliza-se, para representar o dominio de integracdo, o elemento
hexaédrico tri-linear de oito nds, empregando-se as funcbes de interpolacdo classicas para

expandir as componentes de Quantidade de Movimento, Energia Total e Interna, e Pressao.

A figura seguinte contém o elemento adotado no espaco computacional (referido

segundo as direces dos eixos locais &, &, e&;) e um elemento genérico usado no espago

fisico (referido segundo as dire¢des dos eixos globais x,, x, e X,).

1

Figura 4.1 Elemento isoparamétrico hexaédrico de 8 nos
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Todas as varidveis sdo aproximadas pela mesma funcédo de interpolagdo que é definida
pela seguinte expresséo:
1
D, :§[1+&.:1N il][1+§2N az][l"'égN &3] (4'1)

onde o sub-indice N indica o nimero do n¢ local, que varia de 1 até 8; sendo &,,, &,, €
&,y as coordenadas naturais do nd N . Considerando-se a origem dos sistema de eixos local
no centro do elemento, &, , &,, € &;, assumem os valores fixos 1 ou -1 que podem ser

agrupados da seguinte forma:

€ =t-1-1 1 1-1-1 1 1} (4.2)

A expressdo (4.1) vem dada em forma indicial representando a funcao de interpolacao
de um determinado n6 do elemento. Agrupando-se as 8 funcbes em forma matricial, obtém-se

a seguinte matriz linha:

[(D]:[q)l o, ¢, ®», ¢y P, D, q)s] (4.3)

Portanto, uma determinada variavel de campo f , assim como as coordenadas x; (visto

que o elemento é isoparamétrico) séo interpoladas da seguinte forma:

f=[o]{t} ; x =[o]ix] (i=123) (44

1
ou, em forma indicial:

Dy Xy (4.5)
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4.2 TRANSFORMACAO DO DOMINIO DE INTEGRACAO

As matrizes a nivel de elemento s&o definidas em termos das fun¢des de interpolacéo e

suas derivadas. De maneira genérica pode-se definir:

[ F [[m],%} 40 @)

O dominio de integragéo deve ser alterado do fisico x,, x, e x, para o computacional

&, &, e &, transformando (4.8) na seguinte expressdo (também genérica):

[ ] (&&.e) dgde, de, (4.9)

Para isto, as derivadas das funcbes de interpolacdo com respeito as coordenadas

espaciais devem ser expressas em termos de derivadas com respeito as coordenadas naturais.

Sabe-se, da expressdo (4.1), que:

D, =D, (§,8,.8,) (4.10)

e da expresséo que aproxima x; em (4.5), que:
X =% (E1,€2.E5) (4.11)

Assim, aplicando-se a regra da cadeia, tem-se:

oD, oD, o,

o0&,  ox, OF, pERasNEiss G

ou, rescrevendo-se as fungdes de interpolagdo em forma matricial:

o] o[®] ox,

3 (4.13)
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Desenvolvendo para os subindices espaciaisi e j, pode-se expressar:

o@]| | ox, ox, o, ||o[@]
0, oc,  0&, 0% || 0%
olo]| _| ox,  ox, x| o[@] (4.14)
0C, | |08, 05, 0&, || OX,
@] |ox, ox, ox, ||o[@]

08; ) |08 0&3 08, |( OXq

. : oX; : : «
onde a matriz contendo as derivadas 6_| é a Matriz Jacobiana da Transformagéo:
j

OX, OX, OX,
0, 05, 0%
OX, OX, OX,
06, 05, 0g,
OX, OX, OX,
063 0G; 0Gg |

(4.15)

J:bJ:

OX; :
Deve-se observar que J;; = X f(&,,€,,&,), e considerando-se

o€,

X =[®@]{x} (4.16)

obtém-se:

Ay 22l Aoy
RAE aa?:i{xl} aa?:}{xz} %{xa} (4.17)
o|® o|D o|®

8&3 {Xl} 8§3 {Xz} E{Xs}J

ou em forma indicial:

_dley

| g (4.18)
1] 0")§I J
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ole]

Para obter-se 5 em fungdo das derivadasM
X

i i

, inverte-se o sistema (4.14),
encontrando-se:

o], o]
- (4.19)

]

A inversa da matriz Jacobiana é calculada atraves da seguinte expresséo:

| <1

IJ :J—l — (420)

[

onde J éatransposta da matriz adjunta da matriz jacobiana J.

Sabendo-se do calculo diferencial que:

dQ=|J | d, dg, de, (4.21)

e assim obtém-se, 0 necessario para transformar as integrais em termos das coordenadas

globais em integrais da forma (4.9), isto é, em termos das coordenadas locais ou naturais.

4.3 INTEGRACAO ANALITICA DAS MATRIZES DE ELEMENTO

As integrais do tipo (4.9) podem ser resolvidas por integracdo numérica, utilizando o
método de Gauss—Legendre, o que significa dizer:
1 m m m R s -
[[[1etn g dz0e, = YD HER &R ES Iowras (4.22)
e -

Q=1 R=1 S=1

»—"'_""
»—"'—""

sendo m o nimero de pontos de integracdo em cada direcdo e wo, wr € ws S40 0s fatores

de peso para cada ponto de integracdo definidos pelas coordenadas §1Q : §2R e 535 :

Porém, para diminuir o tempo computacional, a area de memoria necessaria e para
facilitar a vetorizacdo do codigo computacional, integrar-se-a analiticamente. As formulas

assim calculadas, serdo exatas para hexaedros de faces paralelas e, uma boa aproximagéo
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guando os elementos estejam pouco distorcidos.

Além do mais, na procura de facilitar o trabalho com as expressdes envolvidas, estas se
simplificardo utilizando um ponto de integragdo no centro do elemento

(2,=0,&,=0,&, =0), onde também sera calculada a Matriz Jacobiana.

Levando-se isto em conta, tem-se:

X f

e k) fea) s (4.23)
X f 18

€ a sua inversa:

1’(0) = 37(0) = 2(0) (4.24)

onde a transposta da matriz adjunta é:

. [‘] 22‘]33 _‘]23‘]32 ](o) [‘]13‘]32 _‘]12‘]33 ](o) [‘]12J23 _‘]13‘]22 ](o)
ﬂaj: [‘J 23931 ~ 213 ](o) Jidas —Jisds ](o) [‘] adar —Jyd 23](0) (4.25)
[‘] 21‘]32 _‘]22‘]31 ](o) [‘]12‘]31 - ](o) [‘]11‘] 22 _‘]12‘]21](0)

1
11¥ 32

A partir deste ponto, pode-se obter as expressdes analiticas para as matrizes a nivel de

elemento definidas no capitulo anterior. Dessa forma obtém-se:

=  Matriz [M]:
M =j ®, o, dQ =Ijj ®,, ®, [I0) d&,de,de, (4.26)

(MN=12,..,8)
e integrando:

Q¢

1 1 1
M :a|:l+§élM élN:||:1+§é2M gm}{l‘kg‘im asN} (4.27)



Q
MDMN :_E5MN

oo

= Matriz [M€];

Qe

1 1 1
MMN —W{l"‘géym §1N:H:1+§§2M §2N:||:1+§§3M §3N:|

= Matrizes [B];:

111
oo o0
BiMN zj (DM aXiN dQ =-[J“‘A ®M 8&;\‘ I;]] |J(OX daldézdéS

Qe 1141

e, integrando:

{Jil(o)‘tolNl:1+§§2M éZN}|:1+§F:'SM &3N:|+
1 1
+‘]i2(0)&2N|:1+§&1M élN:Hil—‘rgE.ﬁM aSN:|+

1 1
+‘]i3(o)&3N‘:1+§élM alNi|[1+§E-’2M &ZN} }

= Matrizes [C];:

8
(Z @, VI?M)&DM s dQ =

M1 X, OX
111
i

Cim = _[
Qe

{

oD oD
INH) N2 113(0) dédéE,dé,
[551 JJ(aé’:h j'” et

1
1-1-1

18
=)V
8MZ=:1 kM]

(ijkh=123: MN=1.2,.8)

45

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

8
A expressdo (4.32) é simplificada pois, o fator (Z NIV j é tomado no centro do
M=1

elemento. Isso equivale a tomar a média dos valores nodais da varidvel. Minimiza-se a perda

da exatidao adotando-se elementos pequenos. Integrando (4.32), fica:
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Lo |2 4.33
CiMN = gMZ::leM Q_EakiMN (4.33)

onde:
Ay =i (0) 3,,(0) A (4.34)

ecomo fator A, definido da seguinte maneira:

1
=&iwm &jN {1"‘5&(1(),“ akN}

sei=le j=2 > k=3
.sei#], sendo:qsei=2¢e j=3 > k=1
sei=3e j=1—> k=2

i~ (4.35)

1 1
=&iw iy {14‘5&(@,\4 EJkN:H:l_'_gé(h)M ahN}

sei=j=1—>k=2eh=3
.sei=1], sendo:qse i=j=2 > k=1e h=3
sei=j=3 >k=1eh=2

onde o paréntese no subindice indica que ndo é aplicada a convencao da soma, mesmo que 0S
indices estejam repetidos.

= Matriz [K]:
K _J' o0D,, 0D, B
o X o -
111 (4.36)
o0, (oD,
- (agi 'u}(@gh 'mle(O)l dgdé,de,

que integrada resulta:

Qi vy (4'37)



= Matriz [K]:

K _
K wn = i MN

2=

= Matrizes [D];:

No caso de ser i j, tem-se:

d,, 0D D, 0D
DijMN =j ﬂa_M_N do + J-ﬂa_M_N do =

OX;  OX; OX;  OX
Qe Qe
1. 1. 1.
ob,, ., | oDy ,;
= I; I [[(0) dg,dg,dE, +
JJ ,Ll[ agk ik [8éh jh | ( X gl E.>2 <t33
101 -1

C ([ (oD, , (oD, .,
+ /1( 2, I o, Iih]|‘](0)| dg,dg,dg,

Deve-se notar que D; =D; ., ou, em forma matricial D], =[DI;

integrando a expressdo (4.39) obtém-se:

1
D, =u a; + A — a;
] MN ] MN QE J'MN

1
QE

Por outro lado, no caso de ser i= j, e considerando que:
sei=1—>k=23; sei=2—>k=13; sei=3—>k=12; e I,h=123

tem-se a seguinte expressao:
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(4.38)

(4.39)

. Entéo,

(4.40)



( oD, oD oD, od
Do =1 (Cu+1)—M22N 4o M TN -
1w J (2u+4) X OXg I# X, OX,
Qe E
l. 1010
oD oD
= 2u+ A Mo =N 13(0) de,de.dE., +
] e )[ % "j(aah (.)hJ|()| ,de, de,
1 -1 -
l.l. 1.
oD oD
1] u( &tﬂM Ii.j( a&_.: Iihle(O)l de,dé,,de,
10414
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(4.41)

onde, novamente, 0s subindices entre parénteses ndo seguem a convengdo da soma. Entdo,

integrando a expressao (4.41):

1
Ay T H O Ak mn

E

" Ii-h]lJ(O)I de,de,de, +

- JIJ(O)i dé,dg,dg, +

: ]lJ(o)l de, de ,dé,

1
Diyun = (Zﬂ"'i) -
(Hmn 0.
= Matrizes [E];:
[ 8 oD, oD
E. = @, V' M
e a (MZH M 'M) ox;  OX,
Qe Qe
[ 8 oD, oD
+ 2 @, V' M~ =
J (Mz—l M JM) 8Xj oX;
Qg
l. 1. 1.
18, oD oD
= (_Zvi MJ y2 2 |ij
g ") )] o€, o,
111
1. 1. 1.
18 oD oD
+ [—ZVJ-MJ H . Iqu . IJJh
8 M JJJ 0¢, 0g,
2111
1. 1. 1.
8 D oD
+ (Ezv? j A | OPm B N
8u M) ) 0¢, o€,
111

Uma vez resolvidas as integrais, a matriz fica:

(4.42)

(4.43)
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e - (t&, )2 18 . )1 (1 1
o = Mg Jo Bt Mg i Jo fm g &Y Jo fim (449
= Matrizes [E ]i:
. oD oD oD
E . =E.  + Noy? Noy! Mo, dQ +
i MN i MN J.#£N1 ox in NZlaxj IN] (3Xj
Qe
8 o0 oD
+ 1 2 Noy! Md, dQ =
J‘ (1\1211 oX; kNJ 8Xj
Qe
(4.45)
1 8 n n
-2 (Santivr, + Saann, j” o @ 1 P0) deydeyde, -
-1 -1 -1 "
1 oD
g( 1§kNIIkVIN J‘jj . Q) InJh |J O)| d&1d&2d§3 + E
-1 -1 -1
Integrando, fica:
* 1 8 J n 8 J n
Eiwv =Eimn + g Z‘E.»kNIiijN‘i'zakNljkViN BjNM +
. N;l N=1 (4.46)
+ g (Nz_llikN IIJk VIanBiNM

Em (4.46), a matriz [B]i aparece com 0s seus subindices nodais invertidos, indicando a

transposicéo da matriz.

Esquemas de integracdo similares ao utilizado neste trabalho podem ser encontrados
em Gresho et al (1984), Molina & Huot (1992) e Burbridge (1999).

4.4 TRATAMENTO DAS INTEGRAIS DE CONTORNO

As equacdes (3.55) e (3.66) apresentam, cada uma, duas integrais de contorno. Uma

devido aos termos de fluxo e a outra devido aos termos viscosos e de condutibilidade.
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Em todos os casos, [d)] ¢ a matriz de funcdes de interpolacdo da face de contorno no

elemento que pode ser expressa da seguinte forma:

0 se N ndo é n6 de contorno

. (4.47)
Z[1+nl Ny 141, Moy | se N é n6 de contorno

ondeN=1,223...8.

Naquelas expressdes, n. representa as componentes do vetor normal ao contorno e o
fator restante é sempre uma acdo ou “forca” atuante na superficie de contorno. Assim, por

exemplo, z;; € forga por unidade de area e (K au”/axi ) € uma agdo térmica.

No Capitulo 3 foram expressos 0s vetores equivalentes as acfes de contorno, uma vez
que as variaveis foram substituidas pelas correspondentes variaveis aproximadas. Segundo foi

indicado naquele capitulo:

ort =TT (fol ) o (221 o (4.0

H@ I (@} )n (@{i} dr (4.49)

(o Tr (A2 )
(ij,k=1273)

Mas, para simplificar a integracdo destes termos, tomam-se os valores médios das
acOes atuantes no elemento, considerando esse valor médio de elemento como o valor atuante

na face de contorno. Como existem quatro nos pertencentes a face de contorno do elemento,
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aquela acdo resulta distribuida uniformemente entre os quatro nds da face de contorno do

elemento. Desta forma, em cada nd de contorno atua uma “for¢a” ou acao que é igual a quarta

parte da média daquela acdo no elemento.

Assim, obtém-se os respectivos vetores equivalentes as acfes de contorno da seguinte

maneira:

=1
-
—_
Il
NG

AL [ EN AT o
{Sj}n_%fi?oni u} _[ dr

onde:

1 8 n S n 1 ; "
Tij|, = M g (ZakNlikajN + 2 8 Vi Nj A (ZﬁkN'kau Nj
8 \na N=1 8 L=

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

sdo as médias das tensdes viscosas no elemento, enquanto que as médias das componentes de

velocidade vém dadas por:

n
Vi

108 .
ozg(évJN]

Finalmente:

1 se N énddecontorno
I'c =I dr; e: U, =
Te 0 se N ndo é n6 de contorno

sendo I'; a area da face de contorno do elemento.

(4.57)

(4.58)



CAPITULO 5

5 APECTOS COMPUTACIONAIS DA SIMULACAO NUMERICA

5.1 INTRODUCAO

O processo de simulacdo numerica de um determinado fendmeno fisico necessita,
normalmente, de trés etapas fundamentais: Pré-processamento de dados, Processamento via

cddigo computacional e Pos-processamento de dados.

Na fase de Pré-processamento, o modelo fisico é transformado em matematico (ou
numérico) através de sua discretizacdo via algum método especifico. Nessa fase séo criados
0s dados de entrada que serdo processados posteriormente, tais como, a geometria e as
condigbes de contorno, entre outros. Para realizar-se essa etapa, pode utilizar-se algum

software denominado Pré-processador.

Na etapa de processamento, a simulacdo é efetivamente realizada. Aqui os dados de
entrada sé&o lidos e transformados de maneira a fornecer o resultado do problema analisado. O
processamento € feito por programas que contém a codificagdo do algoritmo numérico. Os
resultados gerados podem ser armazenados em forma de arquivos texto num determinado

formato especifico do processador.

Finalmente, os resultados gerados na fase anterior sdo processados para sua
visualizagdo através de um Pos-processador. Dessa forma é possivel fazer-se uma analise
qualitativa e/ou quantitativa da solucdo do problema. Porém para que os softwares que
realizam o pds-processamento de dados possam “ler” os arquivos, é fundamental que estes, no
momento de sua criagdo, sejam formatados de maneira conveniente. Portanto, faz-se

necessario a compatibilidade entre o Processador e Pds-processador adotados.

5.2 ASPECTOS ESSENCIAIS DO CODIGO DE SIMULACAO

5.2.1 Fluxograma

O algoritmo utilizado no Codigo de Simulag&o é descrito no seguinte fluxograma:



/ Leitura de Dados /

)

Caélculo de Parametros e Matrizes
Indepentes do Tempo

¥

Caélculo de Matrizes de Elemento

1° ciclo
Iterativo

Ciclo de
Tempo

2° ciclo
Iterativo

Funcéo de Tempo

v

Calculo dos Termos Nao
Iterativos de AU """ e Ape"*!

¥

Determinagéo do Termos
Iterativos de AU """

*
Célculo dos Incrementos AU; n+l

)

C.C. sobre AU; "

Converge
?

Célculo do Vetor de termos
Indpendentes da Eq. da Presséo

através de U;" e AU;*"*1

v

C.C. sobre o Vetor

Determinacio de AP"através do
M.G.C.P.

Converge
?

Célculo do Vetor de Termos
Indep. da Eg. de AU™ !

¥

Calculo de AU !

O

Ciclo de
Tempo

®

3 ciclo
Iterativo

@

C.C. Sobre AU™ !

v
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Atualizagdo das Componentes
da Quantidade de Movimento

U n+l:U n+AU *n+1+AU **n+l

v

Determinagdo do Termos

Iterativos de Ape"*?

v

Célculo dos Incrementos A,oen+1

v

Atualizacdo da Energia Especifica
pe””:pe”+Ape”+1

v

C.C. sobre Ape"*?

Caélculo dos Vetores "Skin Friction™,

Coeficiente de Arrasto e Pressdo

¥

Gravagdo de Resultados

Permanente

?

Formatacdo dos Arquivos
p/ Visualizagéo

Figura 5.1 — Fluxograma do algoritmo implementado
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5.2.2 Aspectos Gerais do Algoritmo Implementado

O programa foi escrito em linguagem Fortran 90 sendo este vetorizado para sua
utilizacdo no supercomputador CRAY T94 do Centro Nacional de Supercomputacdo da
Regido Sul (CESUP/RS). Isto permitiu obter desempenhos relativamente altos em termos de
tempo de CPU, tempo total (“elapsed time”) e Mflops, quando comparados com o0s

respectivos codigos escalares também implementados neste trabalho.

O processo de vetorizacdo foi fundamental para a utilizacdo do supercomputador e para
a obtencéo dos resultados na maioria dos exemplos simulados. Visto que, algumas malhas de
elementos finitos possuem mais de 30000 elementos, a solugdo, via um codigo escalar

realizada por um PC convencional levaria um tempo excessivo para ser alcancada.

5.2.3 Convergéncia dos processos iterativos

O caodigo implementado possui 3 processos iterativos. O primeiro para determinar 0s

valores das componentes da quantidade de movimento U, o segundo para a solugdo da

Equacdo da Pressédo e o Ultimo, para a determinacéo energia total especifica.

Para as componentes da quantidade de movimento e da energia total especifica,

definem-se os seguintes residuos:

\/N%S ‘Ui*|+1 _Ui*| Ui*|+1 _Ui*l
rllﬁ = P (5.1)
> Ui
> |poer — pe [’
rpe _ NNOS (52)

1+1 —
M Z pe|2
NNOS

Quando rf; <TOL e r" <TOL, considera-se que a convergéncia foi alcangada para

cada processo iterativo respectivamente. No presente trabalho adotou-se TOL = 1-10°° para

todos os problemas resolvidos.

O residuo para a variacao da pressdo é apresentado na secdo 5.5 que trata do Método

dos Gradientes Conjugados.
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5.2.4 Termino da Simulagao

Considera-se que a simulacdo terminou quando o nimero de passos de tempo for maior
do que aquele estipulado pelo usuério ou, quando o residuo temporal da pressédo for menor

que uma certa tolerancia indicando que o estado estacionario foi alcangado.

A expressao que define o residuo para o estado estacionario é dada por:

Rn+l :\/ Z ‘pml _ pn 2 (53)
NNOS

O residuo deve permanecer abaixo de uma certa tolerancia durante um determinado
numero de passos de tempo definido pelo usuario. No presente trabalho, adotou-se o valor

para a tolerancia entre 1.10e 1.10°%, conforme o problema.
5.3 PRE-PROCESSAMENTO DE DADOS

5.3.1 Entrada de dados

Os dados de entrada a serem fornecidos ao codigo para iniciar a simulagdo estdo

listados abaixo:
a) Coordenadas dos Nés Globais;
b) Conectividades dos Elementos;
c) Condigdes Iniciais para todos os nés da Malha;
d) Condigdes de Contorno dos nds com Varidveis Prescritas;
e) Nos de Contorno Sélido;
f) NOs pertencentes aos Contornos onde ha simetria;

g) Vetores Normais aos Contornos onde ha simetria, ou onde alguma condicdo de

contorno natural deva ser introduzida;

h) Areas das Faces dos elementos onde ha simetria, ou onde alguma condigdo de

contorno natural deva ser introduzida;
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i) Constantes que dependem das propriedades do fluido e das caracteristicas do
escoamento, como 0s numeros de Reynolds (Re), Prandtl (Pr), Grashof (Gr) e
Mach (M).

As constantes acima mencionadas, envolvem propriedades do fluido tais como a
massa especifica, viscosidade, coeficiente de dilatacdo térmica, coeficiente de calor especifico
a volume constante, dilatacdo térmica e velocidade de propagacdo do som. Também
envolvem caracteristicas do escoamento (velocidade e a temperatura da regido néo

perturbada) e geometria (comprimento de referéncia).

Finalmente, com Re, Pr e Gr podem ser calculados o coeficiente de Peclet (Pe) e 0

namero de Richardson (Ri).

Os dados referentes aos itens a), b), d), e) e f), sdo gerados pelo pré-processador MSC/
PATRAN disponivel no CESUP/RS, obtendo-se arquivos no formato neutro (“Neutral
Files”). Estes arquivos, em conjunto com um arquivo indicando os valores iniciais das
variaveis, constituem os dados de entrada de um programa de interface entre o
MSC/PATRAN e os Codigos de Simulacéo.

O programa de interface adotado foi o Pat_Interface, que foi desenvolvido por
Burbridge (1999), o qual fornece todos os arquivos de entrada de dados necessérios (no
formato adequado) para rodar os Cadigos de Simulacao.

5.4 POS-PROCESSAMENTO DE DADOS

5.4.1 Suavizacao de Pressoes

Durante o processo de visualizagdo de resultados, observou-se que para algumas
situagdes, que serdo comentadas no capitulo seguinte, a distribui¢do de pressdo apresentou-se
um pouco oscilatéria. Com o objetivo de eliminar estas pequenas oscilagfes na apresentacao

de resultados, efetua-se uma redistribuicdo nodal dos valores da pressao descrita como segue.

Deseja-se encontrar uma nova pressdo p° nodal:

pS = [@]{p°} (5.4)
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a partir do valor da presséo p, calculada no centro do elemento da seguinte forma:

> Dy (53)

N=1

Po =

0|

onde p, sdo os valores nodais da pressdo em um determinado elemento E, e que sdo

conhecidos.

Aplicando-se o principio dos minimos quadrados, tem- se o seguinte funcional:

w=g [0 =) a0 56)

Qe
sendo sua primeira variacao, igualada a zero, expressa baixo:

om = [ (p°-py) op° dO = 0

Qe

(5.7)
Substituindo (5.4) e (5.5) em (5.7), encontra-se:

[ o [ol{p*} -2, | 00 - 59)
JeT o]} 15, (o] w 59
ou:

M]{p} = %i py [ [@] do (5.10)

Para resolver o sistema (5.10) substitui-se a matriz [M] pela matriz discreta[M, ],

visto que, em caso contrario as equacdes ficam acopladas. Considerando que:



58
[ [o] do = % (5.11)

resultando, a nivel de um elemento generico E, os seguintes valores nodais da pressao:
Pl = 6—14 [MD]'l(Ni_l DNj Q. (5.12)

Para determinar-se o valor da pressdo num determinado n6 “A” global procede-se da

seguinte forma:

. X (Po)e Q¢

Pa=—w — (5.13)
> Q¢
E-1

onde E é o um indice de elemento e NE é a nimero de elementos concorrentes ao né A.

5.4.2 Coeficiente de Pressao

O coeficiente de presséo, calculado sobre as superficies solidas, segundo White (1974)

€ expresso por:

P—Pe

C, = R i (5.14)
2
Eprefvref

A expressao que define Cp para o problema do escoamento em torno do cilindro difere

um pouco da (5.14) e serd mostrada na se¢do em que este problema é apresentado.

5.4.3 Coeficiente de Arrasto

Segundo Fox & MacDonald (1995), “o arrasto é a componente da forca sobre um
corpo que atua paralelamente a direcdo do movimento”. Assim, se faz necessario determinar a
forca de arrasto por unidade de area Fp dada por.

F, =-0,n.
° o (5.15)
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onde o sinal negativo indica que deseja-se encontrar a forga de reagdo sobre o fluido ec; €
dado por:
01 = T — POy
: : : (5.16)
levando-se em conta que a direcdo do escoamento seja paralela ao eixo x,, por
exemplo.Convém salientar que o tensor de tensGes viscosas, z;, € calculado na face do
elemento. Porém o vetor n; contém os cossenos diretores dos nos pertencentes a face do

elemento, assim, & necessario a suavizagao de z;; .

As tensBes em um determinado né de contorno podem ser obtidas efetuando a soma das
tensdes das faces de contorno concorrentes a aquele nd, ponderada pelas areas daquelas faces,

ou seja:

Ty = 0w T (5.17)

onde J é o indice de face de contorno concorrente ao né A.

Além disso, Fp deve ser multiplicada pela area do elemento, resultando na forca que
atua no elemento de superficie . Portanto, a area da face do elemento também necessita ser

suavizada para obter-se uma area equivalente nodal.

Levando-se em conta o que foi dito acima, coeficiente de arrasto fica definido como:

F
Co=7—— (5.18)
E prefvrif A

5.4.4 Coeficiente de Fricc¢éo (“Skin Friction”)

Obtém-se as forcas viscosas sobre um né qualquer “A” da seguinte forma:

T ——cfn? (519)

sendo que o motivo pelo qual se adota o sinal contrario é o mesmo daquele explicado na
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secdo anterior.

Apds obter-se o vetor tensdes viscosas, 0 mesmo podera ser descomposto segundo as
suas componentes tangencial e normal ao contorno. A componente vetorial tangencial ao
contorno, previamente adimensionalizada, é conhecida na literatura inglesa como “Skin

Friction” . Burbridge (1999) apresenta a maneira como encontrar a componente tangencial.
Define-se, entdo, o coeficiente de friccdo na forma adimensional:

TT
Co=q7 " (5.20)

E prefvrgf

sendo T_ a componente tangencial suavizada das forgas que atuam na face de um elemento

qualquer de contorno sélido.

5.4.5 Geracdo e Visualizacdo dos Resultados

Durante o processo de solugdo de um determinado problema, o programa gera arquivos
de saidas de dados para varios instantes de tempo definidos pelo usuario. Para isso, deve ser
fornecido, no inicio da execucdo, o valor do intervalo de tempo entre as gravacfes de
resultados. Dessa forma, além dos resultados finais (no caso de existir um estado
estacionario), tem-se acesso aos valores das variaveis para diversos tempos compreendidos

entre este, e os valores iniciais fornecidos como dados de entrada para o processamento.

Adotando esse sistema, é possivel criar animagdes através dos resultados transientes
das variaveis bem como, visualizar os resultados para um determinado instante de tempo de

interesse para 0 usuario.

Para este trabalho, adotou-se o PoOs-Processador EnSight 6.2 da Computional
Engineering International Inc. disponivel para os usuérios do Centro de Nacional de
Supercomputacdo (CESUP/RS).
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5.5 0 METODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS

5.5.1 Introducéo

A busca de solugdes aproximadas para problemas de contorno pelo M.E.F. impde

frequentemente a solugéo de sistemas lineares da seguinte forma:

Kx=b (5.21)

sendo K uma matriz quadrada, simétrica positiva definida e esparsa, x o vetor de incognitas
e b o vetor de termos independentes. No caso de problemas de estruturas resolvidos pelo
Método dos Deslocamentos via M.E.F., K seria a matriz de rigidez global, x o vetor de

deslocamentos e b o vetor global de forgas externas.

A solucdo de sistema do tipo (5.21), segundo Alquati (1991), pode ser interpretada

como a minimizagdo de um funcional quadratico que tem a seguinte forma:

f(x):leKx—bTx+c (5.22)

com f (x) sendo a energia potencial do sistema discreto.

Pode-se dizer que o funcional (5.22) tem um minimo onde seu gradiente é nulo, ou

seja:

(5.23)

Portanto, a solugdo de (5.21) é equivalente a minimizacéo do funcional (5.22).

Na busca da solugéo de problemas de minimizacéo de funcionais, € comum realizar-se

iteracGes do tipo:

Xt =x* + a, p* (5.24)
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onde x* é uma aproximacdo da solucdo exata X na iteracdo k e a,p“ ¢ a corregdo desta

estimativa. Em (5.24), p* é o vetor que define a direcio de busca, denominado vetor de busca

e, o escalar «, éa magnitude da corregdo.

Axelsson e Barker (1984) provam que dentre todas as direcdes p, aquela em que f

decresce mais rapidamente é dada por:

p=-g (5.25)

onde g = g(x) é o vetor gradiente definido em (5.23).

Ja 0 processo para determinacéo de «, , ¢ denominado busca na linha. O valor de «,

é definido de modo a minimizar f ao longo da linha x = x* + o, p*, isto é:

d 5.26
i [f(x* +a,p*)]=0 (5.20)
k
Realizando-se o procedimento descrito acima, obtém-se:
Ak Tk
a =— 9 (5.27)

pk,TK pk

Levando-se em consideracdo (5.25) a expressao (5.27) pode ser expressa da seguinte
forma:
K, Tk

g9
=2 39 5.28
ay pk,Tka ( )

5.5.2 Descri¢do do Método dos Gradientes Conjugados

Dentre os varios métodos que permitem a minimizagdo de um funcional, o Método dos
Gradientes Conjugados (M.G.C.) define o vetor de busca de maneira iterativa dada pela

seguinte expressao:
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pk+l =_gk+l +ﬂkpk (5.29)

O escalar B, é definido de modo a assegurar que os vetores p* sejam mutuamente

ortogonais ( ou conjugados) em relagdo a matriz K , ou seja :

p"Kp'=0 paratodo i# j (5.30)

Transpondo (5.30), pds-multiplicando o resultado por K p*, levando-se em

consideracdo (5.29) e realizando-se algumas operac¢des algébricas, encontra-se:

gk+1,TK pk

W paratodo i=# j (5.31)

B =

O pardmetro p, pode ser expresso de maneira diferente. Multiplicando-se (5.24) por

K e eliminando-se b,encontra-se:

g“' =g* + a K p* (5.32)
de onde pode-se escrever:
K p* _i( kel k)
p- = g g (5.33)
ay

Golub e Van Loan (1989) demonstram que a condigéo (5.30) conduz a uma condicao

de ortogonalidade alternativa dada por:

g""g' =0 paratodo i# j (5.34)

Substituindo-se (5.33) em (5.31) obtém-se, considerando-se a condicdo (5.34):

k+1,T ok

9 9

m paratodo i# j (5.35)

B =

As expressoes (5.24), (5.28), (5.29) e (5.35) definem o0 M.G.C.
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Define-se um vetor r, denominado de vetor residuo como:

r=—g=b-Kx (5.36)

Considera-se que 0 processo iterativo atingiu a convergéncia quando a seguinte

condicdo é satisfeita:

(5.37)

Em todas as simulacdes considerou-se TOL1=1.10".

A seqiiéncia de operacOes pode ser organizada na forma do algoritmo mostrado a seguir :

A. INICIALIZACAO:
Alk=0; x=0; p°=r°=b (5.38)
B. ATUALIZACAO DOS VETORES ESTIMATIVA E RESIDUO:
Bla, = e (5.39)
. K — ﬁ y .
p Kp
B2 X' =x" +a,p" ; (5.40)
B3 r*!'=r*—q Kp*; (5.41)
C. TESTE DE CONVERGENCIA:
c.1 se rM°¢ < Tolerancia, pare. (5.42)
D. ATUALIZACAO DO VETOR DIRECAO DE BUSCA:
k+1,T k+1
r'r
D1f, =——+—; (5.43)
k rk,Trk
D2 p“*t =r* + B, p~; (5.44)
D3 k=k +1; (5.45)
D.4 Voltaaetapa 2.1

Figura 5.2 — Algoritmo para o Método dos Gradientes Conjugados
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5.5.3 Técnica de Precondicionamento

Caso fosse implementado o M.G.C. tal como descrito na se¢é@o anterior, 0 numero de
iteracGes, para que o residuo tivesse uma reducdo conveniente, seria maior que a ordem N da

matriz K, inviabilizando a sua aplicacdo.

Para evitar-se isso, aplica-se o0 M.G.C. a um sistema transformado obtido pela pré-
multiplicacdo de (5.21) por uma matriz P simétrica positivo definida, denominada Matriz de

Pré-Condicionamento. Assim tem-se:

P'Kx=P'b (546)

onde o sistema (5.46) € denominado de Sistema Pré-Condicionado.

A Matriz de Pré-Condicionamento pode ser definida em funcdo de seus fatores de

Cholesky como:

P=QQ" (5.47)

Assim, pode-se reescrever o sistema Pré-Condicionado como sendo:

Q'KQ Q" x=Q™ (5.48)
ou
Ty=a (5.49)
onde
T=Q'KQ" (5.50)
y=Q'x (5.51)

a=Q b (5.52)
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5.5.4 O Algoritmo para o Método dos Gradientes Conjugados Precondicionado

Para estabelecer o algoritmo para o Método dos Gradientes Conjugados com
Precondicionamento (M.G.C.P.) faz-se necessario aplicar as etapas definidas de (5.38) a
(5.45) ao sistema transformado (5.49). Neste caso obtém-se a solucdo aproximada para o

vetor y™ na iteracdo k = m, sendo entdo necessaria a seguinte transformacdo para encontrar-se

x™:

X" :Q’Tym (5.53)
Como néo ¢ objetivo do presente trabalho um aprofundamento maior na deducéo do
M.G.C., as etapas finais que conduziriam ao algoritmo definitivo, onde ndo € necessaria a

transformacéo (5.47), ndo serdo demonstradas. Maiores detalhes sobre 0 método podem ser

encontrados em Alquati (1991)

Dito isso, considerando-se a seguinte relacéo:

QT Qt= (Q QT)—l _p-t (5.54)

e definindo o vetor auxiliar z como:

z=P'r (5.55)

o0 algoritmo pode ser simplificado, tornando-se muito semelhante ao da Figura 5.1.

Neste trabalho adotou-se como matriz de precondicionamento uma matriz diagonal,
formada pelos elementos da diagonal principal da matriz que multiplica o incremento da

pressdo em (3.62). A seguir demonstra-se como obter P.
Definindo-se a seguinte matriz:

2 5.56

7 J=me ]+ 2] 50

Obtém-se a seguinte expressao:
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[P]=[K"w ] (5.57)
com:
KP Se M=
K " ={ N e (5.58)
0 Se M =N

A seguir tem-se o algoritmo definitivo para 0 M.G.C.P. implementado no presente

para resolver a Equacdo da Presséo:

1. INICIALIZACAO:

1.1k=0, x=0, r’=b; (5.59)
1.2 Resolver P z°=r% (5.60)
1.3 p°=2° (5.61)

2. ATUALIZACAO DOS VETORES ESTIMATIVA E RESIDUO:

21 :%; (5.62)
P Kp

22 X =x" +a, p" ; (5.63)
23 r'“t=r" —q, Kp“; (5.64)
3. TESTE DE CONVERGENCIA:

3.1 Se rM°¢ <TOL1, pare. (5.65)
4. ATUALIZACAO DO VETOR DIRECAO DE BUSCA:

k+l,Trk+l

41 B, ZW; (5.66)
42 pt =r*“ + g.p~; (5.67)
43 k=k+1; (5.68)

4.4 Volta a etapa 2.1

Figura 5.3 — Algoritmo para o Método dos Gradientes Conjugados com Precondicionamento
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Para acelerar a convergéncia em cada passo tempo n, apds o primeiro, adota-se para a

estimativa inicial do vetor x, a solucdo da equagdo no tempo anterior, ou seja:

x° ={Ap}" (5.69)

e, conseqlentemente:

r’ =b-Ki{ap}" (5.70)

5.6 A VETORIZACAO

5.6.1 Processamento Vetorial e Escalar

Uma das mais poderosas caracteristicas dos Supercomputadores é a sua capacidade de
processamento vetorial. Essa propriedade, em geral, é mais eficiente e aumenta a velocidade
de processamento em relacdo ao escalar. Isto é possivel pois, uma operacdo aritmética ou
I6gica é executada sobre um conjunto de elementos (vetor) atraves de uma Unica instrucéo.
Em geral, a vetorizacdo de um cddigo aumenta sua velocidade de processamento num fator de

10, considerando os equipamentos disponiveis atualmente.

No processamento escalar (convencional), cada instrugéo é executada na ordem em que
aparece, sequencialmente, sem agrupamento. No processamento vetorial, as instru¢des dentro
de um laco sdo executadas em grupo, utilizando registradores vetoriais, sendo que estes

grupos podem ser um vetor ou uma coluna de uma matriz, por exemplo.

Estes dois tipos de processamento podem ser comparados a uma linha de producao de
um equipamento composto por varios componentes. A linha de montagem em que o préximo
equipamento s6 comeca a ser construido depois que o anterior for totalmente concluido, pode
ser imaginada como escalar. Por outro lado, quando o processo de producdo do proximo
equipamento inicia depois do anterior ter recebido o primeiro componente e assim por diante,
pode ser chamado de produgdo vetorial. Observe-se que nos dois casos, leva-se 0 mesmo
namero de passos de tempo para produzir-se o primeiro equipamento. Em contrapartida, na

primeira situacdo, o préximo equipamento levaria a mesma quantidade de tempo para ser
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produzido, enquanto que na segunda, 0 mesmo sairia da linha de produgdo no passo de tempo
seguinte e assim sucessivamente, até o ultimo.

Abaixo tem-se um exemplo de como sdo executadas as operacdes em um laco que

adiciona os elementos de dois vetores formando um terceiro da maneira escalar e vetorial:

doi=1,3
x(i)=y(i)+z(i)
w(i)=x(i)+y(i)

end do

Figura 5.4 — Lago que adiciona vetores usando o comando “do — end do”

Quadro 5.1 — Ordem e resultados de um processamento escalar

Evento Instrucgéo Valor

1 x(1)=y(1)+z(1) | 3=2+1

2 |w(l)=x(1)+y(1)| 5=3+2

3 | X(2)=y(2)+2(2) | 2=(-1) +3

4 wW(2)=x(2)+y(2)| 1=2+(-1)

5 | x(3)=y(3)+z(3) |-2=0+(-2)

6 |w(3)=x(3)+y(3)|-2=(-2)+0

Observe-se que cada elemento do vetor “w” € calculado logo apds o respectivo
elemento do vetor “x” e entdo, o contador “i” € incrementado. A seguir, encontra-se a tabela

para 0 processamento vetorial com os resultados para o mesmo laco, adotado-se o

processamento vetorial.
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Quadro 5.2 — Ordem e resultados de um processamento vetorial

Evento Instrucgéo Valor

1 x(1)=y(1)+z(1) | 3=2+1

2 | X(2=y(2)+2(2) | 2=(-1) +3

3 | x(3)=y(3)+z(3) |-2=0+(-2)

4  |w(l)=x(1)+y(1)| 5=3+2

5 |W@=x(@2)+y(2)| 1=2+(-1)

6 |w(3)=x(3)+y(3)|-2=(-2)+0

Nesse caso, tem-se calculados todos os elementos do vetor “x” para depois, iniciar o

processo de calculo dos elementos do vetor “w”.

5.6.2 Requisitos para Vetorizagao

Existem alguns requisitos gerais para que o compilador FO90 possa reconhecer um lago

como vetorizavel. Eles podem ser resumidos como segue:
- Somente lagos internos séo vetorizados;
- As versdes vetorial e escalar do mesmo cédigo devem produzir o mesmo resultado;

- Na&o existéncia de uma recorréncia dentro do laco que requer um valor obtido de

uma iteracdo anterior.

Um exemplo de recorréncia pode ser observado no lago da figura abaixo:

dok=3,4
x(k)=y (k1)
y(k)=z(k)
end do

Figura 5.5 — Exemplo de recorréncia em um lago do tipo “do — end do”
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Caso esse laco seja executado de maneira escalar, “x (4 )” obtém um valor novo de “y (3)”,
enguanto que no caso de ser vetorizado, “x (4 )” obtém um valor antigo de “y (3)”.

Além da recorréncia, pode-se citar outras condi¢des que impedem a vetorizacdo de um

codigo:
- Uma instrucéo de 1/0;
- Chamada a uma subrotima ou referencia a uma funcdo externa ao laco;
- As instruces return, stop ou pause;

- Referéncias a variaveis ou arranjos de caracteres (Fortran) ou a funcbes néo

vetorizaveis;
- Uma instrucéo de desvio disparada de fora do laco;

- Referéncias ambiguas.



CAPITULO 6

6 APLICACOES NUMERICAS

6.1 INTRODUCAO

Neste capitulo sdo apresentados exemplos de problemas classicos de escoamentos de
fluidos incompressiveis resolvidos através da abordagem de quase-incompressibilidade
(pseudo-compressibilidade) para a validacdo do codigo implementado. S& mostrados
problemas em duas e trés dimensdes isotérmicos ou ndo-isotérmicos. No caso de problemas
com variacdo de temperatura, é resolvido um exemplo com carga de volume devido as forgas

de flutuacéo.

Os resultados obtidos séo apresentados em sua forma adimensional e comparados com

os de outros autores.

6.2 ESCOAMENTOS QUASE-INCOMPRESSIVEIS ISOTERMICOS
6.2.1 Escoamento no interior de uma cavidade 3-D

Neste exemplo, resolve-se o problema classico do escoamento de um fluido viscoso em
uma cavidade cubica de aresta unitaria. O movimento é induzido pela parte superior da
cavidade considerando-se a sua velocidade constante e igual a uma unidade adimensional

enquanto que nas demais paredes aplica-se a condicéo de nao deslizamento.

Devido "a natureza do fendmeno, considera-se a simetria sobre o plano z = 0 sendo
entdo, modelada apenas a metade do dominio. As direcGes dos eixos X, y e z foram
discretizadas com 20, 20 e 10 elementos hexaédricos, respectivamente, sendo a malha
estruturada. No plano xy a malha é ndo uniforme com maior concentracdo de elementos

proximo as paredes (Figura 6.2).

A Figura 6.1 apresenta o modelo fisico, onde a simetria pode ser observada, juntamente

com as condi¢des de contorno do problema.
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..................... LoD Condices de Contorno:

Em z = 0 (condicdo de simetria): v3 =0 ;
Emz=05:vi=v,=v3=0;
Emx=0ex=1: vi=Vvy,=Vv3=0;

Emy=0:v;=v,=v3=0;

Emy=1:v;=1;
i i X
k& --------------------- : — Emx=05,y=z=0:p=0.
1

Figura 6.1 — Modelo geométrico da cavidade 3D e condic¢des de contorno

Além de prescrever a componente vs da velocidade como sendo nula no plano de
simetria, seleciona-se 0s n0s que pertencem a esse plano para calcular neles as acGes de

contorno que foram indicadas na secéo 4.4.

As Condicdes Iniciais sdo impostas uniformemente em todo o dominio a excec¢do dos
nos pertencentes aos contornos. Nestes nos séo aplicadas, também para o tempo inicial, as

condicdes de contorno indicadas na Figura 6.1.

Os nds que ndo pertencem a nenhum contorno possuem as seguintes condigdes iniciais:

O problema ¢ analisado para o numero de Reynolds Re = 100 e considera-se que 0

namero de Mach é M= 0.2. A massa especifica adimensionalisada adotada é p=1.0.

Adota-se o valor « =0,3 para o Coeficiente de Seguranca da expressdo (3.76). Dessa
forma, para presente dominio, discretizado utilizando-se a malha de elementos finitos

mostrada na Figura 6.2, o valor adotado para o incremento de tempo critico é At =8.00x107°.
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Figura 6.2 — Malha de elementos finitos para metade do dominio da cavidade 3D

A condicdo para considerar-se que o0 estado estacionario tem sido atingido, é que o
residuo de pressdo, definido pela expressdo (5.3), seja menor que TOL =1,0x10~* durante um
intervalo de tempo correspondente a 200 passos de tempo. O tempo adimensional m&ximo é

estabelecido em T,_,, = 20,0, que corresponde a 2500 passos de tempo.

Segundo os critérios acima adotados, a convergéncia foi alcancada apo6s 147,75
segundos de CPU no Supercomputador CRAY T94, sendo que o tempo adimensional total foi

T =12,0 ap6s 1500 passos de tempo.

A seguir, apresentam-se, respectivamente, as linhas de corrente, e os vetores de
velocidade, ambos comparados com os resultados obtidos por Azevedo (1999), que também
desenvolveu um algoritmo para analise de escoamentos quase-incompressiveis, no plano de
simetria do modelo, apo6s ter sido atingido o regime estacionario.
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(a) (b)

Figura 6.3 — Linhas de corrente no plano de simetria da cavidade 3D: (a) Presente
trabalho; (b) Azevedo (1999)
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Figura 6.4 — Vetores de velocidade no plano de simetria da cavidade 3D: (a) Presente
Trabalho; (b) Azevedo (1999)

A Figura 6.5 apresenta a componente horizontal da velocidade ao longo da linha

central vertical do plano de simetria. O resultado é comparado com o obtido por Reddy e
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Gargtling (1994). Azevedo (1999) também apresenta um resultado para o perfil, sendo este
muito semelhante ao obtido neste trabalho.

1.00 —

0.80 — —]

. —&—  Presente Trabalho
. @  Reddy e Gartling (1994)
0.60 — —

0.20 — ]

0.00 I ‘ I I ‘ I ‘ I ‘ \ ‘ \
-0.40 -0.20 0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Vl ( 05 ’ y )

Figura 6.5 — Perfil da componente horizontal da velocidade no centro da cavidade 3D,
Re =100

Observe-se a boa concordancia com o resultado para o perfil obtido por Reddy e
Gartling (1994). As pequenas diferencas podem-se dever ao fato de que estes autores usaram

0 método da funcdo de penalidade que € empregado para fluidos totalmente incompressiveis.

A figura seguinte mostra as linhas de regifes isobéricas, também no plano de simetria
no regime permanente. Observe-se que, para este problema, as isolinhas ndo apresentam-se

oscilatdrias, conseqiientemente, nao se faz necessario, aqui, a suavizagao da pressao.

A Figura 6.7 apresenta o resultado para as isolinhas de pressédo obtido por Azevedo
(1999).
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1.4482+00

8. i

2.492e-01

-3.501e-01

-9.4%4e-01

Figura 6.6 — Isobaricas no plano de simetria da cavidade 3D

Pressao

1.19e+01

6.65e+01

1.31e-01

-4.02e-01

-8.29e-01

Figura 6.7 — Isobaricas no plano de simetria da cavidade 3D, Azevedo (1999)
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6.2.2 Escoamento em torno de uma esfera

Apresenta-se neste exemplo de aplicacdo o problema do escoamento laminar
isotérmico em torno de uma esfera de diametro 1,0 com numero de Reynolds, Re = 100.
Apesar da tripla simetria geométrica, todo o modelo fisico é representado devido a natureza
do fendbmeno que produz gradientes de velocidade nas trés dire¢des dos eixos coordenados no
interior do dominio. A figura abaixo representa o modelo fisico do problema e a malha de

contorno externo.
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Figura 6.8 — Modelo geométrico e malha do contorno externo do problema da esfera

O cubo que define o dominio em torno da esfera possui aresta de dimensdo 22,
discretizada com 14 elementos hexaédricos. A esfera encontra-se centralizada e a malha de

elementos finitos é estruturada.

Considerando-se o plano de simetria xy, a meia-malha em torno da esfera possui 19127
nos e 17640 elementos hexaédricos. As Figuras 6.8(a) e 6.8(b) apresentam detalhes da malha

no plano de simetria e sobre a superficie da semi-esfera respectivamente.
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X

(b)

Figura 6.9 — (a) Malha em torno da esfera no plano xy. (b) Detalhe da malha sobre a
superficie da esfera

Sobre a superficie da semi-esfera existem 617 nos e, na direcdo radial, 31, com a razdo
de 1:15 entre 0 menor elemento, junto ao corpo e o maior, que esta no contorno do dominio.

A malha completa do presente modelo possui 35280 elementos e 36518 nds.

Na entrada, as condi¢des de contorno correspondem a corrente ndo perturbada sendo

dadas por:
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v, =10 e v, =v, =00

0 o0 00

Na superficie da esfera aplica-se a condicdo de ndo deslizamento, ou seja:

No contorno de saida, ndo é necessario aplicar nenhuma restricdo as componentes da

velocidade, prescrevendo-se somente a pressdo como sendo nula, assim:

p=00 em x=11,0

Nas demais faces do contorno externo, considera-se a condi¢cdo de corrente néo
perturbada para a componente v, da velocidade mantendo-se as demais variaveis de campo

livres.

As CondicGes Iniciais sdo impostas uniformemente em todo o dominio a exce¢do dos
nos pertencentes aos contornos. Nos nos que ndo pertencem a nenhum contorno, as condi¢oes

iniciais sdo as seguintes:

Considera-se M = 0.2 como valor do numero de Mach. A massa especifica

adimensionalisada adotada é p=1.0.Adota-se « =1,0 para o Coeficiente de Segurancga da

expressdo (3.76), que resultaem At =5.107.

O estado estacionario foi atingido, segundo a expressao (5.3), apos 49505 passos de
tempo e 17730,37 segundos de CPU no super computador CRAY T94. A média do nimero
de iteracGes do M.G.C. foi 7,26 . A seguir, a Figura 6.10 apresenta uma parte do arquivo que
apresenta a performance da presente simulacdo onde podem ser observados varios detalhes

relativos ao desempenho computacional referente ao problema da esfera.
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CPU seconds : 17730.37 CP executing 7978665218719
Million inst/sec (MIPS) : 41.83 Instructions : 741674847724
Avg. clock periods/inst : 10.76

% CP not issuing : 90.73 CP holding issue : 7239065206534
Inst._buffer fetches/sec : 0.44M Inst_buf. fetches: 7799645719
Floating ops/sec : 989.89M F.P. ops : 17551110108762
Vector Floating ops/sec : 989.79M Vec F.P. ops - 17549320209594
CPU mem. references/sec : 1159.09M actual refs - 20551152005478
avg CP/mem. Reference : 30.19 actual ref CP 1620465618721579
VEC mem. references/sec : 1158.88M actual refs - 20547443494507
B/T mem. references/sec : 0.18M actual refs : 3264653589
1/0 mem. references/sec : 0.01M actual refs : 141232347
Cache Miss Ratio : 12.84% actual cache misses : 157927073
Cache Hit Ratio : 87.16% actual cache hits : 1072227961
Average Vector Length for all Operations : 127.03

Figura 6.10 — Informacgdes sobre o desempenho computacional da simulagéo

Este problema também ¢é resolvido por Gilcat & Aslan (1997) sendo que o resultado
para as linhas de corrente no regime estacionario é comparado com o presente trabalho na

Figura 6.11 abaixo:

€) (b)

Figura 6.11 — Linhas de corrente para o escoamento em torno da esfera, Re = 100: (a) Este
trabalho; (b) Gulgat & Aslan (1997)

Observe-se a boa concordancia entre os resultados obtidos pela referéncia e os do

presente trabalho.

A seguir apresentam-se os resultados para a pressdo ndo suavizada e suavizada.
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7.291¢-01
4.487¢-01
1.683e-01
-1,121e-01
Y
YA
] -3.925¢-01

{c) (a)

Figura 6.12 — Pressdo sobre a esfera sob 3 pontos de vista: (a)—z; (b) x e (¢c) —x

5.812¢-01
3.581e-01
y
(b) 1.351e-01
y |
-8.791e-02 i
X

J
z
-3.108¢-01

©) (a)

Figura 6.13 — Pressao suavizada sobre a esfera sob 3 pontos de vista: (a) -z ; (b) x e (c) —X
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Observe-se que ndo existem diferengas significativas entre os resultados para a pressao
suavizada e ndo suavizada sobre a superficie da esfera. Estes resultados servem apenas para

ilustrar o trabalho, uma vez que a referéncia nao apresenta resultados para a pressao.

Apresenta-se agora, os vetores de forcas de friccdo (Skin Friction™) sobre a esfera.

(b)

Figura 6.14 — Vetores de forcas de friccdo, “Skin Friction” sobre a superficie da esfera:
(a) Regido a montante. (b) Regido a jusante
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A Figura 6.16 apresenta o grafico de Cp, definido pela expressdo (5.14), no plano de

simetria em funcdo do angulo @ que é definido abaixo:

[0
D

Figura 6.15 - Angulo 6 que mapeia o perimetro da esfera no plano de simetria

A Tabela 6.1 compara o valor do coeficiente de arrasto C, definido pela expresséo

(5.18), calculado pelo presente trabalho e o de Gulgat & Aslan (1997).

Tabela 6.1 - Comparacdo entre o coeficiente de arrasto da esfera do presente trabalho e
Gulcat & Aslan (1997)

Origem Co

Presente 1,01

Referéncia 1,07

A diferenca observada pode ser justificada pelo erro introduzido devido ao processo de
suavizacao que, translada as tensdes, inicialmente calculadas na face do elemento de contorno

solido, para 0s n6s da mesma. Mesmo assim, a concordancia pode ser considerada como boa.

O mesmo pode ser constatado em relacdo ao coeficiente de pressdo porém, quando
este é calculado em funcéo da pressao previamente suavizada. Observe-se que a curva obtida
para Cp com a pressdo ndo suavizada difere bastante para valores de ¢ proximos a 0, 90, 180
e 360 graus. Ja a curva de coeficiente de pressao para pressdes suavizadas ndo contém estes
picos indesejaveis. Basicamente a pressao depois de suavizada apresenta-se quantitativamente
menor que a ndo suavizada pois, é tomada uma média a nivel de elemento e posteriormente

estes valores, mais homogéneos, sdo redistribuidos nos nos deste.
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Gulcat & Aslan (1997)
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Figura 6.16 — Cp em torno do perimetro da esfera no plano de simetria xz

Tem-se apresentado dois exemplos classicos de escoamentos tridimensionais
incompressiveis isotérmicos. Os resultados obtidos foram mostrados e comparados com os de

diversos autores.

Nas figuras que fazem parte das duas ultimas se¢Oes pode-se observar a boa
concordancia com os resultados das referéncias adotadas comprovando que o método

implementado para analisar escoamentos de fluidos incompressiveis funciona perfeitamente.

Nas secOes seguintes, procura-se mostrar os resultados obtidos para problemas néao-
isotérmicos através de dois exemplos bidimensionais. Confirma-se a versatilidade do
algoritmo pois este, permite resolver problemas 2D apesar do elemento adotado para a
discretizacdo espacial ser hexaédrico de 8 nés. Também € resolvido um problema onde as
forcas de volume, devido as forcas de flutuacdo, atuam como carga externa nas equacgdes de

movimento.
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6.3 ESCOAMENTOS QUASE-INCOMPRESSIVEIS NAO-ISOTERMICOS

6.3.1 Escoamento ndo-isotérmico na cavidade 2-D

Este problema é bastante semelhante aquele resolvido na secéo 6.2.1 considerando-se o
escoamento contido no plano xy. Além disso, existem condi¢fes de contorno para a energia
interna no topo e no fundo da cavidade, o que produz gradientes de temperatura no interior da

cavidade.

Neste exemplo, procura-se além de testar a Equagdo da Energia, avaliar a influéncia do
valor da velocidade do som ¢ nos resultados da simulagdo. Para isso adota-se a mesma
discretizacdo espacial no plano xy da cavidade 3D. Os valores do niumero de Mach adotados
estdo compreendidos entre 2.10™ e 1.10°°. Em seguida, os resultados obtidos para diferentes

M séo apresentados e comparados entre si.

Abaixo apresenta-se o modelo fisico do problema e as condic6es de contorno.

1.0

Condig¢6es de Contorno:

Emx=0ex=1:vi=v,=0;
Emy=0:vy=v,=0, u=1,;
Emy=1:v;=1, u=0;
Emx=05,y=0:p=0.

|l
<€
>

N
[N
A

Figura 6.17 — Modelo fisico e condi¢des de contorno para o problema da cavidade 2D néo
isotérmica
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Para resolver um problema bidimensional utilizando-se o codigo tridimensional, devem
ser aplicadas condicGes de contorno nas faces laterais do dominio, para assegurar que ndo
exista escoamento na direcdo transversal. A malha utilizada possui apenas um elemento na
direcdo transversal

A malha deste exemplo € estruturada e possui 400 elementos hexaédricos e 882 nds
(Figura 6.11). Assim como na cavidade tridimensional, a malha é refinada junto as paredes.
Os elementos possuem espessura constante igual a 0,04.

y
X
Figura 6.18 — Malha de elementos finitos para cavidade bidimensional

As condig0es iniciais do problema estdo mostradas abaixo:

O problema é analisado para o nimero de Reynolds, Re = 100 e nimero de Prandtl,
Pr = 0,5 resultando em um namero de Peclet, Pe = 50. A massa especifica adimensionalisada

adotada é p =10 para todos os casos. Adota-se 0 valor « =10 para o Coeficiente de

Seguranca da expressao (3.61).
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Apo6s alcancado o regime permanente, a pressdo € normaliza para facilitar a
comparacdo dos resultados nas diferentes situacfes. Definiu-se a pressdo normalizada pela
seguinte expressao:

P — Prmin

p= ———mn 6.1
Prmax = Prmin ( )

onde pmax € 0 valor maximo da pressdo adimensional e pmi, 0 valor minimo da mesma.

Nas Figuras 6.18 e 6.19 s&o apresentadas as isobaricas para o caso em que M = 2.10™

e 1.10™ respectivamente.

(a) (b)

Figura 6.19 — Isobaricas no interior da cavidade 2D, M=2.10" : (a) N&o Suavizada;
(b) Suavizada

As isolinhas das Figuras 6.12 e 6.13 foram calculadas empregando-se o intervalo de
tempo dado pela expressao (3.76). Assim obteve-se 4.10° e 2.10° para os valores de At,
respectivamente. O nimero de passos de tempo para as duas situacGes foram 2896 e 6631,
que proporcionaram como tempo de CPU 43,75 e 58.98 segundos, respectivamente. A
quantidade de iteracGes media para 0 Método dos Gradientes Conjugados (M.G.C.) foi de

4,84 para o primeiro caso e 4,57 para o segundo.
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Figura 6.20 — Isobaricas no interior da cavidade 2D, M = 1.10™: (a) N&o Suavizada;
(b) Suavizada

A seguir, encontram-se as figuras com os resultados para as isolinhas de pressao
normalizada paraM = 1.10", 2.10% e 1.103, respectivamente.

1.00e+00
7.50e-01
5.00e-01
2.50e-01
0.00e+00

(@) (b)

Figura 6.21 — Isobaricas no interior da cavidade 2D, M = 1.10”%: (a) N&o Suavizada;
(b) Suavizada
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Figura 6.22 — Isobaricas no interior da cavidade 2D, M = 2.10%: (a) N&o Suavizada;
(b) Suavizada
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Figura 6.23 — Isobaricas no interior da cavidade 2D, M = 1.10%: (a) N&o Suavizada;
(b) Suavizada

Nestas trés situacdes, adotou-se 0 mesmo intervalo de tempo calculado para ¢ = 10,0.

O tempo de CPU mantém-se muito préximo na comparacao entre as simulacdes realizados

com o intervalo de tempo dado por (3.76) ou adotando-se 2.10°%. Isto se deve ao fato que

90
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mantendo-se 0 At calculado para M = 1.10™ para as Gltimas trés situacdes, o nimero de
iteracGes no M.G.C. sobe muito, compensando o intervalo de tempo maior. Por exemplo, para
M =1.107%, tem-se tempo de CPU igual a 1287,27 segundos e 47,17 iteracBes em média para
0 M.G.C., adotando-se At =2.10>. Contudo, para At=2.10" o tempo de CPU foi de 1117,37
segundos com 4,31 iteracdes na media para o M.G.C.

Observe-se que se faz necessaria técnica de suavizacao pois, 0s resultados para a
pressdo apresentam-se oscilatérios a medida que ¢ aumenta (ou seja, M diminui), uma vez que

0 escoamento torna-se mais incompressivel.

Apresenta-se na Figura 6.24 os perfis de velocidade da componente v; em funcéo da
altura y da cavidade comparando-os para diferentes valores de ¢ e com o resultado obtido por
Reddy & Gartling (1994).

y
1.00
0.80 —
—X— c¢=5
] —4A— c=10. B
—O— c=100.
0.60 — ——— =500 I
<& e=1000.
7 @  Reddy & Gartling (1994) N
040 — |
0.20 — |
0.00 | | | | |

-0.40 -0.20 0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
vi (0.5,y)

Figura 6.24 — Perfil de velocidade da componente v; no centro da cavidade 2D

A seguir apresentam-se as figuras com as isolinhas de energia interna. Em (a), séo

eliminados os efeitos da taxa de trabalho mecénico devido a pressdo e aos termos viscosos.



Energia Interna

1.0e+00
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1.0e-01

0.0e+00

(@) (b)

92

Figura 6.25 — Isotermas no interior da cavidade 2D, M = 2.10™": (a) Energia interna resolvida

pela expressédo (3.65.b); (b) Energia interna resolvida pela expressdo(3.65.a)

Energia Interna

1 1.0e+00

9.0e-01
2.0e-01
7.0e-01
6.0e-01
5.0e-01
4.0e-01
_ 3.0e-01
2.0e-01

1.0e-01

0.0e+00

(@) (b)

Figura 6.26 — Isotermas no interior da cavidade 2D, M = 1.10": (a) Energia interna resolvida

pela expressédo (3.65.b); (b) Energia interna resolvida pela expressao(3.65.a)
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Figura 6.27 — Isotermas no interior da cavidade 2D, M = 1.10% (a) Energia interna resolvida

pela expressédo (3.65.b); (b) Energia interna resolvida pela expressédo(3.65.a)

Energia Interna

L 1.0e+00

9.0e-01

8.0e-01

7.0e-01

6.0e-01

5.0e-01

4.0e-01

3.0e-01

2.0e-01

1.0e-01

0.0e+00

(a) (b)

Figura 6.28 — Isotermas no interior da cavidade 2D, M = 2.10": (a) Energia interna resolvida

pela expressédo (3.65.b); (b) Energia interna resolvida pela expressédo(3.65.a)
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9.0e-01
8.0e-01
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4.0e-01
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2.0e-01

1.0e-01

(@) (b)

Figura 6.29 — Isotermas no interior da cavidade 2D, M = 1.10°%: (a) Energia interna resolvida
pela expressédo (3.65.b); (b) Energia interna resolvida pela expressdo(3.65.a)

Assim como os perfis da componente vy da velocidade, as isotermas, calculadas com a
equacdo da energia e com a equagdo do calor, também apresentam uma 6tima concordancia

entre si para os diversos valores de c.

As isotermas para ¢ =100 apresentam uma ligeira diferenca entre as demais, fato que
também é observado com as linhas de iso-pressoes.

Dessa forma, € valido dizer que o valor da velocidade do som ndo exerce um papel
fundamental sobre os resultados obtidos. A principal influéncia de c esta no fato de que o
incremento de tempo At é calculado em funcdo da velocidade do som. Portanto, nos
problemas onde ¢ possui um valor mais elevado, At é menor e a simulacdo leva mais tempo

para ser executada.

Porém, fica evidente a influéncia dos termos difusivos que fazem parte da equacdo da
energia. Observe-se que as maiores diferencas encontram-se nos cantos superiores direito e

esquerdo, justamente na regido onde existem os maiores gradientes de presséo e velocidade.
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6.3.2 Escoamento ndo-isotérmico em torno de um cilindro

Para finalizar o capitulo de problemas resolvidos, apresenta-se mais um exemplo de um
escoamento ndo isotérmico. Assim como na secdo anterior, considera-se um escoamento
bidimensional; portanto, devem ser aplicadas as mesmas condic¢des de contorno laterais para

eliminar os fluxos na direcéo transversal ao plano do escoamento principal.

No primeiro momento sdo apresentados os resultados da simulagdo sem acao de forcas
de flutuacdo nas Equacdes de Quantidade de Movimento para Re = 40 e 100. Em seguida,

apresentam-se os resultados considerando-se as forgas de flutuacdo devido & gravidade.

A simulacdo numérica da esteira de vortices a jusante do cilindro aquecido/resfriado é
examinada para numeros de Grashof compreendidos entre —10000 < Gr < 10000. O namero de
Reynolds é tomado constante igual a Re = 100. Levando em conta a expressdo (2.29), o
namero de Richardson fica compreendido entre —1 < Ri < 1. O nimero de Prandtl adotado é

Pr=0,706, o qual conduz ao numero de Peclet Pe =70,6.

O modelo fisico, 0 dominio computacional e as condic¢des de contorno séo ilustrados na
Figura 6.30.

Condigdes de Contorno:

— 55 —
T Emx=-55:v;=10,v,=0.0,u=0.0
»
y du
— Em y:-5.5: V2:0.0, WZOO
................... .
> 1 < 11 du
................... Gravidade Em y=5.5:v,=0.0, d_y =0.0
#
Emx=215:p=0.0
— .
L Sobre ocilindro: v;=v,=0.0,u=1.0

Figura 6.30 — Modelo fisico, dominio computacional e condic¢Ges de contorno para o
escoamento em torno do cilindro

A energia interna de entrada, u_, é especificada como u = 0 e a energia interna na
superficie do perfil cilindrico, u_, é tomada como u = 1.0. A situacéo de superficie do cilindro

aquecida/resfriada é expressa pela direcdo do efeito das forcas de flutuacdo. A superficie do
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cilindro aquecida é representada por numeros de Richardson positivos, indicando que as
forcas de flutuacGes atuam em sentido contrario ao da gravidade. Por outro lado, a superficie
do cilindro resfriada € expressa por nimeros de Richardson negativos. Ri = 0.0 corresponde a

situacdo em que ndo ha acdo das forcas de flutuacéo.

A Figura 6.31 mostra a malha de elementos finitos e o detalhe da malha em torno do

cilindro. O nimero total de elementos é 2400 e de nds 5000.

(b)

Figura 6.31 — Malha de elementos finitos: (a) Malha completa; (b) Detalhe em torno do
cilindro
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Choi et al (1995) considera que o fluxo atrds do perfil cilindrico permanece simétrico
até Re ~ 40. Dessa forma, procura-se o regime estacionario para Re = 40 podendo-se calcular

0 coeficiente de pressédo definido pela seguinte expresséo:

. P— Pest T 0'5prefvr§f
P 05 prefv :

ref

(6.2)

sendo pest & pressdo de estagnagdo. Os resultados do presente trabalho para as linhas de
corrente e 0s contorno de pressdo estdo apresentados na Figura 6.32, enquanto que 0s obtidos
por Choi et al (1995) encontram-se na Figura 6.33.

(a) (b)

Figura 6.32 —Regime estacionério para o escoamento em torno do cilindro, Re = 40:
(@) Linhas de corrente; (b) Contornos da presséo

O grafico do coeficiente de pressdo suavizado ao longo da superficie do cilindro é
apresentado e comparado com o resultado obtido por Choi et al (1995) na Figura 6.33. O
angulo@ foi definido na Figura 6.15 da secdo anterior. Para finalizar os resultados
correspondentes a Re = 40, as Figuras 6.35 e 6.36 apresentam as isotermas obtidas no

presente trabalho através das equacdes (3.65.a) e (3.65.b), respectivamente.
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(a) (b)

Figura 6.33 — Resultados de Choi et al no regime estacionario para o escoamento em torno do
cilindro, Re = 40: (a) Linhas de corrente; (b) Contornos da pressao

1.0

Co 08 — -
—%— Presente
06 ®  Hatanaka & Kawahara (1995)

04 — —

02 — -

00 — —

-0.2 — -

*
Lo

-0.8 — * d

*

10 — . —

-1.2 — * * ]

0 45 90 135 180
6 (Graus)

Figura 6.34 — Coeficiente de pressdo sobre a superficie do cilindro, Re = 40
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Temperatura

1.08e+00

7.49-01

4.68e-01

0.00e+00

-2.48e-01

Figura 6.35— Isotermas em torno do cilindro no regime estacionario, resolvidas pela equacéao
(3.65.a), Re=40

Temperatura

1.00e+00

7.50e-01

5.00e-01

2.50e-01

0.00e+00

Figura 6.36 — Isotermas em torno do cilindro no regime estacionério, resolvidas pela equacgao
(3.65.b), Re =40

Observe-se que, quando é resolvida a equacdo da energia escrita conforme a expressao
(3.65.a), aparecem valores para a energia interna (ou temperatura) que situam-se fora dos
limites dados pelas condi¢bes de contorno. Isto deve-se a taxa de trabalho mecénico
produzido pelos termos viscosos e de pressao que atuam como uma fonte de calor.

Resolvido o problema do fluxo incompressivel em torno do cilindro para Re = 40,
apresenta-se agora os resultados obtidos para Re = 100. A esteira de vortices e as isotermas
encontradas no presente trabalho sdo mostradas para Ri = -1.0, -0.5, 0.0, 0.5 e 1.0, e
comparadas com os resultados obtidos por Hatanaka & Kawahara (1995).
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(b)

Figura 6.37 — Linhas de corrente para o escoamento em torno do cilindro, Ri = 0.0, Re = 100:
(a) Presente trabalho; (b) Hatanaka & Kawahara (1995)

(b)

Figura 6.38 — Isotermas para o escoamento em torno do cilindro, Ri = 0.0, Re =100:
(a) Presente trabalho; (b) Hatanaka & Kawahara (1995)
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(b)

Figura 6.39 — Linhas de corrente para o escoamento em torno do cilindro, Ri = 0.5, Re = 100:
(a) Presente trabalho; (b) Hatanaka & Kawahara (1995)

(b)

Figura 6.40 — Isotermas para o escoamento em torno do cilindro, Ri = 0.5, Re =100:
(a) Presente trabalho; (b) Hatanaka & Kawahara (1995)



102

()

Figura 6.41 — Linhas de corrente para o escoamento em torno do cilindro, Ri = 1.0, Re = 100:
(a) Presente trabalho; (b) Hatanaka & Kawahara (1995)

Figura 6.42 — Isotermas para o escoamento em torno do cilindro, Ri = 1.0, Re = 100:
(a) Presente trabalho; (b) Hatanaka & Kawahara (1995)
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Observe-se que a medida que o nimero de Richardson aumenta a partir de Ri = 0.0
(Figura 6.37) até 1.0, a esteira de von Karman tende a desaparecer devido a for¢a de flutuacéo
que atua no sentido contrario ao da gravidade, sendo que o escoamento torna-se estacionario
com um duplo vortice logo atras do cilindro (Figuras 6.39 e 6.41). As isotermas concentram-
se em torno do cilindro e na regido a jusante do mesmo. Em contrapartida, a esteira de
vortices é intensificada com a diminui¢do do numero de Richardson até Ri = -1.0 (Figuras
6.30 e 6.32) uma vez que o fluido resfriado atras do cilindro produz forcas de flutuagdo no

mesmo sentido da gravidade ou seja, contrario ao da direcdo principal do escoamento.

Hatanaka & Kawahara (1995) mostram que a esteira de von Karman desaparece para
valores de Richardson proximos a Ri = 0.15. O desaparecimento dos vortices também foi
observado experimentalmente por Noto & Matsumoto (1991) para 0 mesmo valor do numero

de Richardson e comprovado neste trabalho.

(b)

Figura 6.43 — Linhas de corrente para o escoamento em torno do cilindro, Ri = -0.5, Re = 100:
(a) Presente trabalho; (b) Hatanaka & Kawahara (1995)
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()

Figura 6.44 — Isotermas para 0 escoamento em torno do cilindro, Ri = -0.5, Re = 100:
(a) Presente trabalho; (b) Hatanaka & Kawahara (1995)

Neste momento convém comentar o motivo pelo qual aparecem pequenas diferencas
observadas, tanto para as linhas de corrente como para as isotermas, entre os resultados
obtidos pelo presente trabalho e os obtidos pela referéncia adotada quando considera-se o
acoplamento entre a temperatura e as equagdes de conservacgdo da quantidade de movimento.
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Observe-se que em nenhum momento é dito qual o tempo admensional em que foram
capturadas as imagens. Infelizmente Hatanaka & Kawahara (1995) ndo especificam esta
informacdo. Levando-se isto em consideragdo, torna-se muito dificil a tarefa de encontrar o
instante exato em que o0 escoamento, juntamente com as isolinhas de temperatura, apresentam
uma determinada configuracdo, visto que a esteira de vortices varia periodicamente de um

lado para o outro a jusante do cilindro.

Dito isto, pode-se considerar que os resultados possuem boa semelhanca entre si uma
vez que aqueles obtidos com numeros de Richardson positivos para Re = 100 (Figuras 6.39 a
6.42) e os encontrados para Re = 40 (Figuras 6.32 e 6.33), quando o regime permanente era
procurado, séo bastante parecidos.

(b)

Figura 6.45 — Linhas de corrente para o escoamento em torno do cilindro, Ri = -1.0, Re = 100:
(a) Presente trabalho; (b) Hatanaka & Kawahara (1995)
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(b)

Figura 6.46 — Isotermas para 0 escoamento em torno do cilindro, Ri = -1.0, Re = 100:
(a) Presente trabalho; (b) Hatanaka & Kawahara (1995)



CAPITULO 7

7 CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

No capitulo anterior foram apresentados diversos exemplos que serviram para a
validacdo do codigo computacional implementado. Num primeiro momento tem-se
apresentado problemas isotérmicos e em seguida, exemplos em que considera-se a variagdo
de temperatura no fluido e a acé@o de forgas de flutuagédo introduzidas pela aproximacao de
Bousinesssq. Também era objetivo deste trabalho analisar o efeito do valor da velocidade do
som, ¢, nos resultados das simulagcdes uma vez que, a origem da formulacdo matematica do

algoritmo implementado esta baseada na definicéo de c.

Em ambos os casos, o cddigo desenvolvido teve bons desempenhos tanto a nivel de
resultados, que foram comparados com o0s obtidos por diversos autores da area, quanto a nivel

de performance computacional.

No aspecto da performance do algoritmo, convem ressaltar o excelente nivel de
vetorizacdo alcancado. Todos os problemas foram resolvidos através do supercomputador
CRAY T-94 do centro de Supercomputacdo da Universidade Federal do Rio Grande do Sul
(CESUP/RS), destacando-se o desempenho obtido no segundo problema analisado, que foi o
do Escoamento em torno de uma esfera , em que alcangou-se aproximadamente 1Gflop. Para

0s demais casos resolvidos, o desempenho manteve-se em torno de 900Mflops.

No primeiro exemplo, resolveu-se o problema classico do Escoamento no interior de
uma cavidade 3D sendo que, os resultados alcangados no regime permanente, quando
comparados com os obtidos por Azevedo (1991) e Reddy & Gartling (1994), apresentaram

um bom grau de concordéancia.

O segundo exemplo, mais do que o 6timo desempenho computacional, serviu para
confirmar a validacdo do programa visto que, além de ser um problema 3D, este apresenta
gradientes de velocidade e pressdo muito grandes na regido da camada limite (proximo a
superficie da esfera). Novamente observa-se muita semelhanca entre os resultados obtidos e
apresentados para 0 regime estacionario pelo presente trabalho e os obtidos por Gililgat &
Aslan (1997) que também resolvem este problema.
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Tendo sido resolvidos os exemplos isotérmicos, apresentou-se outros dois nao-
isotérmicos. No primeiro deles, denominado Escoamento ndo-isotérmico na cavidade 2D ,
tem-se comparado os resultados para as isotermas obtidos resolvendo-se, num primeiro
momento, a equacdo energia em termos da energia total (3.65.a), e em seguida, resolve-se a
equacdo em termos da energia interna (3.65.b) do calor. Observa-se a influéncia da taxa de
trabalho mecénico produzido pelos termos viscosos e de pressao gque se verifica mais intenso

nas regides de altos gradientes.

Neste exemplo, tem-se procurado verificar a influéncia de ¢ admensionalisada (numero
de Mach) sobre os resultados para isso, testou-se cinco valores diferentes da velocidade do
som. Iniciou-se por um valor relativamente grande (M = 0.2), onde ja considera-se 0
escoamento incompressivel (M <0.4), sendo que este tem sido diminuido até M = 1.10°
passando por M = 1.10*, 1.102, 2.107,

Os resultados obtidos para o perfil de velocidade e para as isotermas, sendo estas
resolvidas pela equacgdo (3.65.a) ou pela equacgéo (3.65.b), sem os termos viscosos e de
pressdo, apresentam-se idénticos entre si e em O6timo grau de concordancia quando
comparados aos apresentados pelas respectivas referéncias. Portanto, tem-se concluido que o

valor de M néo altera os resultados para estas duas variaveis de campo.

Em contrapartida, a velocidade do som admensionalisada possui uma certa influéncia
sobre os resultados da pressdo. Observa-se que é imprescindivel a suavizagdo da pressdo a
medida que M diminui pois, as linhas de iso-pressdes apresentam muitas oscilagdes. Mas,
pode-se concluir que a velocidade do som admensionalisada ndo possuiu muita importancia
no contexto do método implementado visto que, o problema das oscilacdes da presséo é
resolvido pelo processo de suavizagdo. Dessa forma, a M pode ser analisado como um

namero que apenas define o valor do incremento de tempo.

Finalizando o Capitulo 6, resolve-se o problema do Escoamento ndo-isotérmico em
torno de um cilindro. Neste exemplo fica clara a importancia a taxa de trabalho mecanico
gerado pelos termos viscosos e de pressdao quando considera-se a equagdo em termos da
energia total (3.65.a). Inicialmente buscou-se o regime estaciondrio sendo que para isso,
resolve-se o problema com nimero de Reynolds, Re = 40. As linhas de corrente, isolinhas de
pressdo e o coeficiente de pressdo sdo apresentados e comparados com os resultados obtidos

por Choi et al (1995) podendo-se considerd-los em bom grau de concordancia.
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Considera-se também neste exemplo, as for¢as de flutuacdo devido a acdo da gravidade
através da aproximacédo de Bousinessq, para Re = 100. Os resultados das linhas de corrente e
isotermas para diferentes nimeros de Richardson sdo comparados com os obtidos por
Hatanaha & Kawahara (1995). Assim como a referéncia, para Ri > 0, comprova-se que 0s
efeitos da flutuacdo atuam em sentido contrario ao da forca gravitacional. A esteira de von
Karman desaparece restando apenas um duplo vortice (recirculacdo) logo atras do cilindro.

Para Ri < 0, tem-se observado a intensificacdo da esteira.

Como conclusdo, pode-se dizer que o cédigo desenvolvido neste trabalho apresenta
bons resultados para todos os problemas analisados. Comprova-se também, a eficiéncia da
metodologia de geracdo e pré-processamento de dados desenvolvidas por Burbridge (1999).

Conclui-se que para a velocidade do som, pode-se adotar um valor pequeno pois, assim
1 - .

ganha-se em tempo de CPU (At o« =), uma vez que, ndo sdo observadas grandes diferencas
C

relativas entre os resultados obtidos para os diversos valores de ¢ adotados.

Este trabalho representa uma etapa entre varias necessarias para obter um aplicativo
que seja generico no sentido de resolver uma ampla gama de nameros de Mach (incluindo
regimes transénicos e supersonicos) e que permita resolver escoamentos considerando-se
grandes nimeros de Reynolds. Com esse proposito, apresentam-se aqui algumas sugestdes

para trabalhos futuros seguindo esta linha de pesquisa:

a) Com intuito de implementar-se um algoritmo genérico para escoamentos
compressiveis e incompressiveis, pode-se utilizar o algoritmo apresentado no
trabalho de Codina et al (1998), sem a necessidade de uma modificacdo
substancial no codigo implementado visto que, basicamente a equacdo da

continuidade resolveria a variagdo da massa especifica no lugar da presséo;

b) Sugere-se a utilizacdo de passos de tempo varidveis ao longo do dominio, de
acordo com as dimens@es dos elementos finitos, uma vez que o algoritmo utiliza
um esquema explicito de integracdo no tempo para as equagdes de conservacao da
guantidade de movimento e de energia. Considerando-se que na grande parte dos
problemas reais da engenharia é imprescindivel a utilizacdo de malhas com muitos
elementos e muitos nés, o tempo de CPU necessario para resolver estes problemas

é, em geral, muito grande;
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A implementacdo de técnicas de adaptacdo de malha permitiriam obter resultados
muito mais precisos nas regides de altos gradientes. Torna-se imprescindivel a
adicdo destas técnicas ao codigo para simular problemas de engenharia quando
espera-se que os resultados sejam muito proximos a realidade fisica dos fenémenos

da natureza;

A introducdo de um modelo de turbuléncia, como por exemplo, Simulagdo Direta
de Grandes Vortices, (do inglés, Large Eddy Simulation (LES)), permitiria a

simulacdo de escoamentos com altos nimeros de Reynolds.
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