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Resumo

Neste trabalho estabelecemos a existéncia de graficos compactos de
curvatura média constante H com bordo em planos paralelos, com
hipoteses relacionando a geometria das curvas do bordo, a distancia entre
os planos, e H.

Abstract

In this work we establish the existence of compact graphs with
constant mean curvature H with boundary in parallel planes, with
hypothesis that relates the geometry of the boundary curves, the distance
between the planes and H.
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1 Introducgao

Nesta dissertagao estudamos parte do artigo [ER] que trata do seguinte
problema: estabelecer resultados de existéncia e nao-existéncia de superficies
de curvatura média constante (cmc) com bordo em planos paralelos do R?
e que sao dados como gréficos sobre estes planos. No que se segue fazemos
coment4rios sobre este problema e sobre os resultados desta dissertacao que
dao respostas parciais ao mesmo. Comeg¢amos observando que no caso mi-
nimo é facil encontrar exemplos de gréficos com bordo em planos paralelos:
os mais simples sao dados por pedagos de um catendide situado entre dois
planos paralelos; mais geralmente, podemos tomar pedacos convenientes de
um fim mergulhado de uma superficie minima completa de curvatura total
finita, cortando o fim com planos paralelos.

Segue também de um resultado de Jesse Douglas que dadas duas curvas
em planos paralelos. uma sendo a reflexdo da outra com relagdo ao plano
médio, se a drea determinada pelas duas curvas é maior ou igual & 4rea
determinada pelo cilindro reto tendo essas curvas como bordo, entao existe
uma superficie minima compacta conexa tendo como bordo essas curvas.

Usando a técnica de reflexdo de Alexandrov, que nao serd abordada neste
trabalho, podemos provar que a meia parte dessa superficie é necessariamente
um gréfico sobre os planos do bordo. Apesar da simplicidade deste critério,
ele nos dé4 uma condicao suficiente mas nao necessdria de existéncia, como
podemos ver com os catendides. Além disso, nao é um critério dado em
termos da geometria das curvas do bordo (como curvatura das curvas planas
do bordo, condigbes do circulo interior ou exterior, etc.), que seria desejdvel
para algumas aplicacées usando técnicas de EDP.

Nesta dissertagdo obtemos (Teorema 10) um resultado de existéncia para
graficos minimos com bordo em planos paralelos a partir da hipétese rela-
cionando a distidncia entre os planos e a geometria das curvas; conforme
observado em [ER], esta condi¢do é 6tima. Em relacdo ainda ao Teorema 10,
notamos que ele pode ser usado para fornecer subsolug¢oes para problemas
de existéncia de graficos de cmec H > 0 definidos em dominios que nao sao
simplesmente conexos, como “barreiras inferiores”. Este caso é tratado a
seguir nesta dissertacao.

O correspondente problema de existéncia para gréficos de cmc nao-nula
apresenta uma situacao muito diferente. Uma razao € que os unicos exemplos
conhecidos de superficies de cmc compactas mergulhadas tendo o bordo em
planos paralelos do R? sio de superficies de Delaunay, isto é, rotacionalmente
simétricas, e nao ha um critério simples como o de Douglas para anéis de cmc
nao-nulos. Antonio Ros e Harold Rosenberg colocam em [RR] o problema



de se estabelecer a existéncia de anéis de cmc tendo como bordo curvas
paralelas do R3. Nesta dissertacdo, provamos dois resultados nesta direcéo.
Para motivé-los é interessante observar o seguinte fato: dados dois circulos
concéntricos ¢, C' no plano z = 0, com ¢ no interior do disco limitado por C e
dado H > 0, existe uma constante h dependendo do raio de C, da distancia
entre c e C e de H, e existe um gréfico rotacional com cmc H no anel limitado
por ¢ e C, anulando-se em c e tomando o valor » em C.
Esta propriedade dos anéis rotacionais sugere o seguinte problema:

Problema 1 Dadas duas curvas paralelas convezas fechadas o e 5 no plano
z =0, e dado H > 0, determinar a existéncia de uma constante h (dependen-
do da geometria de o, da distdncia entre o e 3 e de H ), e de um grdfico com
cme H definido no anel limitado por o e 3, anulando-se em « e assumindo
o valor h em (3.

Nos Teoremas 11 e 13 obtemos respostas parciais a este problema.
Nossas provas de existéncia se reduzem a considerar o correspondente
problema de Dirichlet para a equacao de superficie de cmc, a saber

Tu

A1+ |Vl

onde 2 é um dominio no plano e ulsg = ¢, onde ¢ € C°(OQ) é constante
em cada componente conexa de 9f. Foi aplicado o método de Perron para
determinar, sob as hipéteses dos teoremas, sub e supersolucoes apropriadas
para o operador Qg em (2.

No ltimo capitulo temos um resultado de nao existéncia, cuja demonstra-
¢ao é feita usando o Principio da Tangéncia.

Para provarmos os resultados mencionados anteriormente precisamos vari-
os fatos e resultados de Geometria Diferencial e Equagoes Diferenciais Parci-
ais, que introduzimos e explicamos nos capitulos 2 e 3 da dissertacao. Estes
fatos tratam principalmente de superficie de revolucao de cmc, onde entao
destacamos o resultado de Charles Delaunay, e de alguns resultados de EDP
Elipticas, sendo o resultado fundamental a ser utilizado por nés o Método
de Perron.

Qu(w) = div +2H, u € CXQ) N C) (1)



2 Algumas nocgoes e resultados de
Geometria Diferencial

Esta seccao divide-se em trés partes. Na primeira revisamos algunas nocoes
envolvendo a curvatura média de uma superficie de revolugio. Na seguinte,
introduzimos as superficies de revolugao e estabelecemos uma condicdo neces-
sdria e suficiente para que uma superficie de revolugao tenha curvatura média
constante. Por fim, definimos curva envelope de uma familia de curvas no
plano.

As referéncias para este capitulo sao [doCD], [doC], [MR] e [P].

2.1 Grafico de curvatura média constante

Seja S C R? uma superficie regular e N um campo de vetores unitdrio normal
a S. Dado p € S, seja f : Q C R? — S uma parametrizacio local de S em
torno de p tal que

f=(q) X fu(9)

f\r Eases 3
®) =@ x £,
onde ¢q € () é tal que
flg) =p.
O ntmero 1eG — 2fF + gB
e g
He)=3—Fc—F
onde

E=<fz;fr>~ F=<f::;fy>: G=<fy?fy>1
e=<N:fzz): f=<N1fIy>5 g=<‘N1fW>

é chamado de curvatura média de S em p relativa a N.

Como sabemos, H (p) nao depende da parametrizacao. Para mais detalhes
consultar [doC].

Dado H € R, dizemos que a superficie S tem curvatura média constante
igual a H com relacao a N se, e somente se, H(p) = H,Vp € S.

Dados Q C R? e u : Q — R o gréfico de u é denotado por Graf(u). Sendo
u € C?(Q), Graf(u) é uma superficie regular de R® e temos:

Proposigao 2 Sejam H € R e u € C?(Q). As sequintes afirmagdes sdo
equivalentes:

1) Graf(u) tem curvatura média constante H com relagdo a N, sendo N
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tal que (N,e3) <0, onde e3 = (0,0,1);

3
i) (1 +u2) Uy — 2upUysr + (1 +U2) Uss + 2H (14 |7ul*)? =0
v
)
1+ |vul?

Demonstragao. Seja p € Graf(u). Tomando a parametrizacao
f(z,y) = (z,y,u(z,y)) para Graf(u) decorre que, se g €  é tal que

f(g) = p, entdo

+2H =0

= fz(gq) x fy(Q)
Ne) =~ @ % 4@

satisfaz (N, e3) < 0, de modo que Graf(u) tem curvatura média constante H
em relacao a N se, e somente se,

_eG—2fF+gE

2H = 5C — 72 (2)

Com calculo direto obtemos

F=umu, E=1+ul, G=1+u}

N(my)~—(~ T 1 )
Vitivul  y1+igu /1+|9u
Uyy

u u
e = —— f=-——— =
71+ [vu[z V1+ !vu|2 1+ [vu|2

Substituindo em (2) obtemos

— (1 +u3) uyy + 2usUyticy — (1 + p) Uas
3
(1+|wul)?

2H =

3
2

(1 v ui) Uyy — 2UgUyUzy + (1 +u§) Uge + 2H (1 -+ Ivulz) =0,



o que mostra a equivaléncia entre (z) e (iz) . Com relagdo & equivaléncia entre
(i1) e (ii2) , note que Vu = (uz,uy) = |Vu| = \/uZ + u2. Assim,

+2H =0

div = ; ¥
V1+uZ -f-uz 1+ uZ +uy§

= L + u? +2H =10
,/1+uzz +uyz + ,/1+u5 -+-uyE .
3

- (1 4+ 2) voz — 2uytigtiay + (1 +u2) uyy + 2H (1 + vl +u2)?
(1+u§+u§)%

=0

3
2

& (1+ uj) Uzp — 2UyUzUsy + (1 +u2) Uy + 2H (1 +u2 + ui) =0

2.2 Superficie de Revolugao de cmc

Considere a superficie S obtida pela rotacao de uma curva regular plana em
torno de um eixo do plano que nao encontra a curva. S é chamada superficie
de revolugao.

Proposicao 3 Sejam (t) = (z(t),0, z(t)) , uma curva regular parametriza-
da pelo comprimento de arco e H > 0. Se S é a superficie gerada pela rotag¢do
desta curva em torno do eixo z, entao S tem curvatura média constante H
(para uma orientagdo conveniente de S) se, e somente se,

!

z
2" — 22"+ =+ 2H =0.
T

Demonstragao. Seja S a superficie gerada pela rotagao de v(t) em torno
do eixo z, onde 7(t) é parametrizada pelo comprimento de arco. Tomando
uma parametrizagao para S, f(8,t) = (z(t) cos 8, z(t) sin b, z(t)) , 8 € (0,27),
temos z(t) # 0 pois () nao intercepta o eixo z, e

B ==4{t), F=0 G=1
e=—z(t)2'(t), f=0, g=2(t)z"(t)—2'(t)z"(t).



Escolhemos
N = (Z'(t) cos 8, 2/(t)sin b, —z'(t)) .

Note que |N| = 1, pois como ~(t) é parametrizada pelo comprimento de
arco, (z')? + (2/)? = 1. Logo, S tem curvatura média constante H > 0 com
relacdo a escolha de N acima, se, e somente se,

- leG—-2fF +gFE
T2 EG-F?

_ =g )2 @t)+[Z(t)z" (t) — ' (t) 2" (t)] (z (t))2
o= @)

A
s@t)"t)-Z@)2" @)+ f——(ﬂ +2H =0
x ()
]
Pela proposicao anterior temos que uma superficie de revolucao de cur-
vatura média constante satisfaz o sistema

' (8) 2" (t) — 2 () 2" (t) + ‘; ((:)) +2H =0

(@ @®)*+(Z ()" =1.

Da segunda equacao, temos

2

2’2" +22/2" =0 = 2" = ——

P
Da primeira, temos
! P F. ot
—2 + 2T -2z
o = = 2Hr = —2' + 22"z — 2'2"z.
z

Segue entao

2Hzz = —2% + 2"z (2% + %) =

rx” = 2Hz2' + 2. (3)

Um resultado ( ver Lema 3.15 de [doCD]) que ser4 itil posteriormente é

Lema 4 Seja H uma constante. Entio a integral primeira de (3) é dada por

. a\?
w"’=1—(Hx—;) = tte,



Demonstragao. Da equagio (3) temos

2H3:z + 22
2z =2H2 + 2% = g =2 "
T
Como
__I.r‘xﬂ

zf2+$!2=1 ::)zr rr+2mr .u___o Ezﬂ= ;

Z
segue

/

e (2Hz + 7).
I

Seja f = 2/ + Hz. Logo f'z = —fa/, pois
—f2' = =22’ — Haa'
f=Z4+Hex=> f =2"+Ha

ok
f’=7m(2Hm+z’)+Hz'=¢f'— S
T

flzr=—-Hi'z -2/’ = - f2'.

De f'z = — fz' obtemos
4 4
f L gt = / Zdt —
z

In f(t) = —Inz(t) + Ine =
a
Como f =z + Hz, entao
z’=f—H:z:=;—Hm——~>

2
1—.13’2:(%—}?53) -

’2=1—(Ha:—g-)2.
=

Uma descricao das superficies de revolucao de curvatura média constante,
obtida por Charles Delaunay em 1841 (veja [MR]), é dada por:

8



Teorema 5 (Charles Delaunay) A curva plana descrita por um dos focos
de uma coénica quando esta rola sobre uma rete, sem deslizar, gera uma super-
ficie de revolugdao de curvatura média constante. Além disso, toda superficie
de revolucao com curvatura média constante é obtida desta maneira.

E interessante e importante para 0 que se segue mencionarmos a curva
obtida quando rolamos a hipérbole sobre uma reta sem deslizar. Esta curva
é chamada Nodéide. Quando a giramos em torno da reta sobre a qual a coni-
ca foi deslizada obtemos uma superficie de revolugdo com curvatura média
constante com auto-interseccgao.

2.3 Curva envelope de uma familia de curvas no plano

Uma curva v(t) = (z(¢),y(t)) é dita curva envelope de uma familia de
curvas {v,} onde, para cada t,, é a curva solugdo da equagao
é(z,y,t) = 0, se, para cada t, y(t) € um ponto de 7, e, neste ponto, v e 7,
tém o mesmo vetor tangente.

Como +(t) € v, temos ¢(z(t),y(t),t) = 0 para todo t. Diferenciando em
relacdo a t, obtemos ¢,z’ + ¢,3’ + ¢, = 0. Notemos que (z',y’) é a tangente
da curva v e (¢,, —¢,) é a tangente de ,. Como estes vetores sdo colineares,
(2, ¥) A (9, —9,) = 0, isto &, 9,2’ + &,y = 0, 0 que implica ¢, = 0.

Temos entao que as funcoes z(t) e y(t) satisfazem simultaneamente
o(z,y,t) =0 e &,(z,y,t) =0.

3 Algumas nocoes e resultados de
Equacoes Diferenciais Parciais Elipticas

Uma importante aplicagdo da teoria cldssica das EDP’s elipticas estd no
estudo das superficies de curvatura média constante. Neste trabalho veremos
algumas destas aplicagoes. Para tal serao necessdrios algumas defini¢oes
e resultados, que citaremos sem demonstracdo, como alguns fatos sobre o
operador @, o Método de Perron e o Principio da Tangéncia.

As referéncias bésicas para esta secgdo sdo [GT] e notas de aula do pro-
fessor Jaime Ripoll.

3.1 Fatos sobre o operador Qpg.

I-Principio do méximo para a diferenca.



Sejam u, v € C*(Q) N CO(Q), tais que Qx(u) = 0 = Qx(v). Entdo

sup |u — v| = sup |u — v|
Q a0

II-Estimativa da altura.
Seja u € C?(Q) N C°(Q) tal que Qx(u) = 0. Entdo

sup |u| < sup|u|, se H =0
Q o0

1
sup |u| <suplu|+ =, se H>0
9) a0 H

ITI-Solubilidade em pequenos dominios

Dados z € (2, existe uma vizin.ha.ng§ D, de = em 2 tal que, dada
¢ € C°8D,), existe u € C*(D,)NC°%(D,) solugio de Qy = 0 em D, tal que
ulap, = ¢

IV-Compacidade de familias uniformemente limitadas de solugdes
Seja 2 C C? limitado, {u.} C C?*(Q) solugdo de Qx, = 0 em 2 com
h, — H para n — oo. Suponha

sup |u,| < M.
Q

Entao {u,} tem uma subsequéncia convergindo uniformemente em com-
pactos de Q a u € C%*(2) tal que Qg(u) =0 em Q.

Os itens I, IIL, IV, constituem as condig¢Ges de aplicabilidade do Método
de Perron, que serd explicado a seguir.

3.2 O método de Perron.

Com o objetivo de resolver o problema cldssico de Dirichlet para equacao de
Laplace, Perron desenvolveu uma técnica a qual verificou-se, posteriormente,
ser passivel de aplicacao a equagoes bem mais gerais, vindo a constituir um
método conhecido atualmente como Método de Perron. A idéia fundamen-
tal desse método é trabalhar com subsolugdes e supersolugoes associadas ao
operador Qp e relativas ao dado no bordo ¢.

Uma funcdo s € C%Q) é uma subsolugdo(supersolugdo) se, para todo
dominio D C ©, se u € C?(D) N C° (D) ¢ tal que Qu(u) = 0 em D e
ulaa > slaa (u|sa < slan), entdo u > s|p (u < 8|p).

10



Teorema 6 Suponha que exista uma supersolucio S de Qg tal que
sy = {s € C%Q)| s ¢é subsolugio e s < S} # ¢.

Entao definindo
u(z) := sup s(z),z € 1,
SEs)y
seque que
u€ C*Q) e Qu(u) =0.

Com relagao a solucio u obtida no teorema anterior, nada podemos dizer
acerca do valor da mesma no bordo. Uma maneira usual de garantir que u
assume certo valor prescrito no bordo é através da utilizagdo de barreiras,
considerando-se para isso valores no bordo que sao regulares para o operador,
como explicamos a seguir.

Dizemos que uma funcio ¢ € C°( 89Q) é regular com relagio ao operador
Qy se existem sub e supersolucdes s,, S, € C°( ) tais que
Solon = © = Solan- A regularidade de um dado ¢ € C°( 95) se reduz a uma
condi¢ao de regularidade pontual como veremos na proposi¢ao a seguir.

Proposicdo 7 Seja ¢ € C°( 09). Suponha que para todo p € O existam
sub e supersolugoes s,, S, € C°( (1) tais que

3P|an S ¥ S Sp‘an

sp(9) = #(q) = Sp(g)
para todos g € 0N). EntGo p € regular.

Teorema 8 Seja ¢ € C°(9Q) regular para Qy. Entao existe
u € C?(Q) N C%Q) solugdo de Qi =0 em Q tal que u|aq = .

3.3 Principio da Tangéncia.

O principio da tangéncia relaciona as curvaturas médias de duas superficies
tangentes com a mesma orientacdo. Com o propésito de enuncid-lo precisa-
mente introduzimos a seguir algumas definigoes.

Sejam S; e S, superficies com um ponto de tangéncia p € S; N Ss, isto é
1,51 = T,5;. Ponha 7 := T,5;. Seja N um vetor normal a . Dizemos que
S, estd abaixo de S; em uma vizinhanga de p com relagdo & N se existe uma
vizinhanca U C 7 de p, fungbes u;,us : U — R, tal que

a) u; < up

b) G(wm1) ={g+u(g)N |ge U} C S

c) Glug) = {g+u(q)N [ g€ U} C S,

K



Teorema 9 (Principio da Tangéncia) Sejam S e S, superficies com um
ponto de tangéncia p € S; N Sy. Seja N um vetor normal a T,S,. Suponha
que S, estd abaizo de So em uma vizinhanca de p com relagdo a N. Suponha
que Sy e So tenham curvaturas médias constantes Hy, H, , respectivamente,

calculadas com relacao a N. Entdo Hy < Hs e vale H, = H, se e somente se
S1 e Sy coincidem em uma vizinhanca de p.

4 Resultados de existéncia de graficos de cmc

Nesta seccao nos ocuparemos com resultados de existéncia de superficies
compactas de cmc com bordo em dois planos paralelos de R®. No Teorema
10 obtemos um resultado de existéncia de graficos minimos sobre dominios
multiplamente conexos, a partir de hipéteses relacionando a distdncia entre
os planos e a geometria das curvas. A Proposigao 12 trata da existéncia de
graficos rotacionais com cmc H > 0, determinados por pedagos de superficies
imersas de Delaunay. Nos teoremas 11 e 13 obtemos resultados de existéncia
de gréficos com cmc H > 0 sobre dominios determinados por curvas fechadas
conexas paralelas no plano z = 0 e bordo em planos paralelos cuja distancia
depende da geometria das curvas, da distdncia entre elas e de H.

Teorema 10 Sejam I'y, ..., I'x, I' curvas fechadas no plano z = 0 tal que
cada curva T';, 1 = 1,...,k, estd contida no interior da regiao limitada por
I' e tal que os dominios fechados limitados pelas curvas I'; sdo dois a dois
disjuntos. Suponhamos que cada Ty, ..., Ty satisfaz a condicao do circulo
interior com algum raio 0 < Ry < oo ( isto é, dado qualquer ponto p € T,
existe um circulo de raio Ry passando por p e contido no fecho da regido
limitada por T;,i = 1,...,k), que T satisfaz a condi¢do do circulo exterior
com algum Taio 0 < Ry < oo (isto €, dado qualquer ponto p € I existe
um circulo de raio Rs passando por p e contido no fecho do exterior de T ).
Denote por Q) o dominio multiplamente conexo limitado porT;, i =1,....k e
E.
Seja

d=d(U T, T) = inf{|py — po| | p1 € UL T, p2 € T}
Se h > 0 é tal que

h Ritd
R~ R
entdo exite u € C*(Q) N C°(Q) solucdo de Qo = 0 em Q tal que ulr = 0 e
ulr‘. = h?, = 1,...,k.

cosh yi=1,2, (4)

12



Observacao: Note que R, = oo se e somente se I" é convexo. Neste caso,
a condicao (4) é automaticamente satisfeita para ¢ = 2.

Demonstracao. Segue do método de Perron que a funcdo u definida em
2, para todo p € 2, por

u(p) := sup{s(p)|s é uma subsolugdo de Qp, 0 < s < h}

é de classe C? e satisfaz a equacio Qo = 0 em . Para provar que u satisfaz
as condigoes do bordo u|r = 0 e u|r, = h,i = 1,..., k, construiremos bar-
reiras apropriadas em cada ponto de 92, isto é, dado p € 92, provaremos a
existéncia de sub e supersolucoes v,, w, para Qo = 0 em (2 tais que

0y, fw<h

0 = v,(p) = wp(p)
sepel e
h = vy(p) = wp(p)

sep€ Ul Dado i € {1,...,k} e p € I';, vamos considerar um circulo C,, de
raio R; passando por (p,h) e contido na regido do plano z = h limitada por
I'; + hes. Seja ¢, o centro de C,. Observamos que o pedago J, de catendide

Jp(z) = —Rycosh™ (%) +h

com

|z — cpl h
e e 1 S s
1. R cosh Ry

tem como bordo dois circulos C; , = Cy, e Cz, , onde Cy, pertence ao plano
z = 0. Tomando ¢, como a origem dos eixos coordenados, segue de

h
R; < |z — ¢p| £ Ry cosh —
Ry
que o dominio de J, é um anel de raios R, e R; cosh(h/R;). Segue de (4) que
Ry cosh(h/R;) < Ry + d e isto implica que Cy, pertence a regiao limitada
por I
Definimos uma subsolugdo v, para o operador Qo em 2 fazendo, quando
p € I'; (para algum 1)

() = J»(q), se g pertence a regido entre I'; e Cy
U\ = 0, se g pertence a regido entre Cyp, e I', g € Q.
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Claramente, 0 < v, < h e v,(p) = h. Se p € T, entdo simplesmente definimos
v, = 0.

Para p € T', definimos uma supersolugdo w, de @y em 2 como segue.
Primeiro suponhamos que I' € uma curva convexa, isto é, Ry = oco. Seja
entao ¥ uma curva convexa contida no plano z = h cuja projecao ortogonal
em z = 0 estd contida em €2 e limita uma regido que contém U;I";. Existe
uma reta ¢, passando por p que divide o plano z = 0 em dois semi-planos
fechados, um deles contendo §2. Seja F, o plano contendo £, e intersectando o
plano z = h em uma reta L, tal que uma das componentes conexas fechadas
de {z = h}\L, contém X. O plano P, é o gréfico de uma funcao linear u,
definida em todo o plano z = 0. Denote também por u, sua restricdo ao
dominio Q. Defina w, = min{u,, h}. Entdo w, é supersolu¢do de Qo em Q
satisfazendo 0 < w, < h, wy(p) = 0.

Se Ry < oo, vamos considerar um circulo D, de raio R, por p e contido
no fecho do exterior de I'. Seja d,, o centro de D,. O pedago K, do catenéide

K,(z) = Rocosh™ (M) ,

com 1 < |z — dp| < cosh(h/R;), tem como bordo dois circulos D, , = D, e
D5 5, onde D, € um circulo no plano z = h. Como mostrado acima para J,,
segue de (4) que Ds,, fica no exterior de I';+hez. Definimos uma supersolugéo
w, em € fazendo

o K,(q), se g estd contido em Dj
P\ )=\ hose g nao estd contido em Dj ,,q € (2,

onde Dj, denota a projegao ortogonal de Dy, no plano z = 0. Claramente,
é uma supersolucao satisfazendo 0 < w, < h, w,(p) = 0. Se p € T';, definimos
wp, = h. Temos entao construido sub e supersolugdes como afirmado acima,
concluindo a prova do teorema. ®

Teorema 11 Seja H > 0 dado. Seja o uma curva conveza fechada C?, no
plano z = 0 e suponhamos que

H<k<2H (5)

onde k denota a curvatura de a. Seja kyy = maxk. Dado qualquer A € R
satisfazendo
0<,\<i(1— @) (6)
ks 2H
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denote por 3 a curva interior paralela a o cuja distdncia a a € ), isto é,

B={p+n(p)|pe€al,

onde n(p) é o vetor normal unitdrio interior a o em p. Se

= (3-2) "

entdo eziste uma solugdo u € C*(Q)NCY() de Q= 0 em Q tal que uly =0
e ulg = h, onde Q é o anel planar com bordo a U 3.

Demonstragao. Dado p € a, seja S, a esfera de raio 1/H centrada em
p+(1/H)n(p), e seja T, = S,N{z = h}. Note que C,, := S,N{z =0} = 8D,
é um circulo de raio 1/H tangente a o em p e segue de (5) que C, contém
Q. Afirmamos que 3+ hes, onde e3 = (0,0, 1), é a curva envelope interior da
familia de curvas Tp, p € @, no plano z = h. De fato: Seja « : [0,a] — R?
uma parametrizacao de o por comprimento de arco. Observe entao que Ty ()
é dado por ¢(¢,t) =0, ¢ = (z,y, h), onde

()| -

8(a.t) = g - (a(t) + =

H?
e portanto a curva envelope v(t) da familia T, é dada pelas equagdes
¢’(Q=t) =0, gﬁ’t(‘?: t) =0.

Segue da 1* inequagao de (5) que a curva

i ol <& %n(t)

é regular. De fato:
1

c(t) = a/(t) + —I_}n'(t).
Assim 1
¢(t) = &/ (8) + = (—k(t)o! (¢)) =
, k(t)
t —_——
&(6)(1 -
Mas o/(t) # 0 e k(t) > H; logo k(t)/H # 1 o que implica 1 — k(t)/H # 0.
Isto mostra que c é regular. Como ¢/(t) tem a mesma dire¢ao de a'(t), segue
que n(t) é ortogonal a ¢(t) e entdo podemos escrever

v(t) = a(t) +ut)c'(t) + v(t)n(t) + hes,
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para certas funcoes escalares u(t), v(¢t). Portanto temos
k@)Y
v(t) =at) +ut) (1-— - )@ (t) + v(t)n(t) + hes.
De ¢, = 0, obtemos

0=-2<q—(aft)+ %n(t)),a’(t) + l'n,"(t) >

H
1 ! 1 !
=< (t) — (alt) + En(t))a o'(t) + 7" (t) >
—< a(t)+u(¢)(1-%k(z))a*’(t)+v(t)n(f)+heg—a(t)—%n(t), a’(t)+%n’(t) >

—<ult){1— %k(t))a’(t) +o(t)n(t) — %n(t) + hes, o/ (£)(1 ?}k(t)) >

—< d(),(t) > u(t)(1 - %k(:))% < a(t),n'(t) > v(E)(1 - %k(t))

— < d{t)n'(t) > %(1 = %k(t))—f- & 85, 6 ) el = %k(t)).

Como

<ad'(t),d(t) >=1, <d(t),n(t) >=0, <'(t),es >=0,

segue que

0 = u(t)(1 - E(Hf_))ﬂ.

Como 1 — k(t)/H # 0 temos que u(t) = 0, para todo t € [0, a]. Entéo
() = e(t) + v(t)n(t) + hes.

De ¢ = 0, obtemos

alt) + v(O)n(e) + hes — o) — %n(t) ==
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2

&
_H2=>

n(t) (U(t) - Ii?) + hes

< n(t),n(t) > (v(t) — 1)°4+2 < n(t),es > b (v(t) — 1) + < e3,€5 > h* = 74 =

|
'ut)-——) +h2=ﬁ=:>

(o-3) o=
|

H(v(t))* —2v(t) + i’ H =0 =

24 /4 — 4H?h? —

uje)= 2H

1 1
) == +4/— —h2
vt) =g =g 0
Observe que existem duas curvas envelope para a familia 7,(t), sendo uma
delas ( + hes, como veremos a seguir.
De (5) e (7). temos que

g . 3 V2 (2 1 V2 1 2\ (1 . +°2
"‘<ﬁ(1‘?)(§‘§+ﬁ)=(ﬁ‘§§)(ﬁ*iﬁ)

De (7) segue também que:

2
h= ,\(é-—,\):fh?:E—)\?:H\:
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Como k > H, segue de (6)

1 kar 1 H 1 V2 1
Gz | fmaf Y e R 2wl o Ve far | e il | 2,
<kM( 2H) <H(1 ZH) )‘<H(1 2)<H
Logo

A=— —4[=5 —h2 (8)

Se 3 é uma curva parametrizada por um parametro qualquer, sua curvatu-
ra kg é dada por kg(t) = |8"(t) AB'(t)] / |8 @) (ver [doC]). Determinemos
entdo kg para a curva [ em questdo:

B(t) = a(t) + An(t) =

B(t) = (t) + An'(t) =
B'(t) = o/ ()(1 — Mk(t) =

18'®)> =< B'(2), () >2= (1 — k(2))*.
De

B'(t) = " (t)(1 — Ak(t)) — MK/ (¢)(t)
vem
1B7(t) A B'(#)] = (" (£)(1 — Ak(2)) — MK'(£)e/ () A & (£)(1 — Ak(t))| =
= [(1 — Xk())%a” (t) A &/ (t) — AK'(1 — Mk(2)) (t) A ()] =

= [(1 = Ak(2))2k(t)n'(t) A o (8)| = |k(£)(1 — Ak(2))?] |b] = k()(1 — Xk(2))>.
Segue que -
ks(t) = T @
e assim, da condicao (5), temos
min k - H
(1—Amink) — 1-\H'

Iﬂjﬂng

Segue de (8)

H 1

1= (k- -n)H [-w
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Observando que T, ;) € um circulo de curvatura
1

T
I )
Vm—h

podemos concluir que v = (3 + hez é a curva envelope interior para a familia
T,, isto é, todo circulo da familia contém ~y. Segue que dado qualquer p €
a U 3, existe uma meia esfera S, de cme H, que é gréfico de uma funcéo u,
definida em um disco contendo 2 tal que u,(p) = 0, se p € a e u,(p) = h,
se p € B. A restricdo de u, a 2 fornece uma barreira superior em p para
qualquer solugdo de Qy =0 em  tal que s|, =0 e s|g = h.

Vamos agora construir barreiras inferiores em cada ponto de 2. Observe
que de (5) e (6) temos

k
max kﬁ = M < kM

1 — Mk
1_i 1_1lk_M ks
kas 2H

Como num cilindro uma das curvaturas principais é zero, temos que o cilindro
B x R sobre 3 tem curvatura média estritamente menor que H. Seja (z,y,0)
um ponto do interior da regiao limitada por 8. Dado a > h, vamos considerar
o pedaco de cone K, dado por

< 2H.

h—a'

Note que o bordo 0K, consiste em duas curvas, uma delas sendo 3 + hes; e
a outra, digamos 3,, no plano z = 0. Como K, aproxima o cilindro sobre 3
com 0 < z < h quando a — +00, segue que a curvatura de K, é menor que
H para a escolhido suficientemente grande. Além disso, também escolhendo
a grande o suficiente, a curva (3, estd no dominio limitado por a. Nés entao
definimos uma subsolucdo de Qy = 0 em £ como uma funcio v € C°(Q)
cujo gréfico é K, U P, onde P, é o anel em z = 0 limitado pelas curvas a e
B,. Entao v|, = 0 e v|g = h. Pelo método de Perron, dado p € €2, sabemos
que

Ko= {t(m,y,a)+(1—t)(Q+(0,0,h) |t e [—h—~ 0] ,qeﬁ}.

u(p) :=sup{s(p); sla < 0 e s|g < h, s & subsolu¢do de Qy = 0 em Q}

pertence a C%() e é uma solugio de Qg = 0 em . As barreiras construidas
acima permitem-nos concluir que u € C*(Q) N C°Q) e ul, =0, ulzg = h
concluindo a prova do teorema. m

Para o Teorema 13, precisamos usar certas superficies de revolugao de
cmc, os nodédides, como barreira. Na proposigao que se segue obtemos uma
descricao destas.
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Proposicao 12 Sejam r > 0 e H > 0 dados. Entao, dado

1
r<R<r+—,

=0 77
existe uma superficie rotacional com ¢cmc H dada como o grifico de uma
fungdo u definida em um anel do plano z = 0 cujo bordo consiste de dois
circulos concéntricos ¢, e Cr de raiosr e R e tal que u|.. =0 e ulc, = h(R),

onde " 2
T
h(R) = / . 5 )
(7‘(1 +7H) — H.’L‘2) —4
se
r(1+rH)
e S — g
e
‘/ru_-;r}?_l
dz
h(R) = f / r!l-l-rH 2 (10)
' \/(u—um = G ) 1
se
r(l1+rH) 1
< < —.
g =ESrtg

Demonstragao. Conforme o Teorema de Delaunay existe um nodéide
N, no plano z — z, gerando, por rotacdo em torno do eixo z, uma super-
ficie de cmc H com auto-intersecgdes, cuja distancia ao eixo de rotagéo é
r. Podemos assumir que o ponto A = (r,0) pertence a N,. Se N, é dado
parametricamente pelas equagoes z = z(t) e z = z(t), entao essas fungoes
satisfazem o sistema de equagoes diferenciais ordindrias.

dz\* a\?
auckh TR T ( B _)
( dt ) T
dz\? 5 dz\" _ 1
dt )
onde a € uma constante. Observe que r ¢ um valor minimo de z. Se X
denota um valor méximo de z entao segue que dado qualquer r < R < X,

existe um nodéide de cme H tendo como bordo um circulo ¢, de raio r no
plano z = 0 e um circulo de raio R em um plano de alguma altura h com

(11)
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respeito a z = 0. Vamos provar que X =r+ 1/H e que h é dado por (9) ou
(10). De (11) temos que o’ = 0 <>

0—1—(Hm—“)2—1—(H2m2—2aH+“—2)
- z’ z?

2 2 2,4 g __ o8
B 9 o a® z*— H*z*+2aHz"—a
=1~ H¢*s +20H—§— 3:2

0=+H?z* - (1+2aH)z* + a® =

2 1t 2aH + /(1 + 2aH)? — 4a2H?
N 2H?

_1+42aH++/T+4aH 2+4aH +2v/1+4aH
B 2H?2 B 4H?
1+2y/1+4aH + (1+4aH) (1x+/1+4aH)?

a IV = Vg =

(1+ 1+ 4aH)
== 3
2H
sendoz=z,=r ou T =19 = X, onde

(1 —+/1+4aH) (1++1+4aH)
ry=- SH €Ty =+ SH .

Portanto X — 7 =z —z; = 1/H. Quando z = z(z), temos de (11):

EodGd & d o\&) T IaN
7 (%)

dx d_-"" :
de dedz dz g (d:z:) ° \dt
= = == = =t

() @Y
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(%) - ) - @

Seja 1 = z(t;) o primeiro valor maior que r tal que 2/(¢;) = 0, para
algum ¢;. Determinaremos explicitamente z; em termos de r e H. De (12)

temos
dx T ?
EEZ:‘:\/(&—HQF) —L

0 que implica que

32:4_____;1__;__
(=) -
para r < z < x;, vale
dz 1

= =+ , (13)

eparaz; <z < X, vale

dz _ 1 _ (14)

de = 2 1
a—Hz2)

Como Z/'(r) = oo, temos

2
r T
(a-H7’2> FI_O:a—H'r?"il
Entao
r=a— Hrl = a=7r(1+Hr)
ou

r=—a+ Hr* = a=r(—1+ Hr).



No caso dos nodéides, sabemos, além disso, que z'(z;) = oo onde 2; = z(z;).
Portanto, de (11), vem que a — Hz? = 0 => a = Hz? > Hr? e isto implica
que a =7(1+rH). Dea= Hz} e a=r(1+rH), segue que

r(l1+rH)
—F

I = (15)

De (13), (14), (15) segue (9) e (10) como queriamos demonstrar. m

Teorema 13 Seja H > 0 dado. Seja a uma curva convezxa limitada C* no

plano z = 0 tal que

LB ST

kmin Urnax - 4H
onde k é a curvatura de o« e tome

e o
_kmax
Dado
;o
onde
o r(2+rH) 1
Rm--mm{ T,r—km}

ed=R-—r, seja B C {z =0} a curva paralela exterior a a cuja disténcia a
a éd, isto é,

={p+dn(p) | p € a},

sendo n(p) o vetor normal unitdrio exterior a o em p. Tomando

R d:\:
h(R) = [ 2 (16)
r T _ 1
\/(T(l +rH) — Ha:z)
se
r(l14+rH)
P S B
rie < i
e
B d d
h(R) = f z / = (17)
' \/('.l"(l-:-ﬂ;_)—hfr2 —4 \/ r(l+'rH) Hz:2 1
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se
r(1+rH)
H

e denotando por Q C {z = 0} o anel limitado por a e f3, eviste uma solugdo
u € C*(Q)NCN) de Qu =0 em Q tal que ul, =0 e u|g = h(R).

S R< Rp,

Demonstragao. Dado qualquer ponto p € «, podemos considerar um
circulo ¢, de raio r passando por p e contido no fecho do dominio limitado
por a. Como

1
T—|—?{->0
e
LAV e 2, 1 _PH+2H+1 PH 4 H _r+rH)
i H — H HQ— H?- H2 == H
segue que
r+—1-> r(2+rH)
H H

Entéo, pela Proposi¢do 12, existe uma superficie de Delaunay D,, gréfico de
uma fungao u, definida em um dominio anelar no plano 2 = 0, tendo como
bordo o circulo ¢, € um circulo C, de raio R no plano z = h(R).

Afirmacédo: dado p € a, se O é o centro do circulo ¢,, entao o circulo
C de raio R, = r + 1/H e centro O contém (3. Para provar a afirmacio

consideremos y

:E)

Ty = ede (0

kmin
Seja q; € 3 tal que _
0¢:| = max{|Oq|; ¢ € B}.

A mostrar: |Oq| < r+ 1/H. Seja g2 o ponto de intersecdao de S com a reta
que passa por q; e O e que estd a uma distancia d + r de O. Entao

|q1g2] < didmetro (8) =: D.
Observemos primeiro que
D < 2(?‘4\4 + d).

Por célculo anterior, sabemos que, dadas duas curvas a e 3, paralelas, sendo
« interior & 3. a relacdo entre suas curvaturas é dada pela equacao

ks

T
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Segue entao que

2 _ minkg ? : —
min kg = T — dminks = min k(1 — d min k) = min kg =
min k, = min kg + d min kg min k, =

min kg = T N
T 1+ dmink,

1 1
= d= d.

minks  mnke T M
Além disso,

|Oq1| +7+d < |q1g2| < D,

de modo que
[Oq| < 2rypy—2d —r+d=2ry —2r+r+d.

Como 1

9 bl

2d=2rp—2r <

vem

0a < s brt s =T+
o que demonstra a afirmagao. Como o dominio anelar onde u, estd definida
contém (2, segue que qualquer subsolugao s de Qy = 0 em (2 tal que s[, <0
e s|g < h(R) satisfaz

sup s < Up|q, (18)
e assim estd bem definida a funcao u em 2 dada, em g € R, por

u(q) = sup{s(g) | s € uma subsolugdo de Qg =0em Q, s|lo < O e s|z < h(R)}.

Portanto, pela técnica de Perron, u € C%(2) e Qg (u) = 0. Também segue de
(18) que dado p € 99,

gl_lg u(q) < up(p)

e temos
alg) = Oseqgea
P MR seqep,
e assim, a fim de concluir que u satisfaz as condi¢bes desejadas em Of2, é
suficiente construir, em cada ponto p € 92, uma barreira inferior em p. Esta

barreira serd um grafico minimo, que serd obtido como uma aplicagao do
Teorema 10. Para garantir a existéncia de w € C?(Q) N C°(f2), solugdo de
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Qo = 0 em Q com w|, = 0 e w|g = h(R), precisamos verificar a condicio (4),
ou seja,
r+d

=

Neste presente caso, d = R — r, e temos que provar que

cosh

h(B)|

|h(R)| < rcosh™ ? (19)

O lado direito de (19) descreve uma catendria na varidvel R, a qual gera um
catenéide. Portanto, considerando uma parametrizacao por comprimento de
arco Jo(t) = (zo(%), y0(t)) da catendria tal que z4(0) = r e z((0) = 0, e tam-
bém uma parametrizacio por comprimento de arco Jy(t) = (zu(t), yu(t)) de
uma curva geradora de uma superficie rotacional de cmc H tal que 2y (0) = r
e z’4(0) = 0, e usando a interpretacao de h(R) em termos de curvas geradoras
de superficies de Delaunay dada na Proposicao 12, é suficiente, para verificar
(19), provarmos que

2y (t) < zp(t) (20)
para todo t > 0 tal que
z(t) < Rom. (21)
Como
- 1 /r(2+rH)
Rm—m?.n{r%«zH, S },

basta demonstrar que (20) vale para z(t) < \/r(2+rH)/H; pois se
R, =1+ 1/2H entao

1 r(2+rH)

Ml W it il i

‘rag s g

e isto implica que (20) vale para z(t) <1+ 1/2H.
Vamos mostrar que de (21) segue

Lk > H;r:—-———r(l-i—?H)l.
L T
De fato,

r(2+rH) s _ 2r+r’H
A el Wi 4 g N S

- I =5 B° & T
2 2H
Hz? <2r+7*H = Hz < —T—'%
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2
Hipa L PEEE . g VOEEH) T
T £ T T

Podemos verificar, substituindo os valores paraz =rez = /r(2+rH)/H,
que vale Hz — r(1 — rH)/z > —r/z. Portanto, temos que

B r(l-{-’r’H)l-

8|

Z‘Hm
Segue que

5 2
r > leﬁr(l—i—rH)‘ - (3) 5 (Hm_r(1+rH))

z
2 2
@1_(1) Sl_(Hx_f(_l_i-_THl) :
x %
como a =7(1+rH), vem

1- (2) <1~ (Hz-2) " = (h(0))* < (@(0)? = ghlt) < (),

ja que zg(t),z4(t) > 0. m

5 Resultado de nao-existéncia

Teorema 14 Seja H > 0 e Q um dominio C° limitado no plano. Seja 7y o
bordo exterior de Q (a saber: se A é a componente ndo limitada de R? \ ,
entdo v = OA). Entdo ndo existe uma solugiou € C*(Q)NCY(Q) de Qg =0
em 2 tal que u|pa\,) =0 e ul, > 1/2H.

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que tal solugio u exista e seja
G o gréfico de u. Seja G* o refletido de G em relacdo ao plano z = 0 e ponha
M = GUG". Entao M é uma superficie topolégica compacta com bordo que
é regular e com cmc H fora dos pontos que estao no plano z = 0; M esta
contido entre dois planos paralelos 7; e 7, distando um do outro mais do
que 1/H e o bordo de M est4 contido nos planos 7, e 7. Seja F' a regiao do
espaco que tem 7; e 7y como bordo. Podemos entao tomar um cilindro C
de cmc H contido em F. Através de movimentos rigidos do espago, podemos
colocar C distante de M de modo que CNM = 0. Podemos entéo aproximar
C de M, sempre mantendo C contido em F até termos um primeiro contato
entre C' e M. Este primeiro contato necessiriamente tem que ser em um
ponto regular de M, o que, pelo principio de tangéncia, é impossivel. Isto
prova a proposicao. m
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