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RESUMO 

Neste trabalho est.udamos o problema de Dirichlet não linear 

{ 
6u + b(lxl)f(u) = O em B 

u =O em ôB, 

onde B é a bola uni tária de R N, com N ~ 3. O exemplo t ípico corresponde ao caso 

part.icular em que b(lxl) = lxl1 e f( u) = lu l-r-Iu, com l ~ O e T > 1. Nesse caso, provamos 

que o problema possui uma solução clássica, posit iva, radialmente simétrica para 

T < N
1
t 'l_t21 e que não possui solução para r ~ N1J'l_t21 . A solução do problema é obtida 

usando um método variacional, procurando um ponto crít ico de um funcional. Na obtenção 

desse ponto crítico é usado o conhecido Teorema da P assagem pela Montanha devido a: 

Ambrosetti e Rabinowitz. 

AB STR A CT 

vVe study the nonlinear Dirichlet problem 

{ 
6 u + b(l:vl)f(u) = O 

u = O 

on B 

on âB, 

where B is the unit ball of R N, with N ~ 3. The typical example corresponds to the case 

b(lxl) = lxl1 anel f(u) = lu!T-1u, with l ~ O and T > l. In th is case we prove that the 

above problem has a classical positive radially symmetric solution if T < N1J'l_t21 and has 

no solution if T ~ NjJ:_y 1. The solut ion is obtained by a variational method, searching for 

a criticai point of a functional. To this end we use the well known Mountain Pass Theorem 

of Ambrosetti and Rabinowitz. 
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INTRODUÇÃO 

No presenle trabalho vamos estudar o problema de Dirichlet não linear 

(0.1) { 
6:u + b(lxl)f(u) = O 

tt=O 

em B 

em ôB, 

onde B é a bola unitária de R N e sobre b e f imporemos algumas condições . l\llostraremos 

que o problema (0.1) possui uma solução positiva, radialmente simétrica. 

O exemplo típico c01·responde ao caso particular em que b(lxi) = lxl1 e f(u) = lul.,._ 1u, 
com l;:::: O e r> 1. Nesse caso, teremos o problema (0.1) na forma 

(0.2) { 
.6u + J:r i1ltti.,. _Lu =O 

u = O 

em B 

em DB, 

com N ;:::: 2 , l 2: O , r > 1. 

Encontrar uma solução radial de (0.2) , onde r = lxl, é equivalente a resolver o seguinte 

problema de contorno para urna. equação diferencial ordinária: 

(0.3) 
{ 

r 1-N Dr(rN-l Dru) + 7./lul.,._1u = O, 

Dru(O) = O e tt(l) =O. 

para r E (0, 1) 

A equação da forma (0.3) com l = O é conhecida na. astrofísica. desde o início deste 

século como sendo a equação de Lane-Emden. 

Consideremos o modelo de estrela em que a propagação da energia se dá preferen

cialmente por convecção e não por irrad iação . Suponhamos ainda que a estrela está em 

equilíbrio gravitacional e convectivo. Por equilíbrio convectivo se entende que as superfícies 

de nível da densidade e da temperatura se mantêm constantes. Nestas condições sabe-se, 

de [C], que estamos diante de um processo adiabático c politrópico, valendo as seguintes 

equaçoes: 
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(0.4) 

p = ){p'Y 

p =R pT', 
f-L 

onde P é a pressão , p é a densidade, T é a temperatura, A1r é a massa no interior da esfera 

de raio r, f-L é o peso molecular, G é a constante gravitaciona.l, 1, R e f( são especificadas 

em [C]. 

Reduzimos estas duas equações diferenciais ord inárias de primeira ordem a uma equação 

diferencial ordinária de segunda ordem, eliminando J\1r, P c p e W'::tndo T como variável 

dependente: 

P = R ~ T 1 /h-1 l , 
( )

1/{'Y-1) 

fJ /\ (

R)'Y/h-1) ( 1. t /('Y-1) 
p = _ -) rlh-1) 

f-L f( 

DrP = R Dr(pT) = - CM~p 
ll . 7'2 

e da primeira equação de (0.4) obLemos 

1 -l f-L (R 1 )l/b-tl D (1·2 D T) = ----47TG -- r 2T 1/h-l) 
r r I R Jl f( • 

Introduzimos uma nova variável y, definida por T = yTc, onde Te é a temperatura no centro 

da esfera. Deste modo, y ,-ale 1 no centro e y < 1 no restante da esfera. Introduzindo nova 

variável x, dada por: 

x2 = 
1
.z_1 __ !._47rG _ _ y(2-'Y)/(-r-t) -lt (Rl) 1

/h-IJ 
. I R f-LI< c , 

obtemos a equação 

A razão pela qual transformamos a equação do equilíbrio nessa forma é para obtermos 

uma expressão que con tenha somente o parâmetro I· É usual tomar 1 = 1 + (1/n), onde 

n é chamado de índice politrópico. 
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A equação diferencial fundamental que uma esfera gasosa em equilíbrio cOiweclivo deve 

obedecer é 

Esta expressão é chamada Equação de Emden e corresponde à equação (0.2) com u 

radialmente simétrica, I = O e T = n . 

Em 1930 , lv1atukuma, um astrofísico, propôs o seguinte modelo matemático para 

descrever a dinâmica de aglomerados globulares de estrelas: 

(0.5) 

onde x E R 3
, ]J > 1, u representa o potencial gravitacional (portanto u > 0), 

p = -(4r.t 1.6.u = {4r.(l + lxl2
)} -

1
u P representa a densidade e f f f pd:r representa a 

massa total. Já que o aglomerado globular possui simetria radial , estamos in teressados em 

soluções positivas radialmente simét ri cas de (0.5). 

Em 1973, Hcnon pr<-. IJ:, a e<.ju ação (0.3 ) com I =/= O para dcscre\·er a estrutura est.elar 

esférica e estudou sua estabi lidade através de computação numérica. Além disso, o caso 

N ~ 3, I= O e T = (N + 2) /(N - 2) é relevante para o P roblema de Yamabe em Geometria 

Diferencial. Dada uma variedade riemanniana IM com uma métrica g0 , e de curvatura R0 

e dada uma funçào real R definida em M, o Problema de Yamabe consiste em procurar 

uma nova métrica g em M que seja pontualmente conforme a g0 , isto é, da forma g = w g0 

onde w > O é uma função real C00
, t al que, com a nova mét.ri ca, a curvatura escalar seja 

R. Escrevendo w = ,u -tf(N- 2), vale a seguinte relação : 

(0.6) 

onde .6.0 é o laplaciano com respeito a g0 , lo = 4~!;~21 ) , a = ~!; e N é a dimensão da 

variedade riemanniana M . Como caso particular, podemos considerar (M,g) como sendo 

o RN com a métrica usual. Nesse caso .6.0 = .6. é o laplaciano usual , Ro =O e reduzimos a 

equaçao (0.6) à seguinte equação : 

(0.7) 4~ ~21) .6.u+ f(u(N+2)/(N-2) = O. 
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Fazendo u = av, obtemos 

4(N - 1) a~v + Iú)N+2)/(N-2)v(N+2)/(N-2) = O. 
N-2 

Daí vemos c1ue existe a> O tal que ·t(N- t)a = a(N+2)/(N-2) dado })Ora= [ 4 (N-l))(N-2)/'~ 
N - 2 ' N-2 ' 

donde basta estudarmos a. equaçã.o 

~u+ K(x)u(N+2)/(N-2) =O. 

Para resolver o problema (0.2) vamos usar um método variacional, ou seJ a., 

consideraremos um funcional J : E ~ R da forma 

onde E é o completamento das funções radialmente simétricas em C~(B) e 

(F('u) = l11ru ) 
T' + 1 

e procura.remos um ponto crítico de J, isto é, u E E Lal que J'(u) =O. Neste caso, u será 

uma solução fra.ca ou ge1.eralizada para o problema (0.2), isto é, 

la 'Vu.\lvdx =la !xl1!tt lr-l ,uvdx, Vv E E. 

Posteriormente será verificado que a solução fraca de (0.2) é na verdade uma solução 

clássica. 

P ara a obtenção do ponto crít ico de J, o principal ingrediente será o bem conhecido 

Teorema da Passagem pela Montanha, devido a Ambrosetti e Rabinowitz. 

A presente dissertação é dividida em cinco capítulos e um apêndice. No pnme1ro 

capítulo encontraremos definições e resultados básicos dos elementos envolvidos na dis

sertação , como por exemplo, o Teorema de Imersão de Sobolev, o Teorema de Rellich

Kondrachov e as aplicações de Nemytskii, entre outros. No segundo capítulo obtemos 

uma série de resultados referentes a princípios do máximo para operadores diferenciais 

uniformemente elípticos lineares da forma 
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N N 
Lu = - L a'i(x) DijU + Lb;(x) D;tL + c(x)u, 

i,j=l i = l 

onde a1i ai' para i,j = l, ... ,N, x E n c R N (n aberto), com N 2: 2 e existem 

constantes positivas ). e A tai s que 

N 

). I Ç 12~ L a'i(x)Ç;Çi ~A I Ç 12, 
i,j= l 

Dentre os princípios do máximo que consideraremos nes te capítulo está o Princípio do 

Máximo de Hopf que é bastante conhecido no caso c(x) 2: O (ver [P\.Y]) e que será provado 

·~,ambém para o caso c(x) < O. 

No terceiro capítulo será provado que qualquer solução u do problema 

(0.8) 
{ 

-6.u = f(u, r') em B 

tL = O em ôB 

-u 2: 0 , ·u~ O em B, 

é radiamente simétrica, se f e Duf são contínuas e f decrescente em 1·. No quarto capítulo 

estabeleceremos a lguns resultados referentes à não existência de soluções não triviais para 

o problema (0.2). Para isso será provada a Identidade de Pohozaev. No quinto capítulo 

trataremos o problema (0.1) e provaremos que ele possui unJa solução clássica, positiva, 

radialmente simétrica para 

r< 
N + 2 + 21 

N-2 

Para isso usaremos o Teorema da Passagem pela Montanha., ao qual dedicamos o apêndice 

do p resente trabalho. Além desse teorema, usaremos outros resultados para achar a solução 

radial clássica do problema (0.1), como por exemplo, o Lema Radial, o Lema de Compaci

dade e alguns resultados importantes da Teoria da Regularidade Elípt ica. 
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1- PRELIMINARES 

Dado n c R N aberto, definimos C~(!l) como sendo o conjunto das funções c.p E C00(!1), 

cujo suporte é compacto. Podemos escrever !1 = U,~ 1 Kn, onde Kn C intKn+l e Kn é 

compacto para todo n. Dado K c n compacto, temos que 

é um espaço de Fréchet com as semi-normas 

Pn(cp) = sup JDacp{x) J, 
xE K;IoiSn 

onde a = ( a-1, ... , a·N) é uma N-upla de números inteiros não negativos com Jal = L,f!,1 a; 

e 
&lo I 

D" = _&_"_' ô--Ot,- -ô-0-N . 
Xt X2 . .. XN 

Deste modo, obtemos C~(!1) = U;:'; 1D g,, onde D g" C intDg,.+ 1 • Cada D x" é de Fréchet 

c a topologia que D I<,+, induz em DJ(, coincide com a topologia original de DI<n· Vamos 

colocar em C~(!l) a maior topologia localmente convexa que induz sobre os D Kn a topologia 

original. Anotamos por D.(!1) o espaço C~(D.) com esta topologia. Denotamos por D' (!1) 

ao conjunto das distribuições em D., ou seja, T E D ' (!1) se, e só se, T : D(f2) ~ C é 

um funcional linear contínuo. Denotamos, daqui em diante, Diu como sendo a derivada 

parcial da função u em relação à. j-ésima variáYel. Dadas u, v E Lloc(!l), dizemos que v é a 

derivada parcial deu no sentido das distribuições e denotamos por v = Diu se, e somente 

se, 

in u Dic.pdx = -in cpvdx, 

para toda c.p E C:'(D.). Antes de enunciarmos alguns resultados importantes, definimos os 
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seguintes espaços: 

1-fl (f'l) = {u E L2 (f'l)IDiu E L 2 (fl) no sentido das distribuições }. 

O produto interno em H 1 (f'l) é dado por 

N 

< u, v >= Juvdx + J L Diu.Divdx 
fl fl i=l 

que induz a norma 
N 

lluiiJJl(fl) = llullh(n) +L 11 Diu ll i 2(fl)· 
i=J 

Hó(f'l) é o fech o das funções C~( O) em H 1 (0) . 

H - 1 (f'l) = {T E D '(f'l) I T =]o+ L:f=1 Di/i, ]j E L 2 (fl)} . 

Se f'l for limitado, temos que a norma definida acima é equivalente à norma 

em HJ (f'l). Neste caso, temos o seguinte resultado: 

Proposição 1.1. SeJa n c RN abe1'tO limitado. Então a aplicação 

é uma isometria de HJ(f'l) sob1·e H-1(f'l). 

No caso de f'l não ser limitado, a proposição continua valendo se substituirmos -!::::. 

por 1-!::::. e usarmos a norma II·IIHJ(fl)· Outro resultado importante é a proposição abaixo, 

que é um caso particular do Teorema de Imersão de Sobolev. 

Proposição 1.2. SeJa n c RN aberto, com N;::: 3. A inclusão 
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é continua. 

Corolário 1.3. A aplicação adjunta da inclusão acnna 

2N 

[': (L<N-2l(S1))'-+ (H~(fl))' 

é continua, ou SeJa, 

é continua. 

Proposição 1.4. (Teorema de Rellich-Kondrachov). Seja n c RN abe7·to limitado, 

com N ~ 3. Então qualque1· que seja q < 2Nj(N - 2), o espaço HHfl) está compactamente 

irnc1·so em Lq(D.). 

Embora aqui N ~ 3 sempre temos que, para N = 2, o Teorema de Rellich nos diz que 

a imersão de HJ(D.) em L2 (fl) é compacta se n for limitado. 

Nosso próximo objetivo é expor alguns resultados referentes às aplicações de Nemytskii. 

Definição . Seja n c RN aberto, com N ~ 1. Uma funçã.o f : n X R-+ R é dita uma 

função de Carathéodory se: 

(a) para cada sE R fixo, a fun ção x-+ f( x, s) é mensurável à Lebesgue em fl; 

(b) para X E n fixo, a função s -+ f( x, s) é contínua em R. 

SejaM o conjunto de todas as funções mensuráveis u : n -+ R. Deste modo, uma 

função de Carathéoclory f define uma aplicação N1 : M -+ M , dada por 

(N1u)(x) = f(x, u(x)), que é chamada uma aplicação de Nemytskii. Estamos interessados 

em saber quando N1 aplica um certo espaço V' num outro espaço L9 • 

Proposição 1.5. Suponhamos que existam uma constante c> O, uma função 
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b(x) E L9 (D), 1 ~ q ~ oo, e 1" >o tais que IJ(x, s)l ~ clslr + b(x), Vx E n, Vs E R. 

Então : 

(a) N1 aplica L9r(n) sobTe L9 (0); 

(b) N1 é contínua e lún itcula (isto é, aplica conjuntos limitados em conjuntos limitados) . 

No entanto, p recisamos de certas noções ele cliferenciabiliclacle para estas aplicações de 

Nemytskii. Para. isto, vamos utilizar a seguinte definição : 

Definição . Sejam E um espaço de Banach real c J : E~ R um funcional. Dizemos que 

J é Fréchet-diferenciá\'el em u E E se existir uma apl icação l inear contínua L = L(u) : 

E~ R satisfazendo: para qualquer t: >O, existe ó = ó(t:, u) > O tal que 

IJ(u +v)- ]'U- Lv J ~ t: JJ vll 

para todo llvll ~ ó. A aplicação L é usualmente denotada por J' (u) . Se J for Fréchet

diferenciá.vel em todos os pontos, dizemos que J é continuamente Fréchet-diferenciável se 

a aplicação J' :E -t E' for contínua. Notemos que J' (u) E E'. Um ponto u E E é dito 

ponto crítico de J se J'(-u) = O, isto é, f(u)cp =O para todo c.p E E. O valor de J no ponto 

crítico u é chamado valor crítico de J. 

Seja f(x, s) uma função de Carathéodory para a qual existem constantes m > O, 

1 ~ p ~ oo e uma função b(x) E Lpfm(n) tais que Jf(x,s)J ~ cJslm + b(x). Denotando por 

P(x, s ) = los f(x, r )dr, 

obtemos que JP(x,s)J ~ cdsJm+I + c(x), onde c(x) E LP/(m+l)(O) . Então 

Em particular, se p = m + 1 as desigualdades acima tornam-se 

(1.1) lf(x,s)l $ clslp-l + b(x),b(x) E LP' (O), 
1 1 
-+-,=1 e 
p p 

JF(x,s) J $ cdsJP + c(x) , c(x) E L1(0) 
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e temos que N1 : LP(D)- LP' (D.) e NF : U'(D) - L 1 (D.) . 

Proposição 1.6. Suponhamos q1te valem as condições {1 .1) . Então 

w(u) =h F(x , u(x))d;c 

define um juncio11al contímLO W : LP(f2) - R que é continuamente Fréchet-diferenciável e 

vale 

w'fu) .v =h f(x, u)v dx, 'iv E H6(fl). 

Consideremos o problema de Dirichlet 

(1 .2) { 
- 6 ·u = f (x , u ) 

u=O 

em n 
em an, 

onde n é um domínio limitado suave em R N l N ;:::: 2 e an denota sua fronteira. Suponhamos 

que f : n X R - R é uma função de Carathéodory. Entendemos por solução clássica de 

(1.2) como sendo uma função u E C2(0) n C0(r1) que satisfaz a equação em cada ponto 

X E n e que se anula na fronteira. Entendemos por solução generalizada ou fraca de (1.2) 

como sendo uma função deu E HJ(O) que satisfaz (1.2) no sentido fraco, isto é, 

(1.3) lo 'Vtt.\lvdx =lo f (x, u)v, 'iv E C~(n) . 

Vemos que, para (1.3) estar bem definida, a funçâ.o J (x,s ) deve obedecer algumas 

condições de crescimento na variável s para garantir que f( x , u)v seja integrável. Não 

especificaremos quais são , já que uma hipótese mais for te será supost a, quando olharmos 

para solução generalizada formulamos {1.2) como sendo um problema com ponto crítico 

de um funcional. A saber , consideramos 

(1.4) 
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onde F(x , s) =las .f(x, r)clr. 

Para termos <I> : HJ(n) -1 R bem definido exigimos que F(x, u) E L 1(D,) para u E Hó(n). 

Devido ao Teorema de Imersão de Sobolev, Hó(n) está continuamente imerso em LP(D,) 

se 1 :::; p :::; (2N)j(N- 2) se N ~ 3 e 1 :::; p < oo se N = 2. Assim, usando a Proposição 

1.6 exigimos que f satisfaça a condição 

(1.5) lf(x, s )I :::; clslp-J + b(x ), 

onde p sat isfaz as condições de Imersão de Sobolev e b(x) E LP' , ~ + ~ 
novamente, a Proposição 1.6 concluímos que: 

1. Usando, 

Se f satisfaz a condição (1.5) então o funcional <I> definido em (1.4) é continuamente 

Fréchet-diferenciável, isto é, <I> E C 1 (HJ(D,); R), e vale 

(1.6) <I>'(u).v =in \lu. \lvdx - in f( x, u)vdx, Vv E Hci(n). 
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2 - O PRINCÍ P IO D O l'v1ÁXIMO CLÁSSICO 

O propósito deste capítulo é estender os princípios do máximo clássicos para o operador 

de Laplace para operadores diferenciais uniformemente elípticos lineares da forma 

N N 
(2.1) Lu=- I: aii(x)D;1u + L::bi(x)Dtu + c(x)u, 

i ,j= l i=l 

onde aii = aii para i,j = l , ... ,N, x E D C R N, com N ~ 2 e existem constantes positivas 

). e A ta.is que, 
N 

>- I~ 12 :5 :L aii(x)ç;çj ::; A I~ 12 

i,j=l 

V x E n, V Ç E R N. A menos de menção contrári a, supomos que aii, bi, c são funções 

limitadas eu E C2(D) n C0 (D). 

É importante salientar que o princípio do máximo é uma característica das equações 

elípt icas de segunda ordem que as distingue das equações de ordens superiores e dos 

sistemas de equações .Para muitas ap licações é suficiente termos o seguinte princípio do 

má.ximo fraco. 

Teorema 2.1 (Princípio do l\1áximo Fraco) . Seja L um opemdor da form a (2.1) num 

dominio limitado D. Suponhamos que 

(2.2) Lu :5 O (2: O) em D, c = O ern D. 

Então o máximo (mínimo) de u em. n é atingido em 80, isto é, 

(2.3) supu= supu 
n an 

(infu = infu). n an 

É evidente que a conclusão contínua válida se aii, bi E C0 (!1) . Também, se u não for 

contínua em n, a conclusão (2.3) pode ser substituída po1· 

(2.4) supu= limsupu(x) 
n x-+fJíl 

(infu = liminfu(x)). 
n x-+8íl 
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Demonstraçã o . De fato, se Lu < O em n então vale o princípio do máximo forte, isto é, u 

não pode assumi r máximo no interior. Suponhamos xo ponto de máximo deu com xo E n. 
Neste caso temos que Du(x0 ) = O e a matriz Hessiana D2u(x0 ) = [D;ju(xo)] é não positiva. 

Mas, como L é uni formemente elípt ico, a matriz [aii(x0)] é positiva. Conseqüentemente 

N 

Lu(xo) = - L ai3(xo)D;ju(xo) 2: O, 
i,j= l 

conforme obse··vaçào após a demonst ração , contra.cl izenclo Lu < O. Consideremos agora o 

caso geral, ou seja, Lu :S O. Como bi é limi tado para i = 1, ... , N, então , já que a11 2: >., 

existe t: na constante suficientemente grande 1 para a qual 

Portanto , para qualquer .:: > O, L( u + .:: e"YX') < O, donde 

sup (u+ .:: e"~x') = sup (u + .::e"~x 1 ) 
n an 

pelo que vimos acima. Fazendo é tender a zero, vemos que 

supu=supu O 
n an 

Observação 2.2. Vamos demonstrar um resultado elementar de Álgebra Linear utilizado 

na prova do teorema acima. Sejam A= (a;j) e B = (b;j) matrizes simétricas reais NxN 

não negativas. Então 
N 

L a;jbii 2: O. 
i,j=l 
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D emonstração . 

1 2 Caso. A é uma matriz diagonal. Neste caso 

com >.1 =< Ae1, e1 >2: O. Da mesma forma temos bjj = < Bej, ej >2: O. Logo vemos que 

N N 

:L a;jbij = :L Àjbjj 2: O. 
i,j=l j=l 

2 2 Caso (geral) . J1 é uma. matriz simétrica. Neste caso A é diagonizável numa base 

ortonormal, ou seja, existe Q matriz inversível tal que Q" = Q- 1 e A = Q* DQ com D 

diagonal. Como A é niio negativa, todo autovalor é não negativo pois se Av = Àv então 

O::::;< Av,v >=< Àv,v >= ).. < v,v >,donde).. 2: O. Logo A = Q"DQ com 

D = (>.1 O ) 

0 ÀN 

e Àj 2: O para j = 1, .. . , N. Seja (Cij) = C= AB". Então 

N N N 

cii = :L a;kbkj = ~ a ;kbjk, donde Cii = ~ aikbik · 
k=l k=J k=l 

Dai obtemos que 
N N 

tr·(A B~) = :Lcii = ~ aiibij 
i=l i,j=l 

Em nosso caso B = B~. tvfas ü·(AB) = t?·(Q* DQB) = tr·(DQBQ"), p ois tr(RS) = tr(SR) 

para todas as matrizes R, S NxN. Basta verifi car que Q BQ" é não negativa e recaímos no 

12 Caso. Porém,< (QBQ"' )x,x >=< B(Q*x), Q•x >2: O. Além disso, QBQ* é simétrica, 

pois (QBQ*)" = (Q ~)" B"Q" = QBQ*. Logo QBQ* é não negativa. O 

Observação 2 .3. É claro, da demonstração do Teorema 2.1, que ele continua válido sob 

a hipótese fraca de que a matriz de coeficientes [aii] é não negativa e que para algum k o 

quociente lbkiJakk é localmente limi tado. 
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É conveniente introduzir a. segui11te terminologia, sugerida pelo princípio do máximo: 

uma função satisfazendo Lu = O(~ o,~ O) em n é uma solução (subso1ução I 

supersolução de Lu = O em n. Quando L é o laplaciano estes termos correspondem 

respectivamente às funções harmônica, sub-harmônica e super-harmônica. 

Suponhamos, mais geralmente, que c~ O em n. Considerando o subconjunto n+ c n 
em que u > O, vemos que se Lu ~ O em n, então 

N N 
L0 u = - ""' aii D ··u + ""'bi D ·u < -cu< O ~ 1) ~1 - -

i,j=l i=l 

em n+' donde o máximo de u em n+ deve ser atingido em an+ e portanto também em an. 
Assim, escrevendo u+ =ma.x{u, O} , u - = min{u,O} , obtemos 

Corolário 2.4. Seja L um operado1· da fonna (2.1) num domínio limitado n. Sttponhamos 

que, em n, 

(2.5) Lu~ O (2:: 0), c 2:: O. 

Então 

(2.6) 

Se Lu= O em n, então 

(2, 7) sup lul = sup lu!. 
o ao 

Neste corolário, a condição c ~ O não pode ser relaxada para admitir c < O, como é 

evidente da existência de autovalores negativos]( para o problema: -.6-u + J(u =O em n, 
u =o em an. 

Uma aplicação imediata e importante do princípio do máximo fraco é o problema de 

unicidade e dependência contínua de soluções com valores de fronteira. Do Corolário 2.4 

segue automaticamente um resultado de unicidade para o problema de Dirichlet clássico 

para operadores L. 
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Teorema 2.5. Seja L um opemdo1· da fonna (2.1 ) em n, com c 2:. O em. n. Suponhamos 

que u e v são funções enL C2 (D) n C0(D), satisfazendo Lu = Lv em. n, u = v em ôfl. 

Então u =v em. n. 
Embora o princípio elo máximo fraco seja suficiente para a maioria das aplicações , é, 

muitas vezes, necessário termos a forma forte que exclui a existência de máximos in teriores 

não triviais. 

Devemos obter um resultado semelhante para operadores uniformemente elípticos local

mente, fazendo uso do seguinte lema de ponto na fronteira. o domínio n é dito satisfazer 

uma condição esférica interior em Xo E an se existir uma. bola B c n com Xo E ôB. 

Observa ção 2.6. Seu E C1(D.), u 2:. O, Xo E an e u(xo) =o então Dvu(xo) ~o. o lema 

abaixo reforça esta desigualdade se Lu 2:. O. 

Lema 2.7. Suponhamos L um opemdot· da fonna (2.1) , c = O e Lu > O em n. S eja 

Xo E ôçt tal que 

(i) u é contínua em x0 ; 

( ii) u(x0 ) < u(x) Vx E n; 
( iii) ôO. satisfaz unw condição esfé-rica interio1· em x0 . Então a de?"Ívada normal 

exterior de u em x0 , se existi1·, satisfaz a desigualdade eslt·ita 

(2.8) 

S e c 2:. O, as mesmas conclusões valem desde que u(x0 ) ~O. 

Demons tração . Já que D satisfaz uma condição esférica interior em x 0 , existe uma 

bola B = BR(Y) c n com Xo E ôB. Para o < p <R, introduzimos uma função auxiliar v, 

definindo v(x) = e-or
2

- e -oR
2

, onde r= lx- Yl > p e a é uma constante positiva ainda a 

determinar. Cálculos diretos nos dão 
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:S e-••' [ -4a' >.•·' + 2a ~(a'' - b'(x; - y;)) +c]. 

Por hipótese, a11 , bie c são limitados. Portanto, o pode ser escolhido de tal modo que 

Lv s; O em toda. região anu lar A = Bn(Y) - Bp(y). Já. que u - ·u(x0 ) > o em ôBp(y), 

existe ê > O para o qual u - u(x0 ) - ê v 2:: O em ôBp(y) . Esta desigualdade é também 

satisfeita em ôBR(Y) onde v = O. Deste modo, lemos L(u - u(x0 ) - é v) 2:: -cu(x0) 2:: O 

em A cu- u(x0 )- ê v 2:: O em ôA. O princípio do máximo fraco (Corolário 2.4) implica 

que u- u(xo) - ê v 2:: O em todo A. Utilizando a Observação 2.6, obtemos 

Mais geralmente, quer exista ou não a derivada normal exterior, obtemos 

(2.9) ]. . f u(xo) - u(x) 
0 1111111 < 

x-xo lx - xol ' 

onde o ângulo entre o vetor x - x0 c a normal em x0 é menor que 1r /2 - 6 para algum 6 > O 

fixo. 

Embora. a condição esférica possa ser levemente relaxada, não é possível afirmar (2.9) 

sem conveniente suavidade de an em Xo. Por exemplo, seja L = -6. e .n o primeiro 

quadrante em R 2 , então para tt( X) = -xlx2 em n temos u < o em .n, u(O) = o e 

-CJ.u =O, entretanto, 

donde (2.9) é falso. 

lim u(x) = O , 
x-->0 lxl 

O resultado a seguir, devido a Hopf, é bastante conhecido no caso c(x) >O (ver [P\V]) 

e menos conhecido no caso c(x) < O. No capítulo 3, este resultado será utilizado diversas 
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vezes. 

Teorema 2.8 (Princípio do Máximo de Hopf). Sejam n c RN abe1·to, B bola com 

B c n, p E (ôrl) n ôB eu E C2 (S1) n C0 (S1 U{p}). Suponhamos L um opemdo1· da jo1·ma 

{2.1} com Lu ~ O, u ~O, u ~ O e u(p) = O. Então Dvu(p) <O, no sentido de que 

1
. u(p) - u(q) O 
Jm < 

q-p IP - ql 
quando q ~ p ao longo do m1:o . 

D emonstração . Vamos usar o caso c(:r) = O para provar o caso geral. Definimos 

v(x) = e-ax1 u(x), para a > O ainda a determinar. Cálculos elementares nos dão 

+[c(x) + b1(x)a - a11(x)a2]ea-x1v. 

Como a11(x) ~À> O e b1 e c são limitados, temos que c(x) + b1 (x)a - a11(x)a2 ::; O para 

a suficientemente grande. Logo obtemos que 

N N N 

L'(v) =- L a'i(x)DijV + :Lbi(x)Div - 2a :La1i(x)D;v ~O 
i,j= l i=l i=l 

em n. Como v(p) = O, temos pela forma usual do Princípio do Máximo de Hopf Dvv(p) < O. 

Mas, Dvv(p) = (e- ox1 Dvtt)(p) <O, donde Dvtt(p) < O. O 

Teorema 2.9 (Princípio do Máximo Forte). Seja L um operado1· da forma (2.1) , 

c = O e Lu ::; O (~ O) nwn domfnio n (não necessariamente limitado). Então , se u 

atinge seu máximo {mínimo) no interio1· de n, u é uma constante . Se c~ O e c é limitado, 

então u não pode atingi1· um máximo não negativo (mínimo não positivo) no interior de 

n, a menos que seja constante. A conclusão continua válida se L satisfizer (2.1) apenas 

localmente e b1 e c jo1·em localmente limitados. 
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D emon stração . Suponhamos que u é não coustan te e atinge seu máximo !11 ;::,: O no 

interior de D, então o conjunto n- no qual u < M satisfaz n- c D e an- n n =I 0. Seja 

Xo E [2- tal que Xo está mais próximo de f) ÇJ- do que de Ôil, e considere a maior bola 

B c n- com centro em Xo. Então u(y) = !11 para algum ponto y E ôB, enquanto u < M 

em B. O Lema 2.7 implica Du(y) =I O, o que é impossível num máximo interior y.O 

Se c > O em algum ponto, então a constante do teorema é obviamente zero. Teoremas 

de unicidade para outros t ipos de problemas de valores de fronteira são conseqüências do 

Lema 2.7 e do Teorema 2.9. Em part icular, temos o seguinte teorema de unicidade para o 

problema de l'\eumanu clássico. 

Teorema 2.10. Seja u E C2 (0.) n C0 (0.) uma solução de Lu = O mmt domínio limitado 

D, onde L é um opemdor da jo·nna (2.1), c 2::. O, c é limitado e D satisfaz uma condição 

esférica inte1·io1· em cada ponto de an. Se a derivada nonnal está definida em toda j1·onteim 

de n e Dvu = O em ôD, então u é constante em n. Se, também, c > O em algum ponto 

de D, então u ::: O. 

Demonstração . Seu for nã.o constante, poden~ os supor que H ou -u atinge um máximo 

não negativo M num ponto Xo E an e é menor que J\1 em n, pelo Teorema 2.9. Aplicando 

o Lema 2.7, em xo temos que Dvtt(1:o) =I O, contradizendo as nossas hipóteses. O 
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3 - SIMETRI A DA SOLUÇÃO POSIT IVA DO PROBLEMA DE 

DIRICI-ILET 

Este capítulo é dedicado ao estudo das propriedades de simetria da solução do seguinte 

problema 

(3.1) 
{

-nu= f(u) em B 

u = O em ôB 

u >O em B , 

onde B = {x E R N i lxl < 1} e f é uma função sobre a qual imporemos algumas condições 

Enunciamos, a seguir , alguns teoremas que serão demonstrados no decorrer deste 

capítulo. 

T eorema 3.1. Se tL E C2( B) é solução de (3.1), com f E C 1(R; R ) então u é radialmente 

simét1·ica e Dru < O se T > O. 

Teorema 3.2. A 1nesma conclusão do Teo1·ema 3.1 vale se f = f (u, r) com f e Duf 

contínuas e f decrescente em T. Em pa1'licula1·, a equação pode seT -!:lu+ g(u) = p(lxl), 
com p(r) decTescente. 

Teorema 3.3. Seu é solução de 

(3.2) 
{

-nu= f(u,T) em B 

u =O em ôB 

u ~ O, u =/= O em B , 
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com f como no Teo1·ema 3.2 e N > 2 então tt > O em B c, em consequencta, vale a 

conclusão do Teorema 3.1. 

Observação 3.4. Se N = 1 a conclusâ.o do Teorema 3.3 pode nao valer, po1s 

tt(x) = 1 - cos21rx é solução de 

(3.3) 

Entretanto, u(O) = O. 

{

u" +47r2(u -1) = O 

u(-1) = u(l) = O 

u;:::: o, ui= o 

em ( -1, 1) 

em ( - 1, 1) . 

Antes de prosseguirmos faz-se necessário fixar algumas notações que serão usadas 

daqui em diante. 

Notação . Fixamos e E RN com lei= 1. Para O ~ À < 1, sejam 

e seja L:~ a imagem de LA refletida em relação a T>.. . Para x E ôB seja 

v(x) = (v1(x), ... ,vN(x)) o vetor normal exterior unitário no ponto x . Ainda, x>.. denota a 

imagem de x E L >.. reflet ida em relação a 1\. 

Para demonstrar os três teoremas citados acima usaremos os resultados de dois lemas, 

a saber: 

Lema 3.5. Seja f= f(u,x) tal que f e Duf são contínuas e vale uma das duas alterna-

tivas: 

{í ) f(O, x) ;:::: O \fx E B, ou 

(íi)f(O,x)<O \fxEB. 

Se x0 E ôB, com v1 (xo) >O, e> O, B~ = {x E B llx- xol < t:} , u E C2(B~), 
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u ~ O, u =/= O em B~ , tt(x) = O se x E ôB e lx- x0 l < é, - .6.u = f (x, u) em B~ então 

existe 6 > O tal que D 1 u < O em. Bs . 

D em onstr ação . Já que v1 (x0 ) > O, podemos supor , sem perda de generalidade, que 

v1(x ) > O se x E ôB e lx- :r:0 i < t: . Este fato mais a. hipótese de que u ~ O em lx- x0 1 < e. 

implica que D 1tL ~ O Vx E ôB com lx- xo l <e. Se D1u(xo) < O, o resultado segue por 

continuidade. O caso D1u(x0 ) = O é mais delicado. Neste caso, como u =O em B~ n ôB, 

segue que \lu(x0 ) = O. Para completar a demonslntção consideramos os dois casos citados 

no enunciado do lema. 

C aso (i) . J(O ,x) ~O Vx E B. 

Neste caso, aplicando o Teorema do Valor Médio à variávelu temos que 

O ~ f (O, x) = - 6u - f(u(x ) , x) + f(O, x) = -.6.u - D,J(O(x )u(x), x )u(x ), 

onde O< O( x) < 1. Tomando L= - .6. - Duf no Teorema 2.8, obtemos que D1u(x0 ) < O, 

ficando provado o lema. 

C aso (ii). f(O,x) <O Vx E B. 

J á vimos que D1u ~ O em Be n ôB. Basta provar que D11u > O em Bs, se 5 > O é 

suficientemente pequeno. Para isto é suficiente verificar que D11 u(x0 ) > O. Se N ~ 2, para 

k E {2, .. . , N}, tomamos y = ( -llk(xo), O, ... , O, v1(xo), O, .. , 0), onde v1 (x0) está na k-ésima 

coordenada. Daí vemos que y é tangente a ô B em x0 . Logo existe </> : ( - 1, l) -+ ô B de 

classe C 2 tal que </>(0) = :~.: 0 e <1>' (O) = y . J á que D1 u(xo) = O e D1 u ~ O em Be n ôB, vemos 

que D1u(</>(t) ) tem um máximo local em t = o. Em particular, temos que 

(3.4) 
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Por outro lado, como H( <ft( t)) = O, derivando duas ve~es em relação à variável tem t =O, 

obtemos 
N 

L Diiu(xo)<P;(o)qS~(O) + \lu(xo).q/' (O) =O, 
i ,j =l 

OU SCJ a, 

Combinando as estimativas (3.4) e (3.5), vemos que 

isto é, 

para todo k E {2, ... , N}. Logo temos que 

[ 
~ (vi:(x0))2] 67.L(xo) = 1 + ~ ( . ) D11u(xo). 
k=2 Vt Xo 

Como u( x0 ) = O, obtemos que 

donde Dllu(xo) > O. 

Se N = 1, o resu ltado segue lrivialmcnte pots no ponto x = 1,u" (1) =-f( O) > 0.0 

Lema 3.6 Sejam B a bohL unitária de R N e x0 E ôB, com v1(x0 ) > O. Sem perda de 

generalidade, suponhamos que e = (1, O, ... , O). Seja f = f( u, x) uma função tal que 

f, Duf são continuas e f(s, x) ~ f(s, x>'), Vx E L:" ' V).. E [0, 1 ), Vs ~ O. Seja u E C 2(B) 

tal que 

(3.6) 
{ 

-6 u = f ( u, x) em B 

u =O em ôB 

u 2:: O, u =t O em B. 
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Suponhamos que, para wn certo À E [0, 1), vale111 

(3.7) 

(3 .8) u(x) :::; tt(x'') par·a todo x E E.\ · 

(3.9) u(x) 1= u(x'') em E,\ · 

Então 

(3.10) u(x) < tt(x'') pm·a todo x E E,, . 

(3.11) Dl u(x) <o para todo X E T ,, n B. 

Demonstração . Seja v( x) = H(x"). Então vemos que - !J.v = f(v ,x>.) em E >, . Pondo 

w = v- u, temos w 2: O, tu ~O em E,\ e 

- !J.w = -!J.v + .6.tt = f( v , x'')- f(u, x ) 2: f(v,x)- f(u,x) = 

= D,J(( l - O(x))u(x) + O(x)v(x),x)(v- u), 

com O< O(x) < 1, pelo Teorema do Valor :tvfédio aplicado à primeira variável. Daí obtemos 

{ 

-!J.w + c(x )w 2: O em E" 

w 2: O, w 1= O em E" 

tu = O em T>. n B, 

(3 .12) 

onde c(x) = -Duf((l- O(x))u(x) + O(x)v(x),x). Pelo Teorema 2.8, temos que D1w >O 

em T>.. n B. Mas D1w(x) = -Di u(x'') - D1u(x). Logo D1u = -~D1w <O em T>. n B, ou 

seja, vale (3.11). Escrevendo c = c++ c-, onde c+= max{c, O} e c-= min{c,O}. Como 

- !J.w + cw 2: O em E>. obtemos 

(3.12) { 
-6w + c+w 2: O 

w 2: o, w ~o 
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pelo Teorema 2.9, segue que tu> O e E,, . Logo vale (3 .10).0 

Enunciamos, a segui r, um resultado que segue imediatamente do Lema 3.5. 

Corolário 3.7. Seja u E C2(B) soluç{io de 

(3.13) { 
- 6.u = f(x, u) 

tl =o 
em B 

em. ôB, 

com f satisfazendo as mesmas hipóteses do Lema 3 .. 5 sabendo-se que u :f= O e u 2:: O numa 

vizinhança da front eim de B , segue que tt > O numa vizinhança de âB. 

Demonstração . Como a fronteira de B é compacta, ba.sta provar que, para x 0 E ôB qual

quer, existe uma vizinhança de x0 em Bonde u > O. Supondo, sem perda de generalidade, 

que v1 (xo) > O o resultado segue do Lema 3.5. O 

Agora estamos em condições de demonstrar os teoremas enunciados no início deste 

capítulo. 

D emonstração do Teorema 3.2. Como o problema é inva riante por rotações , basta 

provar que, para,.\= O, vale tL(x0
) = u(.t:) c que D1u(x) < O se x 1 >O. Consideremos a 

condição 

(3.14) u(x) < u(:~:·'), D1u(x) < O para. todo x E E,\ 

Pelo Lerna 3.5: a condição (:3.14) vale para. ,.\ suficientemente próximo de 1. Vamos 

dimi-

nuindo ,.\ até at ingir um valor crítico f.l, onde (3.14) deixa de valer ou onde Jl = O. Vamos 

mostrar que JL = O. l'vlais precisamente, seja J.L definido por 

JL = inf {,.\ > O I (3.1tl) vale para~.\ }· 

Suponhamos, por absurdo, que J.L >O. Por continuidade, como (3.14) vale para todo À.> f.l, 

então valem (3.7) e (3.8) para f.l · P ara todo x E (â 2::1-l) \ TJJ, como xJJ E B, temos 

O = u(x) < u(xl-l) . Logo vale também (3.9) e, portanto (3.14), para f.l· Pelo Lema 3.6, valem 

(3.10) e (3.11) para Jl. . Além disso, aplicando o Lema 3.5 nos pontos de TJJ n âB e usando a 
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continuidade de Dtu, temos que exisle E> O La! que D1u <O em L11 -~ . Como f1. é ínfimo, 

existe uma. seqüência (Àj) com O < Àj T fL, existem Xj E L A; tais que u(xj ) ~ u(x~i). 

Também existe uma subseqtiência, ainda denotada por (:2;j) , tal que Xj -. z E Lw Então 

x~; -. z~'. Logo u(z) 2: u(z11
). Como vale (3.14) para L 11 , segue que z E 8 Lw Se z rt TJJ 

então z E 8B e z~' E B. En tão O = u(z ) < u(z'' ), o que nos dá uma contradição . Logo 

z E TJJ e z11 = z. 1\lfas o segmento de reta [xj, x;1
] C B. Pelo Teor~ma do Valor Médio 

existe yj E [xj,X;1
] t al que D 1u(yj) ~ O. Mas, Yi-. z, donde Dttt(z) ~ O , o que nos dá um 

absurdo. Isso mostra que p =O. Portanto u(x ) :::; u(x0
) c D1u(x ) <O para todo x E Lo· 

P or reflexão, temos que u(x) ~ u(x0
) c, portanto, tt é simétrica em relação a T0 . O 

D emonstração do T eorema (3.3). Suponhamos que exista y E B tal que tt(y) = O. 

Pelo Corolário 3. 7, existe a < l tal que qualquer um destes y satisfaz IY I :::; a . Podemos 

então supor que y tem norma maximal. Conw !::,. e f sào invariantes por rotação , podemos 

supor , sem perda de generalidade, que y = ( 8, O, ... , O) com 8 2: O. Então existe t ~ 1/2, 

para o qual nào vale (3. 10) e, portanto, não vale pelo menos uma das condições (3.7), 

(3.8) ou (3.9). Definimos ( por 

( = inf{s E [O, l) J(3.7),(3.8) e (3.9) valem em E1 para todo t E (s , l )} 

Pelo Lema 3.5, lemos que ( < l. Logo ~ :::; ( < 1. Por continuidade valem (3.7) e (3.8) 

em Lç· Se não valesse (3.9) em L<• teríamos tt(x<) = u(x) em L <· Pela figura (3.15), 

vemos que isto nos dá uma contra.cl içào . Logo valem (3.7) , (3.8) e (3.9) em L<· Pelo 

Lema 3.6, vale (3.11) para L(> isto é, Dtu(x) <o para todo X E Tç n B. P elo Lema 3.5, 

temos que Dlu(x) < o para todo X E Tç n 8B. Logo obtemos Dlu < o em Tç n B. Por 

compacidade, existe 7J >O tal que D 1u <O em L<-n . Afi rmamos que existe 1 E (0, 7J) tal 

que V).. E (( - 1, () , Vx E LA vale u(x) :::; u(x'\) . 

De fato, se nã.o existisse tal I', então existiriam seqüências Àn i ( e Xn E LA,. tais que 

u(xn) > u(x~") . Podemos supor, sem perda. de generalidade, que Xn __. z E L <· Como 

tt(z'\) = lim tt(x~") :::; lim u(xn) = u(z), 
n-oo n-oo 
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concluímos que z r;. Lç, pois em L( vale (3.10). Logo z E (âB) u r,. Se z E Tç n B 

então x~" --+ z< = z. Pelo Teorema do Valor Médio existiria Yn no segmento [xn, x~" ] tal 

que D1 u(yn) 2:: O. Mas, para n suficientemente grande, Yn E L(-rp contradizendo o fato de 

que Dlu <o em L(-1)· Logo z r;. Tç n B, donde z E âB e Z J >(.Para X E L( definimos 

w(x) = u(x<)- u(x). Como (3.10) vale em Lç, temos que w >O em Lc· Mas, 

donde w(z) =O. Pelo Teorema 2.8, vemos que D 1w(z) <O. Mas, 

isto é, z< é um ponto de mínimo local de u. Daí obtemos D1 tt(z< ) = O e 

u( z) =O, z E âB, v1(z) >O, u ~ O, donde D1 (z) ~ O. i-.tfas isto nos dá D1w(z) ~ O, o 

que contradiz a conclusão acima.. Logo realmente existe 1 E (0, 1}) tal que 

\:fÀ E (( -1, (), \:fx E E,\ vale u(x) ~ u(x>'). 

Portanto, para todo À E ((- 17, (] valem (3.7),(3.8) e (3.9). Isto contradiz a definição de 

( como ínfimo. F inalmente, concluímos que não existe y E B tal que u(y) = 0.0 

(3.15) 

Observação 3.8 O Teorema 3.1 é válido para f localmente de Lipschitz, como podemos 
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ver em [GNN], pg. 220. No entanto, o exemplo a seguir mostra que é falso se f for apenas 

Holder-contínua. Para p > 2 definimos 

Daí, vemos que 

w: R N ~ R ,w(x ) { ~I - lxl')' se lxl < 1 

se lxl ~ 1. 

11 l\' -1 I I 
-6.w = w + tu = - 2p(p- 2)w1

-
2 P+ 

1' 

+2p(N + 2p- 2)wl- l/p = f(w), 

donde f é uma função Holclcr-contínu<~ com expoente 1 - 2/p. Fixamos x 0 como lxol = 3 

e definimos u(x) = w(:t) + w(x - x0 ) . Então u satisfaz a condição 

(3.16) 
{ 

- 6.u = f(u) em lxl < 5 

u = O em lx I = .5 

tt ~O e tt ~O. 

No entanto, u não é radialmente simét rica e tem zeros no interior. Mesmo w tem zeros no 

interior. 

Observação 3.9. A construção acima mostra que sempre que o problema 

(3.17) 
{ 

- 6.tv = f(w) em B 

w = Dvw = DvvW em fJB 

w ~o, w ~o. 

tiver uma solução , é possível construir uma solução tt ~ O numa bola grande, não radial, 

com zeros no interior. 

Observação 3.10. A conclusão do Teorema 3.2 pode não valer se f não for decrescente 

em r. Isto pode ser visto, como segue: 

Seja w autofunção não radial de 

(3.18) { 
6.w + Àw =O 

w = o 
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Para e. > O, seja u(x) = 1 - lxl2 + éW. Logo, 6u = -2N - e.Àw e, portanto, u satisfaz a 

condição 

(3.19) { 
- .6 u = À ( u + 1·

2 
- 1) + 2N em B 

u =O em oB. 

-2, segue que u > O em B se ê for suficientemente pequeno. No 

entanto, u não tem simetria radial . O Teorema 2.3 na.o pode ser aplicado 

porque f(u, r) = ..X(u + 1·2 - 1) + 2N 11âo é decrescente em r. 
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4 - IDENTIDADE DE POHOZAEV 

Estabeleceremos neste capítulo alguns resultados referentes à não existência de soluções 

não triviais para o problema 

(4.1) { 
.6.u = lx l1lul.,._1u em n 
u =o em an 

onde l 2:: o, r > 1 e sobre a geometria de n imporemos algumas restrições . 

P ara simrlificar, pensaremos primeiro no caso l = O e demonstraremos a Identidade de 

Pohozaev que é bastante útil para responder às questões de existência de solução para o 

problE"na (4.1) . Antes disso, porém, precisamos provar a seguinte 

Proposição 4.1. Seja n c RN abe1'1.o, limitado comfronteim de classe C 1 . Seu E C 2 (D.), 

com u =o em an, então 

(4.2) r [2(x.\7u).6.u + (N - 2)u.6.u]dx = r (Dvu?(x .v)du. lo lan 

Demonstração . Através ele cálculos elementares obtemos a seguinte identidade 

2(\7u.\7v) .6.tt = div[2(\7u.\7v)\7u - l\7ul2 \7v]+ 
N 

+l \7u l2.6.v - 2 L D;uD;ruDjt~. 
i,j=l 

Usando a identidade acima, com v= lxl2 /2, temos que 

Integrando a expressão acima. em n, obtemos 

2in (x.\7u).6.udx =in div[2(x.\7u)\7u - xl\7ul2 ]dx+ 

+(N- 2) in l\7ul2dx . 

Aplicando o Teorema da Divergência, segue que 
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2 r (x .\Ju)tludx = r [2(x .\7u)(t;.\7u) - j\7u j2x .t;]d<T + (N - 2) r j\7u j2dx ln lan ln 
Como u = O em ôO., ternos que \lu = ± JY'ttJ.v em ôn, donde j\7uj2 = (Dvtt)2 em ôD. 

Segue também que (x .\7u)(v.\7u) = j\7ul 2x.v = (Dvu) 2x.v,donde 

Como u = O em ôO., integrando por partes, vemos que 

Finalmente, obtemos 

r [2(x.\7u).6.u + (.N - 2)u6u)dx = r (Dvu) 2 x.vd<T.() ln lan 

Corolário 4 .2. (Ident idade de P ohozaev). Seja n C R N abedo, limitado com fronteim 

de classe C1
• Sejam f : R - R contínua, com f(O) = O eu E C2 (D) uma solução de 

( 4.3) 

Então vale 

{ 
-flu = f(tt) 

tt=Ü 

em n 
em ôO. 

(4.4) 2N r F(u)dx - (N - 2) r uf(u)clx = r (Dvu) 2(x .v)d<T, k k kn 

onde F(t) =f~ f(s)ds. 

Demonstração . Primeiramente, observemos que 

\7(F(u)) = F'(u)\7u = f(u)\7u = -(.6.u)\7u em n. 

Logo, temos que 

r 2(x.\7u)6udx = - r 2x.\7(F(u))dx. ln Jn 
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Integrando por partes, obtemos 

r 2x.\l(F(u))dx = r 2(x .v)F(u)du - r F(u)div(2x)dx . ln l&n Jn 

Como u = O em 8D. e F(O) = O, segue que 

r 2(x.v)F(u)clCí =O. lan 

Logo , vemos que 

in 2x.\l(F(u))dx = - 2N in F(u)dx, 

ou seJa, 

in 2(x.\lu) .6.udx = 2N in F(u)d:t:. 

Finc.:mente, usando a P roposição 4.1 e como f( u) = -.6.u em n, concluímos que 

2N r F(u )dx- (N - 2) r uj(u)dx = r (Dv u)2 (x.v)du.() ln ln l&n 

Como aplicação do Corolário 4.2 vemos o seguinte 

E xemplo 4.3. Seja n c RN aberto estrelado, com fronteira de classe C1
. Seja 

f (tt ) = luiT- 1 u. Se T ~ ~!~ então o problema 

(4.5) 
{ 

-.6.1L = j(tt) 

u =O 

em n 

em an 
não tem nenhuma solução não t ri vial u ~O. 

D emonstração . Como n é estrelado, temos que x.v > O em an. Supondo que exista 

u E C2(n) solução clássica de (4.5), obtemos do Corolário 4.2 e do fato ele n ser estrelado 

que vale 

2N in F(u)dx - (N - 2) in uf(u)dx = j(Dvu)2 (x.v)dCí ~O, 
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Seu é solução na.o trivial de ( 4.5) então 

Logo 
2
N - (N- 2) >O 

r+ 1 - ' 

donde r ::; (N + 2)/(N- 2). Vamos mostrar que o caso r = (N + 2)/(N- 2) não pode 

ocorrer. Se r = (N + 2)/(N- 2) então 

2N 
r+ 1 - (N- 2) = O. 

De (4.4) segue que 

donde Dvu = O em ôfL 

Como estamos procurando soluções nao negativas para ( 4.5), temos que 

-.6.u = lui'T-1tt = lu i'T ;::: O em D. Daí vemos que valem 

{ 

-.6.tt;::: o em n 
u =o em an 
u ;::: o, u 'i= o em n. 

Pelo Teorema 2.8 resulta que Dvu < O em D, o que nos dá uma contradição . Logo, se 

r;::: (N + 2)/(N- 2) então o problema (4.5) não tem solução não trivial u;::: 0.0 

Observação 4.4. O Exemplo 4.3 nos mostra que se r > (N + 2)/(N - 2) então o 

problema (4.5) não possui solução não trivial, mesmo não satisfazendo u;::: O. Também 

vale que se r = (N + 2)/(N- 2) então o problema ( 4.5) não possui solução não trivial. 

De fato, se 1 = (N + 2)/(N- 2) eu é solução de (4.5) vemos, pelo Exemplo 4.3, que vale 

{ 
-.6.u- f'u =o em n 
u = Dvu = O em 80., 

onde f = lul-r-t é limitada. Daí, pelo Teorema de Calderon, segue que u = O em n como 

podemos ver em [M], pg. 252. 
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Vamos considerar agora uma generalização do problema ( 4.5) . Para isto necessitamos 

de uma generalizaçã.o da Identidade de Pohozaev. 

Consideremos o seguinte problema 

(4.6) { 
-.6.u = g(x, u) em n 
u =o em an. 

Nosso objetivo é provar que vale 

(4 .7) r [2x.\7 xG(x, u(x)) + 2NG(x, u(x)) + (N- 2)u.6.u]dx = r (Dvu?(x.v)du, ln lan 

onde 

C(x, t) = fot g(x, s )ds. 

Primeiramente, vemos que 

v[G(x,u(x))] = (Y'xG)(x,u(x)) + DtG(x,u(x))V'u, 

ou seja, 

\7 [c(x, tt(x))] = (\7 xG)(x, u(x)) + g(x, u(x))V'u. 

Em n, temos 

v[G(x,u(x))] = (Y' xG )(x,u(x))- 6u\7u. 

Fazendo o produto interno por x, segue que 

2(x.\7u)6u = 2x.\7 x [ G(x, u(x))] - 2x.\7 [ G(x, u(x))]. 

Integrando em D, temos que 

(4.8) lo 2(x.\7u)6udx =in 2x.vx[G(x,u(x))]dx - lo 2x.v [G(x,u(x))]dx 

e, integrando por partes, vemos que 

in 2x.\7[G(x,u(x))]dx = hn G(x,u(x))(2x.v)dO"- lo G(x,u(x))div(2x)dx. 
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Como u = O eman e G(:t:, O) =O, segue que 

f G(x,u(x))(2x.v)do- =O. 
l an 

Logo , verificamos que 

h 2x.\7[G(x,u(x))]dx = -2N h G(x,u(x))dx. 

Usando a relação (4.8), concluímos que vale 

(4.9) h 2(x.\7u)~udx =h 2x.\7x[G(x,u(x))]dx + 2N h G(x,u(x))dx. 

Juntando as relações (4.9) e (4.2) segue, imediatamente,(4.7) .0 

Exemplo 4.5. Seja B = {x E RNIIxl < 1}. Consideremos o problema 

( 4.10) { 
- 6-u = lxl 1lul-r-Iu em B 

u =O em 8B, com l > O e T > 1. 

Neste caso x.v =R> O e g(x, u) = lxl1lul-r-Iu. Cálculos elementares nos dão 

Daí vemos que 
llx l1-

2 lu 1-r+l 
\7 G(x u(x)) = · x 

X l T + 1 l 

donde 

. " G( ( ·)) - llxlt lul-r+l 
X . Vx X 1 U X - • 

r+l 

Se suposermos que o problema ( 4.1 O) possui solução , pela relação ( 4. 7) e do fato de 

que x.v = R > O em 8D. , concluímos que 
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Se (4.10) possuir solução não trivial então 

Logo, 

donde 

Vamos provar que o caso 

não pode ocorrer. Se 

então 

De (4.7) segue que 

21 2N - - + - - - (N - 2) > O 
r +l r +l - ' 

N + 2 + 21 
r ::; N - 2 · 

N + 2 + 21 
r= 

N-2 

N + 2 + 21 
í = 

N - 2 

2(l + N) 
~7 -+-l--'- - (N- 2) = 0. 

donde D11u ::::: O em éJD. . No entanto, estamos procurando soluções nao negativas para o 

problema ( 4.10), o que nos dá 
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Daí temos que valem 

{ 

-.6u ;:::: O em fJ 

u = O em DB 

tl ;:::: O, 1l =j O em B. 

Pelo Princípio do lVIá.x imo de Hopf (Teorema. 2.8) resulta que Dvu < O em ôB, o que nos 

dá. uma contrad ição . Logo, se 
T > N + 2 + 21 

- N -2 

então o problema (4.10) não possui solução nà.o trivial não negativa. 

Observação 4.6. Pelo mesmo raciocínio feito na Observação 4.4 obtemos que se 

N + 2 + 2l r>----
N -2 

então o problema (4.10) não possui nenhuma. solução nao trivial. 
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5- UM PROBLElVIA DE DIRICHLET NÃO LINEAR 

NA BOLA UNITÁRIA DO R N 

Neste capítu lo consideramos o seguinte problema elíptico ele fronteira 

( 5.1 ) { 
- .6tt = b(1·).{(tt) em B 

u = O em ôB, 

onde T = Jx J, B é a bola unitária R N, b(r) e f( z ) são funções satisfazendo as seguintes 

hipóteses: 

(5.2) b(r·) é uma função Holdcr-contínua. (localmente), não negativa, com b(O) = O 

e b :f= O em B. 

(5.3) b(r·) = O(r1) em 1· = O, para algum l > O. 

(5.4) f é uma função Holder-contínua (localmente), f(z) :2. O,Vz > O,j(z) = o(z) 

em z =O e f( z) / z --7 oo ao z --7 oo. 

(5.5) lf(z)l:::; C( I+ lzi)P, onde ]J < ((N + 2 + 21)/(N - 2)). 

(5.6) Existem constantes O E (0, 1/2) e Nl >O tais que 

F (z) = foz J(t)dt ::=; Ozf(z), 

para z :2. kf. 

Observamos que a condição (5.2) implica (5.3), onde l é o expoente de Holder

continuidade (local) de b. Enunciamos (5.3) explicitamente para enfatizar a dependência 
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do comport amento de f (z) para z grande, em (5.5), em relaçã.o ao comportamento local 

de bem 1· =O. 

Ambrosetti c Rabinowitz em [AR] tratam o problema (5.1) com um termo não linear 

mais geral g(x , u), e um domínio arbi t rário (limi t ado) com fronteira suave. Entretanto, em 

[AR], o crescimento de g em u deve ser menor que luiP, para algum p < (N +2)/(N -2), que 

é justamente a po tência de crescimento que mais nos interessa aqui, conforme ressaltamos 

no capítulo de introdução . De fato , a Observação 4.4 mostra que o problema (5.1) não 

possui solução nã.o trivial no caso em que 

ó = 1 , J(u) = lur-1
1t , r;::: (N + 2)/(N- 2) 

e n. é um domínio estrelado. Portanto, (5.1), em geral, nã.o tem solução quando f(z) 

cresce mais rapidamente que z (N+ 2)/(N- 2) . 

O objet ivo principal deste capítulo é demonstrar o seguinte 

T eorema 5.1. Sob as hipóteses (5.2), {5.3) , (5.4), (5 .5), (5.6), o p1·oblema (5.1) possut 

uma solução clássica JJOsitiva. 

Enfatizamos que o ponto interessante aqui parece ser o expoente de crescimento de f 

no infinito. 

Observação 5.2 Consideremos o caso b = r 1 e f (u) = lul.,._1u com I ;::: O e T > 1. Se 

l =O e T < (N + 2)/(N- 2) vamos provar que (5.1) possui uma. solução clássica positiva 

e, portanto, pelo Teorema 3.1, esta soluçào será radialmente simétrica. No entanto , a 

existência de soluções não radiais com sinal não constante é um problema em aberto, 

como se pode ver em [Na.]. Se l > O e r < (N + 2 + 2l)j(N- 2) não poderemos aplicar 

o Teorema 3.3, pois lxl1 não é decrescente. No entanto, provaremos que o problema 

(5.1) possui uma solução clássica, positiva, radialmente simétrica e ficará em aberto a 

existência de soluções não radiais (mesmo posi t ivas) , como se pode ver em [Na]. Antes 

de prosseguirmos, vamos fazer algumas definições . 
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Definição . (A Condição de Palais-Smale). Sejam E um espaço de Danach real e 

denotemos por C 1 (E; R) o conjunto dos funcionai s que são Fréchet-difcrenciáveis e cujas 

derivadas de Fréchet são contínuas em E. Dado J E C' (E; R), dizemos que J satisfaz 

a condição de Palais-Smale (daqui em diante denotada por (PS)) se qualquer seqüência 

(un) C E para a qual J(un) é limita.da e J'(un)--) O ao n--) co possui uma subseqüência 

convergente. A condição (PS) é importante pois implica que 

Kc = {u E E!J(u) = c e J'(u) =O} , 

isto é, o conjunto dos pontos críticos, tendo o valor crítico c, é compacto para qualquer 

c E R. A demonstração do Teorema. 5.1 u:;a o importante resultado abaixo devido a 

Ambrosetti e Rabinowitz.. 

T eot·ema 5 .3 . (Teorema da P assagem pela Montanha). Sejam E um espaço de 

Banach e J E C1{E; R ) satisfazendo a condição (PS) . Suponhamos que valem: 

(i) J(O)=O e J(e)=O pa-raalgum e #O ,e EE; 

(ú) existem p E (0, llell) e a> O tais que J(·u) ~o:, \lu E SP = {u E Elll·ull = p} . 

Então J tem um valor crítico positivo 

c = inf ma.x J(h(i)) ~a >O, 
hEr IE[O,!J 

onde r= {h E C([O, 1] ; E)jh(O) = O, h{l) =e}. 

A prova do Teorema a.cima. é feita. no Apêndice. 

Outro resultado importante para a prova do Teorema 5.1 é o seguinte: 

Lema 5.4. (Lema Radi al).Denotando po1· B a bola unitá-ria de RN, toda u E HJ(B) 

função radial é contínua em B\ {O} e satisfaz 

(5.7) 
1 IIV'uiiP(B) 

tt(x) < , 
- j(N - 2)wN lx iCN-2

)/
2 

onde w N é a área da supe1jície da bola unilá1-ia de R N . 
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Observação 5.5. Quando dizemos que H é contínua., queremos dizer que na sua classe ele 

equivalência. existe uma. funçã.o contínua, isto é, ex isLe v contínua tal que tL = v q. t.p. 

Demo nstração do Lema Radial. 

1 .!1. Caso. u E C1(B) com u = O em âB. Do Teorema Fundamental do Cálculo temos 

que 

11 1 

u(l) - u(x) = tL (l)dt. 
1,:1 

Assim, usando a desigua ldade de Holder , obtemos 

11 (11 ) 1/2 (11 ) 1/2 lu(x)l :::; lu'(t)!dt:::; lu'(tW.tN-tdt . t1-Ndt . 
13.·1 lxl lxl 

Mas, 

11 t 1-N dt = 1 ( l - ] ) < 1 1 
lxl N - 2 lxiN-2 - N - 2lxiN- 2 

e 

1 1 '2 1 2 = - l\lu dy:::; - 11\lullu(B)' 
WN l x i ~lvl~1 WJV 

onde dy = tN- 1 w(O)dtdO. 

2 .!1. C aso (geral) .u E HJ(B) radial qualquer. Usando a densidade de C~(B) em HJ(B) 

tornamos uma seqüência Un E c~ (B) tal que 'll n --7 tl em HJ (B), tln radial para todo n E N 

Pelo caso j á provado, temos que 

Daí segue que, para todo 8 > O, (un) converge uniformemente em [8, 1] . O limite d essa 

seqüência é u(x ), pois como tln --7 u em HJ (B) e, portanto, em L2(B) , uma subseqüência 

de (un) deve convergir quase sempre a tt. Logo u é contínua em [8, 1] para todo 8 > O. 

Segue que ué contínua em B\ {O}. 
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Novamente, pelo caso anterior 

Vx E B\ {0}. 

P ara tornar a prova. do Teorema 5.1 transparente, provamos primeiro o seguinte caso 

particular e então indicamos as modificações necessárias para obter o Teorema 5.1. 

Teorema 5.6. O problema elíptico de valo1· de /Tonteira 

(5.8) { 
-~u = lx lllul,._lu 

u=O 

em B 

em ôB 

possui uma solu ção clássica positiva se T E ( 1, ( N + 2 + 2/) / ( N - 2)), onde l ~ O. 

Demonstração . Em vez disso, devemos provar que 

{ 
-~u = lxl1lulr em B 

(5.9) 
tL = O em 8B 

possui uma soluç<io não trivial u em B. Então , como - .6u:::: O em B, pelo Teorema 2.9 

temos que u >O em B, donde tL será. também solução de (5.8) . 

Seja E o completamente das funções radialmente simétricas em C~(B) com a norma 

llull~ = fs l\7ul2dx. Então E é justamente o subespaço de H6 (B) formado pelas funções 

radialmente simétricas, isto é, as normas são equivalentes. 

Consideremos J : E --t R dado por 

(5.10) J(u) = ! r 1Vul2dx- r ixl1 F(u)dx, 
2 ls ls 

onde 
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F(u) = lui'Tu 
r+l 

A verificaçã-o das hipóteses do Teorema ela Passagem pela Montanha para J depende do 

seguinte lema de compacidade: 

Lema 5.7.(Lema de Compacidade). Param 2: O, a aplicação u ~----+ jx jm .u de E em 

LT' (B) é compacta, pam p E [1, m), onde 

{ 

2N 
- N-2-2m ' nt= 

oo, 

sem < N-2 
2 

caso conl.rá1·io . 

D em on stração . No caso m = O temos, pela Proposição 1.4, que a inclusão de E em 

LP(B) é compacta para todo p < 1~~2 . Param, > O, usando o Lema 5.4., temos que 

= CP.WJV . i'/ ( 'Vj~ ) · 11Vuii~2(B)> 1 -pl --m-1 

onde C= JU•'~2)wN. Daí obtemos que 

(5.11) 

Isto nos mostra que a aplicação é contínua para todo p E [1, 2N/(N - 2 - 2m)). Agora 

provaremos a compacidade. Primeiro notemos que a Proposição 1.4 implica que E está 

compactamente imerso em V(B) . Então , pela desigualdade de Hõlder para a E (0, 1), 

vemos que 
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(5.12) l,(Jxjm.Jui)Pdx == k lx lmp.J,ulp-a .Ju jadx ::; 

::; (1, Jujdx) a. (fs Jxjmp/(1-a) .Juj(p-a)/(1-a)dx) 1-a. 

Somente precisamos verificar que 

(5.13) JJ* = p- a < 2N onde m: = ( rnp ) / (p - a) 
1- a N- 2-2m·' 1- a 1 - a 

sem < (N- 2)/2 (já quem"' ~ m). É fácil verificar que (5.13) vale se, e somente se, 

(5 .14) p(!V- 2-2m.) < 2N(l - a)+ a(N- 2). 

Assim, para un1 p < 2N J(N- 2-2m) fixo, (5.14) pode ser facilmente conseguido escolhendo 

a suficientemente pequeno. De (5.11) e (5.12) concluímos 

(5.15) 

onde a > O e é pequeno. A aplicação li near u t-t Jxlm .u é uma aplicação compacta de E 

em LP(B) para p E [1,2N/(N- 2-2m,)). De fato, se (u11 ) é urna seqüência em E com 

lluniiE::; 1, então existe uma subseqüência 'Unk --4 u em U(B), pois a im~rsão de E em 

L1 (B) é compacta. Usando a desigualdade (5.15) obtemos 

Como Un~: -4 u em U(B) e JJ -uni!E ::; 1 vemos que l'ttnk - 'UnriU(B) tende a zero 

e ll\7v,nk- \'u,.rllu(B) ::; 2. Logo lxlm11,nk é uma seqüência de Cauchy em LP(B), donde 

converge em LP(B) . ô 

Agora podemos concluir a prova do Teorema 5.6. Primeiro vemos que (5.10) está bem 

definido, já que 

l, lx(lur+ 1 dx = k (lxi1/(,.+Illuif+
1 
dx < oo 

pelo Lema 5.4 e supondo que T < (N + 2 + 21)/(N- 2) . Em seguida, temos que verificar 

que J satisfaz a hipótese do Teorema 5.3. Já que T > 1, T + 1 > 2, por (5.11) temos que 
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(onde m = lj( r + 1 ), p =r + 1 ). Assim, (i i) elo Teorema 5.3 está cumprido , pois usando a 

estimativa (5.11) com p = r+ 1 , obtemos 

J(u) = ~ll\7ulli,2(B) -h lxi1F(u)dx ~ 

~ ~ ll \7ulll:~{B) - Cll\7ull~t(B) ~ la, 
se p = ll\7ullu(B) é suficientemente pequeno, isto é, J(u) ~ ~a, Vu E Sp. A condição (i) 

do Teorema 5.3 é fácil de ser verificada, pois da expressão 

para todo t ~ O e do fato que r > 1 segue que se ·u E E, com u ~ O e tt :f= O 

lim J(ttt) = - oo 
!-oo 

e , portanto, que existe u E E com lltt ll > p c J( u) < O. P ara completar a demonstração 

elo Teorema 5.6, res ta mostrar que J satisfaz a condição (PS). Seja (un) uma seqüência, 

com (J(un)) limitada e J'(ttn) --) O. Já que 

J'(un)--) O impl ica 

para n suficienlcmente grande e IJ(ttn) l :::; C é equivalente a 

D aí concluímos que 

ll\7unlll2 (B):::; 2C + 
7
! 

1
1 k lxl1.iunr .undxl :::; 

2 2 2 
:::; 2C + 

7 
+ 111\?ttnllu(B) + T + 1 ll \7un iiL2(B), 
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isto é, 
2 2 ? 

{1- --
1 

)ll\7uniiL2(B) ~ 2C + --- IIVuniiP(BJ· r+ r+1 

Como 1- (-r! 1) > O, segue que (ttn) é uma seqüência limitada em E. Definimos T: E~ E 

por 

<Tu, v >E= k lxJ1.JuJ7 .vdx, Vv E E. 

Então , < -6Tu, v> L2(B)=< JxJ1.Jul\ v > P(B)l Vv E E e, portanto, Tu= -6 - 1 (JxJ1.Jul""). 
Assim, T pode ser decomposto como segue: 

Pelo Lema 5. 7 T1 é compacto, já que ternos 

2Nr 2N 
--<------,-,. 
N+2 N - 2-~ 

T 

se l/r < (N- 2)/2 (da hipótese r < (N + 2 + 2l)j(N- 2)). T2 é claramente contínua. T3 é 

contínuo como mostra a Proposição 1.5. A continuidade ela imersão T4 é implicada pelo 

Corolário 1.3, e pela Proposição 1.1 vemos que T5 = -6-1 é uma isometria de H-1 em 

HJ = E. Assim, fica provado que T = T5 o 1:1 o T3 o 12 o T1 é uma aplicação compacta ele 

E em E. Além disso, temos que 

O Teorema da Representação de Riesz para um funcional linear contínuo num espaço de 

Hilbert implica que JJl'(ttn)IIE' = Jlun - T(un)JJE. t·das, do fato de (un) ser limitada e 

como J'(u11 ) ~ O ao n ~ oo obtemos ttn - T(un) ~ O em E, donde (un) possui. uma 

subseqüência convergente. Isto demonstra que J satisfaz a condição de Palais-Smale. 

Portanto, o Teorema da P assagem pela Montanha assegura que J tem um valor crítico não 

trivial, donde J possui um ponto crítico não trivial tl E E. Resta provar que u E C2(B) e, 
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portanto será uma solução c l ~\ssica do problema 5.8. Para isso usamos alguns resultados da 

Teoria da Regularidade Elíptica, que podem ser vistos em [LU] e [GT], os quais passamos 

a enunciar. Nos Lrês teoremas que vamos citar supomos que n C R N é um aberto limitado 

satisfazendo a condição do cone exLerior uuiformemente e 

N N 
Lu=- L Di(aij(x)Diu + bi(x)u) + Lci(x)Diu + d(x)u 

i,j=l i= l 

é tal que .3>. > O com 

N 

L aij(x)Çiçj ~ >. IÇI2, Vx E n,vç E RN 
i ,j=l 

e a;j = aji E L00 (D) para i,j = 1, ... , N. 

Teorema 5.8. Além das lâpóteses acima, sttponhamos que as funções 

pam algum q > N. Se a fronteinl. ele n é de classe C(O,t3) e t l E H1 (D) é solução fmca de 

N 

Lu = g+ LDtfi 
i=l 

em f2 , satisfazendo U'11UL COndição de jronteim 

ulan E C(O,f3)(ô0) , isto é, 3cp E c<o,.a)(D) 

tal que u- cp E Hó(O) então 3a E (0, 1) tal que u E C(O,a)(O) . 

T eorema 5.9. Suponhamos que as ftLnçõe s aij, bi são uniformemente lipschitzianas em 

n, 

e a j1·onteim de n de classe C2 . Se u E H 1 ( n) é solução de 

{
Lu= f 
u- cp E Hó(D) 

em n, no sentido fraco 

47 



então tt E H2(D.) e a eq1wção Ltt = f é satisfeita em. quase lodo ponto . 

Teo rema 5 .10. Suponhanws que as funções a;j, b;, c;, d, f E C(/,o-)(f2), onde l E N e 

a E (0, 1 ), <p E c(l+2·"l(D.) e a fronteira de n é de classe C(1+2 ,ol . Se u E H2 (f2) n L00 (D.) 

é solução de 

{
Lu = f 

u- cp E HJ(D.) 

em.n 

então u E C{I+2·"'>(D.) e é solução clássica do problema acima. 

Para completar a demonstração do Teorema 5.6 enunciamos a seguinte proposição , 

onde a função ué o ponto críLico do funcional J obLiclo anteriormente. 

Prop osiçã o 5.11. Sejam B a bola unitá1·ia de R N, I;::: O e 

N + 2 + 21 
l<r< N-2 

Seja u E HJ(B) radial solução fraca de .6.u + 1'1.ur =O, u > O em B. Então u E C 2(B) e 

é uma solução cá.ssica de 

{ 

.Ó.tl + 1'
1
UT = O 

u=O 

em B 

em âB. 

D emonstração Devemos pensar na equação diferencial na forma .6.u + du = O, com 

d = 1./ur-l. Para aplicar o Teorema 5.8 acima, precisamos mostrar que d E L912 (B), para 

algum q > N. Como u E HJ(B) é radial temos, pelo Lema 5.4, que existe uma constante 

c> O tal que u(r) ::; c1·1- NI2. Segue daí que para uma constante positiva, ainda denotada 

por c, temos 1·1ur- l ::; cr/-(-r-t)(N/2- 1). Mas 

N + 2 + 21 
l<r< N - 2 ' 

ou seja, O< r -1 < (4 +21)/(N -2), donde O< (r -1)(~ -1) < 2 + 1. Portanto, obtemos 

que 
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se 

N 
q{l-(r-1 )(

2 
-l)]+N -1 > - l , ou melhor, 

N 
N > q{ (r - 1) ( - - l) - l) 

2 

Como (r- l)C~ - 1)- l < 2 pelo cálculo feito acima, vemos que esta última condição é 

satisfeita para algum q > ~. Tomando q = 2q, temos que q > N e dE Lqf2(B). Segue, pelo 

Teorema 5.8, que :lo E (0, 1) tal que u E C(O,ec)( B), donde d E U'0 (B). Como a fronteira 

de B é de classe c= obtemos do Teorema 5.9 que u E L00(B ). Aplicando o Teorema 5.10 

obtemos que u E C(2,ecl(B) e é uma solução clássica do problema 

{ 
.6.n + 1·

1u' = O em B 

u = O em 8B. O 

Como generalização desta proposição obtemos o resultado propo_ ~o pelo Teorema 5.1, 

como segue: 

D emonstração do Teorema 5.1. Neste caso, temos a equação diferencial da forma 

.6.u + b(r)f(u) = O. O raciocínio é o mesmo feito na demonstração da Proprosição 5.11. 

Consideramos a equação .6.u + d(r)u = O, onde 

eu é radial. Pela hipótese (5.2), vemos que f(u) = o(u) em u =O, donde f(u)fu está bem 

defin ida e se a.uu la em ·u = O. Como b(r) é contínua em [0,1] segue que b(1·) é lim itada. 

Este fato junto com a hipótese (5.3) implica que existe uma constante c > O tal que 

O ~ b(1·) ~ c1·1, para todo r E [O, 1]. Como tt E HJ(B) é radial segue, pelo Lema 5.4, que 

u(r) :::; crl - N/2, para todo T E [0,1]. Daí obtemos que 

para 

b(r)u-r ~ crl-(-r-l)(N/2-1) 

N + 2 + 2/ 
l<r< N-2 . 
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Pela hipótese (5.5) temos que existe uma constante c> O tal que 

para z grande. Daí segue que 

f (z) :::; c(l + z-r-I), 
z 

para todo z E [O, + oo ). Portan to, concluímos que existe uma constante c> O tal que 

O:::; d(1·) :::; c (rl-(-r-l)(N/2- 1) + r 1), 

para todo r E [0,1]. Usando a Proposição 5.11, obtemos qued E L9 (B) para algum q > N 

e, portanto u E C2 (B) é solução clássica do problema (5.1 ). O 

50 

. · 
... • 

. · . , .. ,r . 

.· · . ' ' . ~ 



AP ÊNDICE 

O TEOREMA DA PASSAGEM PELA MONTANHA 

Neste apêndice vamos provar a versão usual do Teorema da Passagem pela Montanha. 

As idéias envolvidas na prova deste teorema são muito simples. Um ingredien te chave nesta 

demonstração é o Teorema da Deformação 

enunciar uma defi nição e um lema, a saber 

Antes de provar este teorema precisamos 

D e finição . Sejam E um espaço de Banach real, U C E aberto e J E C 1 (U; R ). Então 

v E E é dito um vetor pseudo-gradiente para J em u E U se valem: 

(A.l) llvll ~ 2 ll f(tt) ll e 

(A.2) 

Daqui em diante, denotaremos pseudo-gradiente por p.g. Notemos que um vetor p.g. não 

é único e qualquer combinação convexa de vetores p.g. para J em ·u é também um vetor 

p .g. para J em u . 

Sejam J E C1(E; R ) e E= {u E EIJ'(u) =/: 0}. Então V: E ---+ E é dito um campo 

vetorial p.g. em E se V é localmente de Lipschitz e V(x) é um vetor p .g. para J para todo 

X E E. 

Para demonstrar o lema a.baixo usaremos um resultado con l1 ecido dos Espaços Métricos. 

Uma família C = (C.Ã)AEL de subconjuntos de u m espaço topógico X chama-se localmente 

finita quando todo ponto x E X possui uma vizinhança que intersecta apenas um número 

finito de conjuntos C,,. Dadas duas cobert uras C e c' de um espaço topológico X , dizemos 

que C é um refinamento de C ' quando para todo C E C existe algum C' E C' tal que 
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C c C'. Um espaço topológico X chama-se paracompa.cto quando toda cobertura aberta 

de X possui um refinamento que é localmente fin ito. Todo espaço métrico é paracompacto. 

Vamos usar o fato de que E é paracompacto para provar o 

LEMA A. I. Se J E C1 (E; RL existe um campo vetoTial p.g. pam J em E. 

Demonstração . Para cada u E E, podemos achar um vetor w E E t al que llwll = 1 

e J'(u)w > 2/3IIJ'(u)ll . Então z = 3/2IIJ'(u)llw é um vetor p.g. para J em u com 

desigualdades est ri tas em (A.l) e (A.2) . Pela cont inuidade de J' vemos que z é um vetor 

p.g. para todo v E Nu, onde Nu é uma vizinhança aberta de u. Já que {Nulu E E} é 

uma cobertura aberta de E, ela possui urn refinamento localmente finito que denotamos 

por {Mj}· DE=>notemos por Pi(x) a distância de x ao complemento de Mj. En tão Pi(x) 

é de Lipschitz e Pi(x) = O se x fi N!j . Sej a. /3i(x) = Pi(x) [ 'LkPk(x ). O denominador de 

cada /3j é uma soma fin ita, já que cada x E E pertence a um número finito dos conjuntos 

Mk · Cada conjunto !11i está contido em algum Nu) · Seja Zj = 3/2IIJ'(ui )llwi, o vetor p.g. 

para J em N u i const ruído acima e tomemos V(x) = Lj Zj/3j(X ). Já que O ~ /3i (x) ~ 1 e 

Lj /3i(x) = 1, para cada x E E, V(x) é uma combinação convexa de vetores p.g. para J 

em x. Além disso, V é localmente ele Lipschitz . O 

Definimos As = {tt E EIJ(u) ~ s} e I\s = {u E EIJ(u) = s e J'(u) = 0} . Agora 

queremos provar a seguinte versão do Teorema. da. Deformação . 

T eorema A.2. (Teorema da Deformação ). S ej am E um espaço de B anach 1·eal e 

J E C1 (E; R ) satisfazendo (PS). Se c E R , E"> O, e O é uma vizinhança qualqueT de Kc, 

então existem e E (0, E) e 17 E C([O, 1] x E; E) tais que: 

(A.3) 7](0, u) = u pam todo u E E . 
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(A.4) ry(t , ·u) = u para todo t E [0,1 ] se J(u) f:_ [c- l , c+ €] . 

(A.5) ry(t,u)é um homeomotfismo de E em E pam cada tE [0,1]. 

(A.6) llry(t,u)- ull ~ 1 para todo tE [O, 1] eu E E. 

(A.7) J(17(t, n)) ~ J (u) para todo tE [0, l] e u E E. 

(A.8) 

(A.9) 

Demonstração . A função 7J desejada é construída como sendo a solução de um fluxo gra

diente negativo para J modificado convenientemente. Alguns preliminares são necessários 

antes de tomarmos a equação diferencial citada acima. P ela (P S), ](c é compacto. Seja 

Nli = { u E Eld( u, Kc) < 5}, onde d( u, I< c) denota a. distância de u até I< c· Escolhendo 

ó > O suficientemente pequeno, obtemos Nli C O. Notemos também que se ](c = 0 então 

Nli = 0, assim vale (A.9) em vez disso. Exigimos que existam constantes b, [ > O t ais que 

vale 

(A. lO) 

Caso contrário, existem seqüências bn --. O, fn --. O, e Un E Ac+~\(Ac_; U N li/8) tais 

que IIJ'(un)ll < bn. Pela (PS), temos que existe uma subseqüência de Un convergindo a 

u E I<c \Nst8 . Mas, este conjunto é vazio. Portanto , existem as constantes b, [ em (A. lO) . 

Já que (A.lO) continua válido se f for diminuído, podemos supor, além disso, que 
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(A.ll) ~ . (- b5 b
2 1) 

O < é < mm é, 32 , "2, S 

Escolhendo qua.lquer é E (0, €), definimos 

A= {u E EIJ(u) ~ c-€} U {u E EIJ(u) ~ c+€} 

e B- {u E Ele-é~ J(u) ~ c+é} 

Portanto, A n B = 0. Toma 

( ) d(x,A) 
g x = d(x, A)+ d(x, B) 

Então· g = O em A, g = 1 em B, O ~ 9 ~ 1, e 9 é de Lipschitz em E. Similarmente, 

existe uma função de Lipschitz f em E tal que f = 1 em E\Ns;4 , f = O em N8;8 , e 

O< f~ 1. Em seguida, definimos h(s) = l paras E (0, 1] e h(s) = 1/s paras ~ l.Já que 

J E C 1 (E; R), pelo Lema A.l, existe um campo vetorial p.g. V para J em E. Finalmente, 

tomamos TV(x) = - f(x)g(x)h( il i!(x)ll)i!(x)xE, onde XE denota a função característica 

de E. Então , pela maneira como foi construída, vV é localmente de Lipschitz em E com 

O ~ ll l;V(x)ll ~ 1. Agora podemos definir a aplicação de 17. Consideremos o problema de 

Cauchy: 

(A.12) 
dry 
dt = lV(ry) , ry(O, u) = u. 

O teorema de existência e unicidade para equações diferenciais ordinárias implica que, 

para cada u E E, (A.12) tem solução única, definida para t num intervalo maximal 

(t-(u), t+(u)). Afirmamos que t±(u) = ±oo. Para isto, suponhamos que t+(u) < oo. 

Tomamos tn T t+(u). Integrando a expressão (A.12), obtemos 

(A.13) 
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Mas, então 17( tn , u) é uma seqüência de Cauchy c, portanto, converge para algum u 

ao tn ~ t+(u). A solução para (A.l2) com dado iuicia.l u fornece uma continuação de 

ry(t , u) para valores maiores que t+(u), contradizendo a sua maximalidade. Similarmente, 

provamos que t-(u) = -oo. A dependência contínua de soluções de (A.l2) com dado 

inicial u implica que f! E C([O, 1] x E; E) e de (A.l2) segue (A.3). Já que € >f, g(x) =O 

em A, donde (A.4) é satisfeito. A propriedade de semigrupo para soluções de (A.l2) nos 

dá (A.5) . Integrando (A.12), usando o fa to que IIW(·)II s; 1 e (A.3) obtemos (A.6). Para 

verificar (A.7), notemos primeiro que se lV(u) = O, ry(t, u) = O é solução de (A.l2) (pela 

unicidade) , assim (A.7) é trivialmente satisfeito. Se W(tt) #O, então u E E e assim \l(u) 

está definida, bem como \1(7J(i, u)) c de (A.2) segue 

(A.l1) dJ (1J(t, u)) = J'(1l(t, u)) dry = 
dt dt 

= -J'(17(t, u))J(17(t, u))g(ry(t, u))h(!!V(1J(L, u))!I)V(ry(t, u)) s; O, 

donde obtemos (A .7). 

Resta somente verificar (A.S),ou ainda, que 17(l, Ac+~ \Ns) C Ac-c· Seu E Ac-~ então 

J(ry(t , u)) ~ c- é por (A.?). Deste modo, necessitamos somente provar que 

u E Y = Ac+c \(A c-~ UNs) implica que 7J(l, u) E Ac-c · 

Seja u E Y. O raciocínio usa.do para proYar (A.7) mostrou 

(A.l5) 
dJ(7J(l, u)) O _ .:.....:....;.....;__;...:.. < . 

dt -

Já que g = O em Ac-~,a órbi ta ry(t, u) não pode entrar em Ac-~· Portanto, (A.15) implica 

(A.16) J (ry(O, u))- J (7J(l, u)) :::; e + f< 2f 

para todo t 2::. O. Suponhamos que u E Y e 77(t, u) E Z = Ac+c \(Ac- c U Ns;2 ) paras E ·[0, t]. 

Isto, certamente, acontece quando t for suftcientemente pequeno. Então , para tal s, 

ry(s,u) E E (por (A.lü)) e f(7J(s,u)) = 1 = g(17(s,u)). Por (A.l6) temos que 
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2f ~ 1° - J'(77(s, tt))h(IIV(7J(s, u))II)V(7J(s, u))ds = 

= fot h(IIV(7J(s, u))II)J' (7J(s, u))V(77(s, u))ds ~ 

(A..17) ~ b lt h( II V(1J(s,u))II)IIJ'(7J (s, u)) li ds ~ 

b rt 
~ 2 lo h( II V(1J(s, u)) ll) ll\!(17(s, tt)) llds ~ 

b t 
~ 2 ll lo h( II V(rJ(s, u))II)V(7J(s, u))dsll = 

b t b 
= 211 lo lV(7J(s , u))dsll = 2ll77(t, u) - ui!, 

onde usamos, sucessivamente, (A.2), (A.lO) e (A.l). Portanto, por (A.l7) e (A.ll), 

Deste modo, a órbita. 77(t, u) não pode sair de Z entrando em Nst2 • Conseqüentemente, 

o único modo para o qua.l 77(t,u) pode sair de Z é entrando em Ac-~· Afirmamos que 

isto ocorre para algum t E (0, 1 ), ficando, assim, provado (A .S) . Caso contrário, teríamos 

77(t,u) E Z para todo tE (0,1) e como em (A.l7), vemos que 

(A.18) 
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Se, para algum l E (0, 1), valem IIV(1J(t, tt))ll ~ J, h(IIV(7J(t, u))ll) = 1, (A.10) e (A.18) 

implicam 

(A.l9) dJ(ry(t, u)) < - b2 . 

dt -

P or outro lado, se para algum t E (0, 1 ), valem 

11\1(1J(t, u))li < 1 , h(IIV(7J(t, u)) ll ) = II V(17(t, u))ll -1, 

donde (A.l) e (A.l8) nos dão 

(A.20) 
dJ(1J(t, ·tL)) < -~ 
_.:.....;.d....:...t....;._'-'- - 4 . 

Conseqüentemente, para todo t E (0, 1 ), temos 

(A.21) dJ(7J(i, u)) . (b2 1) 
-.:....:....!..-'----'~ < - m 111 - • 

dt - l 4 

Integrando (A.21) e combinando esse resultado com (A.16), segue que 

o que contradiz (A.ll). O 

Uma decorrência imediata do Teorema A.2 é o 

Corolário A.3. Seja E 1Lnt espaço de Banach 1·eal. Suponhamos que J E C 1(E; R ), 

satisfazendo (PS). Para s,c E R , tomemos J{c _ .{u E EIJ(u) = c e J'(u) = O} e 

As {u E E IJ(u) ~ s} . Se c não é 1l1n valoT crítico de J, dado qualque1·e > O, existem 

e. E (0, e) e 77 E C((O, 1] x E; E), tais que: 

(A.22) 17( l ,u) =use J(u) ~ [c - l,c+€), 

(A.23) 
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Finalmente, podemos provar o seguinte: 

Teor ema A.4. (Teorema da Passagem p ela Montanha). Sejam E um espaço de 

Banach real e J E C1 (E, R) satisfazendo (PS). Suponhanws que J(O) = O e que valem 

(A.24) cx1:stem constantes p, a > O tais que J I ~ a, 
8 B p 

(A .25) existe e E E\ BP tal que J (e) ::; O 

Então J possui 11m val01' crítico c ;::: a, camcterizado como 

(A.26) c= inf max J (u), 
gEf uEg([O,l)) 

onde r= {g E C([O,l}; E )lg(O) = O,g(I) =e}. 

Demonstração . A maneira como c foi definido nos mostra que c < oo. Se g E r, 
g([O, I)) n ôBp =J 0. Portanto, por (A.24) segue que 

max J (u) > inf J (w) > a . 
t•Ea(!O,l)) - 'ú·E3Bp -

Conseqüeniement -:!1 c;::: a . Suponhamos que c não seja um valor crítico de J. Então , pelo 

Corolário A.3, com 'E= a/2, vemos que ê E (O, 'E) e TJ é da forma dada pelo Corolário A.3. 

Escolhamos g E T', tal que 

(A.27) max J(u) <c+ ê 
tt€g([O, i)) -

c consideremos h{í) 11(l,g(t)) . Claramente, h E C([O,l]; E). Também, g(O) = O e 

J(O) = O < ~ ::; c- l implicam h(O) = O por (A.22). Similarmente, g(l) = e e J(e) ::; O 

implicam que h(l) = e. Conseqüentemente, h E r e por (A.26) segue que 

(A .28) c< max J(u). 
- uEh([o,l)) 

Mas, por (A.27), g([O, 1)) C Ac+o assim (A.23) nos dá h([O,l)) C Ac-c, isto é, 

(A.29) max J(u) ::; c- ê, 
uEh([O, l ]) 

contradizendo (A.28). Deste modo, c é um valor crítico de ]. ô 
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