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RESUMO 

O objet i,·o deste trabalho é apresentar e descrever algumas técnicas de 

controle que podem ser aplicadas no estudo e simulação das vibrações de estruturas 

flexíveis como pontes submetidas a. excitações de cargas diuãmicas c de excitações 

SISmicas. 

É prosposto um cri tério de otimização para as localizações de sensores e 

atuadores baseados nos conceitos gramanianos de controlabilidade e observabilidade. 

São inYestigados os desenhos de sistemas de controle para minimizar a 

resposta de vibração da ponte sujeita a uma carga dinâmica baseados nos conceitos 

de controle ótimo. 

É considerado o controle da resposta dinâmica da estrutura da ponte 

devido a uma excitação sísmica com o uso de técnicas de cont role ótimo instantâneo. 
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ABSTRACT 

The objetive of this work is to describe some control tcchniques tha.t 

can be employed for the estudy a.nd simulation of vibrations with flexible st ructures 

such as brigdes subject to cxcitations dueto dinamicalloads and seismic excitations. 

An optimal cri terion for the location of the sensors and actuators, based 

on the concepts of controllability and obscrvability gramiaus is proposed. 

T he design of control systems for minimizing the response of the vibra

tion of a brigde subject to a dinamicalload is based on optimal control concepts. 

\li/e consider the control the dynamical response of the brigde structure 

due to a seismic excitation by using instantaneous optimal control techniques. 
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-
INTRODUÇAO 

O controle ativo de estruturas flexíveis submetidas a perturbações ines

peradas é uma área de crescente interesse na engenharia estrutural (1] [6]. l\t1uito 

do trabalho que tem sido feito nessa área tem intenção primeiramente de mostrar 

a efetividade do controle ativo estrutural na supressã.o ele vibrações em estruturas 

flexíveis a fim de assegurar sua segurança e durabilidade. Vários métodos da teoria 

do controle clássico e moderno foram usados para desenhar as ações de controle 

necessárias para estabilizar a resposta estrutural. 

Os objetivos principais que motivaram o desenvolvimento desta dis

sertação são os seguintes: 

1) Considerar um modelo matemático que descreva o mecanismo de 

controle ativo [1} para estruturas flexíveis excitadas por movimentos de cargas. O 

modelo está. baseado na formulação em equações diferenciais parciais da viga de 

Euler-Bernoulli suportada nos extremos. Para estudar a respost.a dinâmica contro

lada: aproximamos o modelo através de variáveis modais [1}. 

2) P ropor uma metodologia para assistir aos projetistas na seleção das 

localizações do atuador e do sensor em um primeiro estágio do processo de desenho, 

com prioridade no desenvolvimento da estratégia de controle. Isto é justificado por 

causa do número de métodos de análise e desenho de sistemas de controle que ne

cessitam do conhecimento do modelo de sistema entrada-saída, como uma matriz de 

transferência, que depende das localizações e do número de sensores e atuadores. É 

assumido que as medidas de controlabilidade e observabilidade podem depender de 

propriedades do sistema e do conjunto atuadores/sensores, mas não pode depender 

de uma escolha particular das condições iniciais das leis de controle (o qual são des

conhecidas neste estágio). 
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Fundarnclltalmente. esta ap roximação é similar áquela usada por [-1] quando uma 

resposta t ransieme é considerada e produz localizações do a.tuador/ sensor baseadas 

em algumas medidas dos gramianos de controlabilidadejobscrvabilidade. 

3) Propor o projeto de um sistema de controle a.ti,·o definido sobre 

os mecanismos de atuadorcs e sensores. Estudar a efet ividade do controle ativo de 

estruturas flexíveis sujeita a cargas móveis por meio da solução da. equação diferencial 

do modo fundamental [1] e aplicar o método da função transferência clássico. 

-1) Mostrar uma formulação adequada de uma lei de controle ót imo de 

laço fechado, como problema regulador [24], para controlar a resposta de vibrações 

de estruturas flexíveis sujeitas a cargas móveis. O controle de laço fechado fornece 

amortecimento ativo e rigidez ativa necessários para o controle de estrutura. contra 

qualquer perturbação inesperada. O algoritmo está baseado sobre o conceito de 

controle ótimo clássico e é utilizado o mecanismo de controle ativo. 

5) Apresentar um algoritmo de controle ótimo adequado e a efetivi

dade do amortecedor de massa regulada(AMR) para ser aplicado na excitação de 

estruturas flexíveis causadas por movimentos sísmicos. A funçào objetivo para a 

minimizaçâo é o tempo de dependência do índice de desempenho expressado em 

termos de funções quadráticas. Portanto, o recente desenvolvimento do a lgoritmo 

de controle ótimo são referidos como algoritmo de controle ótimo instantâneo. Isto 

inclui o controle ótimo instantâneo de laço fechado. 

6) Realiza.r a simulação numérica para demonstrar a. efet ividade de cada 

técnica. de controle ativo e ótimo. Para. isto é utilizado o sofbvare em Matla.b. Com 

uma ponte de vão longo considerada como estrutu ra flexível. 
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1 PRELIMINARES 

1.1 Introdução 

Os conceitos desenvolvidos neste capítulo constituem uma breve reca

pi t ulação da teoria de vibrações: a const rução de sistemas de retroalimentação e um 

mecanismo de controle desenhado para uma ponte de um só vão longo. Quais são 

considerados como motivação para o desenvolvimento dos seguintes capítulos. 

1.2 Sistemas de um grau de liberdade 

Num sistema estrutural, descrito pelo modelo com 1 grau de liberdade 

mx +eX+ kx = .f(t) ( 1.1) 

a escolha dos coeficientes positivos m, c! k é de interesse para a obtenção da resposta 

impulso 

(1.2) 

ou de resposta degrau 

(1.3) 

com caraclerísticas adequadas. 

Para uma entrada oscilatória, AE:int. temos a resposta permanente 

Xperm = AG(ifl)eiflt 

1 



1 PRELIMINARES 2 

Onde 

G ( s) = { rn s 2 + cs + k) -I 

é a fun ção de transferência. 

Uma consideração em projetar estruturas é que cada um dos parâmetros 

físicos m, c, c k podem já ter restrições de projetos que tem que ser sat isfeitas. 

Porém: a resposta transiente em termos de resposta ao impulso pode exceder limites 

aceitáveis. Para isto, uma medida importante é o chamado "overshoot"( O.S.) , e 

definido como o máximo valor da resposta menos o valor do estado estacionário da 

resposta. Pode-se mostrar que 

overshoot = O.S. = Xmax(t)- 1 = exp 

o qual ocorre no tempo de pico, tp 

7i 
t - - r==
p- wJl- (2 

( 
- (7i ) 

Jl- (2 

daí que, o período de oscilação Td pode ser expressado como 

(1.4) 

(1.5) 

( 1.6) 

é um assunto simples escolher m, c, e k de modo que o "overshoot" seja um valor 

especificado [22]. 

Outra quantidade útil, que indica o comportamento da resposta tran

siente, é o tempo de estabelecimento, ts. Este é o tempo que toma a resposta para 

estar dentro do ±2% da resposta do estado estacionário e permanece dentro de ±2%. 
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Uma aproximação de l s está. dada por 

3 
i.s=-

w( 
( 1.7) 

As definições anteriores permitem aos técnicos e analistas de vibrações 

especificar e classificar de maneira precisa a natureza da resposta transiente de um 

sistema sub-amortecido. Também podem dar alguma indicação de como ajustar os 

parâmetros físicos do sistema de maneira que a resposta tenha uma forma desejada. 

Suponhamos que se deseja escolher os valores de m, c e k de modo que 

( e w especifiquem uma resposta com um tempo de estabelecimento t s = 3 unidades 

e um tempo para o pico, t., de 1 unidade. Então as Eqs.(1.4) e {1.6) implicam 

que w = 1/( e que ( = 1/V1 + 1r2 . Isto, desafortunadamente, também especifica o 

overshoot, pois 

0.5. = exp (---r==-('=7r=) 
jl - (2 

(1.8) 

Assim, todos os três critérios de desempenho não podem ser especificados. Isto faz 

com que o projetista tenha que fazer compromissos ao configurar o sistema. 

Para satisfazer os critérios de vibração tais como evitar a ressonância, 

pode ser necessário em muitas aplicações alterar a estrutura adicionando amorte

cedores , isoladores de vibração. Ou usar controle de retroalimentação na saída de 

maneira conveniente. 

A escolha dos parâmetros m, c e k determina a forma da resposta do 

sistema e pode ser considerada como o desenho da estrutura. O controle passivo 

pode ser considerado como um processo de redesenho para mudar os parâmetros m, 

c e k de uma estrutura já. existente para produzir uma resposta mais desejável. Por 

exemplo, alguma massa pode ser adicionada a uma dada estrutura para diminuir 

sua freqüência natural. 



1 PRELIMINARES 4 

Por outro lado. o controle ativo de retroalimenta.çào consiste ern medir 

a saída, ou resposta, da est rutura e usar essa medição para. determinar a força a ser 

aplicada à estrutura para obter uma resposta desejada. O mecanismo usado para 

medir a resposta (sensor) e o mecanismo usado para aplicar a força (atuador) juntos 

formam o sis tema de controle. 

:Cmbora o controle passivo ou o redesenho é geralmente o método mais 

eficiente de controlar a resposta de uma estrutura, as restrições a m, c e k são 

frequentemente tais que não pode ser obtida a resposta desejada. Nesta situação o 

controle ativo é uma alternativa. 

Um esclarecimento da diferença entre um controle ativo e passivo se 

faz necessário. Num sistema de controle ativo é utilizado algum mecanismo externo 

ajustável ou ativo (por exemplo, eletrônico), chamado um atuador, para dar um 

meio de configurar ou controlar a resposta. O controle passivo, por outro lado, 

depende só de uma mudança nos parâmetros físicos da estrutura para uma resposta 

desejada. O controle ativo depende das medições atuais da resposta do sistema e o 

controle passivo não. 

A regra matemática usada para aplicar a força chama-se a lei de con

trole. Os sistema com retro-alimentação chamam-se sistemas de laço fechado, en

quanto que os sistemas de controle sem retro-alimentação chamam-se sistemas de 

laço aberto, como se ilustra nas figuras 1.1 e 1.2. A diferença entre o controle de 

laço aberto e laço fechado é simplesmente que o controle de laço fechado depende 

da informação sobre a resposta do sistema e o controle de laço aberto não. 

X(S) 
Estrutura G(S) 

Figura 1.1 Sistema de Laço Aberto 
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F( s) éV\ 
-~ 

Estrutura G(s) 
X(s) - Controh 

Realimentação H(s) 

Figura 1.2 Sistema de Laço Fechado 

Tomando a transformada de Laplace da Eq. (1.1) . com condições ini-

ciais nulas, resulta 

X(s)= ( 2 

1 
k)F(s) 

ms + cs + -

onde X(s) denota a transformada de Laplace de x(t): e F(s) é a transformada de 

.f(t). Temos que 

G(s) = X(s) = ---=_1 __ 
F(s ) ms2 +cs+k 

a razão da transformada de Laplace da saída (resposta) sobre a transformada de La

place da entrada (força aplicada.) caracteriza o sistema( estrutura) sob consideração. 

Pois, é independente da entrada. Por esta razão. G(s) . é definida como a função de 

t ransferência do sistema. Ela pode ser usada para prover análises das propriedades 

vibracionais da estrutura: assim como um meio de medição da resposta dinâmica. 

Em teoria de controle. é bastante comum, por exemplo. medir a resposta de uma 

estrutura usando um acelerômetro. Os valores, onde o denominador da função trans

ferência é zero. são conhecidos como polos da função transferência.. Os valores dos 

parámetros físicos m . c, e/;; determinam duas quantidades (e w, no qual por sua vez 

determina a posição dos polos(s = - (w±wd) ), onde wd = wJ1 - ( 2 e ( = c/2~. 
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1 .3 Mecamis1no de controle de pontes de 
longo 

G 

-v ao 

No caso de uma ponte de vão longo. um sistema de blocos de massa 

pode ser usado corno elementos auxiliares para produzir as forças de controle. Estes 

blocos podem ser colocados entre as vigas principais da ponte c suportados por 

molas capazes de dissipar energia. Alguns mecanismos de controle: os quais são 

posicionados nas ,·igas transversais, podem aplicar duas forças opostas. uma para 

puxar o bloco de massa para baixo e a. outra para controlar o comportamento da 

ponte. A Fig. 1.3 mostra este mecanismo. 

LI/I 

I 

A 
r Viga \ 
I Principal ~ 

cp ill ~ 11~\ 
L Forçade \ 

.-\ Controle 

Mola 

Amortecedor )r +--, -~r 
"'~ 

Secção A-A 

Figura 1.3 Massa Auxiliar Para Controle 

Tendões também forn ecem um recurso conveniente para o controle de 

muitas estruturas . O controle do tendão é somente fornecido durante a tensão, 

enquanto que o controle da mola é fornecida durante a tensão e a compressão. 

Vários mecanismos de controle usando tendões ou molas auxiliares são mostradas 

nas Figs. l.4 (a) . 1.4(b) . 1.4(c) . 

Podemos também pensar em usar um amortecedor auxiliar no auxílio 

da produção da força de controle. Um sistema de amortecedores pode ser instalado 
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Força de Controle Força ele Controle 

(a) f 

~ 
( b) t t 
~...,__I ~17 

tendão( mola) Tendão( mola) 

(c) l\•lomento de Controle 

L..___.JI Q 
Tendão( Mola) 

Figura 1.4 Tendão Auxiliar para Controle: (a) Força de Controle Centra.l;(b) Dois 
Forças de Controle simétricas; (c) Dois Momentos de Controle Simétricos 

Amortecedor 

Ai[ ecanismo de 
Controle 

/~I 

_)J 

~9 o o 
/'fl'/.. 

L\_ 
Figura 1.5 Amortecedor Auxiliar para Controle 

no cabo de uma ponte suspensa e alguns mecanismos de controle produzem a força 

de controle desejada, como mostrado na Fig. 1.5. 

Neste trabalho, o controle do tendão (mola) poderá ser usado para 

fornecer a força de controle porque ele é o mecanismo que pode mais facilmente ser 

implementado na prática. 
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1.4 Controlabilidade e observabilidade 

Um sist.ema de laço aberto é descri to em geral como 

X= [A]X + [B]U + d 

Y = [C]X 

onde X = é o vetor de estado de n x 1; 

U = é o vetor de controle de r x 1; 

Y = é o vetor de saída de m x 1; 

[A] = é uma matriz de n x n, 

[ B] = é uma matriz de n x r e 

[C]= é uma matriz de m x n. 

d = é o vetor de perturbação de n x 1. 

CO NTRO LABILIDAD E: 

( 1.9) 

(1.10) 

O sistema descrito pela Eq. (1.9) se díz que é de estado controlável em 

t0 , se é possível construir um sinal de controle não restringido, que possa transferir 

um estado inicial X(t0 ) em qualquer estado fin al (origem de estado) num intervalo 

de tempo finito t 0 :::; t:::; t 1. Se todo estado é controlável, entào diz-se que o sistema 

é de controlabilidade de estado completo. 

Agora se pode deduzir as condições para a cont rolabi lidade de estado 

completo. Sem perda de generalidade , supoe-se que o estado final é a origem do 

espaço de estado e que o tempo inicial é zero. ou seja lo = O. 
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:\ solução da Eq. ( 1.9 ) é 

(1.11) 

aplicando a definição de controlabilidade do estado completo. com X (t 1 ) =O, tem-se 

(1.12) 

ou 

1
11 

X(O) =-
0 

[er!AlT[B]U (r)dr (1.13) 

Pela redução polinômial de funçôes matriciais analiticas [25] . Note-se que [e]IAJt 

pode-se escrever como 

n -1 

[eriAlr =L a·k(r)[A]k (1.14) 
k=l 

para certas funções escalares O:k· substituindo a Eq. (1.14) na Eq. (1.13). resulta 

n-1 11 

X (O) = - I)AJk[B) 1 ak(r)U(r)dr 
1:=1 o 

(1.1 .5) 

fazendo 
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a Eq. (1.1 5), pode ser escrit.R como 

n-1 

X(O) = - L [A ]k[B],Bk 
k=O 

= -([B] [A][ E]··· [At- ' [B]) 

f3o 

(3, 

fJn-1 

10 

(1.16) 

Se o sistema é conLrolável de estado completo, então, dado um estado inicial arbi 

traria X(O), existe um controle U tal que a Eq. (1.16) é satisfei ta para os fJk · {3 = 
[/30 , .. . ,/311-d de dimensão nr x 1. Isto requer que o posto da matriz de n x nr: 

([B] [A][B] · · · [A]n-l [B]) ( 1.17) 

seja igual a nr. 

Assim. a condição sobre controlabilidade do estado completo é como 

segue: O sistema. dado pela Eq.(1.9) é controlável de estado completo se e somente 

se a matriz 

([B) [r1][B) · · · [A]"- '[B]) 

de dimensão n x m· é de posto m·. 

Se o sistem a que estamos considerando não é completamente controlável, 

então para algum estado inicial, não existe o sinal de controle que possa forçar o 

sistema ao estado zero. 
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OBSEHVABILIDADE: 

Diz-se que o sistema é completamente observável , se cada estado X(t0 ) 

pode ser dete rminado a partir ela observação de Y(t) num int.crva.lo de tempo finito 

toS t S t,. 

Portanto o sistema é completamente observável, se cada transição do 

estado, for feita eventualmente a cada elemento do vetor saída. O conceito de 

observabilidade é util ao resolver o problema de reconstrução de variáveis de estado 

não medíveis. a partir de outros medíveis, em menos tempo possível. 

Se o sistema não é completamente obsen·ável. então o estado inicial 

X(t0 ) não pode ser determinado a partir da avaliação de saída, não importa quanto 

tempo está sendo observada a saída. 

Pode ser estabelecido que [25], o sistema (1.9), (1. 10) é completamente 

observável se a matriz de n x mn: 

(1.18) 

tem posto n. onde [Ct e [.4]- são as matrizes conj ugadas transpostas de [C) e [A], 

respectivamente. 

A demonstraçã.o, ao igual do que a. controlabilidade, segue-se da subs

tituiçâ.o de (1.11) em (1.10). 
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1.5 Desenho de retroalilnentação do observador 

um observador de estado estima as variáveis de estado X , com base 

na medição das variáveis de saída Y e do controle U. 1\ equação dinâmica de um 

observador é dado por 

X = [Ac]X + [Bc]Y + Z (1.19) 

no qual X é o vetor aproximado para X (t); e as matrizes [Ac], [Bc], e o vetor Z 

podem ser determinados de acordo com o desempenho do sistema requerido. O 

erro, e( t), entre os estados X (t) e os estados aproximados X (t) é dado por: 

e(t) = X (t)- X (t) (1.20) 

Diferenciando a Eq.(1.20) e substituindo pelas Eqs.{l.9), {1.10), e (1.19) 

ê(t) = X (t)- x (t) 

= [A)X + [B]U- [Ac)X- [Bc][C]X- Z; 

ê(t) = ([A] - [Bc][C])X - [Ac]X + [B]U - Z 

Fazendo Z = [B]U e ([A)- [Bc][C])= [Ac] · a Eq.(l.21) se torna 

ê(t) = [Ac]e(t) 

(1.21) 

( 1.22) 

(1.23) 

( 1.24) 

Se todos os autovalores de [Ac] tem parte real negativa. então a Eq. (1.24) 

é assintoticamente estável, e o erro e(t) ~O quando f ~ oo. 
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Por isso. para o desenho de um observador. temos as seguintes condições: 

(l) Z = [B)U ; 

(2)[Ac] = [A] - [Dc][CJ; 

(3)[Ac] é assintoticamente estável 

precisam ser satisfeitas. 

Se o sistema de laço aberto é completamente observável: então, é sem

pre possível achar um [Bc) que produzirá qualquer conjunlo de autovalores desejados 

para [Ac] · A chave para. especificar os autovalores de [Ac] é minimizar o tempo de 

atraso para X = X. A experiência indica que resulta um bom desenho se os polos 

do observador são escolhidos um pouco mais c\ esquerda que os polos de retroali-

mentaçào de estado de laço fechado desejados (7]. 

Os autovalores de (Ac) são dados por 

!J.(p) = lp[In]-(Ac]l = lp(In] - [A]+ [Bc][C]I =O; 

!J.(p) = lp[In]- [A]II [In] + <I>(p)[Bc][C)I 

= A(p)I[Im) + (C)<I>(p)[Bc)l =O 

(1.25) 

no qual p representa os autovalores do observador. A Eq.(l.25) é mantida se qualquer 

fila ou coluna da matriz ([Im) + [C]<I>(p)[Bc)) é levada a ser zero. A observabilidade 

completa garante que n filas linearmente independentes podem ser selecionadas das 

filas de [C]<I>(p). Para a i-enésima fila e para k-enésimo autovalor 

(1.26) 

Para os autovalores Pk,l, 2 .... , n. a Eq. (l.26) se torna 
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Figura 1.6 Retroalimentação do Observador e Estado 

Então, 

T T e .2 ... e · ] 
I I n (1.27) 

Uma simulação do diagrama sobre todo o sistema é mostrado na Fig. 

1.6. Todo o sistema torna-se de ordem 2n, e o procedimento de desenho consiste 

em determinar [Kc] e [Bc] de forma que o desenvolvimento do sistema requerido 

seja satisfeito. De acordo com o principio de separação [7] , a matriz [Kc] pode ser 

determinada para satisfazer os outros n autovalores, desde que os autovalores de 

todo o sistema seja a soma de ambos autovalores. 
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2.1 Introdução 

Neste capitulo, apresentamos os modelos para o deslocamento vertical 

de uma viga formuladas segundo Euler-Bernoulli e Timoshenko. Uma ponte de um 

só vão sob efeito de uma carga concentrada é modelado como uma. viga. com suporte 

simples. 

2.2 Equação da viga de Euler-Bernoulli 

A vibração da viga na direção perpendicular a sua longitude é consi

derada. tais vibrações são chamadas frequentemente de vibrações transversais ou 

flexural, porque eles movem transversalmente a longitude da viga. 

hy 
z 

~ A(x ) 1 hz 

.f(l, t ~ M(x, t) + âMJ:· t)dx 

M(~~t~- -Ct- ~Q- ]v(x,t) + I)Vá~·t)dx 
w(x, t)J __ 1~l:sD _________ _ 

J dx J+ dx 

Figura 2.1 Vibração Transversal de uma Viga e Diagrama de Corpo Livre de um 
Elemento pequeno da Viga quando é deformado por uma Força Distri
buída por Unidade de Longitude, J(x , t) 

15 
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A figura 2.1 iluslra uma vtga com a direção t.ransversal de vibração 

indicada. [i.e., a deflexão, tv(x, t ), está na direção y]. A vigCL é de corte transversal 

retangular A(x) com largura hy, espesura h., e comprimento l. Também associada 

com a viga es tá a rigidez fiexural EI(x ), donde E é o módulo de elasticidade de 

Young da viga e J(x) é o momento de inércia da área. transversal da viga ao redor 

do eixo::. De mecânica dos materiais, a viga. mantém um momento ftexural /v/(x, t) 

o qual está ligado à deflexâo da. viga, ou deformação flexural , w(x , 1), por 

A1(x , t) = El(x) 
82~~~, t) (2.1) 

O modelo de vibração ftexural pode derivar-se do exame do diagrama de forças 

de um elemento infinitesimal da viga como indica a figura 2.1. Assumindo que a 

deformação seja bastante pequena tal que a deformação de cisalhamento seja menor 

que w(x, t) (i.e., tanto que os lados do elemento dx não se dobra), a soma de forças 

na direção y dá 

( 
âV(x, t) ) 82w(x, t) 

\l(x ,t ) + âx dx - V(x,t) + f(x ,t)dx = pA(x)dx ât2 (2.2) 

Aqui V(x, t) é a força de cisalhamento no extremo esquerdo do elemento dx , V(x, t)+ 

11x(x, t)dx é a força de cisalhamento no extremo direito do elemento dx , f(x, t) é 

a força externa total ao elemento por unidade de comprimento e o termo do lado 

direito da igualdade é a força inercial do elemento. A suposição de pequena de

formação de cisalhamento usado no balanço de forças da equação (2.2) é certo se 

lfhz;::: 10 ljhy;::: 10 (i.e., para uma viga delgada comprida). 
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:\ seguir. os momentos atuam sobre o eiemento d:-c ao redor do eixo :r 

pelo ponto Q são somados. Este dá 

[ 
ÔM(x,i)d l .1( [. ) ôV(x,t) l [ dx J\1/(:r:,t)+ ôx x - Jl1 x . l)+ \l(x,t + ôx dx d:r +.f(x,t.)d:r]

2 
=0 

(2.3) 

Aqui o lado esquerdo da equação é zero dado que este é também assumido que a 

inercia rotacional do elemento dx é insignificante. Simplificando esta equação dá 

[
Ôl\t/(x, t) 11 ( )] d [âV(x , t) f(x , t)] (d )? _ __;__:___:_ + I X, t X+ + :r - = Ü 

âx âx 2 
(2.4) 

Como dx é assumido ser muito pequeno, ( dx )2 é assumido como zero, assim esta 

expresão de momento dá ( dx é pequena, mas não zero) 

V( 
. ) _ _ âM(x, t) 
x,t - a 

:r 
(2.5) 

Esta afirma que a força de cisalhamento é proporcional à mudança espacial no 

momento ftexural. A substituçâo desta expresâo pela força de cisalhamento na 

equação (2.2) dá 

a2 â2w(x ,t) 
-

8 2
(M(x, t)]dx + f(x, t)dx = pA(x)dx à 

2 X t 
(2.6) 

mais a substitução da equação (2.1) na (2.6) e dividindo por dx dá 

â2w(x, t) â2 
[ â2w(x, t)] 

pA(x,t) â 2 + a 2 E I(:r ) â 2 = f(x.t) 
t X X 

(2.7) 

Se a força externa não é aplicada tal que .f(x, t) = O e se E I(x ) e A(x) são assumidos 

como constantes, a Eq.(2.7) simplifica-se como vibração livre cuja equação está 
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governada por 

(2.8) 

As condições de fronteira mais encontradas frequentemente em análisesde vibração 

de uma viga ele Bernoulli-Euler são as seguintes: 

Se uma viga em Yibração transversal for livre em um dos extremos, 

a deflexão e decaimento naquele extremo não serão restringidos, mas o momento 

fiexural e a força ele cisalhamento se anulam: 

(2.9) 

a [ 8
2w] âx E! âx2 (0, t) =O 

Se, o extremo da viga está fixo, o momento :flexural e a força de cisalhamento não 

são restringidas: mas a defiexão e o decaimento se anulam no extremo: 

w( O, t) = O 

(2.10) 

aw 
âx (0, t) =O 

Num suporte simples, o decaimento e a força de cisalhamento são irrestringidas e a 

de:flexão e o momento fiexural se anu lam: 

w(O, t) = O 

(2.11) 
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A 

ClS· 

Mr o 

-~-~ V+àV 
1-dx - l 

Figura 2.2 Efeitos da Deformação de Cisalhamento sobre o Elemento transversal 
da viga 

2.3 Modelo de Timoshenko 

O modelo da vibração transversal da viga apresentada na equação (2.7) 

ignora os efeitos da deformação de cisalhamento e a inércia rotacional. Aqueles 

efeitos são considerados a seguir. Como a viga torna-se quebradiça, o efeito da 

deformação de cisalhamento torna-se evidente. Isto está ilustrado na figura 2.2, no 

qual é uma repetição do elemento dx da figura 2.1 com deformação incluída. 

Referindo-se à figura, a linha OA é que atravessa o centro do elemento 

dx perpendicular a face no lado direito. A linha OB , da mesma maneira, é a linha 

que atravessa o centro tangente à linha central da viga: a linha OC central da viga 

por enquanto em repouso. 

Eld'lj;(x, t) = A1(x , t) 
dx 

e a equação da força de cisalhamento converte-se em 

{2.12) 

(2.13) 

Onde E, 1, A, 'lj;, \1 e Nf são definidas previamente, G é o módulo de cisalhamento 

e n.2 é um fator adimensional que depende da forma da área da secção-transversal. 
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A constante f\
2 se chama coeficiente de cisalhamento. Como no caso da equação 

(2.2). a dinâmica de balanço de forças dá 

, . ,. ô
2
w(x, t) _ [ 1 ôV(x, t) ·] / ( . . . pA(x)d.c ôt2 - - 1 (x, t) + ôx dx + \ x. t) + f(x, t)dx (2.14) 

Se a inércia rotacional é inclufda, então o balanço de momentos sobre dx previamente 

dados pela equação (2.8) converte-se em 

ô2'!f;(x , t) [ ôM(x, t) ] 
pl(x )dx ôt2 = M( x, t) + ôx dx - M(x, t) 

[ 
8\l(x t) l dx2 

+ \l(x, t ) + ax' dx dx + f (x , t ) ~ (2.15) 

Substitução das equações (2.12) e (2.13) nas equações (2.14) e (2.15) resulta duas 

equações acopladas 

e 

!._ [E!ô'!f;l + "-2 AG (ôw - 1/J) = plô2'1/J 
ôx ôx ôx ôt2 

a [ 2 ( ôw ) J ô
2

w ôx "- AG ôx - '1/J + f(x , t) = pA 8t2 

(2.16) 

(2.17) 

que governam a vibração de uma viga incluindo os efeitos de inércia rotacional e a 

deformação de cisalhamento. Assumindo que os coeficientes são todos constantes, 

'1/J(x, t) pode ser eliminada e as equações acopladas podem ser reduzidas a uma única 

equação de vibração de vigas uniformes. Isto é 

(2.18) 
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Da equaç.ào (2.18), é possível identificar os termos da teoria de Bernoulli-Euler, 

Eq. (2.1). c a correção de termos devido à deformação de cisalhamento e a inércia 

rotacional. Com / = O. temos: 

(2 .19) 

A equaçào (2.19) está sujeito a quatro condições iniciais e quatro condições de fron

teira. Para um extremo fixado . as condições de fronteira convertem-se em: 

(.")(O,t ) = w(O,t) = O (2.20) 

Num extremo simplesmente suportado, converte-se em 

EJÔ1/J~~' t) = w( O, t) =O (2.21 ) 

e num extremo livre converte-se em 

(2.22) 

A Eq.(2.8) é chamada modelo da viga de Euler-Bernoulli ou modelo da viga clássica 

e a Eq.(2.19) é chamada modelo da viga de Timoshenko. 

A seguir considera-se o amortecimento na vibração de uma viga. A 

equação de movimento para uma viga com amortecimento da viscosidade de ar 

(externa) e o amortecimento el a razão de fadiga (interna) é 

(2.23) 
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? ç I /~, ///// 
1\ 

(/ u(l) 

- :r = vi _j a 

Figura 2.3 Mecanismo de Controle 

/!~ 11);1 
z I -1 1- '' = ltanO, - 1 ~ = ltan02 

X 

Figura 2.4 Deformação da Viga 

2.4 M o delagem de uma ponte 

Consideremos uma ponte de um so vão. idealizado por uma. viga de 

Euler-Bernoulli forçada com suporte simples com rigidez fiexural constante E I e 

vão L , sob efeit.o de uma. carga. concentrada, de um veículo: de magnitude constante 

f 0 , movendo-se com velocidade constante v. O controle ele mecanismo most rado na 

figura 2.3 é usado para o controle da vibração de pontes. Um controle ólimo de 

laço fechado seria determinado assumindo um andar suave da ponte e esquecendo 

da força normal causada pelo mecanismo de controle assim como da inércia devida 

carga móvil. Da figura 2.4: obtemos a seguinte equação de movimento: 

84 .,. 82_ 
E!~+ maf; = f0<)( ~· - I/t) + !lf(t)ó'( ~· - a)- M(t)ó'(~·- L+ a) (2.24) 
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Onde 

E=rnódulo de Young: 

! =momento de inércia da seção da ponte; 

m.=massa por unidade de comprimento; 

a=distâ.ncia do poste ao suporte mais próximo: 

L=vào da ponte: e 

z=deslocamento lateral, 

r/= a velocidade da carga móvel. O controle de momento é 

I M(t) = Sl[u(t) + lz'(a, t)- l::'(L- a, t)] I 

onde 

S'=rigidez da mola; 

[=comprimento do poste. 

'( ) dz I z a, t =a;. x=a 

z'(L - a, t)=*lx==L-a 

23 

(2.25) 

Na Eq.(2.25). o primeiro termo entre colchete no lado direito. u(t), representa a 

elongação ou redução na mola devido ao mecanismo de controle. e os outros dois 

termos representam a elongação ou redução adicional devido a deformação da viga. 

Aqui ó denota a função delta de Dirac 

No modelo. são considerados as condições de fronteira: 

e 

as condições iniciais: 

{ 

z(O, t) =O; 

fPz(x,t) l _O· 
à 2 3:::::0- ' 

X 

::(L,t) = O 

fJ2z(x. t) I -O 
Ô 

'2 x::::L-
X 

ôz(x, t) I _ 
:; (X, 0) = 0; Ôt t::::O - 0 · 

(2.26) 

(2.27) 
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2.5 Solução 1nodal 

Consideremos a solução de (2.24) na forma modal 

00 

.:-(x, t) =L </>i(:r) .4j(t) (2.28) 
i =l 

onde A1=coordenada generalizada do modo j: e cPj(X) = sen(jrrxj L) é j-enésimo 

modo. isto é: 

(j = 1: 2. o o o) (2.29) 

<j>3(x) sat isfaz as quatro condições de fronteira nos extremos da viga, Eq. (2.26). 

Assim 

00 o 

'"' J7rX z(x, t) = ~ sen( L )Ai(t) 
i=l 

Para obter as coordenadas Aj, substituímos na Eq.(2.24). resultando 

.foó(x- vt) + i\IJ(t)ó'(x- a) - M(t)ó'(;r- L+ a) 

A equação pode escrever-se 

1 
=-p(x,t) 

m 

(2.30) 

(2.31 ) 

(2.32) 
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onde p( ~c, t) = .f0 ó( .r - vi)+ J\1 (t )ó'( :r - a)- i\I (f )(5'( .r - L+ a) . }.·lult i plicando antbos 

lados da Eq.(2.32) por sen(krr.1'j L) (k =L 2 .. .. ). e in tegrando entre O e L, 

= 7~l .la L p(:r .t.)sen ( k~:l') ch (2.33) 

Em vista do fato de que as funções sen( kir:cjL) (k = 1,2 .... ): satis

fazem as seguintes relações de ortogonalidade 

{L (j1T'X) (k1T'X) 
l o sen L sen L dJ: = O 

(2.34 ) 

= L/2 j =k 

obtemos as seguintes equações modais: 

·') 1L (. ) .. 2 - Jíf.T 
Ai +wiAi(t) = -L p(x.t)sen - dJ· 

· m. 0 L (2.35) 

j=l,2, ... 

Onde 

1L p(x . t)sen (j~x) dx = 

{ L (jrrx) { L , (jiix) 
l o .foó(J· - vt)sen L d~r + l o M (t)ó (:t- a)sen L d1· 

-1L M(t)ó' (:l' - L + a)sen (j~x) d1· (2.36) 
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Das propriedades da função delta: 

f~:. b( X )d:~: = 1 

f~oo 8 ( .1· - a) .f ( x) d:r = f (a ) (2.37) 

t Õ(:r- Ç)f(x )dx = .f(Ç); Ç E< a. b > 

Para a n-ésima derivada generalizada da função delta de Dirac: 

(2.38) 

resulta: 

{ L (j1rx) (j1rvt) (j1r) (j1ra) . lo p(x, t)sen L dx = j 0sen L - M(t) L cos L [1 + ( -1)3
] 

(2.39) 

Das Eqs. (2 .25), (2.39), (2.35), resulta: 

A · +w ·A(t) = -·-sen -t ·· 2 2fo (j1rv) 
3 3 3 mL L 

2Sljrr · (j1ra) 1 1 
- mU [1 -(-1 )3 ]cos L [u(t)+l.:(a,t)-lz(L-a,t)] (2.40) 

Neste trabalho. nossa atenção será denotada as equações dos três pri

meros modos: 

A1 + w~ A 1(t) = :fl senD.1t - BI[u(t) + lz1(a, t) -lz1(L- a, t)] (2.41) 
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no qual 

f'l; =JTIV/ L: 

Bj=(4S'lj;;) f (mL 2 )cos(j7ra/ L) para j impar; 

Bj =Ü para .i par. 

A freqüência natural W j é obt ido de 

·.j 4 E! 
2 .7 7r J 

W · = --
J L'1 m 

Das Eqs (2.41), (2.42), (2.43) e (2.28) resulta 

onde 

cj = (2lj7r I L )cos(j7ra/ L); pa7'(L J nnpm· 

(2.44) 
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ATU ADORES E SENSORES 

3.1 Introdução 

Uma proposta para a determinação das localizações do atuador e sen

sor no controle de movimento de estruturas flexíveis, pode ser considerada. antes 

que uma estratégia de controle seja desenvolvida. Esta proposta depende de certas 

medidas quantitativas do grau de controlabilidade e observabilidadc baseado sobre 

os gramianos de controlabilidade e observabilidade. 

Este critério é atingido pela consideração de energias da entrada e saída através 

de condições de perturbações transitórias e persistentes. O cri tério proposto de 

otimização para as localizações do sensor e atuador fornece um balanço entre a im

portância dos modos de ordem inferior e ordem superior. Uma vez que as soluções 

da forma fechada para estruturas flexíveis podem ser obtidas através do uso de gra

mianos, o mét.odo nâo é computacionalmente intensivo, requerendo somente a deter

minação dos autovalores dos gramianos correspondentes a cada, passo de otimização. 

Estes autovalores podem ser obtidos em forma fechada quando o amortecimento es

trutural é pequeno e as frequüências naturais são distintas e bem espaçadas. Neste 

caso os atuadores de forças e os sensores de velocidades são achados e colocados. O 

método é ilustrado para uma ponte de um só vão (uma simples viga de suporte). 

28 
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3.2 Modelo do sistema 

Consideramos uma dasse de sistemas de parâmetros distribuídos eles-

crito pela equação diferencial pa.rcial (equação de onda generalizada)[31]: 

sobre um dominio compacto D. Acima, w(P, t) se refere ao deslocamento da es

trutura com respeito à posição de equilíbrio; é uma função da variável espacial P 

e do tempo l. O termo não-homogéneo F(P, t) se refere a distribução da força ex

terna. O operador .C é um operador diferencial linear não negativo e auto-adjunto 

homogêneo consistindo de derivadas de ordem 2q com respeito à coordenada espa

cial P mas não com respeito ao tempo; o qual representa a dístribução de rigidez do 

sistema. A densidade de massa M(P) é uma função definida positiva da localização 

P. Sem perda de generalidade pode ser assumida que M ( P) = 1, mas M ( P) é 

conservado no seguinte desenvolvimento para distinguir entre a massa do sistema e 
' 

as propriedades de rigidez. E assumido que o controle é realizado essencialmente por 

p atuadores pontuais atuando essencialmente em localizações Pj (j = 1, 2, .. . , p) . 

Portanto 

p 

F(P, t) = ~ ó(P- Pi)!J(t), (3.2) 
i =i 

onde fi(t), j = 1, ... , p são forças de atuadores. A estrutura satisfaz q condições de 

contorno: 

Bk( w(P, t)) = 0: k=1,2, ... ,q, (3.3) 

onde Bk são operadores diferenciais homogeneos lineares que contendo derivadas 

normais ao contorno e ao longo da fronteira de ordem de 2q - 1. 
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Conforme o teorema de expansão [31)0 a solução para a Eqo(3ol) pode 

ser representôda como a série: 

00 

w( P, t ) = L iJ> ;( P )ry;(t ), (3.4) 
i=l 

onde ?J;(l) são coordenadas modais e iJ> ;(P) são autofunçõeso As au tofunçõcs são 

soluções do problema, de autovalor consistindo da equação diferencial 

satisfaz as condições de contorno 

Bk(il>(P)) =O, k = 1, 2, o o o , qo 

A solução resulta ser um conjunto infinito de autofunções iJ>;(P) correspondente às 

freqüências naturais 1.1.:; o As autofunções satisfazem a condição de ortogonalidade e 

podem ser normalizadas como 

(305) 

para cada T , s =1, 2, o o o, onde Órs é a função delta de hroneckero Além disso, 

(306) 

O termo força do lado direito da Eqo 301 pode ser expandido em uma série de iJ>i(P): 

00 

F(P, t ) =L M(P)<I>;(P)Q;(t), (307) 
i=l 

onde a força generalizada Q;(t) associada com a coordenada generalizada ?Ji(t) po

dem ser achadas de: 

(308) 
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onde Q;(!) foi achada. da. Eq. (3.2) . da propriedade da função delta de Dirac, Eq. 

(2.37). e das condições de ortogonalidade, Eq. (3.5 ). Introduzindo as representações 

de series ( 3.4) e ( 3.7) na Eq.(3.1 ) e usando o p rocedimento de ortogonalizaçào padrão 

(multiplicando a Eq.(3.1) por Wj (P). integrando sobre o domínio D e usando as 

relações de ortogonalidade (3.5) c (3.6), a Eq.(3.1) pode ser substitu ído por um 

conjunto infini to de equações diferenciais ordinárias: 

p 

i];+ 2(iWi1li + w?11i = Qi(t) =L ~i(Pj)fj(t), i= 1,2, ... (3.9) 
j=l 

Note que realmente (i = (para cada i resulta da Eq.(3.1) mas(; é usado na Eq.(3.9) 

para explicar diferentes modelos de amortecimento. Visto que os modos de ordem 

superior (ou seja i > n para algum n grande) não são adequados para serem excitados 

na prática e tipicamente exibem um amortecimento estrutural elevado, eles podem 

ser desprezados em uma análise aproximada. Definindo os vetores de estado e de 

entrada como 

[ . . ]T 
X = 1]1, Wt?]J 1 •• • , 1]11 • W111]11 1 

produz a representação de estado da Eq. (3.9), 

x = [A]x + [B]u , 

onde 

[A) = diag( A;), [.4;) = ( -
2

(i"'-'i -Owi) 
Wj 

[B] = 

(3.10) 

(3.11) 

(3.12) 

UfRGS IOltCAS 
S!S1EMAS DE BIBl.A\. DE MAtaM~ 
fi\BLIOTt CA SE10RI 



3 LOCA.LJZ..\ÇJ\0 ÓTJM.-\ DOS A.TUADORES E SENSOR.ES 32 

3.3 Localização do atuador 

Em muit.as aplicações, a estrutura pode ser perturbada por dois tipos 

de entradas externas: (J) uma perturbaçà.o transi tória (termo curto), cujo efeito no 

qual pode ser descrito por uma mudança nas condições iniciais; (2) uma perturbaçã.o 

excitada persistentemente. No primeiro caso o r-ropósit.o do controle é retornar o 

sistema do estado perturbado para o estado desejado num tempo dado (não neces

sariamente finito), usando no controle a menor possibilidade ele esforço. No segundo 

caso, os atuadores minimizariam o efeito da perturbaçào sobre o movimento da 

estrutura medida durante um longo período de tempo. 

Sob certas condições, o critério para a distribu ição dos atuadores pode 

ser quase o mesmo para ambos os tipos de perturbações. Na discussão seguinte nós 

descreveremos cada caso em maiores detalles. 

LOCALIZAÇÃO DO ATUADOR SOB PERTURBAÇÃO TRANSITÓRIA 

Vamos supor que devido a algumas perturbações o vetor de estado de 

um sistema descrito pela Eq.(3.11) foi perturbado de forma que a condição inicial 

x (O)=xo se mantém. Na colocação dos atuadores é desejável minimizar a energia 

de controle requerida para trazer o sistema ao estado desejado x(T) = xr depois de 

algum tempo T. Isto pode ser realizado pela seguinte consideração do problema de 

energia mínima [32]: 

Minimizar 

(3.13) 

sujeito a x (O)=x 0 , x (T)=xr e a equação de estado (3.11 ) . Este é um problema de 

controle ótimo linear quadratico com tempo terminal fixado e estado terminal fixado 

[9]. A solução ótima é dada por 

u0 (t) = -[B]T eiA)(T-t) [lVJ- 1 (T)( eiA]T Xo - XT ), (3.14) 
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onde [W]( .) é gramiano de controlabilidade. definido por 

[lV}( t) = r e!A)T [ B][ R]T ei-"JT T cLT . 
.f o 

Sob a lei de cont role (3.14), a energia de controle é 

.Jo = (eiAJT xo - xrf[H1t'(T)( e!AJT Xo - xr) · 

33 

(3.1-5) 

(3.16) 

Para examinar a dependência de [H'](T) no tempo, note que a matriz de transição, 

Eq. (3.12): para o sistema descrito pela Eq. (3.11) é 

com 

( 3.17) 

onde WJt i= w;J1 - (1 é a freqüência natural amortecida. Portanto. se ( ; > O para 

todo i = 1, 2, ... , n nesse caso o integrando da. Eq.(3.15) decrescerá pelo menos 

tão rápido quanto a função exponencial e-2<~<wkt, onde (kwk ::::; (;...:.·; para todo i = 
1, 2, ... , n. É conhecido[32) que [TV)(t ) satisfaz 

[l'l' )(t) = [A}[l!\!}(t ) + [W](l)[.4]r + [B)[Bf, (3.18) 

e quando [A] é uma matriz assintoticamente estável , [W](t) converge a um estado 

estacionário [W]c o qual é a solução da. equação de Lyapunov 

(3.19) 
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Da relação 

(3.20) 

resulta gue, depois de algumas ma.n ipula.ções simples: 

(3.21) 

onde e!AJT não depende da localização do atuador e JJe!AJTil -t O com T -t oo, 

quando [A] é assintoticamente estável. Por causa da form a da matriz e!AIT, a qual 

está. unida com elementos que exibem comportamentos oscilatórios envolvidos por 

funções exponenciais, algumas escolhas do tempo T podem suprimir os efeitos de 

alguns modos em [l,V](T) enquanto atenuam o efeito de outros. Como resultado, a 

solução para o problema de distribuição do atuador dependerá do tempo T o qual 

para uma grande ex tensão deve ser selecionado arbitrariamente. Para eliminar esta 

dependência da solução em T, consideramos uma solução de estado estacionário 

com o gramiano de controlabilidacle . [liVcL que satisfaz a Eq.(3.19) para sistemas 

assintoticamente estáveis. Para estruturas sem amortecimento, a Eq.(3.19) não pode 

ser aplicada. Neste caso, contudo, a Eq.(3.17) simplifica-se para: 

e(A,]t = (cosw;t 

sen~N'it 
(3 .22) 

e o gramiano [Hi](T) pode ser achado em forma fechada da Eq. (3.15) . Para sistemas 

com freqüências naturais distintas, obtemos 

[W,,](T) = p~J ( 
sen(w;- w; )T sen(w; + Wj )T 

w - w· + w+w I J I J 
1 - cos(w;- w.i)T 1 - cos(w; + Wj)T 

w · -w· + ~N•·+ w · I J I J 

-1 + cos(w;- wi )T 1 - cos(w; + Wj )T ) 
w·-w · · + w· +w· 

I J I J 

sen(w; - Wj)T sen(wi + w7)T 
w·- w · - w· + w ·· 

I J ! J 

(3.23) 
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para i=/= j. i,j = L 2 .... . 11. onde 

p 

fJij = L <I>;( Pq )<I>j( Pq ), 
q=1 

e [W;J(T) referir-se à (ij )-enésima submatriz de [lV](T). Também. 

ll'F;;}(T) = {3;; 
2 

l - cos2wiT 
2w; 

1 - cos"L.w;T 
2t...•; 

T _ l- cos2w;T 
2w1 

35 

( :3.24) 

( 3.25) 

observe-se que como T -t oo a matriz [lii'](T) torna-se ilimitada neste caso e é 

diagonal dominante para T grande. 

PERTURBAÇÃO PERSISTENTE 

No caso de uma perturbação persistente, a distribuição dos atuadores garant iria que 

o comportamento do sistema de estado estacionário seria afetado em maior grau 

possível pelos atuadores, para suprimir o efeito das perturbações. Em particular, 

a energia transmi t ida dos atuadores a todos os modos estruturais seria tão grande 

quanto possível (sob restrições do atuador de energia). 

Para avaliar esta contribuição de energia. usamos análises de covariança. 

Suponha-se que os sinais generados pelos atuadores individuais são (dentro de uma 

banda de freqüência considerada) processos de ruído branco que eslâo mutuamente 

incorrelacionados e tem a matriz de covariância 

(3.26) 

onde [U) é uma matriz diagonal definida positiva (intensidade de ruído). Quando 

todos os at.uadorcs tenham os mesmos requerimentos de energia então pode ser 

assumido que [U]=[/] . onde [/]é a matriz de identidade. 
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As energias cinética e potencial do sistema (:3.1) são dadas por [31]: 

E~:= ~ r ;'vt (P)ú/(P, t)dP, 
-lu 

Ep = ~ r tv(P. t).C(w(P, t))dP · 
- jD 

(3.21) 

Usando a expa.nsâo (:3.4). a linearidade do operador L e depois as relações de orto

gonalidade (3.5) e (3.6): é possível demonstrar que 

E~: = ~f 7Jl(t). 
i= I 

00 

1 ""' 2 2 Ep = ry L_.. W;7J;(t) 
- i=l 

(3.28) 

isto é, o sistema de energia pode ser expressado como uma soma de contribuições 

de cada modo. Considerando o sist.ema truncado (3.11 ) (incluindo n modos) sob 

excitação de ruído branco, o comportamento do sistema de estado estacionário ca

racterizado pela matriz covariância de estado 

E[x(t)xT(t)j = f--Y)(t) (3.29) 

é descrito pela equação [9]: 

[A)[X] + [X)[A]T + [B)[U][Bf =O, (3.30) 

o qual é exatamente a mesma como a Eq. (3.19) quando [U] = [I]. 

Tomando vantagem da estrutura da matriz [.4], podemos estabelecer 

que para [U] = [I], os elementos diagonais ele [X], X;; são dados por 

v v ~i 
i'\.2i-1,2i-l = i'\.2i,2i = -4í , 

-,;w; 
i = 1, 2: ... , n, (3.31) 

onde {3;; = L~= t <I>~(P9 ) segundo a Eq. (3.24) . Portanto. os valores esperados das 

energias cinética e potencial são, respectivamente, 

n n n {3 
} 1 "" ·2) 1 "" 1 "" ii E{ E~: = '2 ~ E(71; = '2 L X2i-t,2i-t = S L (iwi, 

t=l •=I t=l 

(3.32) 
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1 n 1 n 1 n 'J . 
E{E} =- ' E (: .. ..-?17

2
) =- ' .1'2 2· = ~ ' ..!:...;:_ p 2 L I I 2 ~ I. I ., L.. (;t..o.';. 

t = l t=l t = l 

(3 .33) 

e a esperança da energia tota l é 

(3.34) 

é visto da expressão ( 3.34 ) que. asstm como as energias cinética e potencial da 

estru tura., a energia total é a. soma das contribuições ele cada modo, calculada inde

pendentemente. 

RELAÇÕES ENTR E O GRAMIANO DE CONTROLABILIDADE E A 

EXPRESSÃO DE ENERGIA 

Dirigimos a questão do relacionamento ent re a expressão de energia 

obtida na seção anterior e os autovalores do gramiano de controlabilidade. Particio

nando o gramiano [H'c] conforme: 

(3.35) 

onde [W;j], i= 1,2, ... ,n, j = 1, 2, ... ,n, são matrizes de 2 x 2 e usando em 

particular as estruturas das ma trizes [A] c [B] (Eqs.(3.12) ), a Eq .(3.19) pode ser 

resolvida na forma fechada[1í]. O resultado é 

(3 .36 ) 

onde 

(3.37) 

e f3ij é dada pela Eq.(3.24). 
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Quando as ra2ões de amortecimenlo (,. i = I. :2 . .... n, são pequenas 

e as freqüências naturais w; são bem espaçadas. a Eq. (3.3í ) aproxima-se por d;j ::::::: 

(w? - wJ)2 para. i =F j e d;; ~ 16wr((. Dai que a ma.t.ri7. diagonal de blocos do 

gramiano de cont..rolabilidadc simpl ica-se como 

[ll ' 1 d' ( {3;; J;; ) '' ;; = zag -. - :-.- · 
. 4 ~j(..(..'i 4 (,;W; 

(3.38) 

CRITÉRIO PROPOSTO PARA A LOCALIZAÇÃO D O ATUADOR 

Para o caso de perturbação persistente, o critério proposto [19} para o 

índice de desempenho PI' é: 

(3.39) 

na qual E; denota o valor medio da energia total do i-enésimo modo dado por 

(3.40) 

Para o caso de perturbação transitaria, o criterio proposto [19] para o índice de 

desempenho P I é: 

(3.41) 

onde Àj denota. o autovalor do gramiano de controlabilidade [l1Fc]· 

Quando as razões de amortecimento (; são pequenas e as freqüências 

naturais da estrutura são bem espaçadas então 

(3.42) 

e os critérios (3.3í ) e (3.39) são idênt icos. 

UFRGS 
SISTEMAS DE BIBUOTtCAS :nca 
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3.4 Localização do sensor 

Consideramos o sistema definido em (3.1 ) . Suponhamos que r desloca

mentos w(Pq. t) . q = 1, 2 .... , r são medidos em 1· pontos P1 • P2 .... . P,. da estrutura. 

Usando a expansão truncada. (3.4), e as variáveis ele estado(:3.10). a equação de saída 

resulta: 

y (t) = [Cd]x(t ), 

onde y (f) é um vetor de saída r-dimensional e [CdJ E Rrx'ln é dada por 

O iP1(Pt)jw1 

O iPt (P2)/w1 

O iPn(Pl)/wn 

O iP 11 (P2)/wn 

(3.43) 

(3.44) 

Se as r velocidades antes que as posições são medidas, então a equação saída é 

y(t ) = [Cv]x(t), (3.45) 

onde 

iPI(Pt) o iPn(P,) o 
iP1(P2) o iPn(P2 ) o 

[C~~]= (3.46) 

iP1(P,.) o <I>n( P,.) o 

Se os deslocamentos e velocida.des são ambos medidos. então a matriz [C] tornar-se 

uma combinação de [Cd] e [Cv] · 
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Se o sistema é li berado do estado inicia l x (O) = x 0 com u (t) = O. i ~ O. 

então a energia de saída é [18] : 

(3.47) 

onde [ Q) é matriz de observabilidade. Pode ser visto que a matriz de observabilidade 

é quase singular então algumas condições in iciais terão efeito sobre a saída. 

A matriz gramiano [Q] é defi nido como 

(:3.48) 

e para sistemas assintoticamente estável, este satisfaz a equação de Lyapunov [32] : 

[Af[Q] + [Q][A] + [Cf[C] =O· (3.49) 

Seguindo a aproximação usada pelo gramiano de cont rolabilidade, i.e, part icionando 

[Q] e usando as estruturas das matrizes [A) e [C), a.s soluções na forma fechada podem 

ser obtidas . No caso de medidas do deslocamento, 

onde d;i é dada pela Eq. (3 .37) e 

Quando as velocidades são medidas , 

-w · (w~ - w~) ) J ) I 

2u:;Wj ( (;W; + (jWj) 

Cvij 

díj l 

(3.50) 

(3.51) 

(3.52) 
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com 

r 

Ct'i.i = L <P;(Pk) <I> j(Pk) . (3 .53) 
k=l 

Quando ambos. posições e velocidades são medidas. então a matriz [C)T = ( [Cd]7 [C,, f } 
e pode ser facilmeute demonstrado que o gramiano obtido para este caso é a soma 

dos gramianos considerados acima, pois 

Podemos mostrar diretamente que quando o amortecimento é pequeno 

e todas as freqüências naturais sào bem espaçadas. os gramianos são dominados 

pelos elementos diagonais 

[Q 1 d . ( Cdii Cdii ) 
ii = wg --, - .- , 

4(;w; 4~;w; 
i = 1, 2, ... , n, 

quando as posições são medidas, e por 

[ l . ( Cvii Cvii ) 
Q ii = dwg -.-, -.- , 

4~jWj 4~jC.....'j 
·i = l. 2 .... , n. 

quando as velocidades são medidas. Nesle caso 

n 

T[OJ L C;; ( 2 2 ) 
Xo - X o = 4--:--- Xo2i+ I + X02i • 

'·w · Í= l ')I I 

(3.54) 

(3.55) 

(3 .56) 

onde c;i=Cciii, Cvii ou Cdii + Cvii . dependendo se os deslocamentos, velocidades ou am

bas sâ.o medidas e x 02;_ 1. xo2; referem aos componentes do vetor de estado inicial 

x 0 . Para produzir uma grande energia de saída para qualquer estado inicial , todo os 

termos diagonais ele [Q] assim como sua soma tem que ser grande. No caso geral, os 

termos diagonais seriam substituídos pelos autovalores. Comparando as Eqs. (3.55) 

e (3.53) com (3.38) e (3 .24), isto pode ser visto que no caso de medições de veloci

dade, os autovalores da matriz gramiano de obser vabilidade e a matriz gramiano de 

controlabilidade são os mesmos para estruturas altamente amortecidas com modos 
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bem separados. Agora consideramos o sistema descrito pela Eq .(3.l ). sujeito à per

turbação persistente. Supô-se que esta perturbação está distribuída espacialmente 

com processo de ruído branco, isto é 

F(P, t) = .f(P)Ç(t), (3.57) 

onde Ç(t) é um ruído branco com intensidade unitária. Assumiremos mais adiante 

que a distribuição espacial .f( P) é tal que primeiros n modos são excitados com igual 

intensidade. Esta condição é satisfeita pela escolha 

n 

f(P) = M(P) L q>j(P) (3.58) 
j=l 

pois então 

Qi(t) = Ç(t) (3.59) 

conseguidas das Eqs. (3.57), (3.58), (3.8) e (3.5). O sistema é agora descri to pela 

Eq.(3.9) , com Qi dado pela Eq.(3.59). Este é um sistema linear, acionado por um 

processo de ruído branco. O valor mínimo quadrado do sistema saída é 

E{yT (t)y(t)} = E{xT (t)[C]T[C]x(t)} = tr{ ([Cf[C])[A:'](t)} , (3.60) 

onde [X](t) á matriz de covariança para o vetor de estado (Eq.(3.29)) . Em estado 

estacionário, a matrix [.~](t) tornar-se invariante no tempo e satisfaz a equação de 

Lyapunov 

(3.61) 
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com [A] dada pela Eq.(3.12) e b dada por 

b=[lOlO ... lOf·· (3.62) 

Corno a Eq.(3.61) tem a mesma estrutura que Eq.(3.19) , a solução para [ . .:t'i1 ] (a qual 

é uma submatriz 2 x 2 de [X]) é dada. pela Eq.(3.36) com fJij = 1. Se as freqüências 

naturais são bem espaçadas e os coeficientes de amortecimento são pequenas, a 

matriz [..-Y] aproxima-se à matriz diagonal com 

{3.63) 

e, por conseguinte, da Eq.(3.60) segue-se que 

n 

E{yT(t)y(t)} =L~' 
. 41'iWi 
t = l ':. 

(3.64) 

com Cii definida como anteriormente. Comparando a Eq.(3.64) com (3.54) e (3.55), é 

visto que grandes elementos diagonais da matriz gramiano de observabilidade faria a 

resposta de estado estacionário do sistema para uma grande exci ta.ção persistente, ao 

menos para uma estrutura com freqüências naturais bem espaçadas e amortecimento 

baixo. Como um resultado, adotamos o seguinte critério para a localização dos 

sensores. Maximizar 

(3.65) 

onde >.i refere-se aos autovalores do gramiano de observabilidade. Desde que para 

estrutu ras com amortecimento leve com freqüências bem separadas, os autovalores 

da matriz gramiano de observabilidade no caso das medições de velocidade são os 

mesmos que os autovalores da matriz gramiano de controlabilidade, posições ótimas 

dos sensores de velocidade e atuadores de força baseados sobre o critério (3.65) e 

(3.41), respectivamente, coincidem. O critério dado acima fornecerá as localizações 

UfRGS oTtcA~ 
SISTEMAS OE BIBLl ~JF.MÁ" eA 
81BU0TtCA SElORIA.l O • -
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do sensor perto dos pontos de v;;t.!ores máximos para. os modos dominantes. a menos 

que estejam na vizinhança denodos para qualquer outro modo. 

3.5 Exemplo de aplicação 

Para ilustrar o método proposto. consideramos a dinâmica de uma. 

ponte com atrit.o 1 descri1-a pelo modelo: 

(3.66) 

onde os xjs denota as localizações dos atuadores. Isto c01-responde para a Eq.(3.1) 

com M(P)=l e .C(.) = (ElfpA)f)'lj8x 4
. As freqüências naturais e autofunções 

normalizadas para a ponte são[MEI67]: 

(Í1r) 2 {Ei 
Wj = L VPA' (3.67) 

onde L é a longitude da ponte e i é o número de modo. Daí, as freqüências naturais 

são bem espaçadas e se o amortecimento é pequeno. o gramiano de controlabilidade 

é diagonalmente dominante e pode ser obtida da Eq.(3.38), no qual neste caso é 

1 
( 

p . ) I 2 t1l" Xj . 
Hii =? AL ... ,L: sen -L dwg(l,l) · 

~P I ,w, . 
') J=l 

(3.68) 

É visto nesta expressão que os autovalores do gramiano de controlabilidade corre

pendentes a um modo dado são inversamente proporcionais à.s freqüências naturais 

destes modos: o qual por sua vez são proporcionais aos quadrados do modo ·i. Por

tanto, os autovalores decrescem rapidamente com i. 

Para os cálculos numéricos , o seguinte dado para a ponte é assumida: 

E!= 2.667 Nm2 , pA = 3.12 kgjm, ( = 0.01. 
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Na Fig. 3.1 mostra. um gráfico do índice de desempenho da Eq.(:3Al) versus a. loca

lização do atuador quando seis modos sà.o incluídos no modelo da ponte analisada. 

Virtualmente os mesmos resultados são obtidos quando o critério (3.39) foi u~ado. 

A localização do atuador ótimo está. próximo ao centro (em 17.32 ou 22.68 para 

uma ponte de 40 m) já que a resposta. dinâmica da ponte é dominada em grand<' 

parte pelo primer modo (modo fundamental). a máxima amplitude do qual ocorre 

no centro. Esta localização ótima foi altamente insensível à quantidade de amor

tecimento,(, visto que este valor é pequeno (ou seja, menor que 0.1). Pode ver-se 

que o índice de desempenho desaparece quando a controlabil idade de qualquer modo 

está perdido. Nas figuras 3.2( a) e 3.2(b) são mostrados os gráficos dos índices de 

desempenho da Eq.(3.65) para a localização do sensor versus posição do sensor, 

Assumindo medições de deslocamento(Fig. 3.2(a)) e medições de velocidade (Fig. 

3.2(b) ), respectivamente. Os resultados são quantitativamente quase os mesmos, 

mas os picos sobre as curvas do índice de desempenho correspondente à amplitude 

máxima dos modos de ordem superior são inferiores para o caso de medições de 

localização. Este pode ser prognost icado sobre as bases das expressões aproxima

das para os gramianos de observabilidade (3.54), (3.55) e (3.53), o qual mostra que 

os autovalores do gramiano são inversamente proporcionais às freqüências naturais 

quando as medições de velocidade são usadas. mas são inversamente proporcionais 

ao cubo das freqüências naturais quando os deslocamentos são medidos. As posições 

ótimas para o atuador c ambos sensores são os mesmos. 
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4.1 Int rodução 

A tecnologia de controle está sendo utilizada no estudo de estruturas 

flexíveis tais como prédios altos e pontes de vãos longos. O desenho destas estru

turas envolve certos problemas, por exemplo. segurança (o risco de falhas devido 

às incertezas das cargas apl icadas). conforto humano (inquilinos sobre os andares 

superiores em prédios altos e pedestres sobre as pontes de vão grande sofrem efei

tos psicofisiológicos devido à vibração), e um acréscimo do risco de dano (v ibrações 

causam rachaduras de janelas, rachaduras de paredes, etc.). Qualquer intento de 

construir estruturas maiores e mais altas sem prestar atenção apropriada a estes 

problemas não tem êxito. Um controle estrutural tem sido proposto como uma 

possível solução(43] . As estruturas podem ser controladas usando mecanismos de 

controle ativo ou passivo. Um mecanismo de controle pass ivo opera sem o uso de 

abastecimento externo de energia. i\o entanto. é caro e capaz de cor .. trolar o des

locamento até certo limi te. Um mecanismo de controle ativo opera só se a energia 

externa se abastece continuamente. Ainda que caro, pode controlar o deslocamento 

a velocidade ou a aceleraçà.o da estrutura ou todas elas. 

Foram feitas tentativas variadas para aplicar a teoria de controle ativo 

ao controle das estruturas da engenharia civ il {29][36] . A implementação da força de 

controle, a pesquisa do tipo apropriado do mecanismo de controle c seus componentes 

e a integração de modos de vibração e seu efeito no comportamenlo da estrutura 

controlada não foram estudados. Neste. capítulo foi feito o estudo de uma ponte de 

vão longo sujeito a uma carga móvel determinística utilizando técnica de controle 

ativo. 

48 
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4.2 Projeto do controle ativo 

A fim de implementa r o controle ativo. u(l) . a lguns mecanismos são 

necessários. Um sensor é necessário para enYiar um sinal ao atuador. Em geral, o 

sensor é um t ransdutor qu<:- transforma o deslocamento medido. velocidade ou ace

leração, ou lodos estes. em um tensão correspondente. V( l ). que é capaz de acionar 

o atuador. O atua.dor poderia. ter sido prev isto para produzir o controle necessário , 

u(t), o qual é geralmente função de deslocamento. velocidade ou aceleração, ou todos 

estes, da est rutura. 

A descrição matemática de um sensor é. respectivamente: 

( 4.1) 

(4.2) 

(4.3) 

no qual a ·d=ganho do sensor de deflexà.o; a 1,=ganho do sensor de aceleração; e 

a a =ganho do senso r de aceleração. 

Eq.4.1 é usada para um sensor de defiexâo, 

Eq.4.2 é usada para um sensor de velocidade. e 

Eq.4.3 é usada para um sensor de acele ração em :t = Xc· 

O atuador pode ser usado como um scrvomccanismo ou um cornpesador 

de ganho. Uma fórmula simples para o servomecanismo [31][39] [36] é 

( 4.4) 

no qual Xc= ganho do atuador. 
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Vamos df'sprezar a cont ribuiçRo do segundo P da mais alta ordem de 

modos, o desenho está baseado no primeiro modo somente a fim de verificar a 

validade da. afirmação freqü ente de que o primeiro modo é predominante' e os outros 

modos podem ser desprezados. A primeira equaçào do modo é obtida da Eq.(2.4) 

pela substituição do declive em x = a como uma função do primeiro modo somente. 

A Eq.(2.4) passa a ser 

(4.5) 

Investigando a Eq.(4.5), se chega à conclusã.o que, se u(t) é a função 

de ;L(t) , amortecimento é introduzido no sistema. Também o efeito da massa ou o 

efeito da rigidez é alterado se u(t) é a função de }C(t) ou A 1(t), respectivamente. 

Vamos aplicar a t ransfomada de Laplace à Eq.( 4.5) . Em termos da variável de 

Laplace, s, o resultado é 

2 2 2fo r;, 4Slrr rra[ rr rra ] 
A1(s)[s +w1] = _:_L 2 - -LLcos-L u(s)+21Lcos-L A1 (s ) 

m 8 2 + (7) m 
( 4.6) 

no qual u( s) pode ser substituído pela transformada de Laplace da 

Eq.(4.4), ou seja: 
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Para o sensor de deslocamento. velocidade e aceleração, v( s) é repre

sentado. respectivamente, pelas equações seguintes: 

7rX onde, y(.tc,s) = sen(y)A ,(s) 

PROJET O D O SISTEMA D E R ETROALilVlENTAÇAO: 

A Eq.(4.6) pode ser representada pelo diagrama elos blocos da Fig. 4.1, 

para três tipos de scnsores, respectivamente. 

l F(s) 

R(s) =- o_+ Q - Q I ;;i;r I A, (s) 

2LB1 E.cosEE. L L + ~ -o 
+ t.___ _ _ _ _ l 

sen 1fxc 
L 

y(s) 

Jr----11 Cld 1-
EJ 
B 

Figura 4.1 Diagrama de Blocos Considerando Primeiro Modo 

O desenho poderá ser executado usando o clássico método de função 

de transferência. A simplicidade de tal método é bem conhecida do desenho de 

sistemas de 1 grau de liberdade. Por definição. as funções de transferência do laço 
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adiantado. do laço rctroalimcntado. e do laço fechado são obtidas. respectivamente. 

da Fig. 4.1 como 

G(s) 
P(s) = l+G(s) H(s) 

As três funções de transferência de laço fechado são 

s + f{c 

pd ( s) == 3 y 2 ( 2 B C ) f . ( B C 2 B ) s + \ cS + W 1 + 1 1 S + \ c 1 ' 1 + W 1 + 1<l'd 

S + I\c 
P~,(s) = 3 1·2 ( 2 B C Bl.) 1'( 2 BC) S + \ cS + + W1 + 1 I + I \ cO'v S + \ c w' l + 1 I 

S + h'c 
Pa(s) = s3 +(!\.c+ B1 l\'caa)s2 + (wi + B1CI)s + l\.c(w~ + B1Ct) 

no qual os subíndices de P(s) indicam os três tipos de sensor. 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

( 4.10) 

( 4.11) 

(4 .12) 

O desenho é executado com o propósito de satisfazer certos critérios. 

1) Por estabi lidade: 

A estabilidade de um sistema invariante no tempo de 1 grau de li herdade 

é verificado usando a tabela de Routh. O sistema está.vel existe se não há mudança 

no sinal da primeira coluna da tabela 1. No qual também são mostradas as tabelas 

de Rou th para os três sistemas. 
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A equação característica de cada sistema é dado pelo denom i11ador da 

função de transferência do seu laço íechado. 

1 . ? ·) D C !' (BC 2 B S + /\ ,.S" + (v..'j + I ' J ),:. + \ c · I ' 1 +-•:1 + t üJ) = Ü 

TABELA 1 .- Tabela de Routh [37] para Três Sistemas 

(a) Sistema com Sensor de Deflexão 

s 3 1.0 (w2 + Bt Ct) 

s2 [{c i\' c( B1 C1 + wf + B1 CXd) 

SI -B1 ad o 
so I\A B1 C1 + c...;f + B1 ad) 

(b) Sistema com Sensor de Velocidade 

s3 1.0 (c...;i + B1 C1 + BJJ\.cO:v) 

s2 J\.c Xc(w~ + B1 Ct) 

s i BJJ\·cav o 
$ 0 l\"c(w~ + B t Ct ) 

(!1.13) 

(4.14 ) 

( 4 .15) 
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(c) Sistema com Scnsor de Aceleração 

83 1.0 (....:2 + BJCd 

s2 (I\.c + Bl od/\.c) (w2 + B1 C1 )/\.c 

_., I BJCta(;.._·? + Bt C:t)/(1 + Blcra ) o 
so (w? + BJ C1 )1\.c 

2) uma razão de amortecimento apropriado: 

A segunda exigência a ser satisfeita é a da razã.o apropriada ele amorte

cimento. Esta razão deveria ser tão grande quanto possível. O estudo paramétrica é 

necessário para achar a melhor combinação dos parãmct ros controladores para uma 

realização ótirna.Nesta conexão, o método lugar das raizes [37][16]foi aplicado. Na 

forma de lugar das raizes, as Eqs.(4.13), (4.14) e (4.15) se podem escrever corno 

( 4.16) 

( 4.17) 

( 4.18) 

3) Um estado invariante com mínimo erro: 

O erro do estado estacionário é outro critério que deveria ser verificado. 

O erro entre a entrada, R(s ), e a sa ída do laço de rctroalimentação. H (s)y(s), é 

obtido do diagrama de blocos da Fig. 4.2 [37] e resulta 

UfRGS 
SISTEMAS OE BlBLIOTtCAS JEMAllCA 
BIBUOTt.CA SETORIAL DE MA 
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R(S) 

-~ 
E(-~) y(s) 

G(S) 

t 

H(S) 

Figura 4.2 Diagrama de Blocos de Sistema Retroalimcntado 

no qual 

R(s) 
E(s) = 1 + G(s)H(s) 

O erro de estado invariante é definido por 

I' L - t ( R( s) ) I' s R( s) 
ess = t.T~ 1 + G(s)H(s) = s~Ó 1 + G'(s)H(s) 

Para o tipo adotado de perturbação, o erro de estado inva.riante é zero. 

4) Uma sensitividade mínima: 

5-S 

( 4.19) 

( 4.20) 

(4 .21) 

A sensitiv idade é um fator a ser ,·erificado. É definido como o efeito 

de pequenas m udanças no sistema de parâmetros (devido a idade. devido ao meio 

ambiente, e outros fatores naturais) no desempenho do sistema [37] . A sensitividadc 
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do sistema devido a Yariações do sistema. das plantas é 

c,·P _ âP C_ 1 
·-c - DG P - 1 + G(s)Il(s) ( 4.22) 

Eq.(4.22) indica que assim como G(s) H( s) cresce em certé\s freqüências em magni

tude, a sensitividade é reduzida.. Com respeito as mudanças nos parâmetros do laço 

de retroalimentaçào. a sensitividade é definida como 

p âP H -G(s)H(s) 
S!! = ôH P = 1 + G(s) H( s) ( 4.23) 

O qual indica que quando G(s) H( s) é grande, a sensitividade se ap roxima da uni

dade, e quaisquer mudanças em H (s) afetam diretamente a resposta de saída. Por

tanto, é recomendado que componentes de retroalimentação que não variem com a.s 

mudanças do meio e possam ser mantidos contínuos sejam usados. 

4.3 Reconstrução do espaço modal 

Neste caso trabalharemos com o sistema. trimodal.A deflexão c declive 

en x, a, e (L - a) são 

( 4.24) 

(4 .25) 

( 4.26) 
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Substituindo uas Eqs.(2.32) e (:2.J4). e executando algumas operações 

para eliminar v.(t). obtemos finalmente para o sistema ele sensor de velocidade: 

··· • ·· 2 · · 2 2.fo . rlt(l ) + l\ cAt (f) +.:...: 1 .-\t (t ) + l\ c....:1 At(t) = -(1\c.SenDt f + fltcosSltl ) 
mL 

- BJ[cr,J\.cÂJ(t)- a ,J\cri3(t) 

+ h"cCtAt (J) + l\· .. c3A3(t) 

+ CtfL(l) + C3ri3(t)] 

•· · , •· 2 • , 2 2fo , 
A3(t) + l\ cA3(t) + w3A3(t) + l\ cW3A3(t) = mL U\ cSen f'l3 t + n3cosn3t) 

no qual 01 = jrrvj L; e 

Cj = 2/(j;; /L )cos(jrraj L). 

- B3[a,,I\cÀJ(t)- a,J\.cÂ3(t) 

+ KcCl A1 (t) + KcC3A3(t) 

+c] Ã1 (t) + C3Â3(t)] 

As seguintes variaveis de estado são definidas: 

Xt(t) = .-i1(l); X2(t) = .4t(t) : 

X3(t ) = AI(l ); X4(t) = A3(t); 

X5 (t) = .-i3(t); Xu = A3(t). 

( 4.21) 

(4 .28) 

Reescre\·endo as Eqs. (4 .27) e (4.28) em termos dessas variáveis de estado produzi-
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mos: 

·) ~ 
-. 

0 (l\.r-8enf2 1t + f21cosD,t ) 
m[ 

- B1 [a,, KcX:! - o:,I\.cX s + 

X·, I ' ' ' 2 '" + I . 2 X 6 + \ c ./\ 6 + W3·"-il \ cC....'3 4 = 
·) ~ 

:~ (I\csenD3l + D3cosf23t) 

- B3[a:,,KcX2 - o:,I\cXs + 

o qual pode ser representado na forma de matriz 

{X} = [A, ]{X} +{F} 

no qual 

{X} = vetor de estado de 6 x 1; 

{F} = vetor de perturbação de 6 x 1. 

[A,,] = matriz de 6 x 6. 

A solução da Eq. (4 .31) é 

58 

(4.31) 

{X}(t) = [<I>)(t ){X}(O) + 1 t[<I>}(t- T){F }(r)d T ( 4.32) 

onde 

':~~AS OE BIBU01tCA~TEtAA~ 
~IIBUOTt:CA SETORIAL. DE 
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A mat ri z [A,,] da [q .( 4.31 ) ficou 

o o 
o o 

[A,,] = 
- I·:c(: .. :; + Bt CJ) -I.J.:~ - BJ( Ct + a,,l\'c) -Xc 

e o vetor 

o o o 
o o o 

- /33/\'cCt -BJ(Ct + a,,l\'c) o 

o 
o 

- BtKcC3 

o 
o 

-f{cwj - B3KcC3 

o o 
o o 

-Bt (C3 + a:.J\c) o 
( 4.33) 

1 o 
o 1 

-wj - B3( C3 - a:,, I<c) -f{c 

l:Jstu\·csenD.3t + fh cosD.3t ) ] T 
1n 1.J 

( 4.34 ) 

De forma análoga consegue-se as matrizes de coeficientes de estado para o sensor de 

deslocamento, [Ad] · e de aceleração, [A.a): 
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A mat.ri z [.-td] da Eq.(4 .31 ) resulto 

o 
o 

o 
o 

o 
o 

1 

o 

o 
o 

- B1 Kc( C3 - ad) 

o 
o 

A matriz [Aa] da Eq.( 4.31) resulta 

o 1 

o o 
o 
1 

o 

o 
o 
o 

o 
o 

[Aa] = 
-J':c(ik'; + BtC,) -w;- B1 C1 -J\..c - B, A.ca·a 

o o o 
o o o 

- B3I\cC, - B3CJ -B3J\.cO:a 

o o 
o o 

-B,KcC3 -B1(C3 

o 1 

o o 
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o 
o 
o 
o 

(4.35) 

1 

-f{c 

o 
o 

B,I\caa 

o 
(4.36) 

1 
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5.1 Introdução 

Ao longo da década passada.: avanços significante foram fei tos no con

t role ativo das vibrações. A tecnologia foi estudada e im plementada numa \'ariedade 

de situações em engenharia. Foram desemvolvidas estudos de minimizar a. resposta. 

de vibração da ponte devido a. um a. carga móvel e desenhar um sistema de controle 

de estruturas flexíveis [27][3]. Este capítulo está baseado na teoria de controle ótimo 

e apresentado como problema regulador (24) . Este método é utilizado numa ponte 

de vão longo. 

5.2 O problema de controle ótimo regulador 

Consideremos o sistema linear de estado 

x (t) = [A}x (t) + [B}u (l) + d (t): x (Lo) = xo ( 5.1) 

y (t) = [C]x (t) (5.2) 

onde x = x (t) é um vetor n x 1 que representa o estado do sistema; u = u(t) é 

uma variável de controle irrestringida de T x l ; [A] e [B] sào matrizes de dimensões 

apropriadas; d = d (t) é um vetor n x l que representa a perturbação; y = y (t) é 

um vetor m x 1 que representa as vari áveis de saída: e [C] é a matriz de dimensão 

apropriada. 

61 



5 TÉCNICA DE CONTROLB ÓTIMO 62 

Ün1a função objeri,·o ou de custos é usualmente definida em termos de 

especificações requeridas. A minimizaçào da. funç.âo custo leva a uma estratégia de 

controle ótimo. a. funçào objeti,·o f. escolhida como uma função quadrática da forma 

(5.3) 

onde [50], [Q0]. e [R} são matrizes ponderadas de d imensões apropriadas; [S0} e [Q0] 

devem ser pelo menos semidefinida positiva; [R] deve ser definida positiva; 

Também as matrizes [Cf'[So}[C} e [Cf[Qo][C] são semidefinidas positivas [5] e que 

o sistema ele Eqs. (5.1) e (5.2) são completamente observáveis [2]. 

Basicamente, a solução do problema regulador de estado leva a um 

sistema de retroalimentaçâo ótimo com a propriedade de que as componentes do 

vetor de estado são mant idos perto de zero sem gasto excessivo de controle de energia. 

Sustituindo y(t) = [C)x(t) na Eq.(5.3) obtemos a relação 

1 1 t' J = 2x7 (tJ )[C]7 [So][C}x(tJ) + 2 }to (x7 (t)[C}7 [Qo}[C)x(t) 

+uT(t)[R}u (t)) dt (5.4) 

A condição necessária, para uma solução ótima para o problema regulador pode ser 

obtido da formulação Hamiltoniana. Para. o problema regulador. o Hamil toniano é 

definido como: 

no qual À= À(t) é um vetor de n x 1 que denota as variáveis de custos (multiplicador 

de Lagrange). 
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Para um mínimo de J dado pela Eq. ( .5 .·1). e sujei to às Eqs. ( 5. 1) e ( 5. 2). 

é necessário [.5] que 

(5.6) 

x(to ) = Xo ( 5.1) 

(5.8) 

Combinamos as equações (5.7) e (5.8) na forma matricial: 

(x(t)) ( [A] - [B][RJ-
1
[Bf) (x(t)) (5.9) 

~(t) - -[CjT[Q0][C] -[A]T .X(t) 

Da Eq.(5.9) obtém-se a relação entre o custo .X(t) e o estado x(t): 

.X(t) = [P](t)x (t) (5 .10) 

para todo tE [to ,tJ}· 

Onde [P} = [P] (l) é uma matriz simétrica n x n chamada .. matri z ele Riccat i':. 

O controle ótimo neste caso é obtido substituindo Eq.(5.10)na Eq.(5.6) 

resulta: 

u*(t ) = -[Rt 1 [Bf[P}(t )x (t ) ( 5.11 ) 

O controle dado pela Eq. (5 .11) depende somente do estado atual do sistema e assim 

este representa um controle de laço fechado. 

UfRGS lt A 
SISTEMAS OE BIBUO C MATEMAl\Q 
qlBUOíÉCA SETORIAl DE 
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Diferenciando com respei to ao tempo a Eq.(.).lO). achamos que 

~(l) = [F](l)x(l) + [P](L)x(t) (5.12) 

mas, da Eq.(5.9 ). sabemos qne 

x(t) = [A]x(t)- [B][Rt 1[Bf À(t) (5.13) 

e 

~(t ) = -[Cf[Qo][C]x (t)- [AfÀ(t) (5.14) 

substituindo a Eq.(5.10) na Eq.(5.13), obtemos 

x(t) =[[A]- [B][Rt1[B]T[P](t)]x(t) (5.15) 

Substituindo a Eq.(5. 15) na Eq.(5.12), achamos que 

~(t) = ([F](t) + [P](t)[A] - [P](t)[B][Rt'[B]T[P](t))x(t) (5.16) 

Substituindo a Eq.(5.10) na Eq.(5.14), obtemos 

~(t) = ([C]T[Qo][C] - [Afr[P](t))x (t) (5.17) 

Das Eqs. (5 .16) e (5.17), concluímos que [P](t) satisfaz a equação diferencial: 

-[P](t) = [P](t)[A] + [Af[P)(t)- [P)(t)[B][Rt'[Bf[P](L) + [Cf[Qo][C) (5.18) 

para todo I E [t0 , t1l · com a condição de contorno 

(5.19) 
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Onde a Eq.(5.10 ) chega-se' da condição ck transve rsabiLidadc. i.c .. req ltcr que 

mas em t1 . temos também a rel a.çã.o 

e assim concluímos que 

para todo x( t f ) e, portanto, 

[P](tJ) = [Cf[So][C] 

CALCULO DA MATRIZ D E RICCATI [P](t) : 

Escrevemos do sistema matricial Eq.(5.9) na forma 

(x(t)) = cet (x(lo)) = ( <Pu(i ) ~12(l )) (x(to)) (5_20) 

>. (t) >.(to) 1>21(t) <Pn(t) >.(to) 

onde 

( 
[A) - [B)[R]-1[BJT) 

e = - [CJT[Qo][C] -[AJT 
(5.21) 

Da Eq.(5.20) temos: 

[P](t ) = {<Pu(t) + <P12(t)[P](to)r 1 
{<P21( / ) + <Pn(t)[P](to)} , io:St:St! (5.22) 
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onde 

Os cálculos de [P] (l), [P](t0 ) e [e]81 são realizados num PC. ut ilizando a 

função expm de Matlabe e o método de Runge-hutta de quarta ordem melhorado. 

5.3 Reconstrução do espaço modal 

Considerando os modos cont rolados (modos ímpares). das Eqs.(2.41 ) e 

(2.43) resulta: 

onde 

1i (Jrra) C.i = 2lJ L cos L , para nwdos nnpares 

para modos paTes 

Denominando as variáveis de estado como 

x1(t)=A1 

:l'3(t)=A3 

X2 (t) =AI 

X"(t ) = À3, 
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y 

,.---- -lcJl_j I :ajl-o+. ~ 
+' " j w'B7cP(t)j~OBSERjJ 

Figura 5.1 Diagrama àe simulação para Problema Regulador 

as Eqs. (5.24) e (5.25) podem ser representadas pela simulação do 

diagrama mostrada na Fig. 5.1. Este é assumido que o desenho do observador tem 

sido feito como em [2] . Então ao desenhador resta fazer o desenho do controle ótimo 

u*(t) . 

Da Fig. 5.1 , segue-se que o sinal ativante, e (t) . (ação de controle) é dado por 

(5.26) 

onde r(t) é um vetor de ent.rada. As Eqs.(5.2.:! J e (5.25) podem agora. ser reescritas 

na forma de estado como 

x( t) = [A]x(t) + [B]e(t) (5.27) 

Usando as Eqs.(5.26) e (5.27) temos 

x(t) = [Ac]x (t) + [ B~] u"(t) + d(t) ( 5.28) 
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onde 

[A (']= [.4]- [B][BiJ!CiJ 

(Bc] = - [BJlBiJ 

d(t) = [B]r(t) 

Nas equações precedentes, [A}, (B], [Bj], r(t ), e [Cj] são dados por 

o 1 o o o o 
. ,2 o o o 1 o [B;[~ (~} [A]= 

- ...... 
[B] = 

o o o 1 o o 
o o -w5 o o 1 

6 

Assuma-se que somente um sinal de medição está. disponível. Este sinal representa 

a razão da rotaçã.o de postes do mecanismo de controle e é expressado por 

y(t ) = [C]x(t) = (O ~· O ~3) :r(t) (5.29) 

Como o posto de [C] é a unidade, as matrizes [So] e [Q0] são de dimensão l x L 

Também , a dimensão de [R] é 1 x 1 dado que somente um sinal de controle entra 

no sistema. 

Outra alternativa de estudar o controle ótimo no espaço de estado. 

consiste em reescrever as Eqs. (5.24) e (5.25), na forma matricial: 
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(.5.30) 

e introduzir as variáveis: 

[B] = (-B,) . 
-B3 

e 

2P sen( fl t) rnr ' 
p (t) = 

Decorre da Eq. (5.30) com 

X=(:) ( 5.31 ) 
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a eq uação de estado 

x~ (:) ~ (- I D)z +IB~u(l ) + p ( t )) 
( 

O [ !]) (z) ( O ) ( O ) = + u(t)+ 
-[D] O i [B] p (t) 

ou 

onde 

e 

X = [Ac)X + [Bc] + d(t), 

[A]c = ( O [!]) , 
-[D] o 

[Bc] = (O) , 
[B] 

d (l ) = ( o ) . 
p(t) 

A lei de controle ótimo deste problema acha-se como: 

u(t) = - [R]- 1[Bf[P](t)x(t) 

onde a matriz [ P]( t) satisfaz a equação diferencial matricial de Riccati: 

(5 .32) 

(5.33) 
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Introduzindo a notação 

onde [P1I) . [Pl2) e [P22J são matrizes de 2 x 2. então o controle u(t) é reescri to como: 

ou 

(5.34) 

sustituindo a Eq. (5 .34) na Eq. (5.32) obtemos a equação diferencial simplificada 

na variável z 

[M]z + [C]z + [J\]z = p(t) 

onde 

[M] é a matriz de identidade de 2 x 2: 

[/\] = [B][R)- 1[BjT[Pl2]7 + [D]; 

[C] = [BJ[R]- 1 [BjT[P22] . 

( 5.35) 



6 CONTROLE AMORTECEDOR D E MASSA 
REGULADA ATIVO 

6 .1 Introdução 

O termo amortecedor de massa regulada(AMR.) é comumente aplicado 

a uma grande variedade de absorvedores de vibrações. O efeito de Al'v1R. na resposta 

de sismos de pontes tem sido estudado [23) [3S). Foi previamente obtido que o 

tradicional ótimo AtviR. não contribui através da redução da. força lateral máxima 

na base da ponte. Acentuando a efetividade de AMR. com a adição da capacidade 

de um controle ativo foi também estudada em [11) [42) . A teoria de controle ótimo 

é aplicada para. a otimização do AMR ativo. Geralmente, a otimização de AMR. é 

considerada para um sistema de um grau de liberdade, e um amortecedor de massa 

ativa, o qual é controlado por uma retroalimentação de estado para um sistema de 

múltiplos graus de liberdade como mostrado na Fig. 6.1. Leis de controle linear 

sã.o derivados pelos métodos de controle de laço abeno e laço fechado. desde que 

os algoritmos de controle de laço fechado sejam largamente usados para estruturas 

excitadas por terremotos. Uma que o controle de laço fechado de Riccati não satisfaz 

necessariamente a condição ótima. o algoritmo de controle ótimo instantâneo foi 

introduzido [42) . O índice de desempenho dependente do tempo foi minimizado a 

todo instan te de tempo e a. excitação de entrada nesse intervalo de tempo pode 

ser mostrado a priori. Efeitos de retardo de tempo amortecidos ativamente foram 

também invest igados em controle estrutural. 

O objetivo deste capítulo é estudar a possibilidade de acentuar a efetivi

dade ele AMR. com a junção ele um controle ativo capaz. Basicamente a metodologia 

está baseada na teoria de controle ótimo instantâneo. A matriz ponderada Q mostra 

que a importância relativa da resposta do vetor de estado Z(t) é discutida da qual 

o arranjo da. matriz ponderada. associada com os componentes do vetor de estado 

72 
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são determinados. O tempo de retardo para calcular a força de controle é levado 

em consideração para. o algoritmo de controle ótimo. A eficiência do controle e a 

efetividade do AMR ativo forarn examinados atra.vés do computador. Este método 

é aplicado a.o comportament-o das vibrações de uma ponte considerada como uma 

estrutura flexível com amortecedor de massa regulada. 

M 

f----ti]r----v 

111111111111 II/I I I I I I/ I/ I// I //I 

Figura 6.1 Sistema Amortecedor de Massa Regulada 
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6.2 Representação do espaço de estado do 
sistema de controle de vibração 

74 

Considere-se o mo\·imenio de uma ponte descrilo por um modelo apro

ximado de segundo ordem com n graus de liberdade (n-GDL) 

( 6.1) 

onde [M) é a matriz de massa estrutural , [C) matriz de amortecimento estrutural, 

[!\.]matriz de rigidez estrutural, [B1] matriz ele localização das forças de controle, E 1 

vetor de localização da carga externa e considerar um sistema amortecedor de massa 

regulada(AMR) ativa de n graus de liberdade sujeita a um sismo que fornece uma 

aceleração x9(t) para a base. A equação matricial de movimento pode ser escrita na 

forma do vetor de estado 

i (t) = [A)Z(t) + [B)U (t) + Ex9 (t) 

onde 

Z( t) = [X, ./\']T é o vetor de estado de (2n x 1) 

U(t) = (1· x 1): é o vetor ele controle, 

[A) = (2n x 2n), é a matriz do sistema, 

(6.2) 

[B] = (2n x T), é a matriz que especifica a localização dos controladores ativos, 

E = é vetor apropriado de 2n x 1. 

Estas matrizes são expressadas como: 

[B]= . 
( 

o ) 
[Mr 1[B.] . 

e [M], [C] e [A'] são matrizes de massa, amortecimento e rigidez. )(ovos algoritmos 

de controle ótimo instantãneos são estabelecidos usando o índice de desempenho 
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J(t) como segue: 

J (t) = Z7 (t)[QJZ(l) + ur(tHRJU(t) ( 6.4 ) 

no qual [Q] e [R] são as matrizes ponderadas .. -\través da minimizaçã.o do índice de 

desempenho J (t). o vct.or de conLrole U (l) é regulado pela resposta medida do vetor 

de estado (controle de laço fechado). e o vetor controle é obtido como [42]: 

(6.5) 

Desde que os elementos da metade superior da matriz [B] são todos zero. somente os 

elementos da metade inferior da matriz de [QJ tem influência nas forças de controle. 

6.3 Discussão da matriz ponderada [Q] 

Vamos supor que o sistema de estrutura tem n-GDL. Como discutido 

anteriormente, a. matriz ponderada [Q] de 2n x 2n. na Eq. (6.4) pode ser expressa 

como: 

[Q] = ( o o ) 
[Qt] [Q2] 

(6.6) 

[Qd e [Q2] são matrizes com dimensões n x n. respectivamente. Substituindo a 

Eq.(6.6) na Eq. (6.5). a força de controle pode ser escrito como: 

(6 .7) 



G CONTROLE AMORTECEDOR DE MASSA REGULA DA .-\ TIFO 76 

na qual : 

bll bl2 b lr I'] 

[Bd = 
ú2 J b22 b2,· 

[R] = 
1"2 

c 

(6.8) 

na qual 

(6.9) 

e (Jk j é o elemento na matriz [Qt]. Está claro que cada vetor coluna na matriz 

[.,6 ] pode somente ser representado pelo mesmo vetor coluna na matriz [Qt] . Por 

exemplo, se [R] - 1 bT[M]-1 tem posto 2 então 

(6.10) 

então dando { qk1},k = 1 ... n, podemos obter {311 e /321. Por out ro lado, outro 

conjunto de q'k1 pode também ser determinado como o mesmo valor de /311 e /32 1 

como segue: 

( 6.11) 
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e 

={O} 

É claro que se {qj;1 } é dado na. forma da Eq.(6.11), então podemos também ter o 

mesmo valor de {311 e j]21 . Nesse exemplo. se [R]- 1 [ BI]T[!V]- 1 tem posto 2. nós 

somente precisamos de dois elementos na primeira coluna. da. matriz [Qi]. Deste 

estudo é evidente que se o sistema el:;tru tural tem somente r forças de controle. as 

dimensões não nulas na matriz [Qi] somenLe necessitará dimensões (T x n) . Este 

resultado reduzirá a complexidade na discussão da matriz [Q 1] . 

6.4 Compensação do tempo de retardo em 
controle ótimo instantâneo de estruturas 

Do estudo prévio sabemos que o algoritmo de controle ótimo não é 

afetado mesmo se a. força de controle é ap licada. ao sistema com um tempo de 

retardo D.t. :\ diferença está no vetor de estado Z (t) no qual U (t) é substituído 

por U(t - 6t). Usando uma aproximação trapezoidal para o termo da integral na 

Eq.(6.2 ). Z(t) é reescrito como 

6t 
Z (t ) = D(t- 6t) + T([B]U (t) + Ex9 (t)) (6.12) 

no qual 

6t 
D(t- 6t) = e!Al~'{ Z(t- 61) + 

2 
([B]U (t - 6t) + Ex9(i- 6t))} (6.13) 
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Ao substituir a Eq.(6.l 3) na Eq. (6.12). obtemos: 

[ J 
~~ 

Z(t) = e A !:it z (i - D. l) + --:f{cA!:ir( [BjU (t- D. t ) + E ig( f -- 6.t)) 

+[B]U(t) + E x9 (t)} 

então 

6.t 
Z(l- 6.t) = e!AJc.t z (t- 26.t ) + -{e!AJc.1([B]U(t- 26.1) + Ex9(1- 26.t)) 

2 

[B]U(t- 6.t ) + E x9 (L- .Llt)} 

Substituindo a Eq.(6 .15) na Eq. (6.14), resulta: 

Z( t) ; eiA[l>t ([ eiAJ(tJ Z(t - 2f'.t) + ~~ (I B] U (I - 2f'.t) + Ei 9(t - 2ôt)] 

t>t [IB]U(t- f>t ) + Ei 9 (t- ôt)]) + ~~ (IBJU(t) + EX9(t )) 

O vetor de estado no tempo t + d6.t pode então ser expresso como: 

6.t 
Z(t + d6.t ) = efA]dc.t z (l + d~t- 6.t) + -{e!·4161 ([B]U(t + d6.t - .Llt) 

2 

+E x9 (t + d6.t- 6.t)) + [B]U(t + d6.t) + E x9 (t + d6.t)} 
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í6 .14) 

(6.15) 

(6.16) 

(6.17) 

Após de decompor sucessivamente, Z(t + d6.t ) pode também ser expressado como: 

Z(t + d6.t) = ef-4Jdótz (t) + 6.t e[AJd!:it([B]U(t ) + E x
9
(t)) 

2 
d- 1 

+6.t L e[A]i!:ir ([B]U (/ + d6.t - i6.t) 
i=! 

+E x9 (t + d6.t - i6.t)) 

6.t 
+-([BJU(t + d6.t ) + E x 9 (t + d6.t)) 

2 

(6.18) 
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Quando a força de controle que foi aplicada ao si::;tel11a t.<'m um d-passos no temp o 

de retardo d~l. a Eq. (6 .1S) pode ser expressado como 

6-t 
Z (t + d6t ) = é(.·l)dÃt z (t) + 

2
e[A)dÃt ([B]U (t- d~i) + E:é

9
(l)) 

d-l 

+~t L é l\ ]iC.t ([B]U (t - i!it) 
i=l 

+Ex9 (t + dt:.t- i6t)) 

~t 
+T([B]U(t) + E x9 (l + d~t)) 

No tempo t . o vetor de estado Z(t) . a força de controle 

U (t- d~t) , ... . U (i - 6..t ) e x9 (t + d6..t) são todos sinais conhecidos e 

(6.19) 

x9 (t + ~t), ... ,x9 (l + d~t) são acelerações de base desconhecidas. Se podemos 

predizer as acelerações de base, a Eq.(6.19) pode ser expressa como 

(6.20) 

no qual: 

w
1 

= eiA)dÃt ( 6.21) 

W ·· = ~t e[AJdó.tEx (t) ..l. .6.l E:~ (i+ d6..t) 
Ig 2 g I 2 ' 9 

d-1 

+6t L e[AJic.t E i
9
(t + d6..t- i6..t) 

(6.22) 

i= I 

d-1 

\IIu = ~ el--t)du t[B]U(t - d.6.t ) + 6-t L eiA)iC.r [B]U (/- i6..t) (6.23) 
- ~1 
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A função de desempenho para este p roblema pode cnt.ào ser modi fi cada para 

J (t) = Z7 (t + d..::,t )[Q]Z(t + dD..t ) + u T(t )[R]U (t) 
( 6.24) 

As condições necessárias pa ra minimizar a função de desempenho J (t) são: 

âZ (~~t~D..t) =O. =? 2[Q]Z(t + dD..t ) + À= O 

âJ (t) = O =? 2[R]U(t) - ~t [D]7À =O 
âU (t) ' .!. 

(6.25) 

âJ (t) 
- -= 0 

ÔÀ 

A força de controle U (t ) pode ser obtida das Eqs.(6.5) e (6.25) 

(6.26) 

Substituindo a Eq.(6.20) na Eq.(6.26), resulta: 

(6.27) 

Para a derivação anterior, variações lineares entre incrementos de tempo para a força 

de con trole e aceleração de base são assumidos. 
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6.5 Aplicação do controle ativo 

A estrutura considerada para a aplicação do controle ativo é uma ponte 

de vão L. massa por unidade de longitude m. e rigidez transversal EI. O movimento 

vertical da ponte consiste de um deslocamente flexural y(x, t) , como mostra-se na 

Fig. 6.2 . 

Q.B 

Yt = , s + Y d 

Xgb 

X 

L 

li 

+ _L_ _o_ 
-X 

~----1 L ---=L __ _ 

Figura 6.2 Estrutura flexível sujeita à excitação vertical em ambos extremos. Res
posta da estrutura descrita pelas respostas combinadas de quase-estática 
e dinâmica 

A equação de movimento é descrita como 

ô2y(x,t) ôy(x,t) EIÔ4y(x,t) _f( ) 
m ôt2 +c ôt + ôx4 - x, t (6.28) 

onde f(x , t) é a excitação externa. A solução do problema de autovalor associado 

consiste de um conjunto infinito de autovalores. Ài=wl e as autofunções correspon-

dentes <Pi(J.:)=sen(inxj L). 
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O deslocamento da est rutura pode ser expresso como a expansão moda!: 

'X; 

y(:c , l ) ==L </>;(:r)a ;( l) (6.29) 
•=I 

onde a;(t) é o deslocamento moda!. Usando a aproxima.çâo padrão, obtemos a 

equação moda! ele movimento como: 

(6 .30) 

onde 

? 1L f; ( t ) = _:::__L </>; ( t ) f ( x, t) dx 
m o 

é a força modal, e Ç; é o amortecimento moda! do i-enésimo modo. Para o mecanismo 

de controle passivo considerado neste caso, o sistema AMR fo i adaptado em algumas 

posições especificadas da ponte. As equações seguintes descrevem o movimento da 

ponte e dos amortecedores: 

â2
y(x, t) ôy(x, t) Elô4y(x, t) f( • . ) 

m â 2 +c â + â = . x, l t t x '1 

NT 

+ L ó(x - Xj){Cr
1

[\/;(t) - y(x,t)] 
j=J 

( 6.31) 

para j = 1, 2, ... , NT 

na qual NT é o número de amortecedores de m assa regulada. e l' j · i ·j . 1nr
1

, Cr, e 

l\.T
1 

são a ubicação, deslocamento, massa, amortecimento e rigidez do sistema de 

massa regulada. at ravés da análise moda! , podemos também obter a equação moda! 
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de movimento da po111e como 

') 

a,( i)+ 2Ç;wià(t) + w?a;(t) = .f;(fj X - -
mL 

n/ n 

+ L{CT
1

1\li(t) - L9d:r1)ak(t)] x <!>;(x.d 
j= l k= l 

83 

(6.32) 

Suponha-se que somente um amortecedor de massa regulada é considerado. A Eq. 

(6.32) pode ser reduzida à forma seguinte 

na qual [MJ] é a matriz diagonal de (n + 1) x (n + 1) e, 

WT e f.T são a freqüência e a razão de amortecimento do Al\1R. e 

_ ·JmT 
P --

mL 

(6.33) 

(6.34) 

(6.35) 

(6.36) 

(6.37) 
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[C] = 

[!\] = 

')Ç . • 
-~n ........ n 

c..;2 
n nx n 

nxn 

84 

Supor somente que um amortecedor de massa regulada ativa está junto ao meio da 

ponte, a equação governante de movimento pode então ser expressa como 

( 6.38) 

no qual 

xl = (aJ(t),a2(t) , ... ,an(t), V(t))~~+l )Xl 

b = ((2/mL )bJ: -(1 / mr))7 

e u(t) é a força de controle. 

Se somente o modo fundamental de vibração é considerado, este sistema pode 

também ser reduzido a um sistema de 2 graus de liberdade. Considerando uma 

ponte de um vão simples suportada nos extremos .4 e B. a resposta, quase-estática, 

i? ( x), seria. dada por, 

"S( ) .. (} X) .. (X) y X = XgA - L + Xg B L {6.39) 
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como mostnt a Fg. 6.2. 

A força de inércia que age sobre a viga e o A!viR são dados por 

(6.40) 

e 

( 6.41) 

no qual .r 1 é a local ização do AMR. A carga efetiva generalizada para o modo i é 

expressada como 

') 1L J;(t) = -L cp;(x ).f(x, t )dl 
n~ o 

') . 
= -~[x9A(t)- (-1Yx9s(t)]; 

Z7i 

(6.42) 

R et roa limentaçã o d as Medições 

Seja Xs a posição de um sensor. A resposta da ponte simples e o amortecedor de 

massa regulada na posição x 5 pode então ser definida como y(xs, t) e V (t) respect i

vament.e. A nova função objetiYo é definida como 

J (t) = Y 7 (t)[Q,u]Y (t) + u7 (t)[R ju(t) (6.43) 

no qual 

Y (t) = (y(x5 , t) . V(t), iJ(x5 , t). 'l(t))T1xt) 

I 1
1 n )T 

= \ ~ </>;(:t; 5 )ai( t ). V(t), ~ </>;(X5 )à;(l) . ·(i (t) ( 6.44) 

= [bM jYZ(t) 
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e 

bT 
2 o o o 

[bM ]T = 
o 1 o o 
o o bT o ( 6.45) 2 

o o o 1 
4 x(2n+2) 

b2 = (<i>t( x.s), </>2(Xs), · · · · </>n (Xs))[nxl ) 

Susbstituindo as Eqs.(6.44) e (6.45) na Eq. (6.43) : a fun ção objetivo é expressada 

como 

(6.46) 

Comparando esta equação com a Eq.(6.4): a força de controle pode ser 

reescrita como 

u(t) = - ~t [Rt 1[BJT[bu}[QM}[bMfZ(t ) 

6t 1 T T 
= T[Rt [B] [bM][QM] Y(t ) 

(6.47) 

no qual a força. de controle está diretamente ligada à. ponderada. Y (L) . 
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7.1 Resultados nurnéricos do controle ativo 

üm conjunto de entradas de dados nas Tabelas 1, 2 e :3 sào usadas neste 

Lrabalho para examinar a resposLa das vibrações ele uma polltc devido a uma carga 

móvel sob um sistema de controle ativo. 

TABELA 1 

Entrada de parâmetros para o estudo de simulação de controle ativo 

L= 100 .ft(30.5m); a= 10 .ft(3.05m); 

.fo = 20 kips (89000N ); El = 121010 lb - in2 ; 

m. = 0.3 lb- s 2 /in 2(2.07xl0- 3 N s2 /mm2
); 

I/= 60 fps(18.3m/s); l = 3 .ft(0.915m) 

S = 62.5 kipsfin.(10949.8Njmm) :t·c = L/2 m. 

variáveis envolvidas neste trabalho foram calculadas destes parâmet ros e são dados 

por: 

TABELA 2 

L<-'; =18.74; 

B3 =11 5.34; 

u:j=1518.03; 

Cl =0.1173; 

B1= 62.20: B2=0.0 

: ]\"a =1.376, 0:0 =0.044. 

Analisamos o com portamenLo ele vibração de um só modo para cada sensor-atuador 

considerados no mecanismo de controle e mostra-se os resultados na Fig . 7.1. 

Os modos na variável s ele Laplace para os sensores respectivos são as seguintes , 

87 
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Para o sensor deslocamento: 

( 7 .l) 

Para scnsor velocidade: 

- s = ( s + 12.67 ) (') •) 1.885 ) 
At(~) s3 + 12.67s2 + 111.85s + 378.74 -·

8
- s2 + (1.885)2 

(7.2) 

Para sensor aceleração: 

4 ( ) - ( s + 1. 736 ) (') 8? 1.885 ) 
• 

1 s - s3 + 6.49s2 + 29.89s + 51.89 -· - s 2 + (1.885)2 
(7.3) 

Aplicamos a transformada inversa de Laplace aos modos A1 ( s) e obtemos os graficos 

respetivos das respostas da ponte em meio vão, y(L/2, t) = A 1(t). 

Temos os resultados dos modos no tempo t . 

A 1(t) = L- 1 (Pd(s)F t(s)) = 0.1112e- 2
·
721 + 0.1128e-1.90361 cos(3.9956t) + 

0.01503e- l.9036tsen(3.9950t) + 0.246sen(l.8850-t) - 0.2239cos(l.8850t) 

A 1(t) = L- 1 (P,,(s)F1(s)) = 0.02136e- 5
·
1878

t + 0.01467e- 3
·
74111 cos(7.6909t) + 

0.7026 x 10-3 e- 3
·
74 111sen(7.6909t) + O.OS502sen(1.8S50t) - 0.03602cos(l.8850t) 

A 1(t) = L- 1 (Pa(s)Ft(s)) = -0.02740e- 2
.
62551 + 0.05455e-1.93231 cos(4.0087t) + 

-0.4940 x 10- 10e- 1.93231sen(4.0087/) + 0.1228sen(l.SS50t) - 0.02715cos(1.8850t) 
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lnvesLigando a respost.;:, em meio vão. a. qual represcuta a cldlex~o no 

meio da ponte. chegamos à conclusão que Cl vibração decai muito rápido e a resposta 

transitória para os sistemas sensores de velocidade e aceleração são menores que o 

sistema sem cont.role. Pelo contrário. a resposta transitória do sistema do sensor de 

deOexâo é maior que o sistema sem controle. por tanto não é recomend c1vclnsar o 

sensor de deflcxào. 
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0.4 

E 0.2 
r:: 
Q) 

E 
«! o (.) 

..2 
cn 
Q) 

o -0.2 

-0 .4 

0.2 

o 0.1 
> ·.;:; 

< 
Q) 

o 
.b 
r:: 
o 

o 

0 -0.1 

o 0.5 1 1.5 2 2.5 

. r..,'"-:, ....... • · · ··· · ~· ...... ··-=-.. -: ........ ......__ . 
· ···~....a.! ·· - ,..,. ...... .... ~· -

90 

3 3.5 4 4.5 5 

-0.2 L_ ______ _l ________ i_ ______ ~---------L--------~------~ 

o 20 40 60 80 100 120 
Tempo (s) 

Figura 7.1 Resposta. da Deftexào em fvieio Vão Considerando Primeiro 1Vlodo 
e seu Controle Ativo. Rd=Rcsposta com Sensor Deslocamento. 
Ra=Resposta. com Sensor Aceleração, Rv=Resposta com Sensor Veloci
dade. R=Resposta Sem Controle; - :Cont role-Deslocamento ... :Cont role
Aceleração,- -:Controle-Velocidade 
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Nossa próxima análise consiste em obsen·ar a respos ta em meio vão da 

ponte usando os três modos no espaço de estado. o quais são mostrados na Fig. 7.2. 

Da equação diferencial em variáveis de estado: 

X = [.-1 d]X + F a,v, 

aplicamos a Lransformada ele Laplace. temos 

X (s) = (s/- [Aa,v,d])-1F (s) 

onde 

[Aa,v,d] = representa a matriz de estado com sensor de aceleração, de velocidade, de 

deslocamento. Denotemos [A)= (si- [Aa,v,d]) e calculamos [A] para cada sensor. 

Para sensor de deslocamento: 

s -1 o o o o 
o s -1 o o o 

52.2273 297681 s + 6.53 2-59.0527 17.9012 o 
[A]= (7.4) 

o o o s -1 o 
o o o o s - 1 

-130.072.) 20.4498 o 10392 1551.2 s + 6.53 

onde 

[A] = (s[I]- [Ad]) 

[Ad) é a matriz de coeficientes da equação de estado com sensor deslocamento. 

também temos a perturbação: 
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F (s) = 

Para sensor de velocidade: 

s - 1 

o s 

o 
o 

1 r:9:- ( s + 6.53 )rr 
,\), .) ! + o 3' 6-2 $ • H 

o 
o 

5.085 (~ + G.53)rr 
s2 + 3.24rr2 

o 
- 1 

o 
o 

o 
o 

-64.06 

-1 

s 

1399.2 

[.4] = (s [l]- [A,,]). 

o 
o 
o 
o 

-1 

s + 12.67 

[Av] é a matriz de coeficientes da equaçà.o de estado com sensor velocidade, e 

F(s ) = 

o 
o 

1 69 • (s + 12.67)rr 
. ;:) 2 o 3"-2 S + . V 11 

o 
o 

:- os· (s + 12.67)rr 
;:) • ;:) '2 3 ')4 2 s + ·- íT 

92 

(7.5) 
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Para sensor aceleração: 

s -1 o o o o 
o .$ - ] o o o 

51.68 29.11 .5 + 6.49 31.08 17.90 - 4.15 [A] = 
o o o s - 1 o 

(7.6) 

o o o o s - 1 

35.50 20.4:) 8.81 2692.9 1551.2 -~ + 10.55 

onde 

[A]= (s[/] - [Aa]) 

e [Aa] é a matriz de coeficientes da equação de estado com sensor aceleração e a 

perturbação 

F (s) = 

o 
o 

1.695 ( ~. + 1. 736)íT 
s2 + 0.36rr2 

o 
o 

5.08.5 ( s2 + 1. 736 )~ 
s + 3.24rr 
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E 0.2 
B 
c: 
Q) 

E o 
cu 
o 
o 
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Q) o o 
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Figura 7.2 Resposta da. Deftexâo em ~·ileio V à o Considerando Três Modos 
e seu Controle Ativo. Rd=Rcsposta com Sensor Deslocamento, 
R.a=Resposta. com Sensor Aceleração , Rv=Resposta com Sensor 
Velocidade~ R= Resposta. Sem Controle; ul:Controle-Deslocamento, 
u3:Controle-Acelera.ção, u2:Controle-Velocidade 

5 

5 
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7.2 R esultados nu1néricos do controle ótimo 
regulador 

9-5 

Cm conjunto de entradas de dados rnostrados nas tabelas 1. 2 e 3 sào 

usadas para esta técnica de determinar a resposta das vibrações de uma ponte devido 

a uma carga móvel sob um sistema de controle ótimo. 

A resposta com pleta. da defl.exâo em meio vão. assumindo condições in iciais nulas. 

!\'!ostra-se diferentes valores para Q0 • 80 . e R nas seguintes figuras 7.3 e 7.4 . Nos 

ensaios por computador são obt idos os valores respectivos de Q0 , S0 e R para fazer 

um efeito de decaimento ela deflexâo resposta do sistema (da ponte com mecanismos 

de cont role) . 
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-5 
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Figura 7.3 Resposta da. Deflexâo em Tv1eio Vão Considerando Três Modos para. 
matrizes ponderadas --.R = 9.5e4, Q0 = 1000,50 = O;-.-, R 
leS, Qo = e5; 50 = 100; . .. , sem controle e Os Controles Otimos 
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. I . I 
\ . \ . 
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Figura 7.4 Resposta da Deflexâo em Meio V âo Considerando Três Modos para 
matrizes ponderadas - .-,R = 5t:5, Q0 = 1000,50 = 100; -.R = e6. 
Q0 = e4: 5'0 = 100; .. .. sem controle e Os Controles Otimos 

10 
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7.3 Resultados numéricos do controle AMR 
ativo 

98 

Consideremos uma ponte de suporte simples com um ,·ào de longitude 

de 40m . Os valores dos parâmetros são mostrados na tabela 2. A freqüência fun

damental da ponte é 6.86 radfs. Os elementos àa matriz [Q] são assumidos, e sâo 

mostrados na tabela 1. A Fig. 7.5 mostra a resposta deslocamento no meio vã.o da 

ponte sujeita à excitação de terra nos suportes para um sistema sem controle, a Fig. 

7.6 com controle passivo e a Fig. 7.7 com controle AMR ativo respectivamente. O 

controle AMR ati,·o pode reduzir a resposta a 26% do sistema incontrolado. 

Elementos da matriz [Q] 

Caso A 

Caso B 

Caso C 

Caso D 

Caso E 

-0.1 

-1.0 

-10 

-100 

-1000 

o 
o 
o 
o 
o 

TABELA 4. 

o 
o 
o 
o 
o 

q41 = q41 X } 05
; q4.1 = q~4 X 103 

o 
0.4 

2.2 

8 

25 

Com os casos A. B e C obtemos a resposta numérica estável e podemos controlar 

a vibração da pon te. Os casos D e E obtemos a resposta numérica inestável. Para 

este trabalho usamos o caso C. 
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TABEL.-\ 0 

Sistema de Parâmet ros para uma Ponte e Amortecedor de l'vlassa Regulada 

PONTE: 

E = 2 x 1011 N/m f = 0.02 m4 m = 3,234 kg/m 

( = 0.02 L = 40 m w1 = 6.86 rad/s 

Ç1 = 0.02 l"t = 17.32 m X s = 22.68 m 

R= l ~t.=O. l 

AMR: 

Çr = 0.08407 mr = 12,936 kg wr = 6.7255 rad/s 

kr = 60,876 N/m Cr = 1:463 Ns/m p = 2mrfmL 

99 

Para. este estudo: fazemos com um modo e temos a equação diferencial 

e a força de controle 

Então da forma de estado 

Z(t ) = [A)Z (t ) + [B ]u(t) + F 1 
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onde 

(

1 o ) ( 2 se t (s)) (s (r.xs) o) [Md = ; b = mL 1 1 L ; [B2) = en T 
O mr - - O 1 mr 

Ademais 

- 2Çywysen (r) 2Ç,rwr 

fLw}sen 
2 

( T) 

e 
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E 

~ 
(/) 
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Tem po (s ) 

400 

101 

500 

Figura 7.5 Resposta de deslocamento em meio vão da ponte sujeita a. excitação 
sísmica em ambos os extremos; para sistema sem controle 

600 



7 SlMUL..\ Ç.-\0 JYUMÉRICA 102 
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Figura 7.6 Resposta de deslocamento em meio vâ.o da ponte sujeita a excitação 
sísmica em ambos os extremos; para sistema com controle A!vlR passivo 
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Figura. 1.7 Resposta de deslocamento em meio vão da ponte SUJeita a excitação 
sísmica em ambos os extremos; para sistema com controle AriiR ativo. 
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8 CONCLUSOES 

"leste trabalho: alguns dos resultados obtidos terão relação com uma 

futura aplicação da teoria de controle ativo, controle ótimo. controle do amortecedor 

de massa regulada ativo c a localização ótima dos atuadores e scnsores no estudo do 

controle de estruturas flexíveis. A seguir , enunciamos as conclusões sobre o trabalho. 

( 1) É considerado a técnica de determinar as localizações dos atuadores e sensores 

usando a metodologia do gramíano de controlabilidade e observabilídadc. Também, 

a resposta do sistema para perturbações transitorios assim como persistente. A de

terminação da função objetivo para uma localização dada do atuador /sensor requer 

calcular somente os autovalores do gramiano de controlabilidadc/observabilidade. 

(2) O ajustamento do efeito de massa, rigidez, e amortecimento, é o principal ins

trumento para o controle da resposta da estrutura; 

(3) Um bom comportamento do sistema é obt ido fornecendo amortecimento ativo e 

rigidez ativa à estrutura; 

(4) O tipo de sensor usado é muito importante para a resposta do sistema; 

( 5) A posição do sensor é essencial para a estabilidade do sistema. e o sensor deveria 

ser colocado na posição da força de controle; 

104 
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(6) Usamos o problema regulador para procurar a melhor lei de controle ót imo 

de laço fechado para estruturas sujeitas a perturbações desconhecidas . Isto pode ser 

fei to investigando a resposta da. estrutura controlada. devido a suposição de alguma 

perturbação. 

(7) A lei de controle ótimo é obtido sobre a base de fornecer o suficiente amorteci

mento ativo e rigidez at ivo para proteger a estrutura diante de qualquer perturbação 

incerta. 

(8) A lei de controle ótimo depende da especiflcaçào das matrizes ponderadas e 

da resolução da equação de Riccat i, se o controle por ret roalimentação é o desejável. 

(9) O aumento do controle ativo fornece a possibilidade de reforçar a efetividade 

do AMR. Através do análise de estru turas de uma ponte, foram discutidos o algo

ri tmo de controle e a compensação do tempo de retardo sob uma força de controle. 

(10) A teoria de controle ótimo instantâneo tem fornecido uma adequada base para 

nosso trabalho. 
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