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Resumo 

Neste trabalho, são obtidas diversas propriedades das soluções u(· , t) do pro

blema de valor inicial 

Ut + f(u)x - ( a(u) Ux )x, X E ffi!., t > 0 

u(x, O) Uo(X ), Uo E L1 (IH!.) 

onde f, a são suaves, com a(u) uniformemente positiva, seguindo resultados 

recentes apresentados em [15], [17). Em particular, é examinado o comporta

mento de 11 u(·, t) II Ll(R) ao t ~ oo, mostrando-se que 

11 u(·, t) llv(iR) ~ 11 u(x, O) dx I 
ao t ~ oo. Outras propriedades de interesse são também discutidas. 



Abstract 

In this work we present a detailed derivation of several fundamental properties 

for the solutions u(·, t) of the initial value problem 

Ut + f(u)x - ( a(u) Ux )x, X E IR, t > O 

u(x, O) tto(x) , Uo E L 1 (:IR) 

where f , a are assumed smooth, with a( u) uniformly positive for ali u con

cerned. This discussion follows [15], [16] very closely, filling in many details 

not included in these references. Particular attention is given to the large 

time behavior of t he L1-norm of u(·, t), showing that 

11 u(·, t) ll u(~) --+ j L u(x, O) dx I 
as t --+ oo. Other properties of interest are also discussed. 
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Introdução 

Neste trabalho, derivamos diversas propriedades importantes para soluções 

u(·, t) de equações de evolução da forma 

Ut + f(u)x = ( a(u) Ux) x' X E~' t > 0 (1.1) 

correspondentes a estados iniciais u(·, O) integráveis (no sentido de Lebesgue), 

ou seja, 

(1.2) 

Em (1.1), como no resto do texto, variáveis subscritas indicam derivadas 

com respeito a elas, por exemplo 

âu 
Ut = ât' 

â 
f(u)x = âx f(u(x, t)), 

e assim por diante. As funções f, a são supostas conhecidas, com f, a suaves 

na região considerada; para as questões aqui investigadas é suficiente que 

f, a sejam duas vezes continuamente diferenciáveis ( i.e., f, a E Cf2 ), com 

ademais 

a(u) ~ J-L > O (1.3) 

para todo valor de u envolvido, onde J-L > O é constante. Em alguns resultados 

do Capítulo 4, precisamos também que f' ( u) seja Hõlder contínua em u = O, 

ou seja, 

(1.4) 

numa vizinhança de u = O , onde r, a denotam constantes positivas. 

Para o problema (1.1), (1.2), é sabido existir uma solução única u(·, t) em 
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CO([O, oo[ , L1 (~)) que é limitada em~ x [to , oo[ para cada to > O dado e 

satisfaz a equação (1.1) no sentido clássico para t >O, verificando a condição 

inicial (1.2) por se ter u(·, t) ~ u(·, O) em L1 (~) ao t---+ O, ou seja, 

11 u(·, t) - u(·, O) I IL1(~) ~ O ao t ---+ o. (1.5) 

Ademais, para cada compacto E Ç ] O, +oo [,tem-se 

u(x , t ), Ux(x , t ), ~x(x, t ), Ut(X, t ) ---+ O ao x ---+ + oo (1.6) 

uniformemente em t E E, ver e.g. [7], [14]. 

Várias propriedades importantes das soluções u(·, t) podem ser encontra

dos na literatura, ver e.g. [1], [4], [6], [7], (8], [9}, (10] , [15], [17] e [18]. Nas 

aplicações, u(·, t) representa a densidade de uma certa grandeza U(t), cuja 

quantidade (ou ''massa" ) num dado intervalo [a, b] e instante t é dada por 

U(a, b; t) = 1b u(x, t) dx, (1.7) 

sendo a massa total invariante no tempo, 

m = 1 u(x, O)dx = f u(x,t) dx 
iR J~ 

Vt > O. (1.8) 

Ademais, u( ·. t ) decai no tempo em várias normas; de fato, mostra-se que 

(1.9) 

para todo t > O e p > 1, desenvolvendo a análise em (15], [17] em detalhe. 

Aqui, 11 u II LP(~) denota a quantidade 

li u II LP(iR) = ( 11 u(x) IP dx )"f; 

para u E LP (JR). p ~ 1 finito, enquanto, para p = oo, 

li u lkoo<~) = ess sup I u(x) I 
xER 

para u E L00 (l~), ver (11], (12]. O caso p = 1 é especial; por se ter 

li u(·. t) ll tt(R) > I L u(x , t) dx I = I m I 
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para todo t > O, vê-se que u(· , t) não pode decair em L1(JR) a menos que 

tenha massa nula, i.e. , m =O. De fato, mostra-se, seguindo [17], que vale 

ao t ---t oo (1.13) 

onde m é a massa da solução, cf. (1.8) acima. 

Outras propriedades das soluções u(· , t) são também examinadas, em par

ticular a monotonicidade em t de ll u(·, t) II LP(IR) para cada 1 < p::; oo, 

li u(·, t) llv(IR) < li u(-, to) llv(IR) (1.14) 

para todo t > t0 > O. Para p = 1, tem-se também contratividade, 

11 U(·, t)- u(-, t) II LI (!~) S 11 u(· , to) - U(· , to) IILl(!R) (1.15) 

para todo t ;:::: to ;:::: O, onde u(-, t) , u(· , t) são soluções quaisquer de (1.1) 

correspondentes a estados iniciais u(·, 0), u(·, O) E L1(1R) . Esta propriedade é 

extremamente út il na obtenção de várias propriedades fundamentais de (1.1), 

(1.2), como por exemplo sua monotonicidade 

u(-; O) ::; u(·, O) ::::} u(· , t) < u(· , t) Vt > O, (1.16) 

e decrescimento (no tempo) da variação total, 

TVIR [ u(·, t) ] ::; TV,:~ [ u(· , O)] Vt > O (1.17) 

onde TV!R[u] denota a variação de u E BV(IR) dada por 

n 

TVJR [u] = sup L I u(Xi) - u(Xi-1) [, (1.18) 
i=l 

onde o supremo é tomado sobre todas as coleções de pontos xo < x1 < · · · < 
Xn , para todo n ~ 1, ver [4], [12], [16]. Em [18], (1.15) é utilizada para 

examinar o caso em que u(·, O) E LP(IRn), com p > 1, n ~ 1. 

Uma propriedade menos conhecida de (1.1), (1.2), obtida cuidadosamente 

nos Capítulos a seguir ao se detalhar a análise em [15], [17}, é o fato de se ter 

ll u(·, t) - v(·, t) llu(JR) ---t O ao t ---t oo, (1.19) 
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onde v(·, t) é a solução da equação 

Vt + f'(O) Vx + J" (0) V Vx = a(O) Vxx (1.20) 

com v(·, O) = u(·, O) ou, mais geralmente, qualquer estado v( ·, O) E L1 (~) 

com mesma massa que u(·, O), 

1 v(x 1 O) dx = f u(x, O) dx. 
R }R 

(1.21) 

Casos particulares importantes da equação (1.20) são dados pela equação 

clássica do calor, 

(1.22) 

e a equação de Burgers (2} 

(1.23) 

que são consideradas em detalhe nos Capítulos 2 e 3, onde são obtidas, entre 

outras propriedades, 

11 v(·, t) - ií(-, t) llv(!R) --. O ao t --. + oo (1.24) 

para duas soluções quaisquer correspondentes a estados iniciais v(· , 0), v(·, O) 

em L1 (~) com mesma massa. De (1.19) , segue então a mesma propriedade 

para as soluções u(·, t), ü(·, t) de (1.1), (1.2), 

li u(·, t) - ü(·, t) llv(R) --. O ao t --. + oo (1.25) 

quando transportam a mesma massa. Em conseqüência, (1.13) pode ser facil

mente obtida. 

Nas várias estimativas que são apresentadas nos Capítulos a seguir, va

mos denotar constantes quase sempre pela letra C, que em cada instância 

particular poderá denotar um valor diferente. Quando C depende de cer

tos parâmetros, digamos p1,1J2, · · · ,pn, isso será indicado ao se escrever a 

constante na forma C(p1,p2, · · · ,Pn) · Novamente, diferentes ocorrências do 

mesmo símbolo C(p1 ,1J2 , · · · ,Pn) podem envolver valores distintos: como por 

exemplo ao se escrever C(p, q) = p + 2 C(p, q), e assim por diante. 
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Equação do Calor 

2.1 Introdução 

Neste capítulo, derivamos várias propriedades importantes das soluções 

u(-, t) da equação de difusão linear 

X E~. t > 0, (2.1) 

onde tt >O é constante, correspondente a estados iniciais u(- , O) E V(IR) para 

algum 1 < p < oo, 

u(x, O)= Uo(x), uo E LP(~)- (2.2) 

Como é bem sabido (ver Teorema 2.1, Seção 2.2 a seguir) , existe uma 

única solução (clássica) em co( [O, +oo[, V(~)) para o problema (2.1),(2.2), 

que é dada por 

1 i ~. u(x, t ) = J e- 4 Pt u(y, O) dy 
41fttt !R 

(2.3) 

para todo x E JR, t >O. Esta solução é objeto de investigação neste capítulo. 

De (2.3), segue que u(-, t) E C00 (lR x } O, +oo[), satisfaz (2.1) no sentido 

clássico, e além disso 

11 u(-, t) - Uo ll v(IR) -t O ao t -to. (2.4) 

Assim, (2.2) é satisfeita no sentido de se ter u(-, t) -t Uo em V (JR) ao 

t -tO; quando u0 for também contínua, tem-se ademais u(x, t) -t Uo(X) para 

cada x E IR, uniformemente sobre compactos, ver e.g. (6], [9], [10]. 
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Introduzindo K : ~ x ]O, +oo[~ ~. dada por 

1 .c. 
K(Ç, t) := ~e--:"t (2.5) 

para Ç E~. t >O quaisquer, tem-se K(·, t) E L1(~) para todo t > O e então 

(2.3) pode ser escrita como 

u(·, t) = K (·, t) * u(·, O) Vt >o 

onde* denota o produto convolutivo em L1(R) x V(R), i.e. , 

(f* g)(x) = L f(x- y) g(y) dy 

para f E L1(~) , g E V(~), ver e.g. [11], [12]. 

(2.6) 

(2.7) 

Na Seção 2.2 abaixo, derivamos várias propriedades importantes das soluções 

u(· , t) de (2.1), (2.2) usando a representação (2.3), (2.6), como por exemplo 

a contratividade em D'(R), 

11 u (·, t) ll o'(R) ::; 11 u(·, O) llo'(i<) Vt >O, (2.8) 

a propriedade de monotonicidade 

u(· , O) ::; v(·, O) ==? u(· , t) ::; v(· , t) Vt >O, (2.9) 

onde u(·, t) = K(·, t) * u(·, 0), v(·, t) = K(·, t) *v(·, O) denotam as soluções 

de (2.1) correspondentes a estados iniciais u(·, O) , v(·, O) E V(~) dados, e 

várias outras propriedades. 

Em particular, tem-se u(· , t) E Lr(R) para todo t > O e para cada 

p :s; r < oo, com 

V t 2:: to, (2.10) 

para cada t0 > O dado. Na Seção 2.3, mostra-se que u(· , t) decai em Lr(~) 

para cada r > p, isto é, 

llu(·,t)IIL.r(IR) ~ 0 ao t ~ oo, r> p (2.11) 

e vale a estimativa 

v t >o (2.12) 
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para cada r > p. O comportamento assintótico (t --+ +oo) de 11 u(·, t) IILP(JR) 

é menos óbvio. Adaptando um argumento apresentado em [18], tem-se 

li u(·, t) ll v(R) --+ O ao t --+ +oo (2.13) 

quando p > 1, mas o caso p = 1 é mais complicado, sendo examinado na 

Seção 2.4, seguindo [1], [8], [17}. Obtém-se neste caso 

11 u(·, t) IILl(JR) --+ I m I ao t --+ oo 

onde m é a massa da solução u(·, t), 

m =L u(x,O)dx = 1 u(x,t)dx. 

2.2 Alguns Resultados Básicos 

(2.14) 

(2.15) 

Nesta seção, derivamos algumas propriedades básicas das soluções de 

(2.1), (2.2) que serão úteis nas seções seguintes. Estes resultados são obtidos 

de modo simples a partir da representação (2.3) , (2.6) para u(·, t), 

u(x, t) = l K(x- y, t) u(y, O) dy, x E IR, t >O (2.16) 

onde K(·, t) é dada em (2.5) acima. Nosso primeiro passo será mostrar que 

u(·,t) dada em (2.16) acima é a única solução de (2.1), (2.2) no espaço 

C 0
( [0, + oo [, V(IR) ). 

Teorema 2.1 [Unicidade de Solução ] Para o problema (2.1}, (2.2) acima, 

existe somente uma solução em C 0
( [O, +oo [,V (IR)), dada por (2.16). 

Prova. Sendo x E IR, t > O dados, fixos no que segue, e u(x, t) em 

co( [O, +oo (, V (JR)) solução de (2.1), (2.2), vamos mostrar que 

1 l _(%-y)2 
u(x, t) = e 4 ~>t u(y, O) dy. 

J41rJ-Lt. R 
(2.17) 
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Para isso, tomemos, para€ E] o, l[, R> I X I dados, v E C00(lRx ]-oo, l[) 
dada por 

v(x,t) = K(x - x,l- t) (2.18) 

onde K ( Ç, ,. ) satisfazendo 

(n = 
{ 

1, lxl ~ R 
O, I xl ~ R+ 1. 

(2.19) 

com 11 (~ llu>O(R) < M , 11 (~ ll v»(JR) ~ M para M > O fixo, independente de 

R. 

Como Vt = - P,Vxx e Ut = J.tUxx para todos X E JR, O < t < l, obtemos 

( u(nV)t + p,(u((nv)x- (nVUx )x = J.tU(2(~Vx +(~v). (2.20) 

Integrando em [-R - 1, R + 1] x [ €, l - €], obtém-se, integrando por 

partes, 

r R+l 

1
R+1 

1-R-l u(x,l - €) (n(x) v(x, l- €) dx - -R-l u(x, €) (n(x) v(x, €) dx = 

1
[- ( l R+I 

= J.t u ( 2 (~ Vx + ("R V ) dxdt 
E -R-1 

visto que (n(x) = (~(x) =O se I x I ~ R + 1; como tem-se também (~(x) = 

(~(x) = O se lxl < R, 

1R+l 1 R+1 
- R-l u(x, l- €) (n(x) v(x , l-E) dx- - R-L u(x, E) (n(x) v(x, E) dx = 

=/-L ~Í-f: r U ( 2 (~ Vx + (" RV) dxdt (2.21) 
( J RSJ X IS: R+l 

Como u E C o ( [O, +oo [, LP (~)), segue pela Desigualdade de Holder ( A.4) 

que 

portanto 

lim l[-c r u(2(~vx + <:"nv)dxdt=0 (2.22) 
R-..+oo . ~ J R$;1 x !SeR+ L 
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Por outro lado, ao R ~ +oo, obtém-se 

1R+1 1 u(x, f- €) (R(x) v(x, f - €) dx ~ u(x, f- €) v(x, f - €) dx 
- R- 1 R 

.l:~
1

1 u(x, €) (R(x) v(x, E) dx ~ 1 u(x, €) v(x, E) dx 

de modo que, por (2.18), (2.21) , (2.22), obtemos 

r u(x, f - €) K(x- x, €) dx = r u(x, €) K(x- xJ- €) dx 
}R }R 

Fazendo E ~ o+, obtém-se então 

u(x, f)= { K(x- x , f) u(x, O) dx 
}iR 

visto que ué contínua em (x, i). Isto mostra (2.17), como foi afirmado. O 

Lema 2 .2 Sendo K (·, t) satisfazendo em {2.5), tem-se 

k K(x,t)dx = 1, 'V t >O. (2.23) 

Prova. Tomando I = f_>( e--r x
2 

dx, 'Y > O tem-se pelo Teorema de Fubini 

[11],[12] que 

de modo que I = ~' i.e. , 

r e--y :r? dx = .Jíi' 
./?- ...n 'Y >o . (2.24) 
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Agora, tomando "f= 4~t' óbtém-se de (2.24) 

r ,2 

}R e-4Pi dx = ~ 

e daí, por (2.5), 

r K(x,t)dx = k r e-4"':t dx = 1 
}R 411"J.L t }R 

para todo t > O, conforme afirmado. o 

Observe que, como K(·, t) é positiva, obtemos de (2.23) acima que 

11 K(·, t) llu(rr<) = 1 (2.25) 

Teorema 2.3 [Monotonicidade de 11 · IILP(R) ] Sendo u(·, t) solução de (2.1), 

(2.2) então u(·, t) E V(JR) e 

11 u(·, t) IILP(R) :::; li u(·, O) IILP(R) v t >o. (2.26) 

Prova. Temos, por (2.6) que u(·, t) = K(· , t) *U(·, 0), para todo t >O. Como 

K(·, t) E L1(JR) eu(·, O) E V(JR), pela desigualdade de Young (A.7) temos 

u(·, t) E V(JR) e, usando (2.25), 

li u(·, t) IILP(R) < li K(· , t) li &l(R) li u(·, O) IILP(JR) = li u(· , O) IILP(R) 

o que mostra (2.26). o 

Analogamente, quando p = oo, pode-se obter o seguinte resultado. 

Teorema 2.4 [Princípio do Máximo] Sendo u(·, O) E L00 (lR) , tem-seu(·, t) 

em L=(JR) para todo t >O e 

11 u(·, t) llr,00 (R) < 11 u(·, O) ll u>O(R) v t >o. (2.27) 
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' , 

Prova. Como u(·, t) = K(· , t) * u(· , O) , onde K(·, t) é dada por (2.5) , obtém

se, pela desigualdade de Young (A.7), 

11 u(-, t) IIL00(iR) ~ 11 K(- , t) IIP(~) 11 u(·, O) llvx>(JR) = 11 u(·, O) IIL00 (1R) 

para cada x E R, dado que (2.25) vale. 

Isto mostra (2.27), como afirmado. 

Teorema 2.5 Sendo u(·, t ) solução de {2.1}, {2.2), tem-se 

o 

u(x, O) 2: "f para quase todo x E IR=> u(x, t) >"' 'i/ x E IR, t > O (2.28) 

u(x, 0) ~r para quase todo x E IR=> u(x, t) <r V x E R, t > 0 (2.29) 

Prova. Supondo u(·, O) > "(, tem-se por (2.3) e (2.23), 

1 1 (:z:-y)2 1 1 (:z:-y)2 
u(x, t) = -J4ifjii e- 4 ,.t u(y, O) dy > "' -J4ifjii e- 4

'" dy = "f, 
41f pt lR 41f pt lR 

isto é, 

u(x, t) > "' 'i/ t > 0, X E JR. 

Analogamente, demonstra-se (2.29). o 

O resultado acima pode ser generalizado do seguinte modo. 

Teorema 2.6 [Monotonicidade do Operador Solução] Sendo u(·, t) , v(·, t) soluções 

da equação (2.1} com u(·, 0), v(·, O) E V (JR) para algum 1 ~ p < oo. Então 

u(· , O) <v(·, O) => u(·, t) ~v(-, t) v t >o. (2.30) 

Prova. Dado t > O, tem-se, por (2.3) , 
1 r (:z:-y ) 2 

u(x, t) - -J4ifjii la e- 4 ,.t u(y, O) dy 

1 r (:z - y)2 

< -J4ifjii I a e- 4,.t v (y, O) dy 

- v(x, t) 
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para cada x E R, isto é, 

u(x, t) :::; v(x, t) v t >o, 

como afirmado. o 

Para finalizar esta seção, citamos dois resultados referentes ao caso p = 1, 

que serão importantes posteriormente. Quando u( ·, O) E L 1 (JR), a quantidade 

m definida por 

m= lu(x,O)dx, (2.31) 

chamada massa, é importante para a descrição do comportamento assintótico 

(t--+ +oo) de 11 u(· , t) llu(R)• ver Seção 2.4. (Teorema 2.13, Teorema 2.14). 

É importante, também, observar que a massa deu(· , t) é invariante em 

t, conforme mostrado a seguir. 

Teorema 2.7 [Conservação da Massa} Sendo u(· , t) solução de (2.1},com 

u(·, O) E L1(1R), tem-se 

r u(x, t) dx = r u(x, O) dx 
I !!€. }IR 

'i t >o. (2.32) 

Prova. Dado t > O, temos por (2.3) c o Teorema de Fubini [11} , [12] que 

r u(x, t) dx 1 (kt r e-<"';~~>2 u(y , O) dy) dx 
} "i< R 41íJ.Lt }R 

.la (kt 1 e<"';;:/ dx)u(y,O)dy 

- l u(y, O) dy. 

em vista de (2.23). o 

A norma 11 · li L• (R) é importante na derivação de várias propriedades adi

cionais, como ilustrado no resultado abaixo (ver t ambém Capítulos 3 e 4). 
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Recordemos que uma função v : R ----t IR é dita ter variação limitada se 

existir M > O finit o tal que 

n 

L I v(xi)- v(Xi-1) I $ M 
i = l 

para toda coleção de pontos x1 < X2 < · · · < Xn e qualquer n; neste caso, 

define-se a variação total de v como sendo T Va [v] dada por 

n 

TVIR[v] := sup L I v(xi)- v(Xi-t) I (2.33) 
i=l 

onde o supremo é tomado sobre todas as coleções de pontos Xt < X2 < · · · < 
Xn, para qualquer n . 

O conjunto das funções de variação limitada em IR é denotado por BV(.IR), 

ou seja, 

BV(IR) = {v :IR ----t IR, TV~:e [v] < oo }. (2.34) 

Dada v E BV(.IR), define-se t ambém a variação positiva de v em IR, 

PV(IR), e a variação negativa de v em .IR, NV(!R), via 

n 

PV:1< [v] := sup I: ( v(xi) - v(Xi-t) )+ (2.35) 
i=l 

n 

N"\{~ [v] := sup L ( v(xi) - v(Xi-d )- (2.36) 
i=l 

onde, como antes, o supremo é tomado sobre todos as coleções de pontos 

Xt < X2 < · · · < Xn, para todo n. 

Aqui, dado a E R , a+ e a_ denotam as partes positiva e negativa de a, 

ou seja, 

a+ lal { ~ se a~O 
a+ = -

2 se a< O. 
(2.37) 

-a+ lal { ~a se a~ O 
a_ -

2 se a< O. 
(2.38) 
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Sendo v E CO(JR), pode-se mostrar, ver [16], que 

TVJR [v] = limsup -h
1 r I v(x +h) - v(x) I dx 

h-.o+ JJR 

PVIR [v] = limsup -h
11 ( v(x +h) - v(x) )+ dx 

h--o+ ~ 

NVa [v] = limsup _hl r ( v(x +h) - v(x) )- dx 
h--+{)+ I~. 

tendo-se ademais, quando v E BV(JR) n CO(JR), 

TVJR [v] = lim -h
1 r I v(x + h) - v(x) I dx 

h--.o+ J.~ 

PVn~ [v] = lim _hl r ( v(x +h) - v(x) )+ dx 
h--.0+ } R 

. 11 NVJR [v] = lim -h ( v(x +h) - v(x) )_ dx 
h--+{)+ R 

Mais geralmente, para v E BV(JR) qualquer, tem-se 

TVrR [v] ~ lim -h
1 r I v(x +h) - v(x) I dx 

h---+{)+ J IR 

. 11 PVR [v] ~ hm -h ( v(x +h) - v(x) )+ dx 
h--o+ IR 

NVIR [v] ~ lim -h
1 r. ( v(x +h) - v(x) )- dx 

h--o+ l ra 
ver [16]. 

(2.39) 

(2.40) 

(2.41) 

(2.42) 

(2.43) 

(2.44) 

(2.45) 

(2.46) 

(2.47) 

Segue então de (2.6) o seguinte resultado fundamental sobre as soluções 

da equação (2.1). 

15 



Teorema 2.8 [Propriedade TVD] Sendo u(·, O) E BV(~) n L1 (~) , tem-se 

que a solução u(·, t) de {2.1} satisfaz 

TV,:~[u(·, t)] ::; TV~(u(·, O)] 

PVt~(u(·, t)] < PVIR[u(·, O)] 

NV"<[u(·, t)] < NV~[u(· , O)] 

para todo t > O. 

Prova. Dado t >O, tem-se pela desigualdade de Young e (2.6), 

~ llu(x + h,t)- u(x, t)j dx = 

~ 11 ( K ( ·, t) * u( · + h, O)) ( x) - ( K ( ·, t) * u( ·, O)) ( x) j dx 

- ~1 1 K(·,t) * (u(·+ h,O)-u(· ,O))(x)jdx 

- ~ ~~ K (·, t) * ( u(· +h, O) - u(·, O)) llu(R) 

1 
< h li K (-, t) llu(R) 11 u(· +h, O) - u(-, O) IILI(!R) 

- ~ 11 u(x + h, O) - u(x, O) I dx 
R 

para cada h > O. 

Fazendo h -t O, obtemos de (2.42), (2.45) acima 

. 11 TV~:< [u(·,t)] = lim -h lu(x+h,t)- u(x,t)ldx < 
h-o+ ~ 

< lim ~ r I u(x +h, O) - u(x, O) I dx ::; TVIR [ u(·, O) ], 
h-+O+ h } IR 
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o que mostra (2.48). 

Analogamente, tem-se, pelo Teorema 2.4 e o Teorema 2. 7 acima, 

~L ( u(x +h, t) + u(x, t)) + dx = 

- 2~ [ 11 u(x +h, t) - u(x, t) l dx + r u(x + h, t) - u(x, t) dx] 
R k 

< 2~[1ju(x+h,O) - u(x,o) !dx+ L ( u(x+h,O)- u(x,O) )dx] 

- xL ( u(x+h,o) + u(x,o) )+ dx 

para cada h> O, de modo que, fazendo h~ O, obtemos (2.49) usando (2.43), 

(2.46). 

A prova de (2.50) é obtida analogamente. o 

2.3 Decaimento em LP(JR) 

Nesta seção, mostramos que a solução u(-, t) de (2.1), (2.2) decai em 

Lr(JR) para cada T > p, tendo-se ademais 

"í/ t >o (2.51) 

onde C(p) denota uma constante positiva que depende apenas de p. Quando 

p > 1, tem-se também 

11 u(·, t) II LP(E<) ~O ao t ~ +oo, (2.52) 

enquanto o caso p = 1 será examinado na Seção 2.4. 
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Teorema 2.9 Sendo u(·, t) solução de (2.1), (2.2) tem-se u(., t) E D'0 (R) 
para cada t > O, com 

Vt >O (2.53) 

onde C(J-t,p) = (41rJ-L)- 2~(1- ~)~(l-~) quando p > 1 e C(J-L, 1) = (41rJ-L)-~ se 

p = 1. 

Prova. Para p = 1: 

Dado t >O, tem-se, por (2.3), 

1 r (:-y)2 

!u(x,t)! < (41TJ-tt)-2 Jií< e- 4~>t !u(y,O)jdy 

< (41TJLt)-~ 1!u(y,O)jdy 

1 

- C(JL, 1) 11 u(·, O) IIL1(E<)C2 

para todo x E R, de modo que 

1 

11 u(·, t) IIL=(JR) ~ C(JL, 1) 11 u(·, O) llu(JR) r-z 

onde C(JL, 1) = (41rJL)-t 

Para 1 < p < oo: 

Vt >O, 

Tomando q > 1 tal que l + l = 1, tem-se pela desigualdade de Holder, p q 

I u(x, t) I < 
1 1 (o:-y)2 e- 4,.t ju(y,O) ldy 

J47rJLt R 

< k (_~ e-q<"';:/ dy) ~ ( l lu(y, O)IP dy) ~. 

Como JE-t e-'"'fe dÇ = ~' 'Y >O, tomando 'Y = if;t, temos 
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para todo x E ~-

Portanto, para cada t > O, 

o 

Uma conseqüência imediata é o seguinte resultado. 

Teorema 2.10 Sendo u(·, t) solução de {2.1}, {2.2} tem-se, para cada t >O, 

uC t) E Lr(JR) para todo r 2:: p, com 

'\/ t > O, p ~ r < oc 

onde C(~J- , p) é a constante dada no Teorema 2.9. 

Prova. Dado t > O, temos u(·, t) E V(JR) n L=(JR), pelo Teorema 2.3 e 

Teorema 2.9, e então, para p < r < oc, 

~ I u(x, t) Ir dx - L I u(x, t) lr-p I u(x, t) IP dx 

< 11 u(·, t) ~~~~(iR) 1 1u(x, t)IP dx < oo, 

o que mostra que u(· , t) E Lr (R), tendo-se ademais 

f l I 

IJ u(· , t) II Lr(R) = (}IR lu(x, t) lr dx) ;: ~ ( 11 u(·, t) II ~~(R) II u(·, t) ll i,v(R)) ;, 

ou seja, 

11 u(· , t) llu(IR) 
1!. 1- 1!. 

< 11 u(·, t) llí.v(iR) 11 u(·, t) ll v•>(!R) 

< 11 u(· , O) ufP(R) ( C(~J-,p) 11 u(· , O) IILP(R) t_ 2lp) l-~ 
- C(~J-,p) 1 -r; llu(·,O) IILP(IR) r~<;-~> 

em vista do Teorema 2.3. 
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Para r = p, sabemos do Teorema 2.3 que 11 u(·, t) IILP(ü<) decresce em t, 
tendo-se assim 

llu(·,t)IILP(rr<):::; llu(·,O)IILP(ü<) Vt >O. (2.54) 

Quando p > 1 , podemos usar o seguinte argumento ( adaptado de [18] ) 

para mostrar que 11 u (·, t) II LP(iR) ~O ao t ~ oo, como mostrado a seguir. 

Teorema 2.11 Sendo u(·, t) a solução de {2.1), {2.2}, tem-se 

11 u(·, t) llv(R) ~ O ao t -t 00 

quando p > 1. 

Prova. Dado € > O, seja R > O suficientemente grande tal que 

e considere v(· , t) dada por 

v(x,O) vo(x), 

onde v0 E L1 (~) é dada por 

) 
{ 

u(x, 0), 
Vo(X = 

o, 

X E~. t > 0 

XE~ 

lxl :::;R 

lxl >R 

Pelo Teorema 2.10 (com p = 1, r= p ), temos 

de modo que 

11 v(·, t) ll v (R) -tO ao t~ 00 

visto que p > 1. 
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Portanto, pela desigualdade triangular, usando o Teorema 2.3 e (2.56) 

11 u(·, t) IILP(JR) < 11 u(·, t) - v(·, t) IILP(JR) + 11 v(·, t) II LP(JR) 

< li u(·, O) - v(·, O) II LP(JR) + 11 v(·, t) IILP(JR) 

< E + 11 v(·, t) IILP(IR) 

< 2E 

para todo t suficientemente grande. 

2.4 Comportamento em L 1(JR) 

o 

Nesta seção, consideramos as soluções de (2.1), (2.2) quando p = 1, 

obtendo neste caso que 

ao t -t 00 (2.57) 

onde m é a massa deu(·, t), ou seja, 

m = 1 u(x,O)dx = 1 u(x,t)dx 'i t >o. (2.58) 

Em particular, sendou(·, t) , v(· , t) soluções de (2.1) tendo a mesma massa, 

tem-se 

11 u(-, t) - v(· , t) llu(IR) -tO ao t -t 00. (2.59) 

Os argumentos a seguir são adaptados de [17]. Inicialmente, vamos con

siderar o caso m = O. 

Teorema 2.12 Sendo u(·, t) solução de (2.1}, {2.2} com p = 1, e sendo 

JIR u(x, O) dx = O, tem-se 

11 u(·, t) I! Ll(JR) -tO ao t -t 00. (2.60) 
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Prova. Por (2.3), temos que u(· , t) é dada por 

1 1 ~ u(x, t) = V41fjii e- 4,..t u(y, O) dy 
41fJ.Lt R 

para todo x E IR, t >O. 

Dado E> O, tome R= R( E) >O tal que ~YI2R lu(y, 0)1 dy $ E. Então, 

1 1 11 ~ I ll u(- , t ) ll u (R) = V41fjii e- 4~-'t u(y,O)dy dx 
R 41fJ.Lt R 

1 r [I r ~ I I rR ~ IJ < V41fjii J~;. J IY!
2

R e- 4,;t u(y,O)dy + J _R e- 4~-'1 u(y,O)dy dx 

1 1 ( l ~ ) 1 l !lR ~ I < V41fjii . e- 4~-'t lu(y,O) Idy dx + V41fjii e- 4~-'t u(y, O)dy dx 
J.l • lR • IYI 2R 1f J.Lt - lR • - R 

Usando o Teorema de Fubini e (2.25) tem-se 

l 1 illR ~ I li u(-, t) llv(JR) < lu(y, O)ldy + V41fjii . e- 4~-'t u(y, O) dy dx 
. IYI ;:: R 41rj.Lt R . - R 

isto é, 

1 lllR ~ I li u(- , t) IILI(i?.) < E + V41fjii e- 4~-'t u(y, O) dy dx, 
41fJ.Lt . IR - R 

'ílt >o. 

Note que 
1 1'1R ~ I V41fjii 1 e- 4pt u(y, O) dy dx $ 

lR -R 

Como JiR u(y, O) dy = O, temos que 

{ R u(y, O) dy = - { u(y, O) dy 
.l-u. J IY!2R 
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e daí, 

1R 2 21 e-:". u(y, O) dy =-e-:". u(y, O) dy, 
-R ~~~R 

de modo que 

1 f l jR ~ I J41íf.d } [{ -R e- -1"1 u(y, O) dy dx 

1 r 11R ( ~ .,2 ) I < J4JrJ.1,t }R - R e- '~~'' - e- 4!'< u(y, O) dy dx 

+ ~ r e-::. I r u(y,O)dyl dx 
}R JIYI~R 
1 fljR( ~ ,2) I < E + V41fiil }R -R e- 4"t - e- 4"t u(y, O) dy dx 

para todo t >O. 

Então, podemos escrever 

li u(-, t) llv(R) < 2E+ ~{I {R (e_<:r:~~22 -e- 4"':•)u(y,O)dy l dx 
41íJ.1,t }R .J -R 

1 r 1R I ~ ,2 1 < 2E+ J41rJ.1,t}R -R e-'~~'' -e- 4,.. Ju(y,O) Jdydx. 

Introduzindo Ç = kt, tem-se 

1 R - Ç-_u_ 2 
( )

2 

li u(-, t) llv(R) < 2 E + .,fo k [R I e V4iiê - e-ç li u(y, O) I dy dÇ 

Seja f,(Ç, y) ~ I e- (~-;f.;;,)' - c<' 11 u(y, O) I, \1 Ç E !!1., y E (-R, Rj. 

Observe que para cada Ç E JR, e para quase todo y E [-R, R] dados, temos 

ft(Ç, y) ~O ao t ~ oo; por outro lado, 

I ft ( Ç, y) I - I e- (e -*- + ~~.) - e-e li u(y, O) I 

< (e-e+ e-eeJ~e-;;.) Ju(y,O)I 

( 

2 2 1:C. s:. _Jf!._) < e- ç + e-ç e4,.. e 2 e 4pt I u(y, O) I 

_ (e-e + e-Ç e~) Ju(y, O)l 

< (e- e + e-Ç e::.) I u(y, O) I 
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Para todo t > ~; , temos 

e, portanto, 

com g E L 1(R x [-R,R]). 

Pelo Teorema da Convergência Dominada, segue então que 

11: I !t(ç, y) I df,dy ~o ao t~ oo, 

de modo que 

para t suficientemente grande. 

Como € > O é arbitrário, segue o resultado. o 

Outras conseqüências importantes deste resultado são dadas a seguir 

Teorema 2.13 Seu(· , t), v(·, t) são soluções de {2.1}, {2.2} com p = 1, tendo 

a mesma massa, i. e., 

1 u(x, O) dx =L v(x, O) dx, 

então 

11 u(· , t) - v(·, t) II LL(R) ~O ao t ~ 00. (2.61) 

Prova. Sendo O(x . t) := u(x , t) - v(x, t ), temos que 8 satisfaz 

8(.,0) = u(·,O)- v(·, O) E L1(R) 
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com massa nula, 

1 O(x, O)dx = 1 u(x,O)dx -1 v(x, O)dx = O; 

pelo Teorema 2.11, segue então 

11 0(·, t) II L l(R) --to ao 

ou seja, 

ll u(·, t) - v(·, t) llu(Et) --t O ao t --t oo, 

conforme afirmado. o 

Teorema 2.14 Sendo u(-,t) solução de (2.1), {2.2) com p = 1. Então, 

llu(·,t) llu(~tt) --t lml ao 

onde m é a massa da solução, i. e, 

m = f u(x,O) dx. 
}R 

Prova. Tome v(·, t) dada por 

com v0 dada por 

t --t 00 

vo(x) = { : 
se O<x<l 

caso contrário , 

de modo que 

1 v(x, O)dx = 11 

mdx = m, 
!_q o 

ou seja, v(·, t) eu(·, t) têm a mesma massa. 

Observando que, pelo Teorema 2.5, 

Se m 2:: 0: v(x, t ) > O, V x E IR, t > O, 
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se m < 0: v(x, t) < O, V x E R, t > O, 

obtemos em qualquer caso 

I v(x, t) I = ( sgn m) v(x, t) v X E IR, t >O, 

onde sgn m denota o sinal de m, i.e., 

1 se m >O 

sgn m = O se m=O 

- 1 se m <O 

Portanto, pelo Teorema 2.7, obtemos 

isto é, 

11 v(., t) llu(JR) - 11 v(x, t) I dx 

( sgn m) 1 v(x, t) dx 

( sgn m) L v(x, O) dx 

- ( sgn m) m = I m I 

para todo t > O, e em particular: 

ao t- 00. 

Pelo Teorema 2.12, 

11 u(·, t) - v(· , t) lluc~)---+ O ao t---+oo , 

e, então 

11 u(-, t) llu o.:<) ---+ I m I ao t---+ oo, 

pois 

111 u(·, t) II Ll(JR) - I m 11 - 111 u(·, t) llu(lR) - 11 v(·, t) llucR> l 
< 11 u(·, t) - v(·, t) IILl(JR) ---+ O, 

quando t---+ oo, donde segue o resultado. 
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Será conveniente generalizar levemente o resultado acima do seguinte mo

do. 

Teorema 2.15 Sendo u(·, t) solução do problema de valor inicial 

onde a E lR e J.t >O, com f !R u(x, O) dx = m. Então 

11 u(·, t) ll o(R) _. I m I ao t-? 00. 

(2.64) 

(2.65) 

(2.66) 

Prova. Seja Ç = x - at. Introduzindo U(Ç, t) := u(Ç + at, t), temos que 

U ( ·, t) satisfaz 

Ut - J.t u~~ 

U(Ç, O) - u(Ç, O) E L1(JR) 

com JIR U(Ç, O)~ = Jc~ u(Ç, O)~ = m. Segue então, do Teorema 2.13 que 

11 U(·, t) llu(IR) _. I m I ao t-? oo. 

Como 

11 U(·, t) l lu(iR) = 11 U(Ç, t) I ~ = 11 u(Ç+at, t) I ~ = L I u(x , t) I dx = 11 u(·, t) llu(R): 

obtemos então 

11 u(-, t) IILL(!R) _. I m I ao t _. oo, 

como afirmado. o 

Nos capítulos seguintes, estes resultados são estendidos a equações mais 

gerais que (2.1). 
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Equação de Burgers 

3 .1 Introdução 

Neste capítulo derivamos algumas propriedades importantes das soluções 

u(·, t) da equação (1.1) com fluxo f quadrático e viscosidade constante, i. e., 

soluções da chamada Equação de Burgers, ver [2}, 

(3.1) 

onde b, J.L são constantes, com b =I= O, J.L > O. Novamente, as soluções u(·, t) 

consideradas correspondem a estados iniciais u(·, O) E L1(JR), 

u(x, O) = Uo(x) , (3.2) 

tendo-seu E C 00 (lRx]O,oo[) satisfazendo (3.1) no sentido clássico para 

x E JR, t > O, enquanto (3.2) é satisfeita no sentido de se ter u(·, t) ---? Uo 

em L1(JR) ao t---? O, i.e., 

11 u(· , t) - Uo llu<JR> ---? o ao t ---? o. (3.3) 

Como no caso da equação do calor, pode-se mostrar que esta solução é 

única no espaço C0
( [O, +oo[, L1 (JR) ). 

por 

Ademais, para cada "l{) > O tem-seu E L00 (lR x [to, oo[), com u(· , t) dada 

( ) 
_ 2J,.L CfJx(X, t) 

u x,t - - -b ( ) cp x,t 
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onde <p(·, t) é solução do problema linear 

'Pt = P, 'Pxx 7 X E ~' t > O (3.5) 

<p(x, O) = <po(x) , x E~ (3.6) 

com <po E D"'(~) n CO(~) dada por 

(3.7) 

para todo x E ~- A transformação dada em (3.4) acima, ou, equivalente

mente, 

(3.8) 

foi descoberta independentemente por E. Hopf e J. Cole em 1950, ver (3], [5], 

permitindo a representação 

(2:-11)2 

u(x. t) = 2p, _1_ JR 7iffr e- 4pt <po(Y) dy 

. b V/ii JR e- '"';J~J2 <po(Y) dy 
(3.9) 

para a solução u(·, t) do problema (3.1) , (3.2) acima. 

O objetivo deste capítulo é derivar propriedades importantes das soluções 

u(·, t) de (3.1), (3.2) utilizando a transformação de Hopf-Cole; várias destas 

propriedades são reobtidas no Capítulo 4 por um procedimento mais geral, 

aplicável às equações (1.1) em geral. 

Os métodos do Capítulo 4, adaptados de (4], [6], [15], [17], [18], além de 

obter várias propriedades aqui discutidas de modo elegante, permitem obter 

novas propriedades importantes para as soluções u(·, t ) de (3.1), (3.2), como 

por exemplo a estimativa 

Vt>O (3.10) 

para todo 1 ~ p ~ oo, onde C > O é uma constante pura. Por outro lado, 

certas propriedades da equação de Burgers, obtidas neste capítulo pela trans

formação de Hopf-Cole, tem papel importante no Capítulo 4, notadamente o 

fato de se ter 

ao (3.11) 
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onde m é a massa deu(·, t), 

m = L ~(x) dx = L u(x, t )dx. (3.12) 

Outro exemplo é dado pela miscibilidade completa das soluções de (3.1), (3.2): 

sendo u(· , t) , u(·, t) soluções de (3.1) transportando a mesma massa, tem-se 

11 u(· , t) - u(·, t) llu(R) -O ao t- oo. (3.13) 

Estes resultados são apresentados na Seção 4 a seguir, após a obtenção de 

propriedades auxiliares nas Seções 2 e 3 deste capítulo. 

3.2 Alguns Resultados Básicos 

Nesta seção, derivamos algumas propriedades básicas das soluções de 

(3.1) , (3.2). Como já foi dito, estes resultados são obtidos através da Trans

formação de Hopf-Cole dada em (3.4), (3.8), ou seja, r.p(·, t) dada por 

r.p(x, t) = e-!p f~,., u(Ç,t)~ (3.14) 

ou, em termos deu(·, t), 

( ) 
_ _ 2p, 'Px(x, t) 

u x,t - b ( ) r.p x, t 
(3.15) 

para todo x E R, t ;?:: O. 

A utilidade de (3.14), (3.15) é que r.p(·, t) pode ser facilmente obtida, con

forme o resultado abaixo. 

Teorema 3.1 Sendo u(·, t) solução de {3.1), {3.2), e r.p(·, t) dada em {3.14), 

tem-se 

(3.16) 

para todo x E R, t >O. 
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Prova. De (3.15) , temos 

Ut _ _ 2f.J, (<.px) = _ 2J-L ( <.pt ) 
b <.p t b <.p X 

Ux - 2f.J, (1Px) 
b <.p X 

_ 2f.J, ( 'Pxx <p - <.p~ ) 
b <.p2 

X 

para todo x E R, t > O, de modo que 

o 

isto é, 
~ ['Pt _ f.J, 'Pxx] = O 
ax <.p '{J 

para todo x E ~. t > O, de modo que 

'Pt - f-L<fJxx = C(t)<p 

para C(t) E IR adequada, para cada t >O. 

Fazendo x---+ ±oc, obtemos C(t) = O, e (3.16) fica demonstrada. O 

Alternativamente, podemos simplesmente definir r.p(·, t) como sendo a 

solução do problema 

X E JR, t > 0 (3.17) 

(3.18) 

introduzindo então u(-; t) via 

( )
- 2f.J, 'fJx(x,t) 

U X, t - - b ( ) '{J X, t 
(3.19) 
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para x E R, t > O, obtendo-se então que u(·, t) satisfaz (3.1), (3.2), com 

u(· , t) E C 0
([ O, +oo[, Ll(R) ). 

Voltando, agora, a cp(·, t) dada por (3.17), (3.18), o próximo resultado 

estabelece o fato importante de que cp(· , t) e 1/cp(·, t) são uniformemente limi

tadas, i.e. , 

cp, 1/cp E V)()(I~. x [O, oo [) . (3.20) 

Lema 3.2 Sendo cp(·, t) dada em (3.8) acima, tem-se 

(3.21) 

para todo x E R, t 2:: O. 

Prova. Temos, para todo x E R, 

e então, como 
cp(x , O) = e-2~ f~oo u(~.o)~ , 

obtém-se 

(3.22) 

para todo x E R. Como cp(·, t) satisfaz a equação do calor (3.16), segue do 

Teorema 2.4 e (3.22) acima que (3.21) é válido para todo x E R, t > O, como 

afirmado. O 

Teorema 3.3 Sendo u(·, t) solução de (3.1}, {3.2}, tem-se 

u(· ,O) >O ~ u(· , t) >O, (3.23) 

u(·,O) <O ~ u(- ,t) < O (3.24) 

para cada t >O. 
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Prova. Sendo cp(· , t) a transformada de Hopf-Cole deu(· , t), conforme (3.8) 

acima, tem-se 
b 

'Px(x, O) = -
2

J.L cp(x, O) u(x, O) 

para quase todo x E~; como cp(x,O) = e-2~I~oou(ç,o)~ para todo x E~. 

tem-se claramente, supondo u(-, O) ~O ( i.e. , u(x, O) ~O quase todo x E lR ), 

cp(·, O) > O, 

CfJx(·, O) > O se b <O, 

~Px( · ,O) < O se b> O. 

Lembrando, pelo Teorema 3.1, que cp(· , t) ( e então ~Px(· , t) ) satisfaz a 

equação do calor, temos então pelo Teorema 2.5, 

cp(-, t) > o, 
<fJx(·, t) > O se b < O, 

~Px(·, t) < O se b > O. 

Por (3.4), obtém-se então (3.23), como afirmado. 

A prova de (3.24) é inteiramente análoga. o 

Mais geralmente, vale a seguinte propriedade de monotonicidade: sendo 

u(·, t), ü(·, t) soluções de (3.1) correspondentes a estados iniciais u(·, 0), ü(·, O) 

em U (JR) , tem-se 

u(·, O) ~ ü(· , O) => u(·, t) ~ ü(-, t) (3.25) 

para todo t > O. Antes de podermos obter (3.25), precisamos examinar em 

mais detalhes o comportamento das soluções u(·, t) de (3.1) , (3.2) em L1(JR). 

Para isso, vamos utilizar as chamadas funções sinal regularizadas, ver [6], [15]: 

tomando S E C1(~) uma função crescente verificando 

S(x) - 1 se X~ 1 (3.26) 

S(O) o se x=O (3.27) 

S(x) - -1 se X~ -1 (3.28) 
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e, para cada 8 > O, definindo Lõ E 02(~) via 

(3.29) 

temos L8 > O, L~ ~ O e 

Ls(x) --t I x I ao (3.30) 

uniformemente em x E ~. com ademais 

L~(x) --t sgn x ao (3.31) 

para cada x E ~. onde sgn denota a função sinal, i.e., 

1 se x>O 

sgn (x) = O se x =O (3.32) 

-1 se x <O 

Aproximando I · I por meio destas funções L8, mostramos o seguinte re

sultado. 

Teorema 3.4 [Monotonicidade de 11 u(·, t) IIL'(JR)] Sendo u(·, t) solução de 

(3.1), (3.2), tem-se 

11 u(· , t) II Ll(~) < 11 u(· , O) ll u(R) Vt >O. (3.33) 

Prova. Dado 8 > O, seja Lõ dada em (3.29) acima. Então, usando (3.16) e 
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integrando por partes, obtém-se 

!!_ 1 Lõ ( 'Px ) dx -
dt R cp 

visto que L~~ O , ou seja, 

:t 1 Ló(~) dx ~ JL L L~(~) (~)2 

'P;x dx 

para todo 5 > O. Integrando em [O, t ), obtemos 

r Ló('Px(x,t)) dx ~ r Ló(cpx(x,O)) dx+JL1t r L;('Px) ('Px)2 'Pxx dxdT 
}IR cp(x,t) }IR cp(x,O) o J.R cp cp cp 

para cada 5 > O. Fazendo 5 -t O, obtemos 

r I 'Px(X, t) I dx < 11 'Px(x, O) I dx 
}JR cp(x, t) - R cp(x, O) 

visto que, pelo Teorema da Convergência Dominada, tem-se 

lim 1t r L; ( 'Px ) ('Px)2 
'Pxx dxdT = 0, 

ó--Q O }IR cp cp cp 

uma vez que, por (3.26)- (3.29), tem-se L~ (Ç) I Ç I ~ C para todo 5 >O, Ç E IR 

( C > O dada por C = sup { I Ç I s' ( Ç) : - 1 ~ Ç < 1} ) e L~ ( Ç)Ç -t O ao 

5 -t O para cada Ç E lR dado. 

Lembrando (3.15), obtém-se (3.33), como afirmado. o 

Mais geralmente, pelo mesmo argumento, segue que 

11 u(·, t) llu(R) ~ 11 u(· , to) IILI(R) \i O< to~ t, 

ou seja, 11 u(·, t) llu(JR) decresce com t. De um modo análogo, obtemos o 

seguinte resultado. 
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Teorema 3.5 [Contratividade em L1 (~)] Sendo u(·, t), ü(·, t) soluções de 

{3.1} correspondentes a estado iniciais u(·, O) , ü(·, O) E L1(JR), tem-se 

11 u(-, t) - ü(·, t) llu(R) ::; 11 u(· , O) - ü( ·, O) IILl(~) v t > o. (3.34) 

Prova. Sendo L8 dada em (3.29) acima, 8 >O arbit rário, obtém-se, usando 

(3.16) e integrando por partes, 

onde c.p(·,t),rp(·, t) são as transformadas de Hopf-Cole de u(· , t),ü(·), respec

tivamente. Como L~ ~ O , obtém-se então 

d r L (<Px rj;x ) d 
dt } fR. 8 -; - rp X < 

< J.L r L" (<Px _ rp:) ( <Px _ rp_x ) (<Px + (/;:) ( <Pxx _ rp~x) dx. 
I lR. 8 cp cp cp cp cp cp cp <P 

Integrando em [O, t], segue que 

{ L6 ( <Px(x, t) - rpz(~, t)) dx < 1 L8 (<Px(x, O) - <Px(~, O)) dx 
.JR c.p(x, t) <p(x, t) - a <p(x, O) c.p(x, O) 

+1-Llt r. L" ('Px - <P_z) ( I{J:r; - rp_z ) (1./):r; + rj;:) (<Pzz - rp~:r; ) dxdT 
o l e. 8 <P <P <P <p <p <P <P <P 

de modo que, fazendo 8- O, 

r I cpx(x, t) - rpz(~, t) I dx < r I c.px(x, O) - <Px (~, O) I dx 
}iR <p(x, t) cp(x, t) - .f iR cp(x, O) cp(x, O) 
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visto que, ao ó ----+ O, 

pelo Teorema da Convergência Dominada, como no caso anterior (ver p.35). 

Usando, então, (3.15) acima, obtém-se (3.34), como afirmado. O 

Outra observação importante é dada a seguir. 

Teorema 3.6 Sendo u(·, t) a solução de {3.1}, {3.2), tem-se 

u(· , t) E V(~) 

para cada t > O. 

Prova. Sendo cp(·, t) a transformada de Hopf-Cole deu(·, t), conforme (3.8) 

acima, temos, pelo Teorema 3.1, que 'lj; := 'Px satisfaz 

'1/Jt = J.t '1/Jxx 

com '1/J(·, O) = 'Px(·, O) = ccp(·, O) u(·, O) E L1 (~), c=- 2~, em vista de (3.2) 

e (3.20). Pelo Teorema 2.9, segue que '1/J(·, t) E V(~) , i.e., 'Px( ·, t) E V(~). e 

então 
2f.J, 1 

u(· , t) = -b cp(·, t) 'Px(·, t) E V(~) 

visto que, por (3.20) acima, tem-se 1/cp(·, t) E L 00 (1R.). o 

Para concluir esta seção, é importante observar a seguinte lei de conser

vação. 

Teorema 3.7 [Conservação da Massa] Sendo u(· , t) solução de {3.1), {3.2), 

tem-se 

r u(x, t) dx = r u(x, O) dx 
}R j 'R 

(3.35) 
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para todo t >O. 

Prova. Integrando (3.1) em~ x [O, t ], obtém-se 

r u(x,t)dx - r u(x,O)dx = - b f' r UUxdxdr + j.t r r Uxxdxdr = 0 
Ia JR lo l rr< lo }R 
visto que L UUxdx =O, 

para cada,-> O. o 

3.3 Decaimento em V(JR) 

Nesta seção, mostramos, usando a transformada de Hopf-Cole, que a 

solução u(· , t) do problema (3.1), (3.2) decai em LP(~) ao t---+ oo para cada 

p > 1, tend~se ademais 

\1 t > o (3.36) 

onde C(p, J.L , li u( ·,O) li Ll(R)) > O denota uma constante que depende dos va

lores de p, J.L, e 11 u(·, O) ll u(JR)· No Capítulo 4, mostramos por um procedi

mento mais geral, adaptado de [15], [17], que C(p, JL, li u(·, O) IILLCJR)) é da forma 

C(p, J.L, 11 u(·, O) ll u(R)) = 11-~ 11 u(· , O) llu(JR) JL-~(l-~) (3.37) 

onde 1 = 6314
. 

Teorema 3.8 Sendo u(·, t) solução de {3.1), {3.2), tem-se, paTa cada 

1 < p < oo, 

11 u(· , t) I ILP(~) ::; C(p) e~ ll u( ·,O) IILL(R) 11 u(· , O) ll u (i:') (J.Lt) -~ (t-i>, (3.38) 

para cada t >O, onde C(p) = (47r)-~ (l-~) . 
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Prova. Introduzindo cp(·, t) dada por (3.8), tem-se 

b 
'Px(·, t) = -

2
/-L u(· , t) cp(·, t) 'i t >o. 

Como 'Px(·, t) satisfaz (3.16) e, por (3.20) , 

b 
'Px(·, O) = -

2
/-L u(·, O) cp(·, O) E L1(1R), 

obtém-se, pelo Teorema 2.10, 

(3.39) 

'i t > o (3.40) 

onde 

(3.41) 

Em particular, por (3.39) acima, tem-se 

I bl 
< 2J.L 11 cp(·, O) ll u•o(lR) 11 uC O) IILl(lR) 

< 12~ eW llu(·,O)IILt(R} 11 u(·, O) IILl(lR)· (3.42) 

em vista de (3.21). 

Como u = -~ ~ e 1/cp(-, t) E L00 (1R) , obtém-se 

11 u(· , t) II LP(!R) < ~~ 11 cp( ~' t) IILoo(IR) 11 'Px(·, t) IILP(lR) · 

Usando (3.21) e (3.40), segue o resultado. o 

Ademais, pode-se mostrar, procedendo analogamente à demonstração do 

Teorema 3.4 acima, que 11 u(·, t) llv•(JR) decresce monotonicamente em t , ou 

seja, 

11 u(·, t) JI LP(R) < li u(· , to) IILP(R) (3.43) 

para todo t 2: t0 >O. 

39 



3.4 Comportamento em L 1 (JR) 

Nesta seção, vamos utilizar a Transformação de Hopf-Cole para obter 

(3.11), (3.13) acima, que são utilizadas no Capítulo 4 a seguir. 

Lema 3.9 Sejamu(·,t), ü(-,t ) soluções de (3.1), {3.2) correspondentes a es

tados iniciais u(-, 0), u(·, O) E L 1 (~) tendo a mesma massa. Sendo cp(·, t), r{;(·, t) 

a transformadas de Hopf-Cole deu(·, t), ü(·, t), tem-se 

!icp(-,t)- cp(-,t)liLoo(R) -tO ao t -t oo. (3.44) 

Prova. Seja ((·, t) := cp(·, t) - rp(·, t). Temos que ((-, O) E V'0(~) e 

((±oo, t) =O, visto que u(·, t) eu(·, t) têm a mesma massa. 

Pela equação (2.3), 

1 100 (% -11)2 
((x, t) = J

4 
e- 4

'" ((y, O) dy. 
7r J.Lt -oo 

A mostrar: 11 ((· , t) IIL00(R) -tO ao t -t 00. 

Dado E > O, tome R > O tal que I ((y, O) I < E, V I y I ;:::: R. 

Daí, V x E ~, t > O, tem-se 

1 100 (%-y)2 I ç(x, t) I < J
4 

e- 4"t I ç(y, o) I dy 
7r f..L t -oo 

isto é, 
Vt>O 

onde r := 3~Sc~ 11 ((-,O) II L00(JR) · 

40 



Então, para todo t > (r~ e)) 2 , obtém-se 

o que mostra (3.44), como afirmado. o 

O Lema acima será útil na derivação de (3.13), conforme mostramos a 

seguir. 

Teorema 3.10 Tendo u(·, 0), ü(·, O) E L1(R) com a mesma massa, i. e. , 

r u(·, O) dx = r ü(·, O) dx, 
}R }R 

então as soluções u(·, t), ü(·, t) correspondentes de (3.1) verificam 

li u(· , t) - ü(· , t) IILl(JR) ~ O ao t~ 00. (3.45) 

Prova. Sejam cp(·, t), cj{, t) as transformadas de Hopf-Cole de u(·, t), ü(·, t), 

respectivamente, isto é, 

Introduzindo 8(· , t) := 'Px(·, t) - tPx(·, t), tem-se pelo Teorema 3.1 que 8(·, t) 

é solução do problema 

tendo, ademais, massa nula, pois 

r 8(x, O) dx = 1 <f?x(x, O) dx -1 tPx(x, O) dx =O 
j 'R i?. IR 

já que u(·, t) e ü(·, t) têm a mesma massa. 

Assim, pelo Teorema 2.12, tem-se 

ao t ~ oc, 
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ou seja, 

11 'Px(·, t) - cj;x(· , t) IILl(!R) -+ o ao t-+ oo, 

ou, em termos deu(·, t) , ü(·, t) , 

li <P(·, t)u(· , t) - cj;(·, t)u(· , t ) lluc!R) -+ O ao t-+ oo. (3.46) 

Desta forma, 

11 u(. , t) - u(· , t) ll ucR) ~ 

< llu(·,t)- cj;((·, tt))ü(·,t)jl + llü(·,t)- <P((·, t))ü(·,t)ll 
<p · , Ll(!R) <p ·, t Ll(!R) 

~ 11 - (1 
t ) (<P( ·, t)u(· , t) - ij;(-, t)ü(·, t)) li + llü(·, t) - rj;((·, t))ü(·, t) 11 

<p ·, Ll(!R) <P ·, t Ll(~) 

= 11 <P( ~. t) ( <P( ·, t)u(· , t)- cj;(· , t)u(-, t)) li Ll(JR) + li <p/, t) ü(·, t) ('PC t) - cp(·, t)) li Ll(R) 

~ ll<p/,t)IL."(!R)II<P(·,t)u(·,t)- cp(·,t)u(·,t) llc}(!R) 

+ 11 :p/, t) II L""(!R)IIii(· , t) IIV(R)ll<P(·, t) - <{{, t)IILOO(~) 
Por (3.46) e pelo Lema 3.9, obtém-se então 

llu(·, t) - ü(·, t)llu(E() -+ O ao t -+ oo, 

conforme afirmado. o 

Com o resultado acima, podemos facilmente obter (3.11): 

Teorema 3.11 Sendo u(·, O) E L1(1R) eu(·, t ) solução de (3.1}, (3.2), tem-se 

11 u(· , t) llu<JR> -+ I m I ao t-+ oo, (3.47) 

onde m = J!R u(x, O) dx. 
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Prova. Seja v(x, t) solução de 

Vt + bv V:r: - Jl-V:r::r: 

v(·,t) - VoE R 

com Vo dada por 

vo(x) = 
{ 

m se 

O se 

Tem-se então, pelo Teorema 3.3, que 

sem 2:: O então v(x,t) 2:: O V x E R, t >O, 

sem :5O então v(x, t) <O V x E R, t >O. 

Logo, 

0 < X :5 1; 

xí [O,l]. 

lv(x, t)l = ( sgn m) v(x, t), V x E R, t >O, 

e daí, usando o Teorema 3.7, 

llv(·, t) llu(IR) - L I v(x, t) I dx 

- ( sgn m) 1 v(x, t) dx 

- ( sgn m) l v(x ,O)dx 

- ( sgn m) m = I m I 

para todo t >O. 

Desta forma, 

de modo que, pelo Teorema 3.10, 

l ll u(·, t) lluOR) - lml l-t O ao t -t oo, 

ou seja, 

11 u(· , t) llu(IR) - I m I ao t -t 00, 

conforme afirmado. 

43 

o 



Será conveniente no Capítulo 4 generalizarmos levemente os resultados 

desta Seção como segue. 

Teorema 3.12 Dados a, b, p, E JR com p, > O, sejam u(., t) , u(., t) soluções 

de 

(3.48) 

com u(. , O), u(., O) E L1 (~) e 

.l: u(x,O)dx = 1: u(x,O) dx = m. (3.49) 

Então, u(. , t), ü(., t) satisfazem 

llu(., t) IILl(!R) -lml, ll ü(.,t) IILl(!R) -lm l ao t - 00 , (3.50) 

e 

11 u(., t) - ü(. , t) II Ll (~R) -O ao t- 00. (3.51) 

Prova. Mudando a variável x para Ç = x - at, (3.48) fica 

onde U(Ç, t) = u(Ç + at , t). Daí, pelo Teorema 3.11, 

llu(-, t)IILl(R) = IIU(·, t)IILl(!R) - I r U(Ç, O) dÇI = I r u(Ç, O) dxl }R j iR 

ao t - oo, e analogamente para llü(· , t)llu(JR), o que mostra (3.50). Final

mente, sendo Ü(Ç, t) := ü(Ç + at, t), tem-se, ao t - oo, 

ll u(·, t) - ü(· , t)llu(R) = IIU(·, t)- U(·, t)IILl(R) -O 

usando (3.45). o 

44 



Equações de Advecção-Difusão 

4.1 Introdução 

Neste capítulo, estendemos os resultados anteriores a equações de ad

vecção-difusão mais gerais, da forma 

Ut + f(u)x = ( a(u) Ux) x' 

com u( ·, t) satisfazendo a condição inicial 

X E~' t > 0 

u(x, O) = tto(x) , Uo E L 1(1R) 

(4.1) 

(4.2) 

Na equação (4.1), as funções a, f são dadas com a, f duas vezes diferen

ciáveis na região de interesse ( i.e., a, f E C2 (I) , I Ç ~intervalo contendo os 

valores u(x, t) em questão, para todo x E~. t 2: O ), tendo-se ademais 

a(u) > J.L V u E I (4.3) 

para J.L > O constante. Para alguns resultados, é preciso supor também que 

f" (u) é Holder contínua em u =O, i.e., 

(4.4) 

para algum n > O, onde r, a > O são constantes. Novamente, (4.2) é 

satisfeita no sentido de se ter u(·, t) -t uo em L1 (~) ao t -tO, ou seja, 

ll u(· , t) - Uo llu(ttt) -tO ao t -tO, (4.5) 
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existindo uma única solução u(·, t) E CO( (0, oo[, L1(R) ), que satisfaz (4.1) no 

sentido clássico, verificando ademais 

u E L00(R x [to, oo() (4.6) 

para cada t 0 >O dado, ver e.g. (6], (7] , (9], (10], [15]. 

Na Seção 4.2, derivamos algumas propriedades básicas das soluções u(·, t) 

acima, análogas a propriedades anteriormente obtidas para a equação do 

calor (Capítulo 2) e de Burgers (Capítulo 3). Em particular, vemos que 

11 u(·, t) l l u(~) decresce monotonicamente com t, 

11 u(·, t) li v (iR) < 11 u(·, to) llv(IR) "i/ t ~to~ O, (4.7) 

e, mais geralmente, 

li u(· , t) II LP(iR) < 11 u(·, to) llLP( IR} V t ~ to> O, (4.8) 

para cada p > 1. Em particular, para p = oo, tem-se o Princípio do Máximo 

"i/ t ~to> O. (4.9) 

Ademais, tem-se contratividade em L1(R): sendo u(· , t), ü(·, t) duas soluções 

quaisquer de (4.1), (4.2), elas verificam 

li u(·, t) - ü(·, t) IILl(JR) < 11 u(·, O)- ü(·, O) IILl( JR} "i/ t >o. (4.10) 

Uma conseqüência importante é a seguinte propriedade de monotonici

dade: supondo u(·, O) < ü(-, O) no instante inicial t = O (ou seja, u(x, O) ~ ü(x, O) 

para quase todo x E R), segue que u(·, t) < ü(·, t) para todo t >O (ou seja, 

u(x, t) < ü(x, t) para x E JR, t > 0), i.e. , 

u(· , O) < ü(·, O) :::;,. u(-, t) ::; ü(· , t ) Vt >O. (4.11) 

Na Seção 4.3, mostramos, seguindo [17], que u(·, t) satisfaz a estimativa 

Vt >O (4.12) 

onde C= 6314, de modo que, interpelando (4.7) e (4.12), obtemos 

"iit >o (4.13) 
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para cada p > 1. Outros resultados são também obtidos nesta seção, em 

particular 

(4.14) 

para cada to > O dado, onde C(tt, to, li u(·, O) IILl(iR)) > O denota uma constante 

cujo valor depende de t 0 , do parâmetro tL > O dado em (4.3) acima, e da 

magnitude de 11 u(·, O) IILl(iR) · 

Estes resultados são utilizados na Seção 4.4 para mostrar, novamente 

seguindo [17], que tem-se 

li u(·, t) llu<tR> ~ I m I ao (4.15) 

onde m é a massa deu(-, t), invariante no tempo, 

m = 1 u(x,O) dx = 1 u(x, t) dx. 
...... !:"t 

(4.16) 

Além disto, sendo u(·, t), ü(·, t) soluções de (4.1), correspondentes a esta

dos iniciais ·u(·, O), ü(·, O) E L1(R), tem-se 

11 u(·, t) - ü(-, t) IILI(R) ~O ao t ~ 00 (4.17) 

quando possuírem a mesma massa. Estas propriedades decorrem do fato de 

as soluções u(·, t) de (4.1), (4.2) serem bem aproximadas pelas soluções v(·, t) 

do problema (estudado nos Capítulos 2 e 3) 

Vt + f'(O) Vx + J" (0) V Vx = a( O) Vxx (4.18) 

v(·, O) = u(·, O) ( 4.19) 

no sentido de ter-se 

11 u(-, t) - v(-, t) IILl(E<) ~O ao t --t 00. (4.20) 
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4.2 Alguns Resultados Básicos 

Nesta seção, derivamos algumas propriedades básicas das soluções u(-, t) 

de (4.1), (4.2) que serão utilizadas posteriormente. 

Teorema 4.1 Sendo u(·, t) solução do problema (4. 1), (4.2), tem-se 

11 u(· , t) llu(!R) ~ 11 u(·, O) IILl(JR) V t >O. (4.21) 

Prova. 

Para T > O dado, tomando to E] O, T], R > O, multiplicando (4.1) por 

L~( u(x, t)) ), conforme (3.26)- (3.29), e integrando o resultado em [- R, R] x 

[to , T ], obtemos, integrando por partes, 

1R L8( u(x, t )) dx + 1T1R L;(u)a(u) u; dxdt 
- R ~ -R 

= 1R L8( u(x, to)) dx -1T A( u(R, t)) dt + 1T A( u( - R, t)) dt 
-R to to 

+ 1T L~( u(R, t)) a( u(R , t)) ux(R , t) dt 
to 

-1T L~( u( - R, t)) a( u( - R , t)) Ux(-R, t) dt 
to 

onde A(u) = J0u L~(v) J'(v) dv. Fazendo 8 -lo O, e lembrando que L; > O, 

obtemos 1: I u(x,t) I dx S 1: lu(x,to) I dx+ LT I A( u(R,t)) I dt + J: I A( u(-R,t)) I dt 

+ LT I a( u(R, t )) u.(R, t) I dt + J: I a( u( - R , t)) u.( - R , t) I dt 

para todo R > O, to E] O, T [, visto que I L~ I < 1. Fazendo R -lo +oo, resulta 

então 
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usando (1.6). Fazendo finalmente t 0 --+ O, obtemos (4.21), como afirmado. O 

Um modo abreviado de apresentar o argumento acima, que já foi usado 

nos Capítulos 2 e 3, pode ser apresentado como segue: 

Tomando L6, 8 >O, dada em (3.29), tem-se, para t >O, 

:t 1 L6( u(x, t)) dx - L L~( u(x, t)) Ut dx 

-L L~(u(x,t))j'(u)ux dx+ k L~(u(x,t)) (a(u)ux)x dx 

- -L L;(u(x,t))a(u)u;dx 

visto que L L~(u(x! t))/(u)uxdx = L:xA(u)dx=O 

onde A(u) = j~u L~( v) f'( v) dv. 

Lembrando que L~ 2:: O, tem-se então 

! 1 L6( u(x, t)) dx :::; O, 
~ 

de modo que 1 Ló ( u(x, t)) dx :::; -~ Ló ( u(x, O)) dx 

para cada t > O, 8 > O. Fazendo 8 --+ O, obtém-se, por (3.30), 

11 u(x ,t) I dx < 11 u(x,O) I dx, 
!!t IR 

concluindo o argumento. 

A prova acima mostra, na verdade, que 

V t 2:: to >O, 

o 

ou seja, 11 u(·, t) !lu(JR) decresce com t. Este fato também é verdadeiro para 

qualquer p > 1, conforme mostrado a seguir. 
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Teorema 4.2 Sendo u(·, t) solução do problema (4.1}, (4.2}, tem-se, 

11 u(·, t) llv(R) ~ 11 u(·, to) II LP(R) Vt>to>O (4.22) 

para todo 1 < p ::; oo. 

Prova. Como no teorema anterior, podemos argumentar abreviadamente co

mo segue: 

Considerando primeiro p > 1 finito, tem-se, tomando as funções L6 dadas 

em (3.29), 

:t l L~ ( u(x, t)) dx - p .k L~- 1 ( u(x, t)) L~( u(x, t)) Ut dx 

- - p 1 L~-1 ( u(x, t)) L~( u(x, t)) / (u) Ux dx 

+ p l Lr- 1 (u(x,t))L~(u(x,t)) (a(u)ux)x dx 

- - p (p- 1) L Lr-\ u(x, t) )(L~( u(x, t)) )2 a(u) u; dx 

p l Lr-1(u(x,t)) L;(u(x,t))a(u )u;dx 

visto que 

1 Lr-1
( u(x, t)) L~( u(x, t)) / (u) Ux dx = r. ! A( u(x, t)) dx = o 

R }Rux 

onde A(u) = J; Lr-1 L~(v) f '( v) dv. 

Lembrando que L~ >O, obtém-se então 

! l LH u(x, t)) dx ::; O 

para todo t > O, de modo que 

1 L~ ( u( x, t) ) dx < L L~ ( u( x, to) ) dx 

para todo t > to 2: O. Fazendo 8 --+ O, obtém-se ( 4.22) em virtude de (3.30). 

Finalmente, fazendo p--+ oo em (4.22), obtém-se 

11 u(·, t) IIL''O(JR) ~ 11 u(·, to) IIL00 (JR) (4.23) 
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paxa todo t ~ to ~ O, concluindo o argumento. Novamente, esta derivação 

pode ser feita de modo rigoroso, como feito na prova do Teorema 4.1. O 

Uma propriedade especial da norma 11 · llu(JR) é dada abaixo. 

Teorema 4.3 Sendo u(·, t) , ü(·, t) soluções de {4.1), {4.2), tem-se 

li u(·, t) - ü(·, t) llu(JR) :::; 11 u(·, O) - ü(·, O) IILl(R) \f t >o. (4.24) 

Prova. Tomando as funções L8, 8 > O, dadas em (3.29), obtém-se, paxa 

0(· , t) := u(· , t) - ü(· , t), 

:t L Ló( O(x, t)) dx - L L~( O(x, t)) Ot(x, t) dx 

onde 

-L L~(O)[fJx dx + 1 L~( O) ( [a ]üx)x dx 

+ L L~( O) (a(u) Ox) x dx 

[a] = a(ü + O) - a(ü) 

[f] = f(ü + O)- f(ü). 

Integrando por partes, tem-se 

:t1 Ló( O(x , t))dx - L L;(o) [f]Oxdx - 1 L~(O)[a]üxOxdx 

f L~ ((J) a ( u) o; dx 
JlR 

e então, lembrando que L; ~ O, resulta 

d r 
dt JlR L8( O(x , t)) dx :::; 

L L;( O(x, t) )[f] Ox dx - L L~( O(x , t) )(a] Üx Ox dx 
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para todos t, 8 >O. Integrando em [0, t], obtém-se 

1 Ló( O(x, t)) dx < 1 L.s( O(x, O)) dx 

+ fot 1 L~(l~(X,T))([f]- [a ]iíx)Bx dxdT 

e então, fazendo 8 ~O, resulta 

Lte(x,t) I dx < 11 8(x,o) 1 dx 

em virtude de (3.30) e de que 

fot 1 L~(8(x,T)) ( [!]- [a ]iíx )Bx dxdT ~O, 

pelo Teorema da Convergência Dominada. D 

Outra propriedade ftmdamental das soluções eu(-, t) de ( 4.1), ( 4.2) é dada 

a seguir. 

Teorema 4.4 [Conservação da Massa] Sendo u(-, t) solução de (4.1}, (4.2}, 

tem-se 

l u(x, t) dx = 1 u(x, O) dx \ft >o 

Prova. Dado t >O, tem-se 

!1u(x.t)dx 

o que mostra ( 4. 25). 

{ Ut(X , t) dx } [( 

- .~f(u)xdx + 1 (a(u)ux)x dx=O, 

(4.25) 

D 

Dado que valem os resultados (4.24), (4.25) acima, podemos usar o argu

mento de M.Crandall e L.Tartar (4] para estabelecer a seguinte propriedade 

de monotonicidade. 
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Teorema 4.5 [Monotonicidade do Operador Solução] Sendo u(-, t), u(-, t) 

soluções de (4.1), (4.2), tem-se 

u(- , O) :s; u(-, O) =* u(-, t) :s; u(-, t) Vt > O. (4.26) 

Prova. Dado t > O, tem-se, pelos Teoremas 4.3 e 4.4 acima, 

1 (u(x, t) _ ü(x, t))+ dx = 1 1u(x, t)- ü(x, t) l ; u(x, t)- ü(x, t) dx 

= ~ 1 iu(x, t) - u(x , t)l dx + ~ 1 (u(x, t) - u(x, t)) dx 

= ~ ~ lu(x, t) - ü(x, t)i dx +~L (u(x, O) - u(x, O)) dx 

< ~ 1 1u(x, O) - u(x , O) I dx + ~ 1 (u(x, O) - u(x, O)) dx 

= ~ 1 [iu(x, O) - u(x, O)l + u(x, O) - u(x, O) J dx = O 

visto que u(x, O) < u(x, O) quase todo X E JR. 

Logo, 

O :s; L (u(x, t) - u(x,t)) + dx <o, 

de modo que L ( u(x, t) - ü(x, t)) + dx = O, 

de onde segue o resultado. 

Uma conseqüência imediata é a seguinte propriedade. 

D 

Teorema 4.6 [Propriedade TVD] Sendo u(·, t) solução de (4.1}, (4 .2}, com 

u(-,0) E BV(JR) n V(JR), então 

TVR[u(-, t)] :s; TVR[u(·, O)] Vt >O (4.27) 

PVR[u(-, t)] < PVIR[u(- , O)} Vt >O (4.28) 

NV~[u(- , t )J < NViR[u(- , O)} 'ilt >o. (4.29) 
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Prova. Dado t >O, tem-se por (2.39) , e [16] pg. 1201, 

TVíR [u(·, t)] - Limsup -h
1 r lu(x + h, t)- u(x, t) l dx 

h-o+ J R 

< limsup -h
1 r lu(x +h, O) - u(x,o) l dx = TVIR [u(·,O)J, 

h-o+ }IR 
visto que ü(x, t ) := u(x + h, t) é solução de (4.1) com ü(· , O) = u(· +h, 0). 

Analogamente, por (2.40) , obtém-se 

PVR[u(·, t)) = limsup _hl r (u(x +h, t)- u(x, t)) dx 
h~+ j !R + 

lim 
11lu(x +h, t)- u(x, t)l + (u(x +h, t) - u(x, t)) d 

= sup- x 
h~+ h R 2 

:5 l~~~P à(* 1 lu(x+ h, O) -u(x, o)l dx + * 1. ( u(x + h, O)- u(x,O)) dx) 

= limsup-h
1 r (u(x+ h, O)- u(x, o)) dx = PV:~[u(-, 0)], 

h-o+ I tt<. + 
para cada t > O. 

Da mesma forma, mostra-se (4.28). o 

Observe da prova acima que 
1 

PVIR [u(·, t)J = Nl{~[u(·, t)] = 2TVJR[u(-, t)] (4.30) 

para todo t >O. 

4 .3 Decaimento em V(JR) 

Nesta seção, obtemos estimativas para u(·, t) e algumas derivadas, que 

são ut ilizadas na Seção 4.4. 
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Teorema 4.7 [Desigualdade de Energia 1] Sendo u(·, t) solução de (4.1), 

(4.2) eu> 1/2, tem-se 

Tu ll u(· , T) lli2(R) + 2 J.L 1T tu ll Ux(·, t) ll i2(E() dt ::; 

< u3f2 2 11 ( ) 112 ru-1/2 
a - 1/2 .j2ji u ·,O Ll(JR) (4.31) 

para todo T > O. 

Prova.Multiplicando (4.1) por tuu(·,t) e integrando em IR x [O,T], T >O 

dado, obtém-se 

{T r tuUUt;dxdt + rT1 t<Tuf(u)xdxdt = 1T1 tuu(a(u)ux) dxdt. 
l o }R lo Et 0 R x 

Agora, tem-se 

1T .~tu UUt dxdt - 1 tu ~
2

1: dx - 11T a tu- 1 ~ dxdt 

ou seja, 

Analogamente, 

onde 

de modo que 

_ ~Tu r (u(x,T))
2 

dx - ~ 1T tu- 1 1 (u(x ,t))
2 

dxdt 
}R O IR 

- ~ ru 11 u(., T) lli2(JR) - ~ 1T tu-l 11 u(. , t) lli2(JR) dt 

ru(x.t) 

g(x, t) = lo . v/ (v) dv, 

r uf(u)xdx =o, 
}R 
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e assim 

{T {' r 1L j(u)x dxdt = Ü. 
lo JR 

(4.33) 

Finalmente, 

U a(u) Ux 1
00 

- r a(u) u; dX 
-oo }IR 

-L a(u)u;dx, 

isto é, 

Assim, por (4.32), (4.33) e (4.34), obtém-se 

Tu!lu(·,T)!!i2(R)+21T tu r a(u)(ux?dxdt =a {T tu-l !lu(·, t) lli2(iR) dt 
o J.a lo 

de modo que, por (4.3), t em-se 

Tu !I u( ., T) !li2(R) + 2 f1, 1T tu ll ttx( ·, t) l! i2(1R) dt < 

S a 1T tu- ) 11 u(· , t) ll i2(R) dt. (4.35) 

Usando a Desigualdade de Sobolev (A.ll) 

11 u(·, t) llP(iR):::; ij211 u(·, t) II~~JR) li u:c(-, t) ~~ ~~!R)' (4.36) 

tem-se 

1T tu-i 11 u(· , t) ll i2(JR) dt 

:::; 01 1T tcr-l !I u(-, t) 1!1~1R) 11 Ux(· , t) I!~~IR) dt 



3/7 4/3 ( 1T 3/2 )2/3 ( 1T 2 ) 1/3 < v~± ll u(· , O)lluc~) 
0 

tu- dt 
0 

tu llux(·,t) liL2(JR)dt 

( 
yu-1/2 ) 2/3 ( 1T ) l/3 

= .ifti ll u(·, O) l l t~IR) a _ l/2 0 
tu ll Ux(· , t) ~~ ~,2(&) dt , 

usando (4.35) e a Desigualdade de Hõlder (A.4) com p = 3/2 e q = 3. 

Definindo 

Eó(T) := yu 11 u(., T) lli2(R) + 2/1 1T tu li Ux(·, t) lli2(R) dt , 

tem-se então 

(
T (u-l/2) ) 2/3 ( ) 1/3 

< a -V4JJ u(·, O) JJ 1\~IR) a _ 
112 

(2 11)- 113 Eé(T) , 

de modo que 

Portanto, para cada a > 1/2, 

yu 11 u(.' T) ll i2(JR) + 2 /1 1T tu li Ux(.' t) lli2(JR) dt ::; 

3/2 2 
a 11 ( ) 112 Tcr-t/2 :::; a - 1/2 .j2j1, u ·,O Ll(JR) 

para todo T > O, como afirmado. 

Em particular , tomando CJ = 1, obtém-se 

T Jl u(·, T) II I2(1R) + 2/1 1T t 11 Ux(-, t) Jli2(JR) dt < 

2 v'2 ) 11 2 yt/2 < VJi li u(·, O Ll(IR) 
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enquanto a = 3/2 produz 

T 312
11 u(·, T ) ll i2(!?.) + 2 J-L 1T t312

1l ux(·, t ) 1li 2{E<) dt ::; 

(
3)3/2yÍ2 2 

::; 2 JJL 11 u(· , O)llu (a) T (4.38) 

para todo T > O. De (4.38), obtém-se 

ll u(·, t ) IIL'(Rl < ji{i ll u(-, O) IIL•<•> JJ.- 'i'r''' · (4.39) 

Ademais, de ( 4.37) , segue que 

1T t 11 Ux (. , t) lli2(JR) dt < ~ 11 u(· , O) ll il(JR) T 112 (4.40) 
o 1-LvJ-L 

para todo T > O. 

Lema 4.8 Para cada t 0 > O, existe t ,. E [ t0/ 2, t0 ] tal que 

11 ( 
2 2vÍ2 2 - 1/2 

t. Ux · , t .. ) II L2(R) < J.L fo 11 u(-, O) II U(!?.) to (4.41) 

Prova. De ( 4.40) acima, tem-se 

l to t il ux(·, t) lli2(!R) dt::; ~ 11 u (·, O) llil(!?.) t~12 
to/2 1-L V 1-L 

e então, por (A.9), obtém-se (4.41). D 

Uma conseqüência importante dos resultados acima é dada a seguir. 

Teorema 4.9 Sendo u(·, t) solução de (4.1), {4.2), tem-se 

11 u(·, t ) II L00 (R) < v'6 11 u(-, O) llu(JR) J-L- 112 C
1
/

2 (4.42) 

para todo t > O. 
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Prova. Dado t > O, pelo Lema 4.8 sabe-se existir t* E [t/2, t] tal que 

de modo que 

11 u.(· ,t.) IIL'(R) S lf!J 11 u(·,O) II L'(l<) t-'i' ç'i', 

enquanto, por (4.39), tem-se 

11 u(·, t .) IIL'(R) < M 11 u(·,O) IIL'(R) fJ.- t/< çlf'. 

Portanto, da Desigualdade de Sobolev (A.lO), obtemos 

11 u(·, t*) IIL 00(lR) < vÍ211 u(·, t*) II~~IR) 11 ux(-, t*) II~~!R) 

< ~li u(·, O) IILl(R) cl/8 ç3/B J.L-1/2 

< v'611 u(·, O) llv(R) Jt- 112 C 112 

visto que t. 2: tj2. Pelo Princípio do Máximo ( 4.23) obtém-se o resultado 

desejado. O 

Teorema 4.10 Sendo u(·, t) solução de (4.1}, (4.2}, tem-se 

v t >o (4.43) 

para cada 1 ::; p < oc, onde CP= 6~(l- ~). 

Prova. Os casos p = 1, oo já foram estabelecidos acima (ver Teoremas 4.1 

e 4.9 ). Considerando 1 < p < oo, tem-se, para t >O, 

11 u(-, t) II LP(R) < 11 u(·, t) ~~ ~~~)) 11 u(·, t) II~(R)' 

ver (A.8), de onde (4.43) segue imediatamente, usando (4.21) e (4.42). O 
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Na Seção 4.4, precisamos também de estimativas para l!ux(·, t)IIP(IR) e 

lluxx(·, t)IIL2(JR); estabelecê-las será o objetivo dos resultados a seguir. Será 

converúente introduzirmos K 1 > O tal que 

(4.44) 

Teorema 4.11 Sendo u(·, t) solução de (4.1}, {4.2}, e sendo t 0 ~ O dado, 

tem-se 

V t > t0 (4.45) 

onde C(J.L, to, K1) >O é uma constante que depende de J.L, t0 e K1 acima. 

Prova. Introduzindo 1/J(·, t) via 

r u(x,t) 

'l/;(x, t) := Jo a( v) dv, 

e sendo w ( u) = f0u a( v) dv, e <I> a inversa de w, obtém-se 

de modo que 'l/1(· , t) satisfaz a equação 

Wt + !' ( <I>('l/J)) 'l/Jx = a(<I>('l/1))1/Jxx· 

Definindo f( f.) := f0€ f' ( <I>(y)) dy, ã(Ç) :=a( <I>(Ç)), tem-se então 

Wt + !(1/J)x = ã('lfJ) W= 

para x E IR, t >O, com 7/J(·, t) E L1(R). 

De (4.42) e (4.46), temos 

I u( x , t) l :::; Co, I 1/J ( x, t) I < Ao 

para todo x E R, t 2: t 0 /2, onde 
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lvi:5Co 

(4.46) 

( 4.47) 
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Em particular, de (4.46) obtém-se 

lw(x, t)l ::; Ao lu(x, t) l (4.50) 

para todo x E R, t0 > t0 /2, e então, de (4.42), segue que 

'i t > t 0/2. (4.51) 

Seja t. E [ to/2, to] dado pelo Lema4.8. Para estimar 11 '1/Jx(·, T) IIL2(~), T >to , 

derivamos (4.47) com relação a x, e obtemos, multiplicando a equação resul

tante por 2 t 2 '1/J:r: e integrando em R x [ t,., T], 

T 2 
11 Wx(·, T) lli2(a) + 2JL l.r t2 

11 Wxx(·, t) lli2(JR) dt < 

S t: li 1/J.( ·, t.) lli'(R) + 2 [ t 11 1/J.( ·, t) lli'(R) dt + 2 [ t'1 i f' ( 1/J )-f{ O) 111/!.111/J=I dxdt 

em vista de ( 4.3). 

Como '1/Jx = a(u)ux, tem-se, por (4.50), 

Vt > t ... (4.52) 

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz (A.5) e (4.37), (4.41) acima, temos 

t; 11 Wx(·, t.) 1112(~) +21.T t 11 '1/ix(·, t) 1112(&) dt $ C(JL, to, Kt) 11 u(·, O) 111t(R) t~12 • 
enquanto, pela Desigualdade (A.1) com E= JL e (4.52) acima, 

l .T t? 1211' ('if;)- f' (O)IIwxllwxxl dxdt < 

< JL 1T t? r I 'l/Jxx 1
2 dxdt + 2:.1T t? r l j' ('1/J) - j' (O) 1

2

1 Wx 1
2 dxdt 

t . } iR. JL t. }iR. 

< J.i.l.T t2
11 '1/JxxC·, t) 11l2(JR) dt + C(J.i. , to, Kt) l .. T e L I 'lj; 1

2
1 '1/Jx !2 

dxdt 

< lt i.T t2 11 1/J •• (·, t) lli'(R) dt + C(~t. to, K,) i.T t 11 1/J.(·, t) lli'(g) dt 

< lt i.T t' ll 1/J •• (·, t) ll'r.'(O) dt + C(~t. to, K,) i.T t 11 ... (-, t) ll 'r.'(R) dt 

< J.i.l.T t2
1l '1/JxxC t) ili2(iR) dt + C(JL, to, KL) 11 u(·, O) llil(R) T 112 

, 
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tendo em vista (4.52). 

Portanto, tem-se 

T211 'l/Jx(·, T) lli2(IR) + p, l.T t 2
11 '4ixxC t) iih(&) dt :s; C(p,, to , Kt) li u(·, O) ilil(~) T~ 

t. 

para todo T >to, onde C(p,, to, Kt) >O depende de p,, to, K 1• 

Em particular, obtemos 

V T ~ t 0 • (4.53) 

Ademais, como u:r = (l~~), segue de (4.3) que 

· 1 1 1 I U:r(x, t) I = I a(u) 1/-'x(x, t) I < I" I 'l/Jx(x, t) !, 

de modo que 

obtendo-se então (4.45) usando (4.53). o 

Teorema 4 .12 [Desigualdade de Energia 2] Sendo u(·, t) solução de (4.1), 

(4.2), e to> O dado, tem-se 

T2 1l Ux(· , T) lli2(JR) + J1, 1T t 2 ll Uxx(·, t) ll i2(R) dt < 
to 

:s; C(p,, to, Kt) 11 u(· , O) llil(IR) T~ , {A 5A) 
\ "%. ""% 

para todo T ~ t0 , onde C(p,, t 0 , K 1) >O é uma constante que depende apenas 

de to e os parâmetros p,, K 1 > O dados em (4.3) e (4 .44) acima. 

P rova. Tomando t .. E [~,to] dado pelo Lema 4.8, procedemos do seguinte 

modo: 

Derivando a equação (4.1) em relação a x , multiplicando por 2t2 u:r e 

integrando em lR x [t., T], tem-se: 

T T 2 f t 2 r Ux U:rt dxdt + 21. t2 r U:r (/ ( U) Ux) dxdt = 
J t. }IR t. }R ' X 
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= 21.T t2 1 Ux (a( U) Uxx) x dxdt + 21~ e 1 Ux (a' ( U) u;) x dxdt, 

o que fornece, integrando por partes e usando (4.3), 

T
2 ll Ux(·, T) ll i2(R) + 2p, i.T t2

11 u=(·, t ) lli2(!R) dt < 

< t. 211 Ux(·, t-.) lli2(B) + 21.T tiJ Ux (·, t) 1Ji2(!R) dt 

+ 21.T t2 r ll (u)- / (0)11 Ux l i Uxx I dxdt 
t. 1&. 

- 2 {T t 2 r I a' (u) l i Ux 12 1 Uxx I dxdt. lt. }IR 

Usando a Desigualdade de Cauchy (A.l) com E= p,/3, obtemos então 

T 2 ll u;(·, T) lli2(R) + 2p, l.T t2
11 Uxx(·, t ) lli2(!R) dt < 

< t. 211 Ux(· , t*) lli2(R) + 21.T til ux(·, t) 1Ji2(1R) dt + ~ l.T t2
11 Uxx(·, t) ll i2(fR) dt 

+ ~ C(p,, to, K t) iT t2 r I u(x, t) 1
2

1 Ux(x, t) 1
2 dxdt 

/.L t . }R 

+ ~ rT t2
11 Uxx( ·, t) 1Ji2(R) dt + 3 

ê(p,, to, Kt) rT t 2 11 Ux(· , t) llt4(R)dt. ( 4.55) 
J~ fJ, J~ 

Note que, por (4.37) e (4.41), temos 

t. 2 11 ux(· , t . ) ll i2(!R) + 21.T t il Ux(·, t) ll i2(fR)) dt ~ 
~ C (p,, to, K 1) llu(·, O) lli'cut)T112

, (4.56) 

e, por (4.42), 

l.T t211 u(x, t) 12 1 Ux(x, t) 1
2 dxdt < 1~ t 2

11 u(·, t) llico(R) 11 Ux(· , t) ll i2(!R) dt 

T 

< C(p,, to, K1) 1. t 11 Ux(· , t) lli2(!R) dt, 

de modo que, lembrando (4.37) novamente, obtemos 

{T t211 u(x, t) 12 1 ux(x, t) 12 dxdt < C (p,, to, K1) 11 u(· , O) lli' (JR) T~ . (4.57) 
lt. R 
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Agora, usando a Desigualdade de Sobolev (A.l2), 

tem-se, usando a desigualdade (A.l) com E= J.L/3 , 

3 A lT 2 4 -C(J.L,to,Kl) t llux(·,t) llut(JR) dt::; 
J.L t . 

onde C(J.L, t 0 , K1) = 108 ê(~t,~:;«1 ?, comê = ê(J.L, t0 , K t) dada em (4.55). 

Pelo Teorema 4.11, obtemos 

T 

C(J.L, to, K1) 11 u(·, O) li! teR) 1. c~ dt 

< C(J.L, to, K1) 11 u(·, O) ll i l(R) ~ t;~ 

< C(J.L, to, K1) 11 u(·, O) III~c&) ~ (;) - % 

< C(J.L, to, K1) 11 u(·, O) lli~ciR) (~) ~ t;~ T~, 

ou seja, 

l
T 

2 6 2 1 

t 11 Ux(-, t) IIL2(JR) dt ::; C(J.L, to, K1) 11 u(·, O) IILl(IR) T2. 
t . 

(4.59) 

Segue então, por (4.58) e (4.59), 

< ~ l.T elluxx!li2(JR)dt + C(J.L, to, K1)llu(·, O) lli~ciR)T~ (4.60) 

Por (4.55), (4.56), (4.57) e (4.60), obtém-se (4.54), como afirmado. O 
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O argumento usado na prova do Teorema 4.12 acima pode ser repetido 

para estimar 11 u=(·, t) IIL2(R), 11 u=(-, t) IIP(R), e em geral 11 ô~u( · , t) II L2(R) 

para qualquer l, quando as funções a, f em (4.1) forem suficientemente suaves 

(a, f E Cl+l). Assim, por exemplo, para l = 2 podemos obter o seguinte 

resultado. 

Teorema 4.13 Supondo a,f E C3 , e sendo u(-,t) solução de (4.1}, (4.2}, 

tem-se, para cada to> O dado, 

T 3 ll uxx(·,T ) lli2(&) + JL 1T t 3
11Uxxx(· , t) lli2(&)dt < 

to 

< C(p,, to, Kt)ll u(·, O) llil(R)T~ V T >to (4.61) 

para alguma constante C(p,, to, K1) >O dependendo apenas de p,, to, K1 • 

Prova. Pelo Teorema 4.12, tem-se 

j!il.to t2
11 u=(· , t) II I2(r:t) dt ::;; Õ(p,, to, K1) 11 u(· , O) llil(JR) tJ 

2 

para uma constante C(f-t, t0 , K 1) > O que depende apenas de f-t, t0 , K 1 ; como 

no Lema 4.8, existe então t,. E [~ , to] tal que 

- l 

C(f-t , to, kt) 11 u(·, O) llil(JR) tó 
< 

de modo que, multiplicando por t*, temos 

Derivando (4.1) duas vezes em relação a x , multiplicando por 2t3 u= e 

integrando em lR x [t. , T] , obtém-se 

l.T t 3 L 2 Ux:r, Uxxt dxdt + 1~ t3 12 Uxx (f' ( U )Uxx + J'' ( U )u;) x dxdt = 
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= rT t3 r 2 Uzz ( a(u)Ux=) dxdt + 2 f T t3 r Uxx ( a" (u)u! + 3a' (u) Ux Uxx) dxdt .lt. JVJ. % lo } rs;., X 

onde t,. E [~ , to] é dado em (4.62). Integrando por partes, resulta 

T3
11 Uxx(· , T) ~~ ~2(R) + 2J1, 1.T t3

11 Ux:rx(· , t) ~~~2(R) dt ~ 

~ t! ll Uxx(·, t.) llh (IR) + 31T eu Ux:r(·, t) ~~ ~2(ü<) dt 
t . 

+ 2 r T e r j'(u)UxxUzxxdxdt + 2 f T t3 r J'' (u)u'fcuxzx dxdt 
.lt. .JR t. .la 

- 2 f T t 3 r a"(u)u;Uxxxdxdt - 61T t 3 r a'(u)UxUxxUxxxdxdt, 
t. .J!R t . l nt 

de modo que, usando a desigualdade (A.l) com € = J-L/5 , tem-se 

T3 11 Uxx(· , T) 11l2(R) + 2 J-L l.T t3 ll Uxxz( ·, t) lli2(fR) < 

~ t! ll Uxx(·, t,. ) lli2(~) + 31.T t2
11 Uxx (·, t) lli2(R) dt + ~ l.T t 3

11 Uxxx(·, t ) ll i2(fR) dt 

+ 
20 ir t 3 r if'(u) - j'(O)I2u;x dxdt + 20 ir t 31 /' (u?u! dxdt (4.63) 
J-L t . j 'R J-L t . R 

Podemos estimar os termos acima do seguinte modo: por (4.54) e (4.62), 

tem-se 

t~ ll Uxx(· . t. ) ll i2 ('iR) + 31T t 2
11 U=(·, t) lli2(R) dt < 

t• 

< C(J-L, to , K1) 1i u(· , O) ll il(R)T} (4.64) 

para uma constante C(J-L, to , KI) apropriada. 

Usando (4.42) e (4.54), 

rr t 3 r lf' (u) - j'(O)I 2u!.zdxdt ~ 
lt. IR 

~ C(J.L, to, KL) 1 T t3
11 u(·, t) ll ioo(~) 11 UxxC t) ll i2(JR)dt 

t . 
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(4.65) 

Por outro lado, por (4.42) e a Desigualdade de Sobolev (A.l2), obtemos, 

pelo Teorema 4.11, 

1T t3 { /' (u)2u! dxdt < 
t. }R 

$ C(Jt, to , Kt) i.T t3
11 ux(·, t) lli4(R) dt 

$ C(JJ, , to, Kt) i.T 2fll Ux(·, t) lli2(JR)I I Uxx(·, t) IIP(R) dt 

< C(J-L, to, Kt) .l.T t312
11 Ux(·, t) IIL2(nt) 11 u=(·, t) II L2(R) dt 

$ C(J-L, to, K1) .l.T t 11 Ux(·, t) lli2(R) dt + i.T f 11 UxxC t) lli2(JR) dt 

de modo que, por (4.37) e (4.54), obtém-se 

De modo análogo, obtém-se 

(4.66) 

para C(JJ,, t 0 , K 1) apropriada. Finalmente, usando a Desigualdade de Sobolev 

(A.14), 
I 1 

11 Uxx(· , t) IIL2(R) < 11 Ux(·, t) III2(JR) 11 Uxxx(·, t) III2(R)' 

obtemos, pelo Teorema 4.9 e a Desigualdade (A.l) com € = J-L/5, 
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Pela Desigualdade de Sobolev (A.13), 

obtemos então 
180 l.T t3 r a'(u?u;u;zdxdt < 

/1- t. } [i 

< ~ l.r t3
11 U=z (-, t) li i'(R) dt + C (J', to, K,) l.T t3

11 u, (-, t) 111, (R) 11 u=(-, t) lli'(R) dt 

< ~ l.T t3
11 Uxxx(·, t) lli2(JR) dt + C(fJ., to, K1) l.T 11 Uzx(·, t ) lli2(JR) dt, 

de modo que, pelo Teorema 4.12, tem-se 

:::; ~ i.T t3 ll UzzxC t) lli2(JR)dt + C(fJ,, to, Kt) 11 u(·, O) llil([i) r 4. (4.68) 

para C(fJ., to, K1) apropriada. Usando (4.64), (4.65), (4.66) , (4.67) e (4.68) 

em (4.63), obtém-se (4.61), como afirmado. O 

Voltando ao caso a, f E c'2 , devemos ainda observar a seguinte pro

priedade, que é usada na Seção 4.4 a seguir. 

Teorema 4 .14 Sendo u(·, t) solução de {4.1}, (4.2}, e sendo to > O, E > O 

dados, tem-se 

(4.69) 

paro cada T 2: t0 onde C(JJ., to, K1; E) é uma constante que depende apenas de 

fJ, , to,Kl e E. 
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Prova. Derivando ( 4.1) em relação a x, multiplicando o resultado por 2 t 312- e Ux 

e integrando em R x [to, T], obtém-se, por ( 4.3), 

T 312- "ll ux(·,T) ll i2{~) + 2J.L1T t 312-ell uxx(· ,t) lli2(~) dt < 
to 

+ 2 fT t 312-e. 1 f'(u)UxUxx dxdt -2 fT e12-e f a'(u)u;Uxx dxdt 
J~ R ~o k 

de modo que, por (4.45), 

T3/
2-ell Ux(·, T) lli2(JR) + 2J.L f T t312-ell Uxx(·, t) lli2(R) dt < 

}to 

< C(J.L, to , Kt)ll u(· , O) ll i l(Jii)toe + (3/2- E)C(J.L, to, Kt) ll u(· , O) ll i l(R) ir et- c dt + 

+21T t312-e f lf'(u) - J'(O)IIuxlluxx l dxdt + 21T e/2
-" f la'(u) l u; iuxxl dxdt.(4.70) 

to } r< to }R 

Tem-se, por (4.42) e a Desigualdade (A.l), 

21T t 312
-" f lf'(u)- f'(O)IIuxlluxxl dxdt < 

to }!R 

< !!:_ l.T t 312-e 11 Uxx(·, t) lli2(!R) dt + C(J.L, to, Kt) l.T t112-e. 11 Ux(-, t) lli2(!R) dt 
3 to to 

'5. !!:_ l.T t312
-E li Uxx(·, t) lli2(JR) dt + C(J.L, to, Kt) 11 u(· , O) llil(tR) l.T el- E dt 

3 to to 

usando o Teorema 4.11 acima. Assim, 

2 J..T t31'-' L\ f'(u)- f'(O) 1\u. \\u •• \ dxdt < 

< ~ l.T t312
-" 11 Uxx(·, t) lli2(R) dt + ~ C(J.L, to , Kt) 11 u(·, O) lliL(JR) tõ(: (4.71) 

to 
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Por outro lado, pela Desigualdade (A.l), 

21T t 312
-E r I a' (u) lu;l Uxx I dxdt < 

to }R. 

S. !:!:.31T t312-E II Uxx(·, t) lli2(JR) dt + 12 
rT t312

-€. r I a'(u) l2u! dxdt , 
to I-L l to JR 

tendo-se, por ( 4.42) e as Desigualdades ( A.ll) e ( A.12), 

121T 1 1 T - t 312
- t:. ! a'(u)l2u!dxdt <C(J-L,to, Kl) t312- ell ux(·,t) lli4(R)dt S. 

I-L to !R to 

< C(J.L, to, KI) r T t 312- ell Ux(·, t) ~~~2(JR)II Uxx(·, t) IIL2(JR) dt 
}to 

S. ~ 1 T t312- EII Uxx(·, t) lli2(JR) dt + C(J.L, to, K1) 1 T t 312- EII Ux(·, t) llho:<) dt 
~ ~ 

< ~ 1 T t312-E II Uxx(·, t) lli2(~) dt + C(J.L, to, Kl) ll u(· , O) llil(JR) 1 T C 3
- E dt 

to to 

< J.L
3 

rr t 3
1

2-EIIu=(· , t)lli2(JR)dt + ~C(J.L,to, Kt)llu(·, O) IIit(R)to' 
}~ E 

usando (4.45). Portanto, 

21T t 3f2
-E r la'(u)i u; iuxxl dxdt < 

to JJR 

S. ~ lT t 312
- " 11 Uxx(·, t) lli2(JR) dt + ~ C(J.L, to, K1)ll u(· , O) llil(JR) t() \ (4.72) 

obtendo-se então, de (4.70), (4.71) e (4.72) 

T3
/

2- ell Ux(· , T) lli2(!R) + J.L1T t 312- (il Uxx(·, t ) lli2(JR) dt < ~ C(J.L, to , Kt) tõ€. 11 u(· , O) ll i l(JR) 
~ E 

para todo T 2: t 0 , como afirmado. O 

4.4 Comportamento em L1 (1R) 

Nesta seção, investigamos o comportamento das soluções u(· , t) do proble

ma (4.1), (4.2) na norma II·IILl(R)· O passo fundamental para isso é substituir 
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a equação ( 4.1) por outra, mais simples, que aproxima ( 4.1) suficientemente 

bem (ao t ~ oo) para os nossos propósitos. Intuitivamente, na equação (4.1), 

Ut + f'(u) Ux = a(u) Uxx + a'(u) u; 

temos, para t >> 1, que 

Ut + (f'(O) + /' (O)u + ~/" (O)u2 + ... )ux = 

( a(O) + a'(O)u + ... ) u= + (a'(O) +a" (O)u + ... )u; 
tem a forma 

Ut + (!'CO) + / ' (O) u) ux + O(C2
) =a( O) Uxx + O(c2

) 

visto que, de (4.42), (4.45) e (4.61), temos, para a, f suaves 

11 u(·, t) IIL00(R) 

11 Ux(·, t) !IL'"'(R) 

11 Uxx(·, t) IIL00(R) 

- O(ct/2) 

- o (t-1) 

- O(c3/2). 

Em particular, sendo v(·, t) definida por 

Vt + J'(O) Vx + f" (0) VVx = a(O) Vxx X E IR, t > 0 

(4.73) 

(4.74) 

esperamos t er v ( ·, t) próxima de u( · , t ) para t >> 1, para v(-, O) adequada. 

Este fato é estabelecido no Teorema 4.16 abaixo, seguindo a discussão em 

[17]. É preciso, aqui, assumir que J'' (u) seja Holder contínua em u = O, isto 

é, que se tenha 

11 J"(u)- /'(o) 11 ~r I u lcx (4.75) 

para algum n > O, e constantes r, a > O. Antes de obter o Teorema 4.16, é 

conveniente observar o seguinte resultado. 

Lema 4.15 Para cada E > O, existe to = to(J.L, K1 , a, r, n,; E) > O tal que a 

solução w(·, t) , t 2:: to, de 

Wt + f'(O) Wx + J" (0) W Wx =a( O) Wxx (4.76) 
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w(·, to) = u(· , to) (4.77) 

satisfaz: 

11 u(· , t)- w(·, t) IILl(JR) ~ E V t ~ to. (4.78) 

Prova. Tomando to= io(J.L, Kt, 0.) > 1 suficientemente grande de modo a se 

ter 

(4.79) 

e to > io a ser escolhido abaixo (ver (4.92) ). Seja w : lR x (t0 , oo[~ lR a 

solução de (4.76), (4.77). Escrevendo (4.1) na forma 

Ut + f'(O) Ux + /' (0) UUx + [f'(u) - J'(O)- /' (0) u) Ux = 

=a( O) Uxx + ( (a(u)- a(O)) Ux) x (4.80) 

obtemos, subtraindo (4.76) de (4.77), 

Ot + j'(O)Ox + /'(O) (~82 + Ow) x = a(O)Oxx- :F(u)ux + (ra(u) ]ux) x (4.81) 

onde 8(· , t) := u(· , t)- w(· , t) e 

:F(u) = f'(u )- j'(O)- /' (O)u, [a(u)] = a(u) - a(O) 

Observando que 

F (u) = (!" (~) -/'(O)) u 

para IÇI < Jul, obtemos, de (4.75) e (4.79), 

IF(u) l = 1/' (~) - /' (O)IIul <r IÇia I u I ~ r I u ll+a 

para todo x E JR, t 2 to, ou seja, 

!F ( u(· , t) )I < r 1 u(·, t) ll+a 

(4.82) 

(4.83) 

Analogamente, [a(u)) = a(u) - a( O) = a'(TJ) u , para ITJI ~ lu!, de modo que 

I [a( u(· , t) )]I ~ c(n) I u(x, t) I t > io. (4.84) 

72 



Sendo Lõ, 8 > O dada em (3.29), multiplicando (4.81) por L~(B) e inte

grando em IR x (to, T ] obtemos, integrando por partes, 

= -1T 1 L~(B)F(u)ux dxdt + 1T f L~ (B) ( [a(u)]ux) dxdt 
to R to I~. x 

visto que, por (4.77), temos 8(- , t0 ) = O. 

Lembrando que L~ ;::: O, obtemos então 

(4.85) 

onde 

T(O) = !"{O) f 1 L;(e) eGo - w )e. dxdt (4.86) 

e 3(8) = 3t(8) + :!2(8) + .13(8), com 

Jt(8) = 1T f IF(u)l l Ux l dxdt (4.87) 
t0 IR 

:!2(8) = 1T f l[a(u)]l l u= l dxdt (4.88) 
to J.~. 

:!3(8) = 1T f la'(u)ll Ux 12 dxdt (4.89) 
to }R 

Pelo Teorema da Convergência Dominada, temos 

1"(8) - O ao 8- O, (4.90) 

enquanto 3 1 ( 8) . :!2 ( 8), J3 ( 8) podem ser estimadas como segue. Por ( 4.42) , 

(4.45), (4.90), 

.7,(0) S r f 11 u ['+"[ u,[ dxdt S r f 11 u(·,t) ll~~<a)(J.t ui[ u, [ dx) dt 
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2 ( ) ( _ ,a "' ) = a C J..L, K 1 r t 0 
2 

- r-z , 

isto é, 

para todo t > to. 

Analogamente, por (4.84), sendo 1J >O, tem-se 

(1T1 l/2 1T1 1/2 ~ C(ü) r~+1)1 u 12 dxdt) ( t~-1) 1 Uxx 12 dxdt) ' 
toR toJR 

pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz (A.5). Observando que, por (4.39), 

1T r C~+11 1 U 12 dxdt = 1T C~+1lll U(·, t) lli2(JR) dt = 
to la to 

obtemos, escolhendo fJ = ~, 

IJ2(c5)1 < C(J..L , K1) c(n) tõ 114 (4.91) 

para todo t ~ t0 , em virtude do Teorema 4.14. 

Finalmente, de (4.89), obtemos, por (4.42) e (4.45), 

3s(c5) ~ C(J..L, K1) lT 11 uz(·, t) lli2(1R) dt 
to 

~ C(J..L, K t) 1T C~ dt ~ C(J..L, Kl) t0112 
to 

ou seja, 

\33(8)\ < C(p,, K1)tõ 112 

para todo t > t0 . Portanto, de ( 4.85) e as estimativas acima, obtemos 

1 Lé (o(x , T)) dx < I(c5) + 3t (8) + 32(8) + 3 3(ó) 

:::; I(c5) + ~C(p,, Kt) r t0a
12 + C(p,, Kt) C(n) tõ112 + C(J..L , K t)t0 112 

a 
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para todo T > to, 8 > O. 

Fazendo 8 -+- O, obtém-se 

para todo T > to, de onde segue o resultado. O 

Uma vez mostrado o Lema acima, pode-se obter o seguinte resultado fun

damental. 

Teorema 4.16 Sendo u(·, t) solução de (4.1} correspondente a um estado 

inicial u(· ,O) E L1 (1R), e v(·, t) solução de 

Vt + f' (O)vx + l 1 

(O)vvx = a(O)vxx (4.93) 

com v(· , O) E Lt(R) tendo a mesma massa que u(· , 0), então 

li u(·, t) - v(·, t) llu(~) -+- O ao t-+- + oc. (4.94) 

Prova. Dado € >O, pelo Lema (4.15), existe i0 = t0 (t.t,Kt.a, r , n ;€) > 1 tal 

que 

€ 11 w( ·, t)- u(· , t) llu(JR) < 2 V t ~ io (4.95) 

onde w(·, t) é solução de 

'Wt + f'(O)wx + l 1 

(O)wwx = a(O)Wxx (4.96) 

w(·, to) = u(· , io) (4.97) 

Ora, v(·, t) é solução de 

Vt + f'(O)vx +li (O)vvx = a(O)vxx• t > io, x E R (4.98) 

com v(·, io) = v0 , onde v0 (x) = v(x, t0 ) para todo x E R , e tem a mesma 

massa que w(·, t0 ), pois, pelos Teoremas 3.7 e 4.4, 

r Vo(x) dx = r v(x, io) dx = r v(x, O) dx = 
}R h -~ 
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= r u(x, O) dx = r u(x, io) dx = r w(x , i0 ) dx. I& JR }R 

Lembrando o Teorema 3.12, temos então 

11 w(·, t)- v(·, t) llv(&) ~ O ao t~ oo, 

de modo que existe t 0 > io tal que 

11 w(·, t) -v(·, t) IILl(R) ~ ~ (4.99) 

Assim, por (4.95) e (4.99), obtemos 

11 u(·, t)- v(·, t) IILl(JR) < 11 u(·, t)- w(·, t) llv(JR) + 11 w(·, t)- v(-, t) llu(~R) <E 

para todo t ~to, o que mostra (4.94). o 

Lembrando os resultados das Seções 2.4 e 3.4, obtém-se imediatamente os 

seguintes resultados. 

Teorema 4 .17 Sendo u(· , t) , u(· , t) soluções de (4.1) com u(·, 0), u(·, O) em 

L 1 (~) tendo a mesma massa, então 

11 u(· , t ) - u(·, t) IILI(!R) ~ o ao t~oo. (4.100) 

Prova. Sejam v(· , t) , v(·, t) soluções de (4.93) com estados iniciais v(·, O) = u(·, O), 

v(·, O)= u(·,O). Pelo Teorema 4.16, tem-se 

11 u(-, t) - v(·, t) llu(rrt) ~O 

11 u(·, t)- v(·, t) II Ll(JR) ~ o 

enquanto, pelo Teorema 3.10, tem-se 

11 v(·, t)- v(·, t) IILl(JR) ~ o 

de modo que, usando 

ao t~ 00 

ao 

ao t ~ oo, 

11 u(· , t) - u(·, t) 11 Ll(JR) < 11 u(·, t)- v(· , t) II Ll(JR) + 11 v(·, t) -v(-, t) IILl(R) + 

+ 11 v(-, t)- u(·, t) ll v<R>• 
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obtemos (4.100), como afirmado. D 

Em particular, obtém-se o seguinte resultado. 

Teorema 4.18 Sendo u(·, t) solução de (4. 1) correspondente a um estado 

inicial u(·,O) E L1(R) com massa m, então 

11 u(·, t) l lv(~) ~ I m I ao t ~ +oo. (4.101) 

Prova. Tomando ü(·, O) E L1 (R) com massa me sem t rocar de sinal ( i.e. , 

ü(·,O) >O sem> O e ü(·,O) <O sem$ 0), temos, pelo Teorema 4.5 

11 ü( ·, t) 11 v (iR) = I m I \ft >O, 

obtendo-se então (4.101) por se ter, pelo Teorema4.17, 11 u(· , t) - ü(·, t) II Ll(R) ~O 

ao t ~ oo. D 
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Conclusão 

As perspectivas futuras são investigar os resultados acima para equações 

mais gerais, como, por exemplo: 

ou 

ou 

ou 

Em 1-D: 

Em n-D: 

Ut+f(x,t ,u)x=(a(x, t ,u)ux)x , xER, t> O 

a(x, t,u) > f-t >O 

Ut + f(u)x = (a(u)ux)x, x ER, t > O 

a(u) > O 

Ut + f (u, v)x = ( a(u, v) Ux)x, a, b 2: fJ, >O 

Vt + g(u, v)x = ( b(u, v) Vx)x 

Ut +div[(u) = div(A(u) \lu), ~E Rn, t > O 

Ut + div[(~, t, u) = div( A(~, t, u) \7 u ), ~E Rn, t >O 

( A(~,t,u)€, €) > f-tJ€12 'v' €E Rn, 

etc,etc. 
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Apêndice 

Teorema A .l [Desigualdade de Cauchy] Sendo a, b 2:: O, tem-se 

VE >o. (A.1) 

Prova. Tem-se, para todo E > O dado, 

b 2Ea2 1 b2 

ab - (v'2Ea)- < --+- -J2€- 2 2 2€ 
b2 

- Ea2 +-
4 € 

visto que 2ab :s; a2 + b2 . o 

Teorema A.2 [Desigualdade de Young: Primeira Versão] Sendo p,q > 1 

tais que * + * = 1, tem-se 

ab < .!_ aP + .!_ bq 
- p q 

V a,b >O. (A.2) 

Prova. Se a = O ou b = O, (A.2) vale trivialmente. Basta então considerar 

a, b > O. Como ex é convexa, tem-se 

ab - exp (1/p ln (a~') + 1/q ln (bq)) 
1 1 < - exp ( ln (a~')) + - exp ( ln (bq)) 
p q 

~a~' + ~ bq 
p q ' 

como afirmado. o 
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Teorema A.3 (Desigualdade de Young: Segunda Versão] Sendo p, q > 1 tal 

que 1 +!. = 1, tem-se p q 

V a,b ~O, € > O (A.3) 

Prova. Tem-se, para € > O dado, 

b (p ) 
1/p b p bq 

a :::; € a (p€)1/p < €a + q (pE)qfp 

em virtude de (A.2). o 

Teorema A.4 (Desigualdade de Hõlder] Sendo D mensurável Ç JRn , e sendo 

1 < p, q:::; oo tais que*+~ = 1, tem-se 

(A.4) 

para toda f E V(0.) , g E Lq(O.). 

Prova. Se p = 1, q = oo ou p = oo, q = 1, a desigualdade é óbvia; 

se p, q > 1 finitos são tais que * + ~ = 1, procede-se do seguinte modo: se 

li f IILP(n) = O ou li g li Lq(n) = O, (A.4) é óbvia; assim, vamos supor li f llr.J>(n) > 
O e 11 g IILq(n) > O. 

Definindo f E V (O), g E Lq(O.) , via 

f(x) 

g(x) 

para todo X E 0., obtêm-se 

f(x) 
.-

ll f llo•(n) 
g(x) 

.- II911Lq(n) 

11 f llv cn) = 1, 
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e, pela Desigualdade de Young (A.2), 

isto é, 

fniJ(x)ii9(x) i dx < 1 (~ if(x)IP + ~ i9(x)iq) dx 

11 - 11 - if(x) IP dx + - jg(x)iq dx 
P n q n 

- ~ ll fll~(n) + ~ ll911lq(n) 
1 1 - +- = 1 
p q 

11 !11 
1

11 11 r if(x)iig(x) i dx < 1 
LP(n) g Lq(n) ln 

que é a desigualdade (A.4), como afirmado. O 

Teorema A.5 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz] Sendo n c !Rn men

surável, então 

(A.5) 

para toda f , g E L2(f!) . 

Prova. Resulta de (A.4) tomando p = q = 2. o 

Teorema A.6 (Desigualdade Triangular] Sendo n c !Rn mensurável e f , g 

em V(f!) para 1 < p::; oo, tem-se 

(A.6) 

Prova. Se p = 1 ou p = oo, (A.6) é óbvia; se 1 < p < oo, procedemos do 

seguinte modo: se llf+gll v(n) =O, a desigualdade é óbvia; se llf+ gll v(n) >O 

tomando 1 < q < oo tal que~ + ~= 1, tem-se, pela Desigualdade de Holder 
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(A.4), 

li!+ 9ll~(n) -

< 

< 

< 

+ 

< 

-

isto é, 

fn !t(x) + g(x) IP dx 

.L lf(x) + g(x)II>-1 (lt(x)l + lg(x)l) dx 

fn 1t(x) + g(x)II>- 1 I f(x) I dx + fn !t(x) + g(x) II>-1 l g(x) I dx 

(i lf(x) + g(x)!(p-1
) q dx) ; (i I f(x) IP dx) i 

(i lf(x) + g(x)!(p- 1
)q dx) ~ (i lg(x) IP dx) i 

(L lf(x) + g(x)l(p- l)q dx) 
11

q [ (L lf(x)IP) 
1
/ P + ( fn 1g(x)IP) 11P] 

li!+ 9IIÍ(n) (II! IILP(n) + II9IILP{n)) 

11 / + 911';;(~) < II!IILP(R) + II9IILP(JR), 
que é a Desigualdade (A.6) visto que p - ~ = 1. o 

Teorema A.7 (Desigualdade de Young para a Convolução] Sendo f E L1 (Rn) 

e 9 E V(Rn) para algum 1 :5 p :5 oo, tem-se f* g E V(Rn) e 

(A.7) 

Prova. Se p = 1 ou p = oo, a desigualdade é óbvia; se 1 < p < oo, 

procedemos do seguinte modo: tomando 1 < q < oo tal que ~ + ~ = 1, tem-se 

11 / * 9l i~P(!Rn) - 1n I (f* g)(x) IP dX
1

= LJ Ln f(y) g(x- Y) ~lcl p dx 
t I ' .J 

< Ln [Ln lf(y)l jg(x - y) l dyr dx 

- 1 [ r lt (y)l 11
q ltCY)I11

P lg(x- y) l dyr dx 
&n Jan ) 

< 11/ ll~(atn) Ln [in if(y)! lg(x - Y)IP dy] dx 

- IIJIIÍ(at") Ln if(y) i [Ln ig(x - y) !P dx] dy 

- li fil~i(~~) 1l91i~"(Rn) 
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onde se usou a desiguaidade de Hõlder (A.4) e o Teorema de Fubini (ver e.g. 

[ll)). Logo, elevando na 1/p, obtém-se 
.!.+1 

ll f * 9!1L~>(~") < l lfll~l (;n) llgllo•(tti'")• 
que é a Desigualdade (A.7) visto que ~ + ~ = 1. u 

Teorema A .S (Desiguaidade de Interpolação] Sendo n mensurável Ç ~n e 

f E LP1(0)n_L.P2(0) para 1 < p1 < P2 < oo, tem-se f E IJ'(O) V P1 < p < P2 

e 

ll f iiLP(n) ::; ll f llt,t{n) ll f!l};;(n) 
onde (} E t. O, 1 i é dado por l = (} .1.. + (1 - (}) P2

1 
• 

• P Pl · 

(A.8) 

Prova. Sendo P2 > 1 finito, tem-se, peia Desiguaidade de Hõlder (A.4), 
1 I usando que u- + ~ = 1, 

Po ~ 

llfil~cn) - L if(x)IP dx 

- r IJ(x)lpO lf(x)lp(l-0) dx 
JQ 

< ( { lf(x)jPl) ~ ( f lf(x)i~2 ) p(:,;o> 
'Jn 'Jn 

l' fi''DO ll f'lp(l-O) - I lvt(n) I V'2(n) • 

o que mostra (A.8) no caso P2 < oo. Se P2 = oo, tem-se 

ll f ll~cn) - L lf(x)lP dx 

< 11/ll~:f(b) r !f(x)iPl dx 
JQ 

- il /il~~c'n) il fli~~t(n)• 

mostrando (A.8) neste caso. O 

Teorema A.9 Se f E C0 ( [a,b]) e I: f(t)dt < 1'.1, para a, b, A1 E IR, 

a< b, então existe t,. E (a, b] tal que 
lví 

f (t.) ::; b _ a. (A.9) 
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Prova. Se não houvesse tal t*, teríamos 

M 
f(t) > b- a 

e então teríamos de ter 

para todo t E {a, b] 

1b j(t) dt > 1b b Ma dt = M , 

cont radizendo a hipótese sobre f. o 

Teorema A .lO (Desigualdade de Sobolev: exemplo 1] Sendo u E H1 (R), 

tem-se u E L 00(~) e 

Prova. Tem-se que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (A.5), 

u(x)2 
- 2 1: u(x)ux(x) dx 

< 2(j~ (u(x))2 dx) 112 (1: (ux(x)? dx)
112 

( r+oo ) 1/2 ( l +oo ) 1/2 
< ./_

00 

(u(x))2 dx -oo (ux(x))
2 

dx 

- 2 11 u lk2(R) 11 U:r I!L2(iR) 

para todo x E JR. Portanto, 

I u(x) I :::; h 11 u ~~~~~iR) I! ux I!~~~R) 

de onde segue (A.lO). 

'Vx E R, 

(A. lO) 

o 

Teorema A.ll (Desigualdade de Sobolev: exemplo 2] Sendo u E H1 (R) n L 1 (R), 

tem-se 

(A.ll) 
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Prova. Tem-se que 

11 u lk2(R) - ( lju(x)l2 dx) 
112 

< 11 u ~~ ~~(IR) (~ lu(x) l dx) 
112 

= 11 u ~~ ~~(iR) 11 u ll ~{~iR) ' 
o que implica, por (A.lO), 

11 u II L2(~) < ti u ~~~~(R) 11 u II ~{~R) 
< 2

114
11 U ~~ ~~~R) 11 Ux ~~ ~~~iR) I! U ~~ ~{~!R)" 

Dividindo por !! u 11 ~~~IR) e elevando ambos os lados a ~, segue o resultado. O 

Teorema A.12 [Desigualdade de Sobolev: exemplo 3] Sendo u E H1 (JR) , 

tem-se 

(A.l2) 

Prova. Tem-se 

llullt•(R) - l ju(x)l4 dx 

< llull loo(R) l!ullt2(R) 

e, então, por (A.lO), 

o que mostra (A.l2), como afirmado. o 

Teorema A.13 [Desigualdade de Sobolev: exemplo 4) Sendo u E Hi(JR), 

tem-se 

(A.13) 
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Prova. Tem-se, pela desigualdade (A.lO) , 

2 '3 1 '3 
< I! u II L{,.,(iR) 11 u II L~(R) 

2'-
< (h l' 111/2 11 1'1/2 ) t:. 11 '11/3 

, I U L2(!R) 11 U:~: IL2(iR) U I L2(f<) ' 

que é a desigualdade (A.l3). u 

Teorema A.14 [Desigualdade de Sobolev: exemplo 5j Sendo u E W(IR.), 
tem-se 

(A.14) 

Prova. Tem-se, integrando por partes, 

11 U:~: llf2(!R) - 1 Ux Ux dx = - r U U: 
t't JR 

< ( lullu:l dx ~ 11 u lk2(Et) 11 u= II L2(il}• 
J lR 

pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz (A.5) acima. u 

Teorema A.15 (Desi~aldade de Sobolev: caso geral] Sejam 1 ~ p, q, r < oo 

e j , m E íl com O< j < m tais que 

.!: = i + a (~ - m) + (1 - a) ]: 
p n q n r 

para a E [j/m, 1[. Então, existe constante C > O dependendo apenas de 

m,j,n,p,q,r tal que 

(A.l5) 

para toda u E C0 (iRn). Quando m < j + ~~ (A.15} vale também no caso de 

se ter a = 1. 

Prova. Ver A.Friedman [13], PDEs, pp. 22-27 (Seção 1.9). o 
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