
76 Revista Brasileira de Ensino de F��sica, vol. 21, no. 1, Mar�co, 1999

A Fun�c~ao Geratriz para um Oscilador Harmônico
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Se apresenta um m�etodo para construir a fun�c~ao geratriz para um oscilador harmônico linear
que transforma o movimento oscilat�orio em um movimento linear e retil��neo; isto �e, F1(q; Q) =
1

2
m!q2 cot(a;Q). Para tal efeito, n~ao �e necess�ario ter conhecimento avanzado sobre a teoria de

Hamilton-Jacobi, como tamb�em do formalismo da vari�aveis de ângulo de a�c~ao.

The generating function for a linear harmonic oscillator F1(q; Q) = 1

2
m!q2 cot(a;Q) which trans-

forms oscillator motion into uniform rectilinear motion is constructed without using advanced kno-
wlodge of the Hamilton-Jacobi theory or action angle variables.

Para os f��sicos especialistas emMecânica Estat��stica

e Teoria Quântica, as transforma�c~oes canônicas �e uma

poderosa ferramenta de trabalho.

As transforma�c~oes canônicas que tal qual como

todos n�os as conhecemos, que preservam o forma-

lismo Hamiltoniano das equa�c~oes de movimento s~ao

de grande interesse na teoria da transforma�c~ao da

dinâmica cl�assica [1]. Embora raramente seja resolvido

um problema dinâmico por transforma�c~oes canônicas,

existe uma ampla compreens~ao do formalismo Hamil-

toniano do espa�co de fase . Geralmente este conheci-

mento do espa�co de fase, �e atingido estudando as trans-

forma�c~oes canônicas.

Em muitas situa�c~oes �e escolhido o oscilador

harmônico na grande parte dos livros de texto que

tratam do assunto, devido a sua f��sica familiar e

algebra simples, que ajudam ao estudante a obter

uma melhor compreens~ao dos procedimentos emprega-

dos. Para tal �nalidade, a fun�c~ao geratriz F1(q;Q) =
1

2
m!q2 cot(a;Q) �e considerada [2], onde a �e uma cons-

tante. Infelizmente n~ao existe nenhum m�etodo padr~ao

simples para determinar a fun�c~ao geratriz. �As vezes

a fun�c~ao geratriz desejada pode ser encontrada por um

m�etodo intuitivo, ou resolvendo a equa�c~ao de Hamilton-

Jacobi, ou ainda, pela utiliza�c~ao de avanzados conheci-

mentos de vari�aveis de ângulo de a�c~ao.

O objetivo principal deste trabalho, �e a de apresen-

tar umm�etodo alternativo para determinar a fun�c~ao ge-

ratriz de um oscilador harmônico linear sem fazer uso de

conhecimentos avanzados da teoria de Hamilton-Jacobi,

nem muito menos de vari�aveis de ângulo de a�c~ao,

mais sim mediante a utiliza�c~ao das transforma�c~oes

canônicas.

O HamiltoniadoH de um oscilador harmônico linear

de masa m tem a forma:

H =
p2

2m
+

kq2

2

=
p2

2m
+

1

2
m!2q2 (1)

e as equa�c~oes de movimento de Hamilton s~ao

_q =
@H

@p
=

p

m
(2)

e

_p = �
@H

@q
= �m!2q (3)

mediante a utiliza�c~ao destas equa�c~oes �e obtida uma

equa�c~ao de movimento familiar para todos n�os

�q + !2q = 0 (4)

cuja solu�c~ao �e

q = C sin (!t + �) (5)
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onde � = 0 (imposta pela condi�c~ao inicial q(0) = 0).

Derivando a eq.(3) em rela�c~ao ao tempo, e substi-

tuindo na eq.(1) �e poss��vel escrever a Hamiltoniana H

em termos da amplitude C:

H =
1

2
m!2C2 : (6)

Como a energia potencial �e independente de _q, isto

perm��te-nos considerar H como a energia do sistema,

ent~ao

E =
1

2
m!2C2 (7)

ou

C =

r
2mE

!2
: (8)

Agora se consideramos um novo sistema de coor-

denadas (P;Q), a Hamiltoniana para o caso de uma

part��cula livre, que chamaremos de H0 �e representada

por

H0(P;Q) =
P 2

2m
: (9)

�E natural pensar que a Hamiltoniana H0 seja

tamb�em igual �a energia E = P 2=2m. Ao combinar

esta �ultima equa�c~ao com a eq.(7), obtemos:

P = m!C (10)

Nesta situa�c~ao as equa�c~oes de movimento de Hamilton

est~ao dadas por

_Q =
P

m
_P = 0 (11)

sendo as solu�c~oes destas duas �ultimas equa�c~oes dadas

por

Q =
Pt

m
+ � =

Pt

m
P = P0 = constante ; (12)

tendo como condi�c~oes iniciais Q(0) = 0 e P (0) = P0.

Procedendo �a elimina�c~ao do tempo t como um

parâmetro comum entre as solu�c~oes apresentadas nas

eqs.(5) e (12) respectivamente, obtemos

q = C sin!t

= C sin

�
Q

C

�

=
P

m!
sin

�
m!

Q

P0

�
(13)

p = m _q = P cos

�
m!

Q

P0

�
(14)

Existe uma via para determinar se as equa�c~oes (13)

e (14) s~ao transforma�c~oes canônicas; esta via consiste

em veri�car si a forma diferencial

nX
i=1

pi�qi �
nX
i=1

Pi�Qi = �F (15)

�e um diferencial exato quando expresado em termos das

vari�aveis (q; P ), ent~ao a transforma�c~ao dada pelas 2n

fun�c~oes Qi(q; p; t), Pi(q; p; t) �e canônica e F �e a fun�c~ao

geratriz [3]. Se estabelece que as equa�c~oes (13) e (14)

s~ao canônicas, devido �a condi�c~ao necess�aria e su�ciente

obtendo desta forma um diferencial exato:

c

p�q � P�Q =

= P cos

�
m!

Q

P0

�
�q �

m!q

sin
�
m! Q

P0

��Q (16)

ou mediante a utiliza�c~ao da eq.(13)

p�q � P�Q =

= P cot

�
m!

Q

P0

�
�q �

m!q2

q sin
�
m! Q

P0

��Q

= m!q cot

�
m!

Q

P0

�
�q �

m2!2q2

P0 sin
2

�
m! Q

P0

��Q
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= �

�
1

2
m!q2 cot

�
m!

Q

P0

��
(17)

que �e um diferencial exato. Comparando a eq.(17) com eq.(15), vemos facilmente, que o gerador da transforma�c~ao

�e do tipo F1(q;Q):

F1(q;Q) =
1

2
m!q2 cot(a;Q)

d

Na an�alises anterior, demonstramos que efetiva-

mente n~ao �e necess�ario fazer uso da teoria de Hamilton-

Jacobi, e muito menos dos formalismo das vari�aveis de

ângulo de a�c~ao para construir a uma fun�c~ao geratriz

capaz de transformar o movimento oscilat�orio em um

movimento linear.
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