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RESUMO 

Estudamos a estabilidade de equaçoes diferenças usando o 

Método Direto de Lyapunov e estendemos os resultados através 

do Principio de Invariância de La Salle. Apresentamos genera

lizações e ilustrações de aplicação destes resultados. 
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ABSTRACT 

We study the stability of difference equations by using 

Lyapunov's Direct Method and we extend the results through 

La Salle's Invariance Principie. Generalizations and repre -

sentative examples of the application of these results are 

given. 

VIII 



PREFÁCIO 

Neste trabalho apresentamos uma teoria de estabilidade de 

equações diferenças utilizando os métodos de Lyapunov e La Sal

le, assim corno generalizações e exemplos de aplicação. 

Na introdução sao dadas as 'definições básicas de estabili

dade e aspectos da teoria de matrizes a serem utilizados no de

senvolver da dissertação. 

Em questões de estabilidade de equaçoes diferenciais o Mé

todo Direto de Lyapunov é muito utilizado. Demonstramos este mé 

todo para equações diferenças no capitulo 3, onde também obte -

mos resultados relativos ao dominio de atração de um ponto de e 

quilibrio. Urna região de atração é encontrada para o rnétodo de 

Newton-Raphson. 

Funções de Lyapunov e propriedades de invariância de con -

juntos limites fornecem dados sobre o comportamento assintótico 

de trajetórias. Fazemos isto através do Principio de Invariân -

cia de La Salle, o qual é utilizado na seção 4.2, no estabeleci 

rnento de condições de estabilidade não ·linear. Estas condiçÕes 

sao aplicadas na análise de um modelo epidêmico. 

No capitulo 5 apresentamos o Princípio de Invariância para 

funções de Lyapunov vetori~is e sua aplicação ao caso linear 

estabilidade sobre pertur.bações e estabilidade prática cujos re 

sultados são usados no estudo do efeito do arredondamento do er 

ro no método de Newton-Raphson e no caso linear; estabilidade u 

niforrne e funções de Lyapunov para equações diferenças não-autõ 
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nomas: estabilidade exponencial e conectiva determinando regiões 

de estabilidade em modelos de ecossistemas. 



I. INTRODUÇÃO 

O propósito deste capitulo inicial e apresentar conceibos 

e resultados básicos a serem utilizados no decorrer do trabalho. 

Também serão abordados aspectos da teoria de matrizes necessá -

rios no estabelecimento de condições analíticas para a estabili 

dade das equações diferenças~ 

Neste trabalho, G denotará urna função com domínio e contra 

.,. n k -dornlnio em R e x =x(k) urna funçao de W em R. Definimos a fun -

ção translação x' corno x' (k)=x(k+1) e a função diferença x(k) = 

x ( k + 1 ) - x ( k ) . Por urna e q u ação di f e r e n ç a de p r• i me i r a ordem ou p r ç:_ 

cesso iterativo, entende-se urna relação da forma 

x' (k) = G(x(k)) 

isto e, 

( 1 . 1 ) f k=0,1, ••• 
o x dado, o<. 

A solução desta equaçao é dada por 

( 1 • 2) 

k 
onde G = G (Gk-1) e ·a k-ésirna iterada de G com respeito à cornp~ 

siÇão de funções, G0 =I é a função identidade e x 0 é o valor ini 

cial. ~claro que a solução de (1.1) existirá sempre que Gkx0 es 

tiver no domínio de G para cada k. Referirerno-nos à sequência 



de estados x 0 o 
Gx r 

k o 
•• I • G X ' '· . " como sendo a trajetória de 

x 0 por G. Os pontos fixos x*, isto é, x* = G(x*), serão chamados 

pontos de equilÍh1•io de (1.1). Nesta situação, suas trajet6rias 

reduzem-se aos pr6prios pontos fixos. 

O estudo das cquacoes difeJ•enças de o1•dcm n 

... ' xk ) -n , k = n, n+l ... 

pode ser reduzido ao das equações de primeira ordem através de 

apropriadas mudanças de variáveis. Assim, por exemplo, se H é 

uma função linear, a equação diferença linear de ordem n 

pode 

( 1"' 3) 

onde 

ser 

k 
X 

reduzida 

1 

k = n, n+l, 

~ -a equaçao diferença linear de primeira 

Pxk 
1..);. k -- o' l' 

B = 

o 
1 o 

o~cdem c 

Para o valor inicial o 
X ' 

k 
a solução de (1.3) é dada por x = 

Bkx0
. Na seção 1.4 veremos um algoritmo para calcular Bk em ter 

mos dos autovalores de B. 

' k 1 N d SeJa x uma so uçao a equaçao (1.1). k Dizemos que x 

(a) estável 
... k 

se dado E>O, existe um o>O tal que se x 

ê : 

outra 

4 



( *) 
k=1, 2 ••. 

(b) assintoticamente r 

quando k -~ oo 

5 

Seja x* um ponto de equilíbrio de (1.1). O processo (1.1) 

e dito: 

(c) localmente convergente para x* se existe umo>O tal que qua~ 

do li x 0 -x* li< o , as iteradas ( 1 • 2) existem e convergem para x*, 

(d) globalmente convergente para x* se as iteradas (1.2) exis

tem e convergem para x* para cada x 0 em Rn. 

o ponto de equilíbrio x* é dito: 

{e) e:.3i;(Ível se dado E>O, existe umo>O o * tal que quando I [x -x li< cS 1 

k= 1 1 

(f) atrativo se existe um o 
O> 0 tal que quando li X -X* li< o 1 a so-

lução xk de (1 .1) existe e satisfaz li xk-x*ll-+0 quando k-+ oo 

( g ) cu; s i n /;o t i c a 111 e n t e e s f/ à v e l se é está v e 1 e atrativo 

(h) l b l t t · d 0 em /Rn, li xk-x * li -+ O g o· a mente a -I'a &vo se para ca a x 

(i) globalmente assintoticamente estdvel se ~ estável e global-

mente atrativo. 

(j) exponencialmente estdvel se existem constantes 6>0, a>O e 

n < 1 . - k ( ta1s que a soluçao x de 1.1) existe e satisfaz 

li xk -x* li ::: a 11 x 0 -x*ll r)k, k = O, 1 , ••• sempre que 

As noçoes de estabilidade e atratividade sao independentes 

e um exemplo de atrator instável será visto na seção 1.2. Po-

rem, são válidas as seguintes correspondências entre as difini-

( *) 11-11 denota uma norma fixa, porém arbitrária em Rn 
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çoes acima: 

( i ) ==> ( h ) <==> ( d ) => ( c ) <=.> ( f ) <= ( g ) 

Alguns problemas de economia caracterizam-se pela existên-

cia de um continuo de pontos de equillbrios. 1!; o caso dos pre -

ços de equillbrio nos modelos de mercado: quando não há ilusão 

monetária ou efeito de saldos reais se espera que, se os preços 

p* equilibram o mercado, então ~p* tamb~m são preços de equill-

brio para À>O. Neste sentido, relativo a (1.1), ou, em ~outras 

palavras, relativo a G, um conjunto H contido em Rn e dito: 

(1) estdvel, se dado um conjunto aberto U contendo H, existe 

wn conjunto aberto \.V contendo H tal que Gk (W) está contido em U 

para k=O 1 r 

(m) um ai;rcdor' se existe wn conjunto aberto U contendo fi tal 

- k que se x E U , en ta o G x -+ H quando k + oo 

(n) assintoticamente estdvel se e está~el e um atrator. 

(o) globalment;e atPativo se Gkx -te H quando k-+-oo para todo x do 

IRn. 

(p) globalmente ass1:ntnt:1:camente estãvel se e estáve1 e global-

mente atrativo. 

~ oportuno lembrar que instável significa nao estável e 

fortemente instável que nao há estabilidade nem atratividade. 

Se G(H) está contido em H (H está contido em G(H)), dize 

mos que H é positivámente (negativamente) invariante. Se G(H) = 

H, H é invariante. 

Resultados acerca da teoria de conjuntos invariantes podem 

ser vistos, por exemplo, em [3]. Destacamos os seguintes: Se H 

e positivamente (negativamente) invariante, IT também o é; Se H 

e invariante e limitado, então H ~ invariante; se H ~ estável 

H é positivamente invariante. 



7 

Seja H um conjunto fechado do IRn e seja A positivamente i~ 

varia:n.to, em IRn tal que A contenha H. Estabilidade de !I r'e lati-

va a A significa estabilidade de H com respeito ã topologia re-

lativa de A. Similarmente para a definição de H como um atrator' 

relativo a A. Se H é estável e um atrator relativo a A, então H 

é assintoticamente estivel relativo a A. Se H é estável relati-

k voa A e para todo XE:A, G x-+ H quando k-+oo, então H é global-

mente assintoticamente estável relativo a A 

1 .2 UM ATRATOR INSTÁVEL 

Seja G uma funç~o do R2 em R2 definida por: 

G{O,O) (o 'o) e 

G(x,y) (g
1 

(x,y), g
2 

(x,y)) se (x,y) -f (0,0) 

onde: 

2 ( ) 5 x y-x +y 

2 6 
, g 2 (x,y) = X + 

2 y (x;-2x) 

2 6 r +r r +r 

2 2 2 
com r = x +Y ~ O 

Esta função G resulta da aplicação do método de Euler para 

um sistema de equações diferenciais dado por Vinograd em 1957. 

Para verificar que a origem é globalmente atrativa, porém instá 

vel, seguimos o raciociriio de Hahn [10], o qual trabalhou deta-

lhadamente este exemplo. 

Notamos que G é continua na origem e consequentemente em 

todo R2
, (0,0) é o único ponto fixo de G. Também, G e uma fun-

ção impar e portanto, é suficiente analisar somente o que ocor-

re no semi-plano superior. 
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Dividimos o semi-plano superior nas regiões: 

A= { (x,y): Y<-X} 

B = { (x,y): -x<y, y>2x} 

c 2 . 5 
{ (x,y): y<2x, x (y-x)+y ~O} 

D {(x,y): 2 5 = x (y-x)+y <0} 

observando que: 

ql (x,y) > x, g2(x,y) ~- y, (x ,y) em A B 

gl (x,y) ~ x, g2(x,y) ~ y, (x' y) em c 

gl (x,y) < x, g2(x,y) < y, (x,y) em D. 

Pela primeira relação, temos que se as iteradas iniciando 

em cada ponto (x ,y ) ~ (0,0) em A permanecem em A, o o então elas 

são monótonas crescentes e limitadas. Assim, sao obrigadas a con 

vergir para um limite n~o nulo, o qual, pela continuidade de G, 

é um ponto fixo. Mas isto viola o fato de que a origem é o único 

ponto fixo. Consequentemente, as iteradas sao obrigadas a deslo-

carem-se para B. Em B, elas também crescem, e para a direita. No 

numerador de g 1-g2 vemos que o polinômio 

2 52 52 53 
x (y-x} +Y -y (y-2x) ? y -y (y-2x) ::;,. y -3y 

se yk ~ 13. Então, yk+ 1-yk ~ xk~ 1 -xk , o que mostra que se as 

iteradas permanecem em B, elas são limitadas e convergentes. Co-

mo anteriormente, isto conduz a uma contradição e as iteradas ne 

cessariamente deslocam-se para C. 

Para (xk,yk) em CUD, pode-se constatar que O< yk~ 1 -'$ yk 

e yk~ 1 < xk+ 1 • Então, as iteradas permanecem em C De a sequên

cia {yk} converge. Além disto, quando (xkyk) pertence a C, 

( *) 
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e ~ara (xk,yk) f D, xk+l~xk. Então, a sequência {xk} é limitada. 

Pela definição da G e pela convergência de {yk}' temos que 

k-·~ll') 

Se o limite de {yk} for diferente de zero, então {xk} necessaria 

mente deve convergir e isto, como anteriormente, conduz a uma 

contradição. Assim, lim yk=O 

k-+oo 

Mas então, -lim xk=O , desde que quando os xk sao nao decrescen -

tes, eles são dominados cor (*). Então, a origem e qlobalmente a 

tra ti v a. 

ora, cons 

T { (x,y) 

t:mo s a req L1o 

O ~ 3x ~ y ~ 
_l_} 

127 

Se (x,y)t D, a desigualdade 

2 y (y 2x) 2 5 
[ j{ (y-z~) +y· ] 

mostra que se (x
0

,y0 ) f (0,0) é qualquer oonto de T, as iteradas 

subsequentes obrigatoriamente iniciam em T, de modo que yk >, 
1 

para alguma k. Então, a origem é instável. 

Um tratamento mais geral de atratores instáveis em sistemas 

dinâmicos pode ser visto em Mendelson [ 20 ]. 

1.3 NOR~AS MATRICIAIS 

Corresoondendo a qualquer norma vetorial no Rn, existe uma 
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natural norma matricial induzida. 

Sejam 11 x li e li x li ' normas arbitrárias em !Rn e IRm, respecti 

vamente. Para cada matriz A de ordem mxn definimos: 

max ~ = maxiJ Ax 11 

x/0 llx 11 llxll=l 

Segue-se que IIAJj é uma norma pois satisfaz: 

(i) IIAjj ~ O , 1/Ajj = O 

(ii) Jja Ali I ai [[A 11 

(i.ii) [[A+B [f~ [[A[[+ j[B[[ 

se e; ~omente· ,sEt A o 

Além disso, no caso especial em que IRn= rRm e as normas [fxlle 1/x // 
--sao as mesmas, tam vale: 

I • \ i 
l j_ ) \ !! .:< íll\ 11 ll ......... :, 11 

,, 1"1 

I!B !i" 

I 

Uma norma de matrizes que satisfaz (iv) e dita norma matri-

Cabe salientar que se [[ x/1 e uma norma arbitrária em Hn e B 

e uma matriz quadrada de ordem n nao singular, então 1/ x// \ = /I Bx li 

define urna norma no tRn. 

Citamos como exem~los as seguintes normas matriciais: 

n 
[[A lf 1 = max [[Ax[[ 1 max L [a .. f lJ 

[[x[~=l l(j~n i:o·;l 

n 
11 A li oo max IIAx li oo max L I a .. 1 lJ 

lfxl~l l~i~n j=l 

11 A JJ2 max jj Ax jj 2 = [ p (ATA)] lh 

l~lb=l 

d ( T ) - ' l d ' T . d f' . on e p A A e o ra1o espectra e matr1z A A, a segu1r e 1n1 

do. 
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Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Chamamos de equaçao 

caracter{s tica de A à expressão ldet (A-ÂI) =O, onde À e um .~scalar 

e I a matriz identidade. As raizes À., i=l, ... , n, da 
1 

.... carüctcrlstica silo os auJova~or•on de l\.. Dizemos que X C 

vetor de A, associado ao autovalor Ài' se Ax =·À 1x. O 

-equaçao 

um auLo 

conjunto 

. . . ' À } é o e s p e c t r o de A e p (A) = ma x ] À . ] é o r a i o e s p e c -
n 1 

l~i~n 

traZ de A, para o qual são vãlidas as seguintes propriedades: 

(i) p(A+B) ~ p(A) + p(B) 

( i i ) r (ui\) = I a I P (A) 

(iii) p(B-lAB) = p(A) 

a escalar 

Se A é uma matriz simétrica, temos 
l,.;._ 

I! ! ! - f I ~· 2 \ ., i L 

Jjl1.Jf 2 - LPlA JJ p (A) 

Em geral, se.\. é um autovalor de A e xtO o 
l 

correspondente 

autovetor, em alguma norma: 

~ 

Isto e: 

(iv) p(A) :f: liA]\ 

Para a matriz A [: :J 
_p (A) =O e ]]A]]

1 
= I a I. Geralmente, a diferença entre p (A) e ]]A]] p~ 

de ser arbitrariamente grande. De alguma forma, isto deve-se 
~ 

a 

escolha inadequada da norma. 

Proposição 1 

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Dado E>O, existe uma 

norma em IRn tal que. ]]A]] ~ p (A) + E . 
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Prova: 

Seja A=PJP-l, onde J e a forma can8nica de Jordan para A, e 

seja 

D = Diag (1, 2 
E , E , • • • , 

n-1 
E ) • 

~ -1 
Temos que J=D JD é a mesma matriz que J, exceto que toda diago-

nal à direita tem seus elementos unitários substituidos por E. 

Então: 

11 J li co < P (A) + E· 

Seja Q=PD e definamos \\x\1= \\Q-1 xil , a qual é uma norma. Então: co 

rnax I ll\xll 
!lxl)=l 

= max I!Q -lAQy\1 

IIIY jll ==l co 

rnax l!i211co = I!J lloo ~ P (A) + E. 

IIYII=w 

A proposição l é um resultado útil pois nem sempre é possí-

vel encontrar uma norma para a qual !IA!! = p (A). Conforme vimos no 

exemplo anterior, em qualquer norma, \\A\\ ~O se a "1- O. Para que 

p {A} = \\Ali, é necessário e suficiente que A pertença a classe de 

matrizes assim definida: 

Uma matriz quadrada de ordem n é de el-anne M se para todo 

autovalor À tal que !À! = p(A), todo bloco de Jordan associado a 

~ e lxl. Ou, equivalentemente, A é de classe M se e somente se 

A é similar a uma matriz da forma 

onde A
1 

é diagonal, p (A
1

) = p (A) e p (A2 ) · < p {A) 
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Proposição 2 

Seja A urna matriz quadrada de ordem n. Existe urna norma em 

IRn tal que p (A) = IIAII se e somente se A é de classe M. 

Prova: 

Para mostrar a suficiência, modifiquemos levemente a prova 

da proposição 1, assumindo que s>O e tal que IÀI +s < p(A), onde 

À é algum autovalor de A para o qual I À I < p (A) . Assim, 11511 oo = P (A) . 

Para a reciproca, assumamos que IIAII === p (A) para alguma norma 

e que existe um bloco de Jordan mxm, rn ~ 2, associado ao autova-

lor À tal que I À I = p (A) • Se À = O, temos IIA.II =O e então A=O, Supo-

mos então que!../- O. l\ssim, e suficiente considerar um bloco de Jordan 

À 1 

J , À 1- o. 

l : J 

Mostrar que IIJ·II = I À I não é possível em qualquer norma. Se assu-

mimos que 11 Jll =I À I e .j = À-lJ, então claramente 11311 = 1. Mas, um 

cálculo direto k k O)T. mostra que .j e2 = ( , 1, o, ... ' Logo , 

k + oo li .jk e 2 11 
À 

quando + 00 quando k+ 00 , o que contradiz li .:til = 1. 

Corno consequência das proposições 1 e 2, obtemos o seguinte 

resultado sobre a convergência das potências de urna matriz qua-
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drada. 

Proposiçao 3 

Seja A urna matriz quadrada de ordem n. Ent~o lirn Ak = O se 

k-+oo 

e somente se p (A) < 1. Alem disto, JJAk/1 é limitada quando k -+ oo 

se e somente se p(A) < 1 ou p(A) = 1 e A~ de classe M. 

Prova: 

Se p(A) < 1, pela proposiç~o 1 podemos tornar urna norma em 

iRn tal que \I AI! e menor que .1. Assim, /I Ak!! .::;: !IA li k + O quando k 

Reciprocamente, suponhamos p(A) ~ l e seja\ um autovalor de A 

tal que I), I :;:. 1. Se 
~ 

x e um autovetor associado a À , temos 

Para a segunda parte, j& temos provado que p(A) < 1 irnpli

k ca que A -+O qua11do k-+ oo. Se p(A) = 1 .e A' é de classe 11, en-

t~o, pela proposição 2, podemos encontrar urna norma em !Rn· tal 
,·.'t 

que ~!Ali = 1. Logo IIAk)) 
.. 

< 1 para todo k. Reciprocamente, supo -

nhamos Ak limitada. Então claramente p(A) ~ 1. Suponhamos p(A)= 

1. Assim, o mesmo argumento usado na proposição 2 mostra que to 

do bloco de Jordan J tal que p(J) = 1 é lxl, e portanto, A é de 

classe M. 

~ conveniente salientar que, com pequenas adaptaç5es em al 

guns casos, os resultados obtidos nesta seção são v&lidos para 

matrizes complexas. 
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1. 4 UM ALGOIUTMO J?M.A, COMPUTA,:R. Bk ,A,TR.lWE:S DOS AUTOVALORES DE B 

~ 

Consideremos a equaçao diferença linear 

Xk+l __ Bxk , o k = O, 1, ... , x dado, 

. 1 ~ t ' f d d ' - ' ' . 1 ° ..., d d Bk 0 CUJa so uçao sa 1s azen o a con ~çao 1n~c1a x e a a por x . 

~ . d ~1 1 Bt Analogo ao algor1tmo e Putzer para o ca cu o de e em 

sistemas de equaçoes diferenciais lineares com coeficientes cons 

tantes, o algoritmo que apresentamos foi dado por La Salle [18 l 

para o cálculo de matriz Bk. 

Consideremos urna representação de Bk na forma 

n 

(1.4.1) L w-'- (k) Q_~ 
' ' _) J 

j=l 

(1.4.2) Q. = (B- À.)IQ. l 
-J J J-

com À. os autovalores de B, Q0 J 

onde 

I e Q = O, pelo 
n 

teorema de 

Cayley-Hamilton (toda matriz satisfaz sua equação caracteristi-

ca). ~justamente este fato que sugere a forma de representação 

(L L 1). 

A condição inicial B0 = I é satisfeita tornando w1 (0) 1 , 

w2 CO) = ... = Wn(O) =O. Necessitamos que 

ou, 

n 

B L Wk(k)Qj-1 = 
j=l 

n 

-~ 
j=l 

w. (k+l)Q. 1 
J J-

desde que BQ. 1 = Q.+À.Q. 1 J- J J J-

n n 

L 
j=l 

Wj(k)(Q. + ÀQ. 1 ) = 
J J- L 

j=l 

Deste modo (1.4.1) ê satisfeita se: 



lG 

w1 (k+l) 

(1.4.3) 
Wj{O) =O 

j = 2, ... , n. 

As equaçoes (1.4.2) e (1.4.~) s~o algoritmos para o c6rnputo 

de Q. e dos W. (k) em termos dos autovalores de B, isto é, para 
J J 

k encontrar B se conhecermos os autovalores de B. 

La Salle [14] dá urna forma alternativa para (1.4.3): 

(1.4.4) k 

h'j(k+l) __ L 
n=O 

rn-k w (rn) 
), j j -1 J 2, ... , n. 

Por ilustraçâo usamos o algoritmo para encontrar a soluçâo 

da equaçâo diferença linear de terceira ordem 

x dado 
o 

que é equivalente à equação de primeira ordem linear xk+l 

onde: 

o 1 o xk+2 x2 

B o o 1 
k o = X = xk+l e X xl 

1 -3 3 xk X o 

det(B-ÀI) 3 autovalores Àl Ternos que = -{À-1) e os = 

= 1. Assim: Qo = I I 

-1 1 o 1 -2 1 

o -1 o e Q2 = (B-I)
2 

1 -2 1 

1 -3 2 1 -2 1 

k = Bx , 

À2 = À3 



Resolvendo (1.4.3) diretamente, obtemos: w1 (k) = 1 

W2 (k) = k e w
3

Ck) =! k(k-1). Entâo, Bk =I+ k(B-I) + 
2 

1 2 k (K-1) (B-I) , ou seja: 
2 

1 (k-1) (k-2) 
2 

1 k (k-1) 
2 

1 (k+l)k 
2 

-k (k-2) 

-(k+l) (k-1) 

-(k+2)k 

!. k (k-1) 
2 

1 (k+l)k 
2 

1 (k+2) (k+l) 
2 

17 

k+l k 
A so1uç~o de x = Bx e exatamente a primeira componente 

de Bkx0
. Obtemos assim: 

1 + 
2 

kík-·l)x 
o 



I I. ESTABILIDADE LINEAR E NA PRIMEIRA APROXIMAÇÃO 

2.1 ESTABILIDADE E CONVERG~NCIA DE EQUAÇÕES LINEARES 

Um primeiro aspecto a ser considerado corresponde analoga-

mente ao caso de equaç6es diferenciais lineares exceto que as 

condições na parte real dos autovalores da matriz são substitui 

dos por condições no raio espectral. 

'l'eore.m.a 1 

Sejam B urna matriz quadrada de ordem n e d em ~n. Urna solu 

- k -çao x da equaçao 

( 2. 1) 
k+l k 

X = Bx + d k o, 1, .... , o 
X dado , 

(a) estável se e somente se p(B} ~ 1 e se p(B) = 1 então 

de classe !1. 

(b) assintoticamente estável se e somente se p(B) < 1. 

Prova: 

B 

urna outra solução de (2.1). Consideremos o conjunto 

k = o, 1, Então: 

(*) B
k o w, k = o, 1, 

Suponhamos que p(B) ~ 1 e se p(B) = 1, B g de classe m. Pela pr~ 
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k = o, 1, • Entào, por (*), dado E>O, //xk -xk/1 ~ E para to-

... o 1 11 ,..,o 011 ~ E k ~ ~ to x ta que x -x < u =-e portanto x e estavel. Recipro-
a 

k ~ .. ' ' - 11 k 11 camente, se B nao e l1m1tada, entao B y + oo quando k + oo pa-

n ,.,o ~ 1 o "'o ~ ra algum y em R . Logo, se x e tomado ta que x -x esta na di 

reção de x, segue-se que 1/ :Xk-xk/1 + oo quando k + oo e a solução não 

é estável. Logo, Bk é limitada e pela proposição 3, o resultado 

segue-se. 

(b) Procedendo como em (a), observamos que a solução é assinto

ticamente estável se e somente se Bk + O quando k + oo. Novamen-

te pela proposiç~o 3, isto acontece se e somente se p(B) < 1. 

Para equações lineares estabilidade assint6tica 
~ 

equivale a 

estabilidade assintõtica global. Desta forma. o Teorema l con -

tém o seguinte aspecto b~sico de convergência: 

Teorema 2 

Se x* é o único ponto fixo de (2.1), então, o processo 

(2.1) é globalmente convergente para x* se e somente se p(B) < l. 

Prova: 

Subtraindo-se x* -= Bx* + d de (2.1}, obtemos a equaçao 

erro: 

k+l k k+l o x -x* = B (x -x*) = ••• = B (x -x*) 

Consequentemente, à medida que lirn (xk-x*) = O para cada 

k+oo 

o 
X I 

do 

é 

necessârio e suficiente que lim Bk = O. Pela proposição 3, isto 

k+oo 
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acontece se e somente se p (B) < 1. 

Exemplo: Modelo de Estoque de Metzler 

Este modelo foi proposto por L.A. Metzler para an~lise de 

ciclos de estoques, o qual a<;laptamos de Baumol [2]. 

onde O < 8 < l · y é a renda total 
I t no período t; ut sao os bens 

do conswuidor produzidos para venda no período t; st sãoos bens 

do consumidor produz idos para estoques no período t; v e o in·~ 
o 

vestimenta líquido constante não induzido em cada período. 

A renda total produzida em qualquer período é igual ~ pro-

dução total de bens do consumidor mais o investimento liquido. 

As vendas em qualquer período são uma proporção constante daren 

da no período precedente. A produção para estoque é igual à di-

ferença entre as vendas atuais e as antecipadas do período pre-

cedente; isto e, h~ uma tentativa de manter o estoque num nível 

constante. Supõe-se que os estoques sejam suficientes para co -

brir as diferenças entre a produção e a demanda do consumidor. 

O modelo de Metzler pode ser transformado na equação dife-

rença linear de segunda ordem: 

v o t = o, l, 

o< (3'.< 1 

à qual é equivalente a equaçao de primeira ordem 

B t y + v 
o t = o, 1, o < 8 < 1 
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onde 

yt+l 2 s -S 
t B y = e = 

Yt 1 o 

A equaçao caracteristica, det(B - ~I) = O, tem por raizes 

~ = s-~ 2 

Logo, p(B) = /8 < 1 e pelo teorema 1, qualquer solução yt e as-

sintaticamente estável. 

011de 

Na verdade, a solução geral de (Ml) e da forma 

u 
"o 

1-B 

v 
t o 

(/8) (c
1 

cos 8 t + c 2 sen 8 t) + 
1-e 

E~ lJrna c:c' lnc::;o ,.__.. -' ---"'- '-"- _ç C.l' p::1rticular de (Ml). Vemos que 

n n-1 
Seja p ()\) = À -a À -n-1 - a o po1in6rnio associado o 

-a equaçao diferença linear de ordem n 

reduzida à equaçao de primeira ordem 

k+l k 
x = Bx , k = O, l, 

com B e xk dados em (1.3). 

Como consequência do Teorema 1, ternos: 

Corolário 

Sejam ~i' i = l, • • • I nas raizes de p(~). Urna solução 

equaçao 
k+l 

X 
k = Bx , k = O, 1, e: 

da 



(a) estgvel se e somente se l~il ,, e~ l~il 

simples. 
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1, À. e uma raiz 
l 

(b) assintoticamente estãvel se e somente se IÀ 1 1 < 1. 

Com efeito, corno B e a matriz associada ao polin8mio p(~), 

temos que se À. e um autovalor de multiplicidade m maior que 1, 
l 

ent~o existe um bloco de Jordan, de dimensão m, associado a À .• 
l 

Assim B n~o é de classe M, e a nrova e uma decorrência imediata 

do teorema 1. 

Em aplicações do corolário, um resultado útil é o Teorema 

de Schur(l), que adaptamos de Chiang [4]. 

Teorema de Schur 

As rai_zes /,., i 
1_ 1' ... , n de P ( ), ) -sao menores que a uni-

dade em valor absoluto se e somente se os seguintes determinan-

tes forem todos positivos: 

1 -~0-1 
-a I 1 

I o I 

1 o I -a -a 
I o 1 

-a n-1 1 
I 

o -a2 
-- -- - -~- - - -- . . . 

' -a o 1 -a o I n-1 

-a -a 
I 

o 1 
1 o 

(1) Para urna discuss~o deste teorema e sua hist8ria, veja Jonh 

S. Chiprnan, The Teory of Inter-Sectoral Money Flows and 

Incorne Forrnation, The Jonh Hopkins Press, Ba1timore, 1951, 

pp. 119-13 o . 



1 

-a n-1 

I -a , I n~--_l_ 

o 

1 

o 

o 

-a o 

o 

o 

Por exemplo, qualquer soluç~o da equaç~o 

-a 
1 

-a o 

l 
J_ 

xk+ 2 + 3xk+l + 2xk = 12 é instável pois, como 

temos 

( 2. 2) 

1 2 
-3 < o 

2 1 

Consideremos a equaçao diferencial 

dx 

dt 
A.x(t) 

e o método de Euler para sua integraç~o numérica 

a 
o 

-a n-1 

-a n-2 

1 

-2 

23 
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( 2. 3) 
k B = I+hA , x = x(k6t) 

Intuitivumente esperamos que, para h suficientemente pequ~ 

no, as propriedades de estabilidade de (2.2) e (2.3) sejam as 

mesmas. Conforme veremos a seguir, isto ~ verdadeiro para esta-

bilidade assint6tica, mas nem sempre para o caso de estabilida-

-de simples. Vejamos, por exemplo, a equaçao 

( 2. 2) 1 dx 

dt 
= -lOOx(t) + 100 1 X ( Ü) 

o 
X 

cuja solução exata x(t) = (x0 -l)e-lOOt + 1 ~ estável. O método 

de Euler aplicado a (2.2) 1 e 

( 2 • 3) I 

crue tern 

k+l k k J x - x + h(-lOOx +100) = (1-,lOO)x{ + lOOh 

-~ S'(') 1 , ]r~ ::; t) 
L , , 1- L'~'"'' 

k 
x~·· --

Para maior concreticidade, tornemos x0 =2. Assim, as soluç6es de 

(2.2) 1 e (2.3) 1 ficam, respectivamente: 

x(t) = e-lOOt + 1 e xk = (1-lOOh)k + 1 . 

Agora, x(t) decresce muito rapidamente a partir de x0 =2 (para 

-5 
t = 0,1, x(O,l) ~ 1+5.10 ) . Esperamos exigir um h pequeno para 

calcular exatamente a solução. Porém, para t = 0,1 a solução v~ 

ria lentamente e é essencialmente igual a 1. Portanto, intuiti-

vamente, esperamos obter exatidão suficiente com o método de Eu 

ler para h relativamente grande. Todavia, se h>0,02, jl-lOOhj>l 

' - k 'd t d e a aprox1maçao x cresce rapl amen e para ca a passo, o que 

mostra um comportamento instável. 

Neste sentido, um aspecto conveniente a ser notado é dado 

pelo seguinte: 
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Proposição 4 

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Todos os autovalores 

de A tem parte real neqativa se e somente se existe um h >o tal o 

que para todo O < h ~ h , p(I+hA) < 1. o 

Prova: 

Supondo que p(I+hA) < 1 tem-se que todos os autovalores de 

hA est~o num disco centrado em -1 com raio menor que 1, isto e, 

todos os autovalores de hA possuem parte real negativa. Como h>~ 

o mesmo ocorre com A. Por outro lado, se os autovalores de A po~ 

suem parte real negativa, como eles são um número finito, estão 

cont.idos num mesmo quadrado de vértices --·a±ib e ~-- (a+b) !ib. Então, 

os autovalores de I+hA estão num quadrado de vértices l+h(-a±ib) e 

l+h(-a-b±ib). Deste modo, para p(I+hA) < 1 e suficiente que 

e 

Para h suficientemente pequeno, estas desigualdades podem ser sa 

tisfeitas. 

Analisemos agora os efeitos da estabilidade da origem da e-

quaçao linear homogênea na equaçao 

( 2. 4) k+l k k 
X = Bx + d k = o, 1, 

com uma sequência nao constanbe de vetores dk , que tem por so 

lução 

( 2. 5) 
k k o . 

X = B X + 

k-1· 

L 
j=O 

j k-j-1 
B d 

A fórmula (2.5) e muito usada. Entretanto, normas estima -

das que dela se obtém por vezes são mais úteis. 



•reorema 3 

Se a origem ê estãvel para a equaçao homogênea 

( 2 • 6) k+l 
X 

k 
Bx , k = O" 1, •.. 

então, em alguma norma, a solução de (2.4) satisfaz 

k-1 

( 2. 7) li xkll ~ 11 x 0
1! + I: li d jll k = 1, 2, ... 

j=O 

26 

Se a origem~ assintoticamente est~vel para (2.6), ent~o existe 

uma norma e uma constante a<l tal que a soluç~o de (2.4) satis-

faz: 

k-1 

L 
j=O 

Prova: 

Se a origem~ estfivel para (2.6), ent~o o teorema 1 mostra 

que p(B) ~ 1 e se p(B) = 1, B é de classe M. Pelas proposições 

1 e 2, existe uma norma tal que IIB li ~ 1 e ( 2. 7) segue-se de (2. 5~ 

.Se a origem~ assintoticamente estável para (2.6), então p(B)<l 

e pela proposição 1, li Bl) ~ 1 em alguma norma. Assim ( 2. 8) ~ ob

tida de ( 2. 5) com a = I!B li . 

Corolãrio 

Se as raizes À., i= 1, ... , n do polinômio 
l 

( ') ,n 1 n-l 
p A = A -an-lA - - a o 

1" À. é uma raíz 
l 

simples, exis-



te uma constante c ~1 tal que toda solução xk da equação 

( 2. 9) -a x 
n-1 k-1 - ••. -a xk = yk o -n 

{yk} uma sequªncia dada, satisfaz: 

(2.10) ~ c r max l O,si~n-1 I X' I + 
~ 

j=n 

, k = n, n+l, 
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. . . , 

A prova e feita usando-se o fato de que a equaçao (2.9) p~ 

k T 
de ser escrita na forma (2.4), onde d = (yk+n-l , O, ... , O) . 

Pelo teorema 3, existe uma norma tal que 

k-n 

{2.11) '/ k-n+l·J /I 
0

// I X I ~ X + k n, n+l, ... 

j=O 

~.-1 

Pelo teorema da equivalªncia de normas em R. , existem constan -

tes c 2 ~ c 1 > O tais que 

Então {2.10) e obtida de (2.11) com c 

2.2 ESTABILIDADE POR APROXIMAÇÃO LINEAR 

Consideremos a equaçao diferença nao linear 

(2 .12) xk+ 1 = Bxk + f {xk) , k = O, 1, ... 

onde f é "pequena" para x próximo à origem, no seguinte sentido: 

(2.13) lim 

k+O 

llftxlll =o 

\lxl! 

Em 1929 Perron investigou a estabilidade de (2.12) determi 
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nada pela aproxim~ç~o linear 

k+l k 
X = BX k = o, 1, 

Numa vizinhança da origem, o efeito de nao linearidade pode ser 

desconsiderado e a estabilidade serâ determinada pela aproxima-

çâo linear acima citada, exceto no caso critico p(B) = 1. 

Teorema de Perron 

Seja B uma matriz quadrada de ordem n satisfazendo p{B)<l. 

Seja f uma funç~o do Rn em ~n satisfazendo (2.13). Ent~o, a ori 

gem ~ assintoticamente estâvel para (2.12). 

Prova~ 

Pela proposição 1, existe uma norma tal que 1/B li = a < 1 . 

Seja y > O tal que a + y < 1. Ent~o, existe um 6>0 tal que 

/1 xjj < o implica que \/f (x) /1 :; y //x /1 . Assim, para cada x0 tal que 

Por induç~o segue-se 1/xk/1 ~ (a+y) //x0 /l < 6, k === 1, 2, ... 

Consequentemente /lxk /1 + O quando k + oo • 

Retomemos a equaç~o n~o linear (1.1) xk+l = Gxk, k=O,l ... 

Fazendo a mudança de variável e = x-x*, obtemos 

k+l 
e - k Ge , k = O, 1, . . . ' Ge = G(e+x*) - x* , 

k = o, 1, ... 

ou 

Considerando-se G diferenciável, temos que f {e) = o <1\e//), isto 

~ 

e, li f (e) 11 

\\e\/ 

+ O quando e + O. O seguinte teorema obtido por 
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Ostrowsk± [27] esta contido no Teorema de Perron. G' tx*) denota 

rã a matriz Jacobina de G em x*. 

Teorema de Ostrowski 

Se G e diferenciável no ponto fixo x* e p{G' (x*)} < 1, en-

t~o o processo (1.1) e localmente convergente para x*. 

Prova: 

Pela proposiçao 1, dado E>O, existe uma norma para a qual 

IIG' (x*)ll ~À+ E, onde À== p{G' (x*)}. Nesta norma, a definiç~o 

de diferencialidade implica que existe um 8>0 tal que se 

IIGx-x*ll ~ IIGx- Gx*- G'(x*) (x-x*)jj + iiG'(x*) (x~x*)\1 

Corno :\<1, se tornarmos E = 1-:\ 

2 
e S = {x: 11 x-x*ll < ó} , ternos que 

o se x E: s, 

A . l,... c 
SSlffi X <:. ;.._,. 

k Segue-se por induçao que x E S e alem disto que 

Deste modo, k x ~ x* quando k ~ oo • 

Ostrowski e Perron consideraram tarnbern casos de instabili -

dade. Perron mostrou que se p(B) > 1, a origem é instável para 

(2.12) enquanto que, essencialmente equivalente, Ostrowski pro -

vou que x* e um ponto de repulsao de (1.1) se p{G' (x*)} > 1. 

A prova do Teorema de Ostrowski mostra que o seguinte coro

lário, em caso especial do resultado de Hahn ~J , e válido. 
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Corolári:.o 

Se G é diferencigvel em x* e p{G' (x*)} ~ 1, então x* é ex

ponencialmente estRvel para (1.1). 



III. ESTABILXDADE NKO LXNEAR PELO ~TODO DIRETO DE LYAPUNOV 

~ intuitivamente claro que se prôximo a um ponto de equil! 

brio de um sistema fisico a energia deste sistema § sempre de -

crescente, então o equilibrio § estãvel. O método direto de 

Lya~unov é uma generalização desta idéia e funções de Lyapunov 

sao simplesmente uma extensão do conceito de energia. 

· · t'"' d ~ n · _ç • • Asslm, para um SlStema au onomo e equaçoes _l~erenclals 

( 3 . l) 
r-l \1 .::::_,(_ = F(y) 
dt: 

onde a origem é um ponto de equilibrio, uma função de Lyapunov 

é uma função continuamente diferenciãvel, definida no Rn e assu 

mindo valores reais, tal que 

( 3. 2) 

( 3 • 3) 

V(x) > O se x f O e v(O) = O 

d 

dt 
V(y(t)) ~O 

e 

onde y é uma solução de (3.1). A idéia central do Método Direto 

de Lyapunov é detectar estabilidade para o sistema (3.1) pelo 

significado de propriedades de funç~o V e fazer isto, não atra-

vês do conhecimento das soluções, mas diretamente de (3.1). 

O uso de "energia" para equações diferenciais data de Lya-

punov (1892) e o primeiro tratamento sistemático para equaçoes 

diferenças foi dado ~or Hahn [ 9]. Para ver ~ual a forma que a 

condição (3.3) deve tomar para uma equação diferença, considere 



mos o M~todo de Euler aplicado a (3.1): 

l 
.}5,, 1 k k 

xlf = x + hFx 

Ent~o, a diferença an§loga a (3.3) seria: 

Assim, dada a equaçao diferença (1.1) 

k+l 
X 

k Gx , k = O, 1, 

~ V(xk+l) - V(xk) 

h 
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~ o. 

e o ponto de e~uilibrio x*, definimos uma função de Lyapunov p~ 

ra G em x* como sendo uma funç~o V(x) de Rn em R tal que: 

V(x) é continua r 

(.3.4} V(x) > O se x ~ x* e V(x*) o 

( 3. 5) V(x) = V(Gx) - V(x) ~ O 

para x numa região aberta D contendo x*. 

A condição (3.5) diz-nos que V é n~o crescente ao longo das 

soluç6es. A condiç~o (3.4), associada ao conceito de minirno de 

energia potencial, serã relaxada no pr6ximo capitulo para o es-

tudo da estabilidade através do comportamento das 

k G x. 

trajet6rias 

Uma questão importante nas aplicaç6es numéricas refere-se 

à determinação do domínio ou região de atração D do ponto de e-

quilibrio x* da equação (1.1): 

D = {x; k G x + x* , k + oo} • 

A teoria de Lyapunov estã intimamente ligada a esta questão. Co 

mo exemplo, encontraremos a região de atração do Método de New-

ton-Raphson na seçao 11~2. 
\_j 
/) 
.h\ 
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3.1. O MtTODO DIRETO DE LYAPUNOV 

Teorema 4 

Seja G uma função contínua numa aberto S contendo o ponto 

de equilíbrio x* de (1.1) e seja V uma função de Lyapunov para 

G em x * . Então : 

(a) x* é estável; 

(b) Se, além disto, 

( 3. 6) V(Gx) < V(x) para x ~ x* e Gx em D , 

x* é assintoticamente estãvel. 

(c) Se S ~ D = Rn e 

f -.. ""'f \ 

\.:Li) V ( x) -+ +co quando llx \\ + co 

x* é globalmente assintoticamente estável. 

Prova: 

Tomemos r > O tal que {x: llx-x*ll .:S r } esteja contido em o o 

S() D. Pela continuidade de G, existe r
1 

~ r
0 

tal que 11 Gx-x*ll 

quando llx-x*ll < r 1 . Seja E>O e assumamos, sem perda de genera

lidade, que E~r 1 . Então, pela continuidade de G e por (3.4), p~ 

demos tomar o em (O,E) tal que llx-x*ll < o implica que 

V(x) <~(E) = min {V (x): E~ll x-x*ll~ r } . o 

Agora, suponhamos que existe algum x 0 tal que llx0 -x*ll < o , mas 

li xk+ l_x *li >E para algum k. Assumamos que existe um primeiro tal k· , 

deste modo llx 
i 

-x*ll ~ E -:( i=l, k. Então 11 Gxk-x*ll rl, • • .. I ~ r o 
V(Gxk) estã bem definida e V(Gxk) > <P(E). Mas, por ( 3. 5) 
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k+l k 
V(x ) ' V(x ) S 

o .:5 v (..x ) < qJ ( E: ) • 

Isto ê uma contradição e a estabilidade est& provada. 

Para ítem ( b) , 
... 

suficiente considerar sequência o é uma· 

{xk} {X: llx-x41 4 E:} mostrar k +x* quando k em e que X + 00 

isto, basta "' .. ponto limite de {xk} provar que se X e um 

x = x*. Suponhamos que isto não aconteça; então, a função 

r (x) = V (Gx) 

V (x) 

está bem definida e ê continua num aberto S contendo x 
o 

Para 

então 

e por 

(3.6), r(x) < 1. Consequentemente, para a no intervalo (r(x)il), 

existe 6>0 tal que r(x) ~a se llx-x*/1 < 6. Então, para k. sufi
l 

cientemente grande, a subsequªncia convergente para i satisfaz 

k· 
..__< o:V(x l) . V( ki-l+l) ~ ••. -.::- a x ,-:; ... 

k· e portanto V(x I) + O quando i + oo • Mas então, a continuidade 

de V implica v(x) = O, o que e absurdo por (3.4). Logo x = x*. 

Para (c), observamos que para algum x0 (3.7) garante que a 

sequência {xk} ê limitada; por outro lado, se existe uma subse 

- k· 11 k; 11 quencia {x l} tal que x l-x* + oo quando i + oo, mas isto contra 

k diz o comportamento monótono decrescente de V(x ) expressado por 

(3.6). k * Segue-se, então, como na parte anterior, que x +x quan-

do k + oo 

Exemplo: 

Seja k+l k z = Gz , k = O, 1, ••• , z (x,y), com G dada por 

G(x,y) JaJ < 1, /bJ < 1 . 
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Consideremos a funçào V definida por V(x,y) 2 2 = x + y • Te 

mos que:. 

• (~}2 ( bx_) 2 (x2+y2) V(x,y) + -2 l+y2 l+x 

isto 
.. 
e, 

. b2 2 2 
2 a V(x,y) ( 

(l+y2)2 
- l)x + ( 

(l+x2) 2 
- l)y ~ o 

. 
e V(x,y) o se e somente se (x, y) (0,0). 

Logo, pelo Teorema 4, a origem é assintoticamente estável. 

Mais ainda, como V(z) -+-+co quando //z// -+-co , V e G são defini -

dos continuas em todo ~ 2 • temos que a origem e globalmente as 

sintaticamente est&vel. 

Existem vários resultados que expressam as reciprocas do 

teorema anterior. Por exemplo, se x* é assintoticamente estável 

existe uma função de Lyapunov V num aberto contendo x* tal que 

a condição (3.6) é válida. Tais resultados foram dados por Hala 

nay [ 11], Driver [6 J e Hahn [9]. Infelizmente, as provas de tais 

reciprocas não são proveitosas para a descoberta de funções de 

Lyapunov na prática. Halanay e Hahn usam, respectivamente, as 

construções 

V(x) = sup 

k>O 

00 

k * 
'I' ( 11 G X -X 11 j 

V (x} L 'I' ( 11 Gkx - x*l/) 

k=O 

l+ak 

l+k 

onde a > 1 e, em qualquer caso 'l' é uma função adequada de uma 

variável real. Exceto nos casos triviais, estas definições em 
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termos de sequênciqs de iterqdas não produzem meios suficientes 

para determinar funç&es de Lyapunov. 

Aplicação ao caso linear 

Para B uma matriz quadrada de ordem n, apliquemos o Método 

Direto de Lyapunov â equaçâo linear 

k+l k x = Bx k = O, 1, 

Corno função de Lyapunov, investiguemos a função quadrática 

V (x) 
T x Ax , 

alguma matriz sim~trica definida positiva A. Deste modo, a 

condiç~o (3 6) passa a ser 

T T T X B ABX < X Ax , X ~ Ü 

Se esta filtirna condição for satisfeita, então o teorema 4 gara~ 

o te que as iteradas (1.1) convergem para zero para todo x , e eg 

tão p(B) < 1. Assim, o teorema bãsico de Lyapunov para 

ções lineares é dado por: 

Teorema 5 

Seja B urna matriz quadrada de ordem n. Se existe urna ma -

triz simétrica definida positiva de ordem nxn tal que A-BTAB 
.. 
e 

definida positiva, então pjB) < 1. 
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Prova: 

Se À é um autovalor de B e ~ f O o correspondente autove -

tor, então 

T T T 
~A~ e ~ (A-B AB)~ 

-sao reais e positivos. Assim: 

~TA~ > ~TBTAB~ = (À~)T A(À~) = IÀ 2 i~TA~ . 

2 
Logo, À < 1. 

O teorema 5 ~ usado para provar resultados concretos corno 

o teorema de Ostrowski-R~ich para o M§todo SOR. Foi provado ini 

cialmente por Stein [33] que tarnbªm deu sua reciproca, mas de 

uma forma independente ~ teoria de Lyapunov. Uma versão do teo-

rema 5 e de sua reciproca pode ser escrita na forma: 

"p(B) < l, se e somente se, dada urna matriz simétrica defi 

nida positiva e real Q, existe urna matriz sim§trica definida p~ 

sitiva A a qual é Única solução de A-BTAB = Q". 

Por exemplo, tornemos 

com p (B) < l. Seja Q I ·e 

all a12 
A 

a12 a22 

Assim, a Única solução de A-BTAB = I e dada por 
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12 2 

A= 

2 7/4 

que ~ sim~trica definida positiva. 

Para a iteração geral (1.1), o teorema 5 pode ser estendido 

para um resultado análogo ao de N. Krasovskii para equações dife 

renciais (Veja Hahn [lOJ, p. 135); para equações diferenças foi 

dado pela primeira vez por Kalrnan e Bertrarn 1131. 

Corolário 

Seja G continuamente diferenciãvel em Rn e x* um ponto fi-

}(() existe uma matriz de f tal 

que A- G' (x)TAG' (x) é definida positiva para todo x do Rn, en

tão as iteradas (1.1) convergem para x* para cada x 0
. 

Prova: 

Consideremos V{x) . d - -como candl ata a funçao 

nov. Claramente V(x) > O e V(x) = O se x = x* e também 

IIGx-x*ll .:::; llx-x*ll· 

A condição crucial passa a ser 

(3.8) li Gx-x *li < li x-x *li 

Agora 

hTAh > hT G' (x)AG' (x) h 

é equivalente a 

( 3. 9) < l 

para x I x* . 

n para todo x em R 

n para todo x em R . 

Do teorema do valor médio ([24] p. 69), ternos 

de Lyap~ 



IIGx-Gx*ll < sup,.IIG'(x*+t(x-x*)ll llx-x*ll, 

o~tsl 
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o que mostra, usando a 'continuidade de G • , que ( 3. 9) implica (3.8). 

Portanto x* ~ globalmente convergente. 

Observemos que uma norma, ou uma função adequada a ela 

sempre e candidata à função de Lyapunov (semelhante a V(x) = 

llx-x*IIP, p > O). O uso de funções de Lyapunov para o qual impli 

ca a condição (3.8) não ~ particularmente interessante, apesar 

que em alguns casos, esta aproximação conduz à seleção de uma 

norma adequada. Infelizmente, ainda não existem aplicaç6es do 

teorema 4 para processos iterativos interessantes 

em 1967, apresenlou um teorema de convergencia local para o mé-

todo de ~~ewton, mas também usando urna norma para função de Lya-

punov. Assim, o potencial posslvel do teorema 4 não foi ainda u 

tilizado no estudo de equações diferenças. 

3.2. O DOMÍNIO DE ATRAÇÃO 

Na teoria de processos iterativos existem numerosos resul-

tados que permitem determinar a região de atração de um ponto 

de equilibrio. O mais conhecido deve-se a Kantorovich para o me 

todo de Newton, o qual pode ser visto em Ortega [24}. Entretan

to, dentro da Análise Numérica parece não haver resultados que 

forneçam propriedades gerais do dornlnio de atração. A proposi 

ção seguinte é bem conhecida na teoria de estabilidade. 



Proposiçao 5 

Seja G continua. Se o ponto de equilibrio x* é atrativo 

então 

k 
D = {x: G x + x* quando k + oo } 

e aberto. 

Prova: 

Dado x e D, podemos escolher m tal que 11 Gm x-x* 11 < 0 

2 

onde o>O e tal que 11 y-x*ll < 8 implica lim Gky x*. Como Gm 

conJc1nua ( G é contínua) , existe 6
1 

tal que I! y-xil < 6
1 

implica 

Consequentemente 11 Gmy-x*ll < o e portanto Gky + x* e y E D. 
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A proposição 5 é muito usada para propósitos teóricos e 

pouco para determinar D. Em equações diferenciais existem al-

guns resultados que permitem delinear a região de atração, como 

o conhecido método de V. Zubov. Apresentamos um teorema corres-

pendente, para equações diferenças dado por Ortega [ 23] baseado 

no trabalho de O' Shea [ 26 ] . 

Teorema 6 

Suponhamos que a função tPr de IRn em IR, seja continua e que 

satisfaz 
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(3.10) ~(x*) =O, ~(x) > O se x f x* e ~(x) ~a 

para llx -x*ll ~ b, onde a, b sao constantes positivos ex* um po~ 

to fixo de G. Seja W, de Rn em R, continua em x*, tal que: 

(3.11) W(x*) = O , W(x) > O se x f x* e 

(3.12) W ( Gx) - W (x) -~(x) [1- W(x)] 

Então o domínio de atração de x* é: 

D = {x: W(x) < 1} 

Prova: 

Por 

n para todo x em R • 

e portan -· 

está 
k -k·l lc 

em D. Por .i.nduçao, x·' pertence a D e T/'J (x" --) ~ 'itl (x·-), t:.o, 

k = 2, .... Assim, a sequência k {w (x ) } converge. Tàmbérn (3.12) 

implica que 

1 - W ( Gx) 

, 
-'- ~v ( x) 

e portanto 

1 - W(xk) 

1 o - W(x ) 

= 

1 + rp(x) x em D 

k-1 
W(xi+l) 

k-1 

lT 1 - rr [ 1 + ~ ( xi) J = 

1 i - W(x ) 
i=O i=O 

Corno l - W ( xk) d k 1 d d · · converge quan o + oo, segue-se que o a o 1re1 

to da igualdade acima também converge, o que implica que 

~ (xi) + O quando k + oo Então, (3.10) e a continuidade de ~ 
k o asseguram que x + x* quando k + oo. Agora, suponhamos que x 

não pertença a D. Então, por (3.12), W(x1 ) ~ W(x0
) ~ 1 e x

1 to. 



Mas se lirn xk x*, ~ continuidade de W requer que 

k+<>> 

lirn W(xk) = O, o que ~ urna contradiç~o. 
k 
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Exemplo: A Região de Atração para o Método de Newton-Raphson 

O rn~todo de Newton-Raphson para encontrar as raizes de 

G(z) = O é dado pelo algoritmo 

zk+l = zk - [G' (zklJ -1 G(zk) 

onde G é continuamente diferenci&vel e a matriz jacobiana G' (zk) 

e assumida inversível. 

Suponhamos que G(a) = O. Expandindo G(a+e) como 

o G(a+e) = G 1 (a) .e+ G (e) 

k 
e fazendo z k -a+e , obtemos a equaçao diferença 

onde 

k+l k e = M (e ) 
1 [M ( k) k _ Go(ek)_·} , 

2 e . e 

r 1 -1 LG' (a+e) J e H
2 

(e) = G! (a+e) - G 1 (a) 

Seja 11 ell alguma norma em IRn. Se a e urna raiz simples de 

G(z) = O e se G é duas vezes continuamente diferenciável em a , 

entâo, para cada n>O, existe uma constante positiva k(n) tal que 

para todo e com 11 e 11 < n, ternos 

Entâo, tornando W (e) = li e li , obtemos: 
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W ( Gx ) - W ( x ) -$ -1 ( 1 - k ( n ) ) li e li 2 

e W ( x ) ~ O se k ( n ) li e li ,:::; 1 . 

Assim, com 'P (e) = W(e) = llell, aplicando o teorema 6, obte-

mos uma região de convergência 

onde n
0 

= min {n,-1-} 

k ( T)) 

n Quando D = R , o teorema 6 fornece um resultado de conver-

gência global. Também, uma função da forma <ll (x) = c 11 x-x*IJ P se~ 

pre satisfaz (3.10). Vejamos agora que, para tal ~. a correspo~ 

dente W sempre existe se x* ~ exponencialmente est&vel. 

Teorema 7 

n Seja ~ de R em R com a propriedade 

(3.13) W (X) > O se x :I X* • I <t>(x*) =O; <t>(x) .:::>: c llx-x*[IP 

onde c e p são constantes positivos e x* é um ponto de equili 

brio exponencialmente estável. Seja D o domínio de atração de 

x*. Então, existe para uma função W, definida em D e assumindo 

valores reais, continua em x*, tal que W(x) < 1 para todo x pe~ 

tencente a D e W(x) satisfaz (3.11) e (3.12). 

Prova: 

Mostremos que o produto 

r (x) = 11 [1 + • (Gkx) ] 

k=O 
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converge para todo x em D. Se x está em D, então lim Gkx = x* e, 

k-+oo 

como x* ~ exponencialmente est~ve1, existem rn = m(x) e n < 1 

tais que 

(3.14) 

Então: 

00 

L: log [1 + <P ( Gkx) J 
k=O 

< 00 

o que mostra que r(x) converge. Deste modo, a função 

W(x) == 1 - 1 

r(x) 

estã bem definida em D e 

W(Gx) - W(x) == 1 

r(x) rl 
- [1 - W(x)j <PCx) r(x) 

r(Gx) 

Para todo x em D, W(x) < 1, W(x*) == O e a continuidade de W em 

x* segue-se de (3.14) com m == O. 

Corno consequência imediata dos teoremas 6 e 7, juntamente 

com o corol~rio do teorema de Ostrowski, ternos: 

Corolário 

Assumamos que G seja diferenciável no ponto de eguilibrio 

x* e que p{G' (x*)} < 1. Então, x* é globalmente atrativo se e 

somente se existe urna função W de Rn em R, continua em x*, tal 

que W(x*) == O e 

(3.15) W(x) < 1; W(Gx) - WCx) =- llx~x*ll [1- W(xJ] pa,ra 



n todo x em R . 
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Os resultados desta seção estão relacionados com a teoria 

de Lyapunov. Por exemplo, no contexto do teorema 7, a função 

V (x) ~ 11 [1 + ~ (Gkx) J - 1 , 

k=O 

definida na região de atração D, satisfaz as condiçÕes 

de Lyapunov (3.4) e (3.6). Além disto, se D = Rn e ~(x) = 

=cllx-x*IIP, também (3.7). 

básicas 



IV . O ~TODO DE INVARIÂNCIA DE LA SALLE 

O . t t t d t . t~ . Gk 1 ln eresse no compor amen o as ra]e orlas x para va ~ 

res grandes de k deve-se ao fato de que o comportamento assint~ 

tico de Gkx está intimamente relacionado à teoria da estabilida 

de. O que ocorre sobre perturbações de x e G? A teoria de Lyap~ 

nov trata das perturbações em x. Para o processo iterativo (1.1) 

k+l 
X 

v-Lmos que 

r k 
uX 1 k = O, 1, 

k o se G x converge, seu limite e uma solução (um oonto 

fixo ou de equilibrio). Agora generalizaremos este fato, funda-

mentando-nos nos trabalhos de La Salle. 

Um ponto y do Rn é dito um 

sequência de inteiros uma k. tal 
l 

i o conJ·urt. Lo Z -i rn-z; 'te ~~ (X) da -~ 00 . 

to de todos os pontos limites de 

k ponto limite de G x, se 

k· que G Lx -+ y e k· -+ 00 
l 

trajetória k de 
~ 

G X X e 

k Isto G x. e, 

existe 

quando 

o conju~ 

Q (X) = { y: _3{ k. } 
l 

k· tal que G lx-+ y e ki -+ oo quando i -+ oo } • 

Informações relativas a n(x) permitem-nos obter dados so -

bre o comportamento assintótico de Gkx. Funções de Lyapunov fo~ 

necem dados sobre Q(x), e isto é feito explorando, em particu -

lar, a propriedade de invariância de conjuntos limites através 

do chamado Principio de Invariância. 

A partir deste ponto, consideraremos G continua e utiliza-

remos a seguinte definição de função de Lyapunov dada por La 

Salle: 
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Para A um conjunto qualquer do Rn, a função V, definida em 

Rn tomando valores reais, é dita uma função de Lyapunov de (1.1) 

em A se: 

(a) V & continua em A: 

(b) V(x) = V(Gx) - V(x) ~ O para todo x em A. 

Nesta definição, a exigência de positividade de V é omiti-

da. Na seção 4.2, veremos o teorema 8 que expressa uma condição 

de suficiência para V(x) > O, mas que isto não precisa ser ne -

cessariamente verificado. 

4, 1" O PRH1C!PIO D.A IN'!JIJUi\NCI.A 

Utilizaremos doravante o Método Direto de Lyapunov para e~ 

plorar propriedades de conjuntos limites. Primeiramente, veja -

mos que: 

Proposição 6 

Todo conjunto ~(x) é fechado e positivamente invariante. 

Prova: 

Consideremos a sequência {yn} em ~(x} com yn + y. Se mos-

trarmos que y pertence a ~(x), então ~(x) é fechado. Como y 
n 

pertence a n(x), existe uma sequência de inteiros {n.} tal que 
1 

n. ~ 
G lx + yn e ni + oo quando i + oo. Logo, existe uma subsequencia 

n· > n, tal que lk 
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n 

Assim, considerando a sequência{ ni} com n 1 = 

11 Gnix - Y 11 ::;; 11Gn
1

x - Yn 11 + IIYn- Yll ~ 1 + IIYn- Yll 
n 

1 n· 
Como -oe 1' G 1 t t ~ y -+ y, cone u~mos que y -+ y e por an o y per -n n 

tence a rt (x) . 

Agora, se y pertence a rt(x), existe uma sequência de intei-

n· 
ros {n.} tal que G ~x-+ y e n· -+ oo se i-+ oo 

~ ~ 
. Pela continuidade 

n. n. +1 
de G, temos que G(G ~x) = G 1 x-+ Gy e Gy pertence a SG(x) 

Portanto, G(D(x)) est5 contido em SG(x) e D(x) ~positivamente in 

var·ian.te,. 

N~o podemos esperar, como no caso de funç~es continuas, que 

D(x) seja conexo. Entretanto, relativo à invariância, ele possui 

uma propriedade de conexidade. 

Um conjunto H, fechado e invariante, ~ chamado in~ariante -

mente conexo se H nâo pode ser expresso como uma uni~o de dois 

conjuntos invariantes, n~o vazios e disjuntos. 

Estamos mais interessados no comportamento de trajetórias 

limitadas. Uma trajetória Gkx limitada para k =O, 1 ... , ~mui-

tas vezes dita positivamente estivel no sentido de Lagrange. 

Proposição 7 

Se Gkx é limitada para todo k = O, 1, ... ' então SG(x) é nao 

vazio, compacto, invariante, invariantemente conexo e ~ o menor 

conjunto fechado que Gkx aproxima quando k-+ oo (isto é, Gkx -+Q(x) ). 
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Prova: 

Gkx limitada implica q 11e $G {x) ê não vazio e limitado. Pela 

proposição 6, segue-se que Q(~) ªcompacto. 

Se y pertence a Q{x), existe uma sequência de inteiros {k.} 
l 

k· tal que k. ~ oo e G 1 x ~ y se i ~ oo 
l 

. Como Gkx é limitada, po-

demos assumir que Gki-lx também converge (selecionando uma subse 

quência se necessário). Seja Gki-lx ~ z. Então z pertence Q(x) 

Como G(Gki-.1 xl =.: Gkix ~ Gz = y, obtemos que Q(x) está. contido em 

G(Q{x)), e portanto Q(x) é negativamente invariante. Pela propo-

sição 6, temos que Q(x) é invariante. 

Mostremos agora que Gkx ~ Q(x) quando Gkx é limitada. Desde 

que a distância de k 
G >c a r? (x) , 

1. 

d (GKx, r?(x)), & limitada conclu! 

l( 

mos que se G' x n5o aproxima r?(x), existe uma sequ~ncia {k
1

} tal 

k· k· -que ki ~ m, G 1 x converge e d (G 1 x, Q(x)) nao tende para zero 

quando i + oo • Mas isto contradiz o fato de que o limite de Gkix 

k k está em Q(x). Logo G x ~ Q(x) quando k ~ oo • Agora, se G x ~E 

quando k ~ oo e E é fechado, então claramente Q(x) está contido 

k em E. Assim,Q(x) é o menor conjunto fechado que G x 

quando x ~ oo 

aproxima, 

Resta mostrar que Q(x) é invariantemente conexo. Assumamos 

que nao o seja, isto é, Q{x) = Q
1

U Q2 , com Ql e Q2 conjuntos 

disjuntos não vazios, fechados e invariantes. Como Q(x) é campa~ 

to, também o são Ql e Q2 . Então, existem conjuntos abertos u1 e 

u2 tais que Ql éstá contido·em u1 e Q2 está contido em u2 . ~m

bém, como G é contínua, e portanto uniformemente continua em Q1 , 

existe um conjunto aberto v1 tal que Ql está contido em v1 e 

G(Q1) está contida em u
1

. Visto que Q(x) ê o menor conjunto fecha 

do que Gkx aproxima, necessariamente Gkx intersecciona v
1 

e u2 
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num certo tempo. Mas isto implica a existência de uma subsequê~ 

ki cia convergente G x que não está em ambos, v1 e u2 . Como Q(x) 

está contida em v1 U u2 isto é uma contradição. Portanto, Q(x) é 

invariantemente conexo. 

Sejam A um conjunto qualquer do Rn e A o fecho de A, in -

cluindo oo se A é ilimitado. Para uma função de Lyapunov de (1.1) 

em A, definimos o conjunto E assim: 

E = {x: V(x) = O, x em A} • 

Usaremos M para denotar o maior conjunto invariante contido em 

E e 

{x; V(x) c F x ern Rn_} 

Teor6na-Principio da Invariância 

Sejam 

(a) V urna função de Lyapunov de (1.1) em A, 

k 
(b) x urna solução de (1.1), limitada, contida em A, para todo 

k = o, 1, 

Então, existe um número real c tal que 

Prova: 

é não crescente a respeito de k e limitada inferiormente. Canse 

k quenternente, existe c em R tal que V(x ) +c quando x + oo • Ag~ 

ra, se y está em Q(x0
), existe urna sequência de inteiros { k. } 

l 
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tal que k. + oo e 
l 

k• 
x 1 + y quando i + oo. Como V é contínua, ternos 

que V(xki) + V(y) o ..., -1 =c e Q(x) esta contido em V (c). Como Q(x0 ) 

é invariante, V(Gy) =c e V(y) =O. Consequentemente Q(x0
) está 

~ k o contido em E e portanto em M. Pela proposiçao 7, x + Q(x). Lo-

k go, x + M ()V -l (c) • 

No exemplo que veremos a seguir, a fim de ilustrar de que 

maneira o Principio de Invariância pode ser aplicado, encontrar~ 

mos trajetórias periódicas , as quais definimos assim: 

A trajetória Gkx é dita pe~i~dica ou ciclica se para algum 

n n ~ .... 
n > O, G x = x. O menor n tal que G x = x e chamado pe~~odo da 

trajetória ou Oi'dem do eielo. Se n 1, x ~ um ponto de equili -

brio, 

Utilizaremos o fato de que um conjunto invariante H com um 

nfirnero finito de elementos ~ invarianternente conexo se e somente 

se H representa uma trajetória periÓdica. Isto pode ser visto 

por exemplo, em La Salle [17]. 

Exemplo 

Retornemos a equaçao 

G(x,y) = bx 

k+l z k Gz , k = O, 1, ... , z = (x,y) 

Corno vimos no capitulo 3, tornando a função 

V(x,y) 2 + 2 temos X y 

b2 2 , 2 a 2 
V(x,y) - 1) X + ( - 1) y 

(l+y2)2 (l+x2) 2 



52 

2 / 1, b 2 / 1 . é.. 1 b 1 t e para a , , , , a orLgem g o a men e assintoticamente 

estável. 

Analisemos, sob o ponto de vista de conjuntos invariantes 

os seguintes casos: 

2 
a) a < 1 e 

Como V(x,y) uma função de Lya-

punov para G em lR 2 . Aqui, E = M = { (0, O) } e como toda solução ... 
e 

limitada, o Princípio da Invariância mostra que as soluções se 

aproximam da origem quando k ~ oo. Este é o caso clássico de Ly~ 

punov: V(x)e -V(x) sao definidas positivas. 

2 b) a :( 1, e 

Podemos assumir 2 "I a < J_ e 1 2 
D 

" - l. Ent~o, V(x,y) 

e V e uma função de Lyapunov. Temos que E = { (x,y): y O} e co 

mo G (x,O) = (O, bx), M = { (0,0)} . Logo, todas as soluções a-

proximam-se da origem quando k + oo. 

2 
c) a l. 

Ainda, todas as soluções sãolimitadas. Temos que E= H é a 

união dos eixos x e y, isto é, E= M = {(x,y): x =O ou y =O} . . 
Ainda, V(x,y) < O. Pelo Princípio da Invariância, cada solução 

aproxima-se do conjunto { (c,o), (o,c), (-c,o), (o,-c)} para al

gum c (a intersecção de E com o círculo x 2+y 2 = c 2) . Existem 

dois subcasos: 

cl) ab = 1. 

Então, G(c,o) 2 == (o , bc ) , G (c , o ) = G (a bc , o ) = (c , o ) . Corno 

conjuntos limites são invarianternente conexos, toda solução a -

proxirna-se de urna destas trajetórias períodicéis: a origem, ou 

urna trajetória periódica de período 2. 



53 

c2) ab = -1. 

Temos G(c,o) 2 3 
=== (o , bc ) , G (.c ,. o ) = (a bc , o ) = (.-c , o ) , G (c , o ) = 

4 (o,-bc), G (c,o) = (-abc,o) = (c,o). Se c~ o, estas trajetó-

rias são periódicas de período 4. Como em cl, toda solução a -

proxima-se de uma destas trajetórias ou da origem. 

e 

2 2 2 
Seja B

6 
= { (x,y): x + y < o } . Para x €. B

0 
e o suficiente 

mente pequeno 

b 2 2 2 2 V(x,y) ~ ( --- 1) x + ( _a __ l)y ~ O 
1+8 2 1+8 2 . 

e -V~ uma função de Lyapunov para o sistema dado em B
0

• Temos 

que E =~ rvi { (o,o)] . Nenhuma solução, exceto a nula, iniciando 

nurn to em B~ pode aproximar-se da origem sem sa1r 
'0 

n 
J) (' 

() 
( S Lla. 

distância da origem ª crescente) e G(x,y) = (o,o) implica x=y=O. 

Portanto, toda solução necessariamente abandona B 0 pelo Princí

pio da Invari~ncia (instabilidade). E, desde que nenhuma solu 

çao pode saltar para origem num tempo finito, exceto a nula 

não existe solução não trivial tendendo para zero quando k + oo 

4.2. O PRINCÍPIO DA INVARIÂNCIA EM ESTABILIDADE 

Para um conjunto H contido em Rn, definimos H assim: x t A 

se existem sequências {x.} em Rn e {k.} em N tais que x. + y, 
l l l 

- k. -
yt. H , e G ~ (xi) + z. Topologicamente, H é chamado a pr•otongação 

de H. O conjunto de todos os z tais que ki + oo quando i+ oo é ch~ 

mado eonjunto pPotongado de H. Notamos que H es 

tácon tido en ij. 
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Proposição 8 

(a) Seja H um conjunto positivamente invariante compacto. En 
.... 

tão H é estâvel se e somente se H = H. 

(b) Seja H um conjunto invariante compacto contido num con -
,... 

junto A positivamente invariante, limitado e aberto. Então H ... 
e 

invariante. 

Prova: 

(a) Se existe z em H tal que z não estâ em H, então H não .. 
e 

estável. Para a reciproca, suponhamos H não estável. Então para 

al9uma bola aberta U de Hr a qual pode ser assumida limi 

existe uma sequ~ncia { x 11 em U tal que x 1 
+ y, y em H, quando i+oo 

k . 
e alguma trajetõria G x 1 eventualmente abandona U. Seja k. o me

l 

k· i ~ .. k· i -nor inteiro tal que G lx nao esta em U. Agora, G lx esta .. em 

G(Q) e e uma sequ~ncia limitada. Como ela contém uma subsequ§ncia 

convergente cujo limite não está em U, H não estâvel implica que 

H ~ H, o que e uma contradição. 

(b) Seja z em H. Então, existem sequências {xi}em A {ki}em ~ 

tais que x 1 +y, y em H, e Gkixi +z quando i +oo. Como Gki+l+Gz (G 

é contínua), vemos que Gz está em H e então G (fi) está contida em 

H. Agora, se {ki} é limitada, existe um n em N com Gnxi+ z. Mas 

- n - -entao, z = G y esta em H, pois H e invariante, e consequentemen-

te, existe W em H, H contido em H, com Gw = z. Se {ki} não é li-

mitada, podemos assumir que ki +oo quando i + oo 

está em A, logo é limitada e podemos assumir que Gki-lxi + w. As 
.... ~ 

sim, w pertence a H com Tw = z e H está contido em G(H). Segue -

,..., ... I I 

se que H e 1nvar1ante. 
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P<lra utn conjunto 11 t~lll H
11

, <1 regiiio ele utruçiio do processo i 

I-'C'r;1l~ l vo ( l. l) <~'11 li é cLtclit por: 

D (li) I (,k 
X: , X qu<1ndo k -~ ,,} 

onde Gkx • 11 significa que u. distânciél de Gkx u.té H converge p~ 

ra zero com k ~ oo 

Teorema 8 

Seja A um conjunto positivamente invariante, aberto e limi-

tu.do, se: 

(a) V e uma função de Lyapunov de (l.l) em A e M está contido em 

A, ent~o Me um atrator e A estâ contido em D(M) 

( }:) ) éLl disto, V ~ constante em M, ent~o M ~ assintoticamente 

estável (globalmente assintoticamente estável relativo a A) . 

Prova: 

(a) Como V e G são continuas, 
< 

V é contínua e E é fechado. 

Como M é o maior conjunto invariante em E, M 
~ 

e fechado. Pelo 

Princípio da Invariância concluímos que M é um atrator. Também , 

a continuidade de V implica que V e uma função de Lyapunov em A, 

o qual é positivamente invariante. Novamente pelo Principio da In 

variância temos que A está contido em D(M). 

(b) Para mostrar queM é estável quando V(x) =c, notemos pri 

méiramente que R está contido em ~' M e o maior conjunto inva -

riante em E. Então, se mostrarmos que M está contido em E, segu~ 

se queM= M e pela proposição 8, M é estável. Seja z em M. En

tão ckz ~Me V(z) ~c. Existem sequências {xi} e {ki} tais que 

i k· . i k i {x } ~ y, y em M, e G 1 xl ~ z quando i ~ oo, Como V(x ) ~ V(G x ), 
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vemos que c ? V(z). Logo, V(z) =c para cada z em M. Agora M e 

" invariante e portanto M está contido em E. 

Se M é um conjunto invariantemente conexo com um número fi 

nito de elementos ou um conjunto unitário, automaticamente V(x) 

= c. O Teorema 8 mostra que podemos obter informações a respei-

to da extensão da estabilidade assintotica, urna vez que a re-

gião D(M) é maior do que A. Por outro lado, nas aplicações em 

que M é o maior conjunto positivamente invariante contido em E, 

V(x)-c é positiva definida relativa aMe então fica estabeleci 

da urna condição suficiente para que urna função de Lyapunov seja 

definida positiva. Isto é, se as condições (a) e (b) do teorema 

foram satisfeitas e M for c maior conjunto invariante em E, en-

t.io \/ (x) > c ern A-Ivi, onde c e o valor de V em 1',1 (V (x) ---c é defi 

nida positiva relativa a M). 

Um resultado similar ao teorema 4, pode ser enundiado as -

sim: 

"o · 1 [Rn t A H b t S oeJam h em compac o e em _ a er o. e 

(a) V(x) ~ O para x em H e V(x) > O para x em A-H e 

(b) V é uma função de Lyapunov de (1.1) em A, então H e estável. 

Se, além disto 

(c) E está contido em H, então H é assintoticamente estável". 

A condição (a) mostra que V é definida positiva relativa a 

H, e se V for constante em M, esta condição pode ser suprimida. 

A condição (c) pode ser substituída por M em H. 

Como consequência imediata do teorema 6, obtendo condições 

de estabilidade assintótica global, temos: 



Corolário 

Se 

(a) V § uma funç5o de Lyapunov de (1.1) em ~n, 

(b) A = {x: V(x) < c} § limitado para cada c, c 

(c) M é compacto, 

então M § globalmente atrativo. 

Se, em adição: 

(d) V é constante em M, 

então M é globalmente assintoticamente estãvel. 

I! 11 
'I"' I ·1""- li 

A condicão (b) pode ser substituida por V(x) ~ oo 

Uma modificação Gtil do Teorema 6 é: 

57 

quando 

''Seja A um conjunto aberto limitado positivamente invaria~ 

te com respeito a (1.1) e suponhamos que G(O) = O. Seja V uma 
e 

função de Lyapunov de (1.1) em A, tal que V(x) < O para x ~ O 

em A. Sejam 

• 
E = {x: x € 3A e V(x) = 0} o 

e M o maior conjunto invariante em E . Então, todas as o o 

ções iniciando em A aproximam-se de M = M U {0}. E o 

solu-

(a) SeM= {O}, então a origem é globalmente assintoticamente es 

tável relativa a A. 

(b) Se O está em A, então cada solução iniciando em A aproxima-

se da origem ou de M
0 

quando k + oo. Se nenhuma solução ten

de para M quando k + oo, então a origem é globalmente assin 
o 

taticamente estável relativa a A. 
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Exemplo: Um Modelo DiRcreto em Epidemias 

Connid.ercmos uua s populações (heterossexual s) di stintn s 

onde os membros infectados de uma populaçâo podem transmitir uma 

doença para uma parte suscetivel da outra populaçâo. Seja x. a 
l 

parte da populaç~o infectada Pi. Entâo, l-x1 ~ a fraç~o susceti 

vel. Um simples e razoável modelo discreto é: 

isto e, 

)(~ ·-- B(x)x 

com o < a. < 1, o < b. < 1 e B(x) = I + B + B1 (x), onde 
l l o 

l-b1 
àl J [_:2x 

-a x l 1 B = l a: 
B

1 
(x) = o 

-b o 2 

Temos de B(x) ~O, I+ B
0 

~ O e B1 (x) ~ O para todo x em K onde 

A= {x: O < x. < 1 }. Também A e A são positivamente invarian
l 

tes (G(A-{0}) está contido em A). 

Casos a considerar: r (I + B ) ~ 1 e p (I + B ) > 1. o o 

(a) p (I + B
0

) c 1 corresponde a det B
0 

Como I + B
0 

~ O, temos que B
0 

~ -I. Logo, existe c > O tal 

T T -que c B ~ O. Seja V(x) = c x. Entao: 
o 

+ B
1 

(x) - r] x 

= cT[B
0 

+ A1 (xl]x $O para todo x em A e V(x) <Opa

ra todo x em A. 
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T Observamos que pode-se tomar c = (b2 , a 1 ) e ent~o 

Como G(Ã -{0}) est5 em A, M = {O}. Ent~o, a origem 6 glo -

balmente assintoticamente est5vel relativo a A, pelo teorema 8. 

Se ocorrer det R = O, E ~ a intersecç~o do eixo das coor o o -

denadas com A e novamente M = {0} implica o resultado acima. 

(b) Se P(I + B
0

) > 1, a origem é inst&vel pelo Teorema de Perron 

para o caso de instabilidade . 

• Notamos que em A, V(x) e V(x) sao positivas próximas à o-

rigem e ent~o, nenhuma soluç~o iniciando em K - {O} pode tender 

para a origem quando k + 'x'. 1\s soluçõe::o, obri9atoriamente, a.pr:2_ 

ximam-se de um conjunto invariante contido em A e existe um fini 

co ponto de equilÍbrio em A, que é: 

e 
l+y2 

yi == 

a. 
l 

b . 
. l 

Fazendo a mudança de coordenadas o w = x-x : w' = A(x)w 

onde: 

A(x) = 

Notamos que 

l-a o 
1 

e então tomamos 

al(l-xl) 

-1 
l-a 2o 

o 

com 8 = 
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No eixo das coordenadas x, temos M = {O} e desde que neo 

nhuma solução iniciando em A- {0} pode aproximar-se de M , ~=O o 
o o o ... e portanto, x = (x1 , x 2 ) e globalmente assintoticamente está -

vel relativo a A- {0}. 

Em sistemas dinâmicos conservativos, sabemos que se um e -

quilibrio não ~ minimo da Energia Potencial, então ele não e es 

tâvel. O teorema de Cetaev em equaç6es diferenciais mostra isto. 

Vejamos o a logo para equaç6es diferenças. 

Teorema de Instabilidade 

Sejam U em Rn aberto e y um ponto de equilibrio em au. Se-

ja N um aberto contendo Y· l''"ssumamos que: 

(a) v e uma função de Lyapunov de ( 1 . 1) em A = U () N. 

( b) MnA e vazio. 

(c) V(x) = c em ( 3U) n N. 

(d) V(x) < c para x em A. 

Então, se G(A) está contido em U, y ~ instável. Se U e po-

sitivamente invariante, então y ~ fortemente instável. 

Prova: 

Sejam N
0 

limitado contido em N, tal que y está em 

. ) 
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A
0 

= U n N
0

• Pelo Princípio da Invariância, alguma ~olução ini

ciando em A
0 

deve, eventualmente, abandonar A
0 

pois não pode se 

aproximar de (6U) N. Visto que sua primeira saída de A
0 

é ain

da U, ela deve abandonar N
0

• Como y está na fronteira de A
0

, y 

não é estável. Agora, se U é positivamente invariante, ele -na o 

pode ser um atrator, pois nenhuma solução iniciando em U pode 

aproximar-se de y quando n ~ oo 

Exemplo 

Consideremos Z k+l = Gzk, k = 0,1, .. q 111 f z = (x, y) , 

onde G(x,y) = (q
1 

(x,y) , g 2 (x,y)) com g
1 

(0, O) g2(0,0) = (0,0). 

Seja V(x,y) - -xy Ertt:acJ 

e 
V(x,y) 

Suponhamos que: 

(a) g
1 

(x,y) g 2 (x,y) >O para xy >O, e 

(b) g
1

(x,y) g 2 (x,y) > xy para xy >O, e (x,y) pr6ximo a origem. 

Então, com A = { (x,y): xy > O} , as condições de teorema 

de instabilidade são satisfeitas e a origem é fortemente instá-

vel. 

O seguinte corolário contém resultados análogos aos dois 

primeiros teoremas de instabilidade de Lyapunov. 

Corolário 

Sejam V, definida em Rn e assumindo valores reais, e G(O)= 

O. Arbitrariamente próximos à origem, existem pontos onde V(x)> 

O e V(O) =O. Num aberto N contendo a origem, 
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' V(x) = GV(x) + W(x) 

onde, ou: 

(a) W(x) é não negativa e S>O, ou 

(b) S~O e W(x) é definida positiv~. 

Então a origem é instável. 

Prova: 

Tomando U = {x: V(x) > O} , temos que -V é uma função de 

Lyapunov de (1.1) em A= NOU. Como, para todo x em A, G(x) es-

tã em U, a instabilidade segue-se pelo filtimo teorema. 



V. COlffiN'rARIOS SOBRE GENERALIZAÇOES E EX-

TENSOES DOS METODOS DE ESTABILIDADE 

5.1. FUNÇOES DE LYAPUNOV VETORIAIS 

A generalização usual de funções de Lyapunov escalares para 

funções de Lyapunov vetoriais é direta. Desigualdades escalares 

são repassadas oara desinualdades vetoriais e não existe algo 

essenciaJ.mente novo. 

~3 E: j a_ l\. 11Hl con :i un t.o CtlJFl r ern Seja v uma ~=unção de f i -

. l IRn . d - IRq d . f -- d n1aa em assw1nn o valores em • v e 1ta uma "unçao 1e Lya -

punov vetorial de (1.1) em A se: 

(a) v e continua em IRn e 

(b) v(x) = v(Gx) - v(x) ~ 0 para todo X em A. 

Dizer que v é urna função de Lyapunov de (1 .1) em A signifi-

ca que cada componente v. e urna função de Lyapunov escalar de 
l 

(1 .1) em A, com associados E. eM., onde: 
l l 

E = { x : v ( x ) = O , x em A } , 

M e o maior conjunto invariante contido em E e 

v- 1 (c ) = { x em IR n : v- 1 ( x ) = c , c em IR q } 

Assim, 

a 

L' v = v. 
l 

i=1 



64 

é uma funç~o de Lyapunov escqlar de (1.1) em A e os conjuntos E 

e M associados a V são os mesmos conjuntos associados à função 

de Lyapunov vetorial v. 

Como para o caso escalar, temos: 

Princípio da Invariãncia (1) 

Seja v uma função de Lyapunov vetorial de (1.1) em A. Se k 
X 

é uma solução limitada de (1.1) em A, para todo k =O, 1, ... , 

então existe um c em Rqtal que xk+MOv-1 (c) quando k+oo. 

Aplicação ao caso linear 

-~ 

Cons:Lderernos a equc:>-çao 

(5.1.1) xk+l = Bxk , k = O, 1, 

onde ~matriz quadrada de ordem ~é tornada não negativa. Assuma-

mos que exista (I-B)-1 e que (I-B)-1 seja não negativa. Seja 

-1 v(x) = (I-B) x 

Então v (x) = -x e portanto v (x) é uma função de Lyapunov de (5.1.]) 

n 
em IR+ • 

Agora, R~ é positivamente invariante e cada solução inician 

do em IR~ é limitada, pois para cada c em ~q, Ac={x:v(x)~c, x ~O} 

é limitado. Temos que M é a origem. Então, pelo Princípio da 

Invariância, cada solução de (5.1.1) converge para a origem 

quando k + oo é a origem.é globalmente assintoticamente está-

vel. 

Generalizando a idéia de Arrow, Block e Hurwicz [1] para a 
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construç§o de uma funç~o de Lyapunov, a pr6xima definição de 

função de Lyapunov vetorial não requer que qualquer uma de suas 

componentes seja uma função de Lyapunov escalar. 

P<J:ru. w definida em tRn e assumindo valores em IRq, e defi 

nimos 

W(x) max 
i 

{w.(x)}, 
~ 

o 
w(x) w(Gx) - W(x)fJ 

onde ~J . = l , i 
~ 

l, ... ' q. 

e 

ó 
( w . ( x ) = w . ( Gx ) - W ( x ) ) • 

~ ~ 

Dizemos que w é uma função de Lyapunov vetorial de (l.l) em 

A se: 

(a) w e continua em Rn e 

o 
(b) w(x) ( O para todo x em A. 

Definimos: 

E = {x: w(x) ~ O , x em :AJ 

e M o maior conjunto invariante em E. 

Pode-se notar que se x estã em A, então x estã em E, e para 

algum i= l, ... , q, 

Também: 

o 
w. (x) = O. 
~ 

o 
w(x) = w(x) + w(x) - W(X)fJ 

o • 
Portanto, w(x) ~ w(x) 

o 
e requererw(x) ~ O nao é tão estrito 

• quanto requerer w (x) ~ O. De fato, w pode ser uma função de Lyap~ 

nov vetorial em A neste sentido e ainda pode ser que nenhuma 

componente de w(x) seja uma função de Lyapunov escalar em A. En 

tretanto, 



. 
W(x) 

o 
max {w. (x)} 

l 

i 
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de modo que, se w § uma funçâo de Lyapunov vetorial em A, W e 

uma funç5o de Lyapunov escalar em A. 

Desta forma, temos: 

Principio da Invariância (2) 

Se w ~ uma funçâo de Lyapunov vetorial de (1.1) em A e 

e uma soluçâo limitada de (1.1) em A para todo k = 0,1, 

k -1 tâo, para algum c, x -~ r1 () W (c) quando k -+ co 

k 
X 

en 

~ 

Retomando a equaçao assurrtlrnos existe c em IR.n 

c > O, tal que 11 Bj\ c < c. Seja 

w. (x) 
l 

Então: 

c. 
l 

I X; I 
W (x) = max { ', _::::_1 } 

Portanto: 

w. (Bx) 
l 

i 

li 

c. 
l 

( Bx) . 
l 

c. 
l 

11 l 
< 

c. 
l 

C li Bll c) . 
l 

~ W (x) 
c. 

l 

n 

L lx.l 
lb .. lc. ~ 

IJ J 
j=l cj 

< W(x) para x ~ O . 

o 
Consequentemente, w(x) < O para todo x ~ O e w(x) é uma fun -

- n ..., çao de Lyapunov vetorialde (5.l.l)emR . Me a origem. Como W(x)+ 

oo quando lx\ + oo toda solução é limitada e então, aproxima -

se da origem quando k + oo 
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1\ssim, a existência, de c !> O, c em !Rn, tal que IIBcll < c e 

uma condição suficiente para a estabilidade assintótica da ori-

gem. 

5.2. ESTABILIDADE SOBRE PERTURBAÇÕES E ESTABILIDADE PRÁTICA 

-Retomemos a equaçao (1.1) 

Xk+l = Gxk , k = O, 1, 

O que ocorre com a estabilidade de (1.1) sobre perturbações em 

G? 

A part de 1930, com o estudo das reciprocas dos teoremas 

de Lyapunov, passaram a ter algumas respostas as questões de e~ 

tabilidade sobre perturbações na função de equações diferenciais. 

No caso das equações diferenças, esta teoria foi introduzida em 

1963 por Halanay [11] , fornecendo ferramentas teóricas impor -

tantes. As considerações aqui apresentadas baseiam-se em La Sal 

le [18], Ortega [23) e Hurt [121. 

Consideremos o sistema perturbado 

( 5; 1) k = o, 1, 

onde a perturbação E nao e conhecida a priori, porém nao muito 

grande. Certamente, estabilidade simples de (1.1) é muito frá -

gil para implicar o mesmo tipo de comportamento em (5.1), mas 

pode-se esperar alguma relação se (1.1) for assintoticamente es 

tável. Para estabelecer esta relação é necessário assumir, no 

mínimo, que G seja Lipschitz contínua próxima a um ponto de e -

quilíbrio. 
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Para x* um ponto de equilÍbrio de (1.1), diremos que x* ~ 

e 

totalmente estável .sobre perturbaçÕes se dado E > O, exis -

tem êi(c) >O, i~ 1, 2, 3, tais que para uma função E, de Rn em 

Rn, a qual satisfaz 

para 11 x-x *li ~ ê 2 (E) 

- -k 
a soluçao x de (5.1) satisfaz 

--k 
llx -x*ll ~ E, k == 1, 2, ... quando li x

0 
-x*ll <: ê 3 (E) 

Se existem o , r e k(E), positivos, tais que 
o o 

IIExll ~ o1 (c) se llx -x*ll ~ o
0 

e 

li ;k_x *li ~ c para todo k ::> k (c) 

que x* e rtementc estaveZ s re vertu a oc 

diremos 

Se as condiç6es do Teorema de Ostrowski forem satisfeitas , 

isto e, se G for diferenciável no ponto de equilíbrio x* de (1.1), 

temos que x* é totalmente estável sobre perturbações. 

De uma forma mais ampla, Halanay [11] e Driver [6] mostraram 

que estabilidade assintótica da equação (1.1) implica em estabi-

lidade total sobre perturbações. Mais ainda, conforme La Salle , 

para G Lipschitz continua, a estabilidade assintótica de (1.1) 

garante estabilidade forte sobre perturbações. 

A definição de estabilidade total possui uma aplicação ime

diata para o problema de arredondamento do erro na iteração (1.1) 

e também para o truncamento .do erro, se G é definida, por exem -

p1o, por uma série infinita. Em ambos os casos, é produzida na 

-k k 
prática uma sequência {x } que satisfaz (5.1), onde E~ é o erro 

produzido na valoação 
-k 

de Gx . 

Uma questão importante, mas a qual parece não ter sido con-



69 

siderad~ n~ teori~ de equaç2es diferenças, est& no comportamen

to limitado da sequªncia {;k} . Primeiramente notemos que, se G 

é contínua em x* I - . ""k * ""k a sequencla x + x somente se Ex + O quan-

"k do k + oo. Se {Ex } nao converge para zero, o caso especial do 

teorema de Urabe [34] é proveitoso. 

Teorema 

Suponhamos que existem a < 1 e o > O tais que 

IIGx-x*ll :::; a llx-x*ll se llx-x*ll (o e 

Então: 

' ~k k (,1 
11 X -x*ll ::ç_ Ci O + 

l-a 

O conjunto {x: llx-x*lk 
l-a 

e muitas vezes chamado "bola de exatidão limitante". O teorema 

acima diz-nos que, se em cada passo da iteração, um erro de ar-

de exatidão limitante possui um raio 

redondamente, não excedendo a o 1 > O , é cometido, então 
ôl 

a bola 

l-a 

No estudo do erro em processos iterativos, o conceito de 

estabilidade prática pode ser mais proveitoso que o de estabili 

dade sobre perturbações. Para equações diferenças, uma so~ução 

é considerada estável se ela entra e permanece num conjunto su-

ficientemente pequeno. Para efeitos de arredondamento de erro 

este não é o caso. Entretanto, se todas as soluções estão e pe~ 

manecem próximas à um ponto de equilíbrio, o método é julgado 
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satisfatôrio. 

Seja x* um ponto de equilíbrio de (1.1) e ;k uma solução 

de (5.1). Sejam: Q um conjunto compacto contendo x*, Q
0 

um sub-

n n -}': 
conjunto de Q c para l'3 > O dado, P = {E: ll1 -~H. tõl que I!Ex il .f. ô} . 

Se , para cada E 
-·o 

em P e para cada x "o -em Q , Gx esta em 
o Q 

(Gx
- o . . . 

1n1c1a e permanece em Q) , então x * e di to pra tiaam ente es ti_-

vel. Isto é, as soluções que iniciam em Q
0 

permanecem em Q. 

Os resultados a seguir podem ser vistos, por exemplo, em 

Hurt [12] . 

Teorema 

Seja A em Rn, possivelmente ilimitado. Sejam V(x) e W(x) 

funç6es de valores reais definidas e continuas em A, tais que • 

para todo x de A: 

(a) V(x) ::;: O 

(b) V(x) V(Gx) - V(x) ~ W(x) ~a para alguma constante a. 

Sejam 

s = {X: W(x) ::;: o, X em :AJ 

b = sup { V (x): X em S} 

T = {X: V(x) ~ b+a, X em A} 

Então, toda solução xk de (1.1) que está em A e entra elu T quando 

k = k
1 

, permanece em T para todo k ::;: k 1 

Corolário 1 

Se ô - Sup {- W(x): x em A-T}>~ então cada solução xk de 
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(1.1) que está em A, entra em T num número finito de passos. 

Corolário 2 

Se A é da forma: A= A(n} = {x: V(x} < n}, e se forem sa-

tisfeitas as condições do teorema e corolário l, então todas as 

soluções que iniciam em A, permanecem em A e entram em T num nú 

mero finito de passos. 

Aplicação no Método de Newton-Raphson 

O M6todo de Newton-Raphson visto na seção 3.2 com erro e 

élc:1do 

k+l z k k G(z ) + Ez 

onde 11 Ezkll ~ [ para algum E > O. 

Um valor para E pode ser obtido assumindo que zk 6 conheci 

do e estudando os passos de computação, com minúcia , para esti 

k+l E k . l . mar o erro em z . O termo z 1nc Ul os efeitos de erro nas 

funções G(z), [G' (z)] -l e qualquer outros erros que podem ser 

encontrados. Muitas vezes não é difícil encontrar uma estimati-

va para E; o problema é determinar o efeito "líquido" do termo 

Ezk no conjunto limite de uma solução zk. 

Com as mesmas considerações em G(z} e as mesmas expansoes 

usadas no capítulo 3, a eq~açao diferença dada acima fica: 

Tomamos V(e) = 11 e 11 . Então: 

V(e) ~- (1-k(nlllelll llell +E= W(e) -:'SE · 
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O conjunto S é dado por: 

S {e : W (e) ? O } = {e:' li e li ~ b} 

onde 

b = b(n) 
1- ll-4k007 2 = E: + 2k ( n) t: + ... 

2k(q) 

desde que 4k(n)E < 1 . Se 4k(E) ~ 1, ent~o w(e) ~O e as itera 

das n~o podem convergir. O conjunto T é dado por: 

T = {e : V (e ) ~ b + E } = {e : li e li <; b + E } 

Notamos que para n suficientemente pequeno 

2 W(e) ~ -(b-k(n)(b+t:)} = -cS 

Do coroJ.ár.io 2, se o > O, temos qtre b.YJaE3 as 

em A(n ) , permanecem em A(n ) , entram em T num nGmero finito de o o 

iteraç6es e permanecem em T. Aqui, n foi tomado tal que o 

2 
b (n ) - k (n l (b (n ) + E) > o 

o o o 

Se n1 e a menor soluç~o positiva de n1 k(n 1 ) 

tornando n
0 

< n
1 

ser~o satisfeitas 

k(ll )n < 1 e o o 
2 

b(n ) - k(n ) (b(n ) + E) > o . 
o o o 

A condiç~o 4k(n )E< 1 passa a ser uma condição de 
o 

exatidão na computaç~o. 

1, ent~o 

Deste modo, um efeito do arredondamento do erro é reduzir 

k a região de convergência. E outro, é que o erro de cada z 

pode, geralmente, ser reduzido muito inferior a 

b + E = 2 + 2k(q)E + ... 

-na o 

o valor b + E é chamado exatidão definitiva obtida com o arre-
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dondamento do erro. Observamos que para E pequeno, a exatid~o de 

finitiva é aproximadamente 2E ou, aproximadamente duas vezes o ar-

redondamente do erro cometido em cada passo. 

Se a exatid~o definitiva for grande, ent5o o rn5todo ~ jul -

gado "fraco", visto que o efeito de um pequeno arredondamento do 

erro ~ um grande erro na soluç~o computada. Se a exatid~o defini 

tiva for pequena, o m~todo ~julgado "satisfatório", pois um pe-

queno arredondamento produz um pequeno efeito na soluç~o comput~ 

da. Neste sentido, o rn~todo de Newton-Raphson ~ julgado satisfa-

tório. 

Aplicação ao Caso Linear 

~ 

Consideremos a equaçao diferença 

k = o, 1, 

B uma matriz quadrada de ordem n e d em ~n. 

Conforme vimos anteriormente, as iteradas xk ser~o conver -

gentes se p(B) < l. 

Suponhamos p (B) < l e tomemos IIB li À < 1. Sejam x* um pon-

to de equilíbrio da equaç~o dada e xk = x* + k - k e . Entao, e sa -

tisfaz a equação 

k = O, l, 

k onde Ee representa o arredondamento do erro cometido no passo k. 

Assumamos que existern·constantes positivas Tl e E tais que 

para todo k e todo e, llell < n. 

Consideremos a funç~o de Lyapunov V (e) = llell. Então , 



V(e) -15 -1(1-À) llell + E: = W(e) ~E: 

Portanto, o conjunto S e dadó por: 

e b = 

S = {e: W(e) ~ O} = {e: llell ~ } 

T e dado por: 

T = {e: V(e) ~ b+E:} 

1-À 

{e: llell ~ (2
-À) E:} 

1-À 

Se 11 > 
( 2 -À) 

1-À 
E: , podemos escolher 

A= {e: V(e) < n} = {e: llell ~ n} 

e o corol~rio 2 ~ v~lido. Deste modo, se e 1 est~ em A, ent~o 
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a 

soluç~o permanecer~ em A, entrar~ em T num numero finito de ite-

rações e permanecera em T para todas as iterações seguintes. 

Observando o conjunto T, temos que a exatid~o definitiva e 

2-À 
dada por b + E: =--E:. Se À está muito próximo de 1, ent~o a 

1-À 

exatid~o definitiva pode ser grande para E pequeno. Por exemplo, 

se À = 1-a, - -1 E: entao b +E: = (a + l)c ~- e pode ser grande. 
2 2 

Isto indica que este rn~todo de iteraç~o dar~ resultados aceit~ -

veis somente se À = IIB 11 for consideravelmente menor do que 1. 

5.3. EQUAÇÕES DIFERENÇAS NÃO AUTÔNOMAS 

-Um certo numero de equaçoes diferenças ou processos itera -

tivos usa um parâmetro variavel de alguma esp~cie. Simples exem-

plos são os m~todos tipo SOR ou o m~todo de Newton-Gauss-Seidel. 

Equações deste tipo podem ser escritas na forma 

(5.2) k+l k 
x = G (x , k) , k = o, 1, 

para uma sequªncia de operadores Gk. 
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-A equaçao (5.2) representa a forma ger~l de urna equaçao di 

ferença de primeira ordem não-autônoma e tem sido extensivarnen-

te usada por 'muitos autores, cdmo :pode~ser ~±sto~ern~ofte1a [24]. 

Um ponto x* é dito ponto d.e cqu.ilDn•1:o de (5.2) se x* for 

um ponto fixo comum aos operadores Gk' isto é 

x* = G(x*, k) k = o, 1, 

Assim, as definições de estabilidade e atratividade dadas 

no capitulo 1 para a equação (1.1) são similares para (5.2). En 

tretanto, existem outros tipos de estabilidade para (5.2), os 

quais envolvem considerações de uniformidade. 

~ importante explicitar para que valores iniciais de k e x 

se refere uma soluç~o de (5.2). Escreveremos x(k; p, tJ' 
X' } pa~ra 

denotar urna solução de (5.2) a qual inicia no Indica p com va -

lor inicial xP, isto é, 

G(x(k;p,xP), k) k p, p+l, 

onde 

Sejam G uma função do Rn em Rn e x* um ponto de equilibrio 

de (5.2). Então x* é: 

(a) uniformemente estável se para cada E > O, existe um 8 (E) > O tal 

que para cada p ~ O, llxp-x*ll < 8 (E) implica 

llx(k;p,xp) -x*ll < E , k = p+l, 

(b) uniformemente atrativo se para cada E > O, existe um n = n(~) 

tal que para cada p ?-O e algum 8 >0, llxP-x*ll < 8 implica 

11 x (k+p;p, xP) x*ll ~ E, k = n, n+l, 

,(c) uniformemente assintoticamente eatável se é uniformemente estável 

e uniformemente atrativo. 
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Para ilustrar esta definiç~o, consideremos o seguinte e -

xemplo em IR1 . 

(5.3.1) 

A solução 

k 
X 

xk+l = (k+l) (xk) 2 
2 

iniciando em k=O 

k (k-1) 
2 

(k-2)4 

2 2 2 

e 

(1:.) 
2k-l 2k 

(xo) 
I k 1, 2 I 

2 

Para \x0
\ 

k suficientemente pequeno, x ~ O quando k ~ oo. Logo, a 

origem é atrativa r:ara (5.3. t).Has não é uniformemente atrativa 

pois dado um 8 > O, podemos tomar p tal que (p+l)8 2 ~ 2, de mo

do que para algum \xp\ = 8, temos \xp+ll ~ 1 e então \xk+pl~ oo 

quando k + ex, 

A importância de uniformidade atrativa com respeito a pro-

cessas iterativos é que o valor de um resultado de convergéncia 

- - o ~ . . local nao reside em garantir a convergencia se x esta suf1c1en 

temente pr6ximo de x*, mas sim, assegurar a convergéncia 

cada xk pr6ximo de x*. 

para 

A teoria de Lyapunov anterior estende-se de uma forma qua-

se natural para equaç6es não aut6nomas, onde uma função de Lya-

punov dependerá de x e k. Extens6es desta teoria envolvendo es-

tabilidade e estabilidade uniforme, foram estudados por Driver 

[ 6] , Hahn [ 9] e Halanay [11] 

Consideremos a equaçao (5.2) e a função de valores reais V 

n definida em N x IR . Definimos 

V(x,k) V(G(x,k), k+l) - V(x,k). 

Seja A um conjunto qualquer do /Rn. V é dita uma função de Lyap~ 

nov de (5.2) em A se: 

(a) V é contínua 



(b) V é limitada inferiormente 

(c) existe uma função real contínua W definida em Rn tal que 

. 
V(x,k) <; - W(x) para todo x em A, para todo k ~ k 

o 
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Sejet I\ o fecho de I\ contendo o co se A é ilimitado. Defini-

mos o conjunto 

E = {x: W(x) O, x em A} 

Uma solução de (5.2) sera representada por ~(k). 

Teorema 

Se exis-te: urna de. L~far::;unov para (502) em A e 

e urna solução de (5.2) que permanece em A para todo k ~ 

tão: 

(p (k) -+ E* EU {w} quando k -+ co 

Observemos que: 

k ' o 
er1-

(a) Se ~(k) é limitada e V(x,k) V (x), então existe algum c tal 

que ~ (k) -)- En v-1 (c) onde 

{x: V(x) = c, x em A} 

(b) Se A = Rn e W(x) é definida positiva, então E = {O} e todas 

as soluções convergem para a origem quando k + oo 

Muitas vezes, o conjunto A pode ser construído de tal for-

ma que todas as soluções que iniciam num conjunto A1 contido em 

A, permaneçam em A. Tais casos são cobertos pelo seguinte: 
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Corolário 

Sejam u(x) e v(x) funções de valores reais continuas. Se-

j<1 V(k,x) L1l que 

u(x) ~ V(x,k) ~ v(x) , para todo 

Para algum n definimos os conjuntos: 

A(n) = {x: u(x) < n} 

k ~ k . o 

Se V e uma função de Lyapunov para (5.2) em A(q), então 

todas as soluções que iniciam em A1 (n), permanecem em A(n) e 

convergem para E quando k + oo 

Estes dois resultados, teorema e corolãrio, dão condições 

suficientes para n (~(k)) esteja contido em E. Existe urna arte 

para encontrar V, W, v, u, isto ~. funções que forneçam o maidr 

A(q), o maior A1 Cnl e o menor E. Um nGrnero maior de informações 

com respeito ao comportamento das soluções pode ser obtido con-

siderando diversas fiunções de Lyapunov diferentes e combinando 

os resultados. 

Os resultados aqui enunciados, e outros, podem ser encon -

trados, por exemplo, em Hurt [12], La Salle [18] e Ortega [23]. 

Ressaltamos que os mesmos imolicarn na teoria desenvolvida ante-

riorrnente. 

Exemplos 

-1. Consideremos a equaçao 
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(5.3.2) k+l k k x = B(x ,k)x , k = 0,1, 

onde k 
B (x , k) é uma matriz de ordem nxn. 

Para alguma norma llxff, definimos a norma da matriz B (x,k) 

por: 

jjB(x,k)lf m in { b : li B (X , k ) Yll ~ b li Y li , y f O} 

Assim 

IIB(x,k)ll ~ IIB(x,k)ll llxll. 

Seja V(x,k) = lfxff. Então 

V(x,k) = 1\B(x,k)xll - lfxff ~ ([IB(x,k)ll- l) [Jxll . 

Temos u(x) = v(x) = V(x,k) [[xff. Então 

Para todo x em A(n) e para todo k >,. k
0

, seja j[B(x,k)jj ~ a(x), 

onde ~v(x) = + (1-ax)jjxff. Então, temos V(x,k) :% -W(x), e V é uma 

função de Lyapunov para (5.3.2) em A(n). 

Se a(x) < l para todo x em A(n), então W(x) ~ O, o conjun-

to E é a origem e possivelmente, na fronteira de A(n). Como 

k .. - -V(x ,k) e nao crescente em funçao de k e 3A(n) 
~ 

e uma superfí -

cie de nível de V(x,k), as soluções não podem se aproximar de 

3A(n). Então, todas as soluções que iniciam em A(n), permanecem 

em A(n) e convergem para a origem quando k ~ oo. O conjunto A(n) 

é o domínio de atração de (5.3.2). 

Variar a escolha da norma, resulta em variar a(x) e o domí 

nio de atração. 



80 

2. Consideremos a equaçao diferença em R2 

k+l k 
X = y 

(5.3.3) 
k+l 2 k k y = a x + p(k)y 

onde O < a < 1 e o < o ~ p(k) < 1 - a 2 

Se p(k) = p, uma constante, as condições de estabilidade 

são satisfeitas e todas as soluções aproximam-se da origem qua~ 

do k -+ oo. 

Investiguemos a função 

2 2 2 V((x,y),k) = V(x,y) =a x +y 

Temos que: 

f 

'J ( ).~ f }7 } 
2, 1 2 . '1 \ , 2 2 2 2 - a +~a x+plKIYJ -a x +y 

2 2 4 2 2 2 2 2 2 2 a y +a x +2a xp(k)y+(p(k)) y -a x -y 

- a 2x 2p(k)+a 2x 2p{k)+a 2y 2p(k)-a 2y 2p(k)-y 2p(k)+y 2p(k) 

-a 2 p ( k ) ( x-y) 
2 +a 2 ( p ( k ) - (1 -a 2 ) x 2) 

+(p(k)+l) (p(k)-(l-a 2 Jy 2 
.:;: -a 2 p(k) (x-y) 2 

2 2 
~-a o(x-y) =-w(x,y) ~o. 

- - - k k Pelo corolario, todas as soluçoes sao limitadas e x -y -+0 quan-

do k-+ oo, (A origem é estável pelo Método direto de Lyapunov). 

Agora, se tomarmos o < p(k) 2 
< l-a -E, para algum E>O, ob-

temos 

. 2 2 2 2 2 
V(x,y) ~-a o(x,y) -a EX -(l+O)Ey = -W1 (x,y) ~ 0 e 

w1 (x,y) = O se e somente se x=y=O. Neste caso, todas as solu -

ções tendem para a origem quando k-+ 00 • (A origem é assintotica 

mente estável pelo Método Direto de Lyapunov) . 
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5.4. MODELOS DE ECOSSISTEMAS 

A fim de descrever da melhor forma possível, condições pa-

ra que um modelo de ecossistemas permaneça estável sob efeitos 

de mudanças estruturais nas interações entre os componentes 

Siljak [29] introduziu o conceito novo de "estabilidade conecti 

va e exponencial". 

Consideremos um sistema din~mico com tempo discreto descri 

to pela equaç~o diferença de primeira ordem n~o ·aut8noma 

( 5. 3) t = 0,1, 

para uma sequ~ncia de operadores Gt. 

Assumimos que G (o r t) = U para todo t ?: 0 e que: X* ···· 0 e o 

E-~c:It1 i lÍ.l.Jr icJ de ( 5. 3) " 

As características de estabilidade desejadas para ecossis-

temas representados por (5.3) s~o dados pela seguinte definiç~o: 

O equilibrio x* = O de (5.3) e eonec't1:vamente e e:r:ponl'neú:J: 

mente e.stável se existem números M ~ 1 e m > O (os quais inde

pendem das condições iniciais (x0 ,t ) tais que: o 

exp [- m (t-t
0

) J 

Esta definiç~o expressa a necessidade de que o ecossistema 

representado por (5.3) seja invulnerável para perturbações es -

truturais e de uma certa condição de estabilidade para que 

após cada perturbação, as soluções voltem para a origem mais 

forte que uma exponencial. 

Quando um modelo de ecossistemas nao linear representado 

por (5.3) possui mais do que um ponto de equilíbrio, ele n~o 
~ 

e 
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globalmente estâ.vel. t: o caso do clássico modelo Lotka-Vol terra. 

Se a estabilidade de um equilibrio não trivial é estabelecida 

por linearização, então e de interesse encontrar uma extensão 

da regi~o de cstitbilidade contendo tal ponto de equilíbrio. 

Seja S :::: {X em n~ n: I X • I < )J • , IJ • > o , i= 1 , ... , n} . 
l l l 

Considerando a função de Lyapunov V, de valores reais pos~ 

n tivos e definida em R , dada por 

V(x) = max {d-:-1 lx.l} 
l l 

i 

d. >O, i= 1, ... , n, Siljak mostrou que uma reri5o de estabi
l 

!idnJa do ponto de equilibrio x* 

onde v o min 

i 

-1 
{ d. li. } 

1 l 

n 
}{ C?In tpk;.l J 

O de (5.3) é dada por 

T~mbém, se a origem é conectivamente e exponencialmente estável, 

V(x) e uma funçi:io decrescente para x em Te para todo t. Corno 

BT e urna superficie de nivel de V(x), as soluç5es que estão em 

T, permanecem em T e convergem exponencialmente para a origem 

quando t ~ oo. O conjunto T é também uma Pegi5o de e~tahilidade 

exponencial para o equilibrio x* = O de (5.3). Como a função 

V(x) possui a mesma forma geométrica que a região S, S = T. Con 

siderando que T é invariante sobre perturbações estruturais 

Siljak concluiu que T é também uma reqião de estabilidade conec 

t1:va. 

Modelo Lotka-Volterra 

Consideremos uma versão discreta do modelo Lotka-Volterra 



para 

( 5. 4) 

onde 

-n sao 
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interações de n populações 

n 
t+l t 

[1 + + L b. ·Y·l i 1, y. = y. c. = . . . ' n. 
]_ )_ ]_ ]_ J J. 

j=l 

t i-ésima espécie tempo t, b .. , i, j 1, y. e a no ci' ]_ lJ 
dados, todos b .. negativos. numeros e sao 

]_]_ 

Seja y* r' ll um ponto ele equilíbrio tal que y-J: > O, para to 
]_ 

do i = 1, ... , n. 

Siljak mostrou que há estabilidade conectiva e exponencial 

em toda região 

T = S = { x em IR n : I x i I < y i - c , i -·- 1 , . . . , n ] , c > o. 

Este resultado pode ser interpretado de diversas maneiras. 

Ele inclui extens~es ou adiç6es de espécies e pode-se concluir 

que a estabilidade é invariante para interaç6es vari&veis tais 

como saturação na capacidade de ataque dos predadores, e, que 

(5.4) é "robusto" com respeito a não linearidades nas inter a-

ções entre espécies na comunidade. 
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