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Resumo

Este artigo apresenta um método adaptado do estudo de repetitividade e reprodutividade (R&R) para analisar a
capacidade e o desempenho de sistemas de medicdo, no contexto da andlise de dados funcionais. Dados funcionais
ocorrem quando a varidvel de resposta ¢ caracterizada por uma cole¢do de dados que formam um perfil ou uma
curva, e ndo por uma observacdo individual. O método proposto ¢ uma alternativa ao uso de métodos tradicionais
de andlise, que sdo ineficientes para dados funcionais. O método apresenta uma adaptacédo da andlise de varidncia de
dois fatores. Foi usada a distdncia de Hausdorff como medida de proximidade entre as curvas. O método proposto foi
aplicado a um estudo simulado de R&R. O estudo foi estruturado para analisar cenarios em que o sistema de medicédo
foi aprovado e reprovado. Os resultados foram comparados com os obtidos através da aplicacdo da ANOVA ponto a

ponto nas curvas. O método proposto foi denominado de ANOVA das distancias.
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1. Introducéo

A analise de dados funcionais (ADF) configura-se
como necessidade crescente para a Engenharia da
Qualidade (EQ). A auséncia de técnicas adaptadas
para dados funcionais leva a utilizagdo de métodos
equivocados na otimizacdo de produtos e processos
por eles caracterizados. O emprego de métodos
desenvolvidos para variaveis de respostas com valor
unico pode deteriorar a confiabilidade de um produto
ou processo cuja otimizag¢do envolva respostas
funcionais (FOGLIATTO, 2008).

A avaliacdo do desempenho e da capacidade de
um sistema de medigdo (SM) envolve a andlise de
diferentes tipos de caracteristicas de qualidade (CQs).
Existem CQs para as quais o resultado da amostragem
da variadvel de interesse ¢ representado por uma
colecdo de dados que pertencem a um perfil ou
uma curva. A partir desses pontos ¢ possivel estimar
os parametros que descrevem a curva. O conteudo
informativo de uma curva é maior do que o de um
ponto individual. Os valores discretos medidos sdo
pontos de uma func¢io dependente de outra varidvel,
denominada indexadora. Ramsay e Silverman (2005)

denominam colecdes de dados dependentes de
variaveis indexadoras de dados funcionais. A funcio
que representa o conjunto de dados pode ser obtida
através de um processo de interpolagdo, utilizando
técnicas de suavizagio.

0 estudo de repetitividade & reprodutividade
(R&R) é uma ferramenta da EQ usada na analise
de SMs. Nos estudos de R&R, o instrumento de
medicdo ¢ usado para medir repetidas vezes as
amostras de um produto. A repetitividade se refere a
variabilidade caracteristica do instrumento de medicio,
e decorre da sua capacidade de fornecer leituras
repetidas muito préximas, sob as mesmas condi¢des.
A reprodutibilidade se refere a capacidade de um SM
apresentar os mesmos resultados a partir da alteracdo
nas condicdes de medigdo, tais como mudancas
de avaliadores, diferentes turnos de trabalho, ou
alteragdes de processo. O objetivo do estudo de R&R
¢ determinar se a variabilidade do SM ¢ relativamente
menor que a variabilidade do processo monitorado
(INTERNATIONAL..., 2008; BURDICK; BORROR;
MONTGOMERY, 2003; AUTOMOTIVE..., 2002).
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0 método de analise mais usado em estudos de
R&R ¢ a andlise de varidncia (ANOVA - Analysis of
Variance). A ANOVA permite decompor a variabilidade
do SM e avaliar a interacdo entre suas componentes.
A estimativa da variabilidade do sistema ¢ obtida
a partir da variancia do erro aleatodrio, dado pelas
replicagdes. O erro de medicdo ¢ composto pela
dispersdo do instrumento, pelo efeito do avaliador e
pelo erro aleatdrio devido as replicacdes. Os critérios
mais usados para avaliar a capacidade de um SM séo:
(1) indice de capacidade de medicdo (/CM,), dado
como um percentual de variabilidade do processo; (1)
indice de capacidade de medigéo (/CM,), dado como
um percentual da variabilidade da especificacdo do
processo; e (7if) razdo sinal-ruido (SVR) ou numero de
categorias distintas (ndd. O ICM, indica a distorgéo
da variacdo do processo devida ao SM. O /CM,
representa a habilidade do instrumento de classificar
os produtos frente as especificacdes. O ndcreflete a
capacidade do SM de discriminar categorias, dentro
da variacdo do processo. A industria automotiva,
por exemplo, recomenda o uso do /CM, e o ndc nas
avaliacOes dos sistemas de medicoes (BARRENTINE,
2003; BURDICK; BORROR; MONTGOMERY, 2005;
AUTOMOTIVE..., 2002).

A maior parte das pesquisas recentes que envolvem
estudos de R&R enfoca a andlise de SMs, cuja varidvel
de resposta ¢ dada por um valor individual. Majeske
(2008) apresenta um método de andlise para SMs
com multiplas varidveis de respostas independentes.
0 método foi aplicado a um SM formado por um
dispositivo que mede diferentes CQs, simultaneamente.
0 método envolve a aplicacdo da ANOVA multivariada
(MANOQVA) e apresenta critérios de aceitacio para os
indicadores /CM,, ICM, e ndc. Tal método, entretanto,
ndo pode ser usado no caso de dados funcionais.

Pesquisas recentes em ADF focalizam a
representacdo dos dados, a determinacdo de
comportamentos padronizados e as variacdes entre
diferentes curvas. Ferraty e Vieu (2003) empregam o
estimador de Kernel para classificar curvas a categorias
existentes, em algo que pode ser visto como uma
andlise discriminante funcional. Ramsay e Silverman
(2005) apresentam as adaptacdes de diferentes técnicas
multivariadas, tais como andlise de componentes
principais e modelos lineares de suavizacdo por
Splines, para o contexto funcional. Abramovich e
Angelini (2006) apresentam um modelo de analise de
varidncia para dados funcionais (FANOVA - Functional
Analysis of Variance). O modelo estabelece um
procedimento para teste de significdncia baseado
nos coeficientes de wavelet empiricos, que permite
caracterizar diferentes tipos de respostas funcionais
suavizadas sob alternativas ndo paramétricas. Tal
anadlise funcional ancorada em testes estatisticos
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sobre os coeficientes de modelos ajustados as curvas
estd em consonancia com a proposta de Kang e Albin
(2000), trabalho precursor no tratamento de dados
funcionais no controle estatistico da qualidade.

O controle estatistico da qualidade de dados
funcionais ¢ denominado de monitoramento de perfil
(MP). O MP é um campo de pesquisa relativamente
novo, mas que cresce rapidamente. O MP ¢ usado para
avaliar a estabilidade das curvas ao longo do tempo.
Entre as principais demandas estdo a capacidade de
detectar qualquer alteracdo na forma da funcdo e a
simplicidade do modelo do perfil (WOODALL, 2007).

Outra adaptacdo para a andlise de varidncia de
dados funcionais foi proposta por Cuevas, Febrero e
Fraiman (2004). Trata-se de uma abordagem funcional
pura, ndo havendo necessidade de discretizar os pontos
das curvas para a andlise dos dados. A proposta esta
baseada no comportamento assintotico do teste F
classico da ANOVA. A expressdo para o calculo de F
apresenta no numerador a variabilidade das curvas
entre os grupos e no denominador a variabilidade das
curvas dentro dos grupos. O método usa um teste
baseado no numerador do teste F.

O objetivo deste trabalho ¢ adaptar a ANOVA
para avaliar um SM em que varidveis funcionais sdo
mensuradas. Para tanto, utiliza-se uma abordagem
baseada no calculo de distancias entre curvas. Através
do uso dessas distancias, varidveis funcionais sdo
reduzidas a varidveis simples. A ANOVA das distancias
¢ entdo testada em duas abordagens. As abordagens
se diferenciam pela forma de cdlculo da distancia
entre as curvas. Dentre as medidas de distancia entre
curvas disponiveis na literatura, optou-se pelo uso
da distancia de Hausdorff, dada a sua generalidade
(HUTTENLOCHER; KLANDERMAN; RUCKLIDGE, 1993).

0 método proposto contribui de forma significativa
para o aumento da eficiéncia de estudos de R&R,
onde a variavel de resposta ¢ funcional. A adaptagio
baseada em distancias proposta para a ANOVA na
ADF representa uma evolugdo sobre a abordagem
tradicional, devida a Ramsay e Silverman (2005). Nela,
as curvas sob analise sdo discretizadas em pontos
ancorados na varidvel indexadora (por exemplo, o
tempo no qual a observacio foi coletada) e a analise
¢ desdobrada em ANOVAs individuais, cada uma
incidindo sobre pontos coincidentes nas curvas (por
exemplo, pontos nas diferentes curvas observados no
mesmo instante de tempo). A menos que as ANOVAs
individuais apresentem o mesmo resultado, néo
sera possivel concluir sobre a existéncia ou ndo de
diferenca significativa entre as curvas. Na abordagem
aqui proposta um unico resultado final sera obtido
e a conclusdo sobre o desempenho do SM decorrera
diretamente desse resultado.



Pedott, A. H. et al.

Estudos de repetitividade e reprodutividade para dados funcionais. Produgéo, v. XX, n. X, p. XX=XX, XXX/XXX, XXXX

A secdo seguinte apresenta uma revisdo sobre
o teste ANOVA para dois fatores e sua aplicacdo
em estudos de R&R. Na secdo 3 ¢ apresentada a
ANOVA das distancias, desenvolvida para a analise de
estudos de R&R para variaveis funcionais. Na secao
4 sdo apresentados os resultados da aplicag¢do do
método proposto a dados simulados baseados em
um estudo de caso em uma industria de fabricacdo
de pneus. A discussdo dos resultados e as conclusdes
sdo apresentadas na secdo 5.

2. Abordagem classica da ANOVA em um
estudo de R&R

Um experimento classico para o estudo de R&R
usa a ANOVA de dois fatores. O primeiro fator ¢ a peca
(P) e o outro, o avaliador (A). O modelo estatistico
para a varidvel de resposta ¢ dado pela Equacdo 1.
0 modelo cléssico considera fatores com efeitos
fixos. O efeito ¢ considerado fixo quando os niveis
incluem todas as possibilidades do fator; isto ¢, todos
os avaliadores que operam o sistema sdo incluidos e
cada avaliador avalia as mesmas pecas padronizadas
(MONTGOMERY; RUNGER, 2003).

X =u+1,+[3j+(r[5)y.+e”.k

Na Equacdo 1, x;, ¢ o valor da variavel de resposta
para a observacdo da k-ésima repeticdo feita pelo
i~ésimo avaliador sobre a j~ésima peca, p € a € o valor
da média geral, T, € o efeito do /-€simo avaliador, Bjé
o efeito da j-ésima peca, (IB)y,é o efeito da interacdo
entre o avaliador /e a peca j, e €, ¢ 0 residuo ou
erro aleatorio, normalmente distribuido e com média
zero. O residuo € dado pela diferenga entre os valores
observados e esperados para a varidvel de resposta,
conforme mostra o0 modelo matematico da Equacéo 2,
onde x, ¢ o valor observado e Xx; representa o
valor médio da varidvel de resposta da j-ésima peca
medida pelo i~ésimo avaliador. A ANOVA pressupde
observacdes normalmente e independentemente
distribuidas, com idéntica variancia nos diferentes
niveis dos fatores. Segundo Montgomery (2001) e
Montgomery e Runger (2003), desvios moderados
da normalidade ndo implicam em uma violagéo séria
do pressuposto.

€ =Xjic = X ()
O objetivo da ANOVA ¢ testar a hipdtese de

igualdade das médias ou dos efeitos dos fatores e da
interacdo serem iguais a zero. As variancias devem

o
3]

<
2 [

ser calculadas a partir das somas quadradas dos
residuos. A soma quadratica total (SQ7) é dada na
Equacio 3. A soma quadratica dos avaliadores (SQA)
¢ dada na Equacdo 4. A soma quadratica das pecas
(SQP) é dada na Equacdo 5. A soma quadratica da
interagdo entre os avaliadores e as pecas (SQAP) ¢
dada na Equacéo 6. Por fim, a soma quadratica dos
residuos (SQK) é dada na Equacio 7.

v
PRO

SOT = 2?:1 j=1 §=1 [XW( - )7}2 )
SOA=JK X! (x; -X_)? )
SOP =KX (x; -X_)° )

SOAP =K 2;:1 j:l /)?y =X, =X, + 7}2 (6)

SOR = z;:l j:l 22(:1 {Xy‘k - ijz (7)

Aidentidade que relaciona a SQT as demais somas
quadraticas ¢ dada por:

SOT =50A+ S0P + SOAP + SOR | (8)

com cada termo apresentando o seguinte numero
de graus de liberdade (GDL):

(UK =1)=(1-1)+(J-1)+(1-1)
(J-1)+ U(K-1) )

As médias quadraticas de cada fator sdo dadas
pela razdo entre as somas quadradas e os GDL dos
respectivos fatores. Se o efeito de um fator for
significativo, o valor esperado da média quadratica do
fator deve ser diferente do valor esperado da média
quadratica dos residuos. A verificacdo da existéncia
de diferenca significativa entre o valor esperado para
a média quadratica do fator e a média quadratica dos
residuos ¢ feita pela aplicacdo do teste F. O teste F ¢
aplicado para cada fator e interagcdo do estudo. Em
geral, a interacdo ndo deve ser significativa. Neste
caso, ¢ recomendavel unificar as somas quadradas. A
unificacdo consiste em somar SOAP a SQR; da mesma
forma, deve-se somar os graus de liberdade para a nova
formulacdo. A adicdo das somas quadradas e o novo
numero de graus de liberdade geram novos valores
para as médias quadraticas e correspondentes valores
calculados de F(MONTGOMERY; RUNGER, 2003).

AIAG (AUTOMOTIVE..., 2002) apresenta o
calculo da decomposicido da variabilidade de um



SM. A repetitividade ou variag¢do do equipamento ¢
denominada VE. A reprodutividade ou variacdo dos
avaliadores ¢ denominada VA. A variacdo do SM ¢
avaliada pelo célculo do R&R. A variacdo total do
estudo ¢ denominada de V7. VP ¢ a variacdo da peca
ou processo. A variabilidade de cada fator ¢ comparada
a variabilidade total do SM. A Tabela 1 apresenta o
calculo da percentagem que cada fator contribui
para a variacdo total do sistema. As componentes
da varia¢do do SM sdo representadas pelo desvio
padrdo 5,15 sigma. O desvio padrdo ¢ usado porque
¢ mais facil interpreta-lo do que a variancia. No
caso da MQAP ser maior que a MQA a VA deve ser
considerada nula. No caso da MQAP ser maior que a
MQPa VP deve ser considerada nula. No caso da MQR
ser maior que a MQAP a VAP deve ser considerada
nula (AUTOMOTIVE..., 2002).

Os indicadores de capacidade dos sistemas de
medi¢do sdo calculados da seguinte forma:

ICM, = %R&R (10)
1/P

ndc =~/2 x
\/— R&ER

(1

Tabela 1. Componentes da variabilidade de um SM.
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A Tabela 2 apresenta critérios de decisdo
recomendados para avaliacdo de um SM (BARRENTINE,
2003; BURDICK; BORROR; MONTGOMERY, 2005;
AUTOMOTIVE..., 2002).

3. ANOVA das distancias

Considere um estudo classico de R&R, conforme
apresentado na secdo 2. O problema consiste em
avaliar o desempenho de um SM cuja caracteristica
de qualidade ¢ uma varidvel funcional. Na abordagem
classica a variavel de resposta ¢ medida por um valor
Unico, dado pela Equacdo 1. Na ADF, a variavel de
resposta ¢ medida e o resultado ¢ um conjunto de
pontos, que pertencem a um perfil ou uma curva. A
cada ponto desse conjunto existe um valor associado
de uma varidvel indexadora, usualmente o tempo no
qual o valor da varidvel de resposta foi observado.
0 conjunto de valores medidos associado a variavel
indexadora pode ser organizado em um vetor.

Sejam ] avaliadores e J pecas diferentes. Cada
avaliador efetua K repeticdes da medicdo de uma
CQ cuja variavel de resposta € funcional. A variavel
de resposta ¢ formada por conjuntos de N pontos,
pertencentes a um perfil ou curva. As observacdes da

Fonte de variacdo

Desvio padrio 5,15 sigma

Percentual da variagdo total

Repetitividade

VE =5,15x+MQOR

0/0]/E=1OO><E
vr

Reprodutibilidade VA=5,15% w 9%VA =100 X ﬁ
K vr

Interagio P x A VAP = 5,15 % fw 9%VAP =100 x vap

K vr

Peca VP =5,15% M %VP:]OOXE

JK vr
R&R
R&R R &R = (VE) +(VA) +(vAP)’ %R &R =100 x
Total VT = (R &R) +(VP)

Tabela 2. Critérios de aceitacdo para a capacidade de sistemas de medicéo.

Observacido

Critérios Decisdo
ICM, < 0,1 SM aprovado
0,1 <ICM, <0,3 SM pode ser aprovado
ICM, > 0,3 SM reprovado
ndc<2 SM reprovado
2 < ndc<5 SM pode ser aprovado
ndc>5 SM aprovado

Depende da capacidade do processo e dos custos de sele¢do do produto

Depende da capacidade do processo e dos custos de selecdo do produto
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k-ésima repeticdo do 7/~ésimo avaliador sobre a j~ésima
« . 5
pega estdo organizadas no vetor x,, no espaco R2.

Xt =[ (000} (Yien )] (12)

ondei=1,.,Lj=1..J k=1,.,Ken=1,., Nsio
inteiros e positivos, e t ¢ um numero real ndo negativo
correspondendo ao valor da variavel indexadora.
Considerando que a varidvel de resposta ¢ uma
curva, os residuos usados nos calculos da varidncia na
ANOVA devem ser determinados através de uma medida
de proximidade entre curvas; uma medida possivel é
dada pela distancia entre elas. A distancia entre duas
curvas pode ser calculada através da distancia entre
pontos representativos das curvas. Fogliatto (2008)
usou a distdncia de Hausdorff (DH) para converter
respostas funcionais em respostas simples em um

Seja X; o vetor da média do avaliador 7 dado por:

% = j:12§:1xg'k1 ‘ ;:122(:1)(01(/\/ ‘
S | e N

Seja X ; o vetor da média da peca j dado por:

Y I vk
- =1 Zx=1Xjjk1 i=1zk=1Xg'kN
XJ - —7t] PRI —;t/\/
K K

o
3]

<
2 [

contexto de otimizacdo de experimentos com multiplas
respostas. A DH fornece uma medida da distancia
entre duas curvas ou conjuntos de pontos diferentes.
Quanto menor a distancia, maior a semelhanca entre
os dois conjuntos. A DH ¢ definida como o limite
superior (valor maximo) do conjunto das distancias
minimas entre os pontos de dois vetores. A definicdo
de DH pode variar de acordo com os objetivos; por
exemplo, o operador de maximo pode ser substituido
pela mediana, ou pela soma das distancias minimas.
Souza (2008) usou diferentes medidas de distancias
para testar se a curva média de um grupo de curvas
¢ igual a uma curva previamente conhecida.

v
PRO

A ANOVA das distancias aqui proposta se baseia
no cdlculo da DH entre curvas observadas e curvas
médias. Uma curva média ¢ definida pelo conjunto
das médias dos pontos das curvas observadas.

(13)

(14)

Seja x; o vetor da média do avaliador /e da peca j, dado por:

K K
_— P Xk P Xk
Xg'/" - K ’t1 7000y —K ’tN

(15)

Seja X o vetor da media geral, correspondente a todas as observacdes, dado por:

I vJ vk I ovJ vk
% = =1 2 =1 Zak=1 X1 ‘ =124 =1 pI Xk
. PRSI B2
K K

As distancias entre as curvas observadas
[Equacdo 12] e as curvas médias das Equacoes 13 a
16 estdo associadas as variabilidades caracteristicas do
SM. A ANOVA das distancias sera apresentada em duas
abordagens. As abordagens se diferenciam pelo célculo
da distancia entre as curvas. A primeira abordagem
calcula a DH através da mediana. A segunda calcula a
DH através da média. Por ser uma estatistica robusta,
0 uso da mediana resulta em uma abordagem mais
conservadora, se comparada a da média.

,I‘NJ (16)

3.1. Abordagem das medianas

A partir da Equacdo 3 obtém-se a soma quadratica
total (5Q7) dada por:

ST =3 3. 3 [dy(x)] (17)

onde d,; (i ), obtida pela Equacdo 18, ¢ a DH

entre cada curva observada X;; €m um determinado



grupo e a curva da média geral X . Essa distancia
¢ equivalente ao residuo entre o valor observado e

o valor da média geral (Xy‘l( - )7) .

i (i) = medjana; d ()7‘“17’ Xy‘k) (18)
onde,
d(’?...nlxy'k) = minxykexy‘/( d(’\_/...n’xy’/() (19]

sendo a distancia d(xmn,xy.k

) correspondente a
distincia euclidiana entre um ponto do vetor X e
um ponto do vetor X 3 considerando-se os pontos

X e x,, essa distancia seria dada por:

1’

d(Y..J - Xm) = \/(/\_/1 - Xm)2 +(t)7 1 _txm)z (20)

A Equacdo 20 mostra que a distancia euclidiana
esta na base do calculo da DH. Esse calculo, entretanto,
faz com que se perca a informacdo da posicdo da
curva observada em relacdo a curva média. Isto ¢,
duas curvas diferentes podem ter a mesma DH, porém
estarem em posicdes simétricas em relacdo a curva
média. A alternativa para ndo perder essa informagio
¢ atribuir um sinal a cada distdncia calculada. O
sinal serd positivo se o valor da resposta do ponto
for maior que o valor da curva média, no mesmo
instante ¢, e negativo se menor. A informacéo do sinal
deve ser usada para a verificacdo dos pressupostos
de normalidade dos residuos. Os residuos sdo dados
pelas distancias entre as curvas observadas x,, e as
curvas meédias X;; . Para uma melhor exatiddo do
teste F da ANOVA os valores dos residuos devem
apresentar distribui¢do normal e variancia constante.
Desvios moderados da suposicdo de normalidade
néo afetam significativamente o resultado do teste.

A Figura 1 apresenta um desenho esquematico
das distancias definidas pelas Equacdes 18 e 19. As
retas tracejadas representam as distancias de um
ponto da curva média para cada ponto de uma curva
individual. A menor distancia foi representada pela
reta de linha solida. Um valor minimo de distancia
deve ser associado a cada ponto da curva média. Esses
dados formam o conjunto de N distdncias usadas no
calculo da mediana.

A soma quadratica dos avaliadores (SQA) ¢ obtida
a partir da Equacdo 4, sendo dada por:

50,4 =JK z;=1 [d)?,'" (i)]z (21]

onde ¢-. (X ) ¢ a distancia entre a curva média
X

X; de cada avaliador e a curva da média geral

X , dada por:
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Figura 1. Definicdo da DH.
dy, (X_)= mediana, . d(X_,,%;) (22)
onde,
d()?n’i/) = m"n)?,'"ei,‘“ d(in’ )7/) (23]

sendo a distincia 0’()?‘“,,,)7,") definida na Equacio 20.
Da Equagdo 5 se obtém a soma quadratica das
pecas (SQP), dada por:

soP = K34, (%)) (24)

onde dy . (X_) ¢ a distincia entre a curva média
— e gy —
X . de cada peca e a curva da média geral X ,
dada por:

di,j, (i) = medianaxmneimd (X‘..n’i‘j‘) (2 5]

onde,

d(z..n'i.j.) = mi”zj,ei,j_ d(A_/...n' /‘_’j) (26)
sendo a distancia d()_(mn, )T‘j‘) definida na Equacdo 20.

A soma quadratica para a interagdo entre os
avaliadores e as pecas (SQAP) corresponde a diferenca
das distancias dadas pelas Equacoes 25 e 28, sendo
dada por:

SOAP =KX/, 37, (X - % - %,

j. i. g +
= K32 ((%. - %) (%, + %)
= SOAP = K33, (d;y,_ (X..)-ds, (z"))
onde d. (Y,. ) ¢ a distancia entre a curva média ?y-

i, X .

das Krepeticdes e a curva média X; do respectivo
avaliador 7, dada por:
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d;y (Y’) = mediana}?,‘“ne)i(,‘d ()7177’?[/) [28)
onde,
d()Yi.,rﬂiy'.) = miniy-.eiy-. d(/\7i,.n’ Yg‘.) (29)

sendo a distancia d()_(,»",,,)?ﬁ.) definida pela
Equacdo 20.

Por fim, a soma quadratica dos residuos (SQR) ¢
obtida a partir da Equacdo 7, sendo dada por:

SOR =X X Xi [de'k (iv)]z B0

onde dX"/( (iy) é a distancia entre cada curva

4 ’ R T— .
observada X;; €acurva media X dos respectivos
avaliador 7 e peca j, dada por:

dxﬂ (Xy) = meo’lana;y'ndy.d (xy.’”,xﬁk) (31)
onde,
d (X% ) = T g e d (%0 %) (32)

sendo a distancia d()?y-'n,xy,() definida pela
Equacdo 20.

Existem duas alternativas para o céalculo de SOR. A
primeira alternativa ¢ usar diretamente a Equacéo 30.
A segunda ¢ usar a identidade associando a Equacdo 8
as Equacoes 17, 21, 24 e 27. As duas alternativas
podem levar a resultados diferentes. A diferenca ocorre
porque o valor esperado usado na Equagdo 30 pode
variar de curva para curva. Por exemplo, se a DH
da observagdo x,,, estiver associada ao tempo t = t,
(n = 1) da curva média X,, €a DH da observagdo
X,,, estiver associada ao tempo t = t, (n = 2) da curva
média ?”’, os valores esperados de X;,, usados
no calculo da Equacgdo 32 serdo diferentes; isto &,
X1 # Xy, . Essa diferenca depende da variacdo ao
longo de ¢

A escolha da primeira alternativa pode levar a
pequenos desvios na identidade da Equacdo 8. A
escolha da segunda alternativa pode levar a uma
pequena distorcdo no valor de SQR. A escolha da
férmula de cdlculo do método deve levar em conta
o impacto nos erros tipo 1 e 1. O nimero de GDL
deve ser calculado de acordo com a Equacdo 9. As
médias quadraticas sdo dadas pela Equacdes 34 a 37.

; _ 2
MOA _ JK Z,-zl I:di,‘,, (X )] (33)

(7-1)

DUcCAo

PRO

mop = — L% 7 (34)

(35)

i B B[ ()]

(36)
17 (K -1)

MOR =

Se o efeito de um fator for significativo, o valor
esperado da média quadratica do fator deve ser
diferente do valor esperado da média quadratica
dos residuos. A tabela da ANOVA para o modelo
da Equacdo 1 ¢ apresentada na Tabela 3. O teste F
determina se os efeitos do avaliador, da peca e da
interacdo sdo significativos. Se o valor calculado da
estatistica F(F_, ) for maior que o valor tabelado de
F, deve-se rejeitar a hipdtese nula. Caso o efeito da
interacdo nio seja significativo, a tabela da ANOVA
deve ser reformulada para unificar a variancia da
interacdo a variancia dos residuos.

A Tabela 3 fornece as informacdes suficientes
para avaliar o desempenho do SM. A avaliacdo ¢
baseada no calculo das percentagens que cada
componente contribui para a variaco total do SM. Tais
percentagens sdo calculadas conforme apresentado na
Tabela 1. A capacidade do SM deve ser avaliada pelos
indicadores /CM, e o ndc, descritos nas Equagdes 10
e 11. Os critérios de aprovacdo devem ser os mesmos
apresentados na Tabela 2.

3.2. Abordagem da média

A distancia dada pela mediana pode ndo apontar
valores extremos em pontos especificos das curvas, o
que poderia levar a uma interpretacio equivocada dos
resultados. Uma alternativa seria substituir o operador
de mediana usado nas Equacoes 18, 22, 25, 28 e 31
pelo operador de média. Para diferenciar as distancias
calculadas nas duas abordagens, denota-se a distincia
calculada através da média por df,,k (i) . 0 célculo
das somas quadraticas segue o mesmo procedimento
da abordagem da mediana. A SQT7, por exemplo, ¢
dada pela Equacdo 37. Com isso, a tabela ANOVA
para essa abordagem ¢ similar aquela apresentada
na Tabela 3. Os critérios de aprovacdo devem ser os
mesmos apresentados na Tabela 2.

sor =333z e, )] o

Xjik
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onde d? (X ) ¢ aDH entre cada curva observada
Xjik

X,z €mum determinado grupo e a curva da grande
média X , dada pela Equacio 38.

djy‘k (x.)= média, . d (X~--ﬂ’xﬂ‘k) (38)
onde,

d(X...nYXy'I() = minxy‘/(ex!'/'k d(X...n’Xﬁk) (39)

sendo a distancia d(xlnn,xﬂ) definida pela
Equacdo 20.

4. Aplicacdo pratica

Esta secdo apresenta o resultado da aplicagdo
dos métodos propostos na se¢do 3 a um estudo de
R&R. O estudo foi baseado no caso de um fabricante
de pneus, que avalia a qualidade dos produtos
através da viscosidade da borracha. A medicdo ¢
feita em um reémetro de laboratério. O reébmetro ¢
um instrumento que permite medir as propriedades
viscoeldsticas da borracha. O instrumento fornece a
curva reométrica de vulcanizacio da borracha como
resultado. A partir da curva reométrica sdo obtidos os
valores usuais para caracterizacdo da borracha. Uma
caracteristica viscosa ¢ dada pelo torque suportado
por uma amostra de borracha em fung¢io do tempo.
As medidas de torque sdo tomadas em diferentes
instantes do tempo de vulcanizacéo.

Com base em dados reais do fabricante de
pneus, verificou-se que a curva de vulcanizacdo da
borracha segue o modelo de Weibull, apresentado
na Equacdo 40. Os dados foram ajustados através
de modelos de regressdo nio linear.

X =By -Be” (40)

Nessa equacdo, X representa o torque, B, 8, B,
e B, sdo os coeficientes experimentais do modelo
e t o tempo em minutos. A partir desse modelo, ¢
possivel determinar o valor do torque em qualquer
tempo no intervalo modelado, o que permite que a
curva de vulcanizacdo seja comparavel em intervalos
fixos de tempo.

0 objetivo da simulacdo aqui apresentada foi
gerar curvas correspondentes as K medicdes dos /
avaliadores efetuadas sobre as J pecas de referéncia.
Foram gerados dados para a obtencdo de quatro
cendrios no contexto da avaliacdo de um SM. No
primeiro cendrio foram geradas curvas tal que o estudo
de R&R resultasse na aprovacdo do SM. No segundo
cenario foram simuladas curvas que resultaram na
reprovacdo do SM. Neste caso, o SM foi reprovado

UCAO

[x

devido ao efeito do avaliador. No terceiro cenario foram
geradas curvas que resultaram na reprovacdo do SM,
devido ao efeito do equipamento de medicdo. Nesses
trés cendrios iniciais, o resultado da avalia¢do do SM
utilizando a ANOVA das distancias ou a ANOVA ponto
a ponto ¢ concordante. No quarto cendrio simulado
foram geradas curvas que novamente resultaram na
reprovacdo do SM devido ao efeito do equipamento
de medicdo, mas onde os resultados da ANOVA das
distancias e da ANOVA ponto a ponto divergem. As
duas abordagens propostas na secdo 3 foram usadas
na andlise de cada cendrio simulado. Os resultados
foram sempre comparados com aqueles obtidos
utilizando a ANOVA ponto a ponto nas curvas,
seqguindo a proposta de Ramsay e Silverman (2005).

0 estudo simulado de R&R envolve a avaliacdo de
um SM com 2 avaliadores e 5 pecas. Cada avaliador
efetua 5 repeticoes da medida, cuja variavel de resposta
¢ funcional. A varidvel de resposta ¢ formada por
curvas compostas de 11 pontos. A primeira fase do
processo de simulacgdo foi a obtencgdo de 5 curvas de
referéncia correspondentes as 5 pecas de referéncia. As
curvas de referéncia foram obtidas a partir do modelo
da Equacdo 40. A Tabela 4 apresenta os parametros
de ajuste B, B, B, e B, de cada curva de referéncia
usados para o estudo simulado. A Figura 2 apresenta
a forma das curvas. As curvas ndo representam,
necessariamente, a variacdo do processo.

A segunda fase do processo de simulacdo foi a
geracdo das curvas observadas para cada cenario.

PROQ

Tabela 4. Parametros de ajuste das curvas de referéncia.

Parametro Pecal Peca2 Peca3 Peca4 Pecab
[30 6,672 6,722 6,772 6,822 6,872
B, 6,263 6,263 6,263 6,263 6,263
B, 0,159 0,159 0,159 0,159 0,159
[53 2,936 2,936 2,936 2,936 2,936

Curvas de referéncia
—— Peca 1 - Peca 2 Peca 3 —¢ Peca 4 —% Pecas

[SCRERNCC I N N
'

Viscosidade (dN.m)

1

0 T T T T \
0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
t (min)

Figura 2. Curvas das 5 pecas de referéncia.
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SM Aprovado

SM Reprovado VA

SM Reprovado VE' SM Reprovado VE?

p= 0
Erro avaliador 1
o= 0,002
. n= 0
Erro avaliador 2
o= 0,002
= 0
Erro SM 1 ¥
o= 0,002
= 0
Erro SM 2 ¥
o= 0,002
= 0
Erro SM 3 "
o= 0,002

0 0 0
0,002 0,002 0,02
0,05 0 0
0,002 0,002 0,02

0 0 0
0,002 0,1 0,02

0 0 0
0,002 0,1 0,1

0 0 0
0,002 0,1 0,002

Para simular os valores medidos, foram adicionados
dois termos de erro aleatdrio a Equacdo 40. Foram
usados erros aleatorios seguindo uma distribuicdo
normal com pardmetros p € 62. O primeiro termo
de erro corresponde a influéncia do avaliador sobre
0 SM; o segundo corresponde ao erro caracteristico
do equipamento de medi¢do. O erro do equipamento
de medicdo foi dividido em trés fatores, devido a
diferencas de escala dentro do perfil que caracteriza
a variavel de resposta funcional. A Tabela 5 apresenta
os parametros das distribuicdes dos termos de erro
usados em cada cendrio. O erro SM1 corresponde
ao erro do SM para os valores de t menores que 1,6
minuto; o erro SM2 corresponde ao erro do SM para
os valores de t entre 1,6 e 2,2 minutos; o erro SM3
corresponde ao erro do SM para valores de t maijores
que 2,2 minutos.

Em todos os cendrios, o teste Kolmogorov-Smirnov
de normalidade ndo rejeitou a hipotese de normalidade
dos dados, a um nivel de confianc¢a de oo = 0,05. Da
mesma forma, em todos os cendrios simulados o
efeito da interacdo ndo foi significativo; os termos
de SQAP foram assim unificados aos da SOR.

4.1. SM aprovado

A Tabela 6 apresenta os resultados dos testes
de hipdteses que compdem a ANOVA utilizando a
abordagem das medianas, na secdo 3.1, das médias, na
secdo 3.2, e da ANOVA ponto a ponto; os resultados
nos trés casos foram muito similares. O teste F
mostra que ha efeito significativo para a variacdo
das pecas nos trés casos. O efeito dos avaliadores
néo foi significativo. Foi usada a Equacdo 30 para
o calculo da SOR.

Na segunda coluna da Tabela 6, tem-se o resultado
dos estudos de R&R (valores em percentual do
indicador /CM, da Tabela 2, para as trés abordagens.
Os valores apresentados aprovam o SM com folga
nos trés casos, ja que todos estdo abaixo do valor
limite de 10%. Também nao ha conflito de resultados

Tabela 6. Resultados da ANOVA de dois fatores para o cendrio
simulado.

Abordagem R&R H, A H, P H, AP #S0T
Mediana 1,3146 Rejeita 0,0000
Média 1,0957 Rejeita 0,0000

0,8 3,7767 Rejeita 0,0000
1,0 3,5183 Rejeita 0,0000
1,2 3,4249 Rejeita 0,0000
1,4 4,2191 Rejeita 0,0000
1,6 3,3582 Rejeita 0,0000
zz;:g &8 37747 Rejeita 0,0000
2,0 3,5882 Rejeita 0,0000
2,2 3,3575 Rejeita 0,0000
2,4 3,0845 Rejeita 0,0000
2,6 2,7952 Rejeita 0,0000
2,8 3,6353 Rejeita 0,0000

na ANOVA ponto a ponto (que inicia em ¢ = 0,8
e termina em t = 2,8). As trés colunas seguintes
informam os resultados dos testes de hipotese que
compdem a ANOVA de dois fatores. H A, H P, e H
AP correspondem a hipotese nula da nédo existéncia
de efeito do avaliador, da peca e da interacdo entre
avaliador e peca, respectivamente. Somente a rejeicdo
de H, € informada na tabela, a um nivel de confianca
de oo = 0,05. A ultima coluna da Tabela 6 traz o desvio
na identidade da Equacéo 8.

A Tabela 7 apresenta os indicadores de capacidade
e desempenho do SM no cendrio aprovado, para as
duas primeiras abordagens.

0O resultado da Tabela 7 ¢ compativel com o cendrio
simulado. O SM foi aprovado nas duas abordagens. O
desvio na identidade da Equacéo 8 néo se fez notar
até a quinta casa apds a virgula. Considerando os
critérios de aprovacdo da Tabela 2, o SM foi aprovado.

4.2. SM reprovado devido a VA

A Tabela 8 apresenta os resultados dos testes
de hipdteses que compdem a ANOVA utilizando a
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abordagem das medianas, das médias e da ANOVA
ponto a ponto. E possivel observar a grande
similaridade nos resultados das trés abordagens.
0 teste F permite concluir pela existéncia de efeito
significativo para a variacdo das pecas e dos avaliadores
nas trés abordagens.

A Tabela 9 apresenta os indicadores de capacidade
e desempenho do SM no cendrio de reprovacdo devido
a VA, para as duas primeiras abordagens.

O resultado da Tabela 9 é compativel com o
cendrio simulado. O SM foi reprovado nas trés
abordagens. A fonte de variacdo que mais contribuiu
para a reprovacdo foi a VA. O desvio na identidade da
Equacdo 8 apresentou valores maiores, se comparados
aos da Tabela 6. Considerando os critérios de aprovacio
da Tabela 2, o SM foi reprovado.

4.3. SM reprovado devido a VE

A Tabela 10 apresenta os resultados dos testes
de hipoteses que compdem a ANOVA utilizando a
abordagem das medianas, das médias e da ANOVA

Tabela 7. Comparacio dos percentuais de variacdo do SM para
o cendrio simulado.

Fonte de variacdo Mediana Meédia
%VE 1,3 1,1
%VA 0,0 0,0
%VP 100,0 100,0
%R&R 1,3 1,1
ndc 107,57 129,06

Tabela 8. Resultados da ANOVA de dois fatores para o cenario
simulado.

o
3]

<
2 [

ponto a ponto. As duas primeiras abordagens
apresentam valores similares de %R&R, os quais
divergem daqueles obtidos na ANOVA ponto a ponto.
Nas trés abordagens reprova-se o SM, com o teste
Fmostrando efeito significativo para a variacdo das
pecas.

A Tabela 11 apresenta os indicadores de capacidade
e desempenho do SM no cendrio de reprovacdo devida
a VE, para as duas primeiras abordagens.

O resultado da Tabela 11 ¢ compativel com
o cendrio simulado. O SM foi reprovado nas trés
abordagens. A fonte de variacdo que mais contribuiu
para a reprovacgdo foi a VE. O desvio na identidade
da Equacdo 8 apresentou valores maiores do que
aqueles da Tabela 8. Considerando os critérios de
aprovagdo da Tabela 2, o SM foi reprovado.

v
PRO

4.4. SM reprovado devido a VE e com
resultados inconclusivos na ANOVA ponto
a ponto

A Tabela 12 apresenta os resultados dos testes
de hipoteses que compdem a ANOVA utilizando a
abordagem das medianas, das médias e da ANOVA
ponto a ponto. As trés abordagens apresentam
valores distintos de %R&R, os quais podem ser
explicados analisando o grafico das curvas resultantes
da simulacdo na Figura 3. As curvas plotadas sdo as
médias sobre todas as replicagdes obtidas em cada
grupo de avaliador e peca, além das duas curvas

Tabela 10. Resultados da ANOVA de dois fatores para o
cenario simulado.

Abordagem %R&R H, A H, P H AP  =S0T Abordagem %R&R H, A H, P H AP  =50T
Mediana 41,1925  Rejeita  Rejeita -0,0006 Mediana 40,9653 Rejeita 0,0541
Meédia 41,1931 Rejeita Rejeita -0,0003 Meédia 35,5959 Rejeita -0,0122

0,8 41,9439 Rejeita Rejeita 0,0000 0,8 76,1036 Rejeita 0,0000
1,0 41,4054  Rejeita Rejeita 0,0000 1,0 80,4017 Rejeita 0,0000
1,2 41,6762  Rejeita  Rejeita 0,0000 1,2 85,0410 Rejeita 0,0000
1,4 41,5020 Rejeita Rejeita 0,0000 1,4 87,1818 Rejeita 0,0000
1,6 40,8099 Rejeita Rejeita 0,0000 1,6 83,6490 Rejeita 0,0000
gg:tg 48 415717 Rejeita  Rejeita 0,0000 Egztg 18 57,6463 Rejeita 0,0000
2,0 40,6352 Rejeita Rejeita 0,0000 2,0 86,4875 Rejeita 0,0000
2,2 41,2623 Rejeita Rejeita 0,0000 2,2 83,6940 Rejeita 0,0000
2,4 40,2708  Rejeita Rejeita 0,0000 2,4 78,1121 Rejeita 0,0000
2,6 40,5071 Rejeita Rejeita 0,0000 2,6 78,7864 Rejeita 0,0000
2,8 41,3126 Rejeita Rejeita 0,0000 2,8 82,5900 Rejeita 0,0000

Tabela 9. Comparacao dos percentuais de variacdo do SM para
o cenario simulado.

Fonte de variacdo Mediana Média
%VE 1,3 1,1
%VA 41,2 41,1
%VP 91,1 91,2
%R&R 41,2 41,2

ndc 3,13 3,14

Tabela 11. Comparacgio dos percentuais de variacdo do SM
para o cenario simulado.

Fonte de variacio Mediana Média
%VE 41,0 35,6
%VA 0,0 0,0
%VP 91,2 93,5
%R&R 41,0 35,6
ndc 3,15 3,71




Tabela 12. Resultados da ANOVA de dois fatores para o
cendrio simulado.
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Tabela 13. Comparacgio dos percentuais de variacdo do SM
para o cenario simulado.

Abordagem 9%R&R H A H, P H, AP #S0T Fonte de variagdo Mediana Média
Mediana 2,3483 Rejeita 0,0006 %VE 2,3 21,8
Média 22,9935 Rejeita -0,0027 %VA 0,5 7,3
0,8  2,8606 Rejeita 0,0000 %VP 100,0 97,3
1,0 3,7235 Rejeita 0,0000 9%R&R 2,3 23,0
1,2 40454 Rejeita 0,0000 ndc 60,21 5,98
1,4 3,8809 Rejeita 0,0000
1,6 69,6413 Rejeita 0,0000
Pontoa 0 g4 3504 Rejeita 0,0000 < . A .
ponto Tabela 14. Comparacéo dos desvios da identidade da Equacéo 8
2,0 82,2729 Rejeita 0,0000 por cenério simulado.
22 87,6014 Rejeita 0,0000 Abordagem/ SM SM rejeitado  SM rejeitado  SM rejeitado
2,4 43185 Rejeita 0,0000 cendrio  aprovado (VA) (VE") (VE?)
26 3,1186 Rejeita 0,0000 Mediana 0,00000  -0,00061 0,0541 0,00063
2,8  3,9401 Rejeita 0,0000 Média 0,00000  -0,00027  -0,01220  -0,00271

Curvas médias

- Média X... == X111

Viscosidade (dN.m)
N w BN (%2 [*)] ~

08 1,0 1,2 14 16 1,8 20 2,2 24 2,6 2,8
t (min)

Figura 3. Curvas representativas do cendrio simulado.

identificadas no grafico (média geral e a curva do
avaliador 1 sobre a pega 1 na primeira replicacio). De
t=1,6at=2,2 (aproximadamente 35% dos pontos)
verifica-se variabilidade excessiva nas curvas. Essa
variabilidade gera os resultados da ANOVA ponto a
ponto que reprova o SM no intervalo. Como a ANOVA
aprova o SM nos demais instantes, que sdo a maioria,
uma decisdo seria aprovar o SM. Essa conclusdo ¢
obtida na primeira abordagem, que utiliza a mediana,
sendo assim mais conservadora. A sequnda abordagem,
baseada na média, aprova o SM porém colocando-o
na regido de aprovagio condicional (entre 10% e
300). Esse exemplo deixa claros as caracteristicas
de cada abordagem e os problemas de decisdo que
podem decorrer do uso da ANOVA ponto a ponto.

A Tabela 13 apresenta os indicadores de capacidade
e desempenho do SM no cendrio de reprovagdo devida
a VE, para as duas primeiras abordagens.

A Tabela 14 apresenta uma comparacéo entre os
desvios na identidade da Equacdo 8 observados em
cada cendrio. O desvio mais préoximo de zero ocorreu
no cenario em que o SM foi aprovado; tal cenario
foi gerado com os menores valores de erro aleatdrio,
conforme pode-se verificar na Tabela 5. Os maiores
desvios ocorreram para o cendrio do SM reprovado

devido a VE', o qual foi gerado com a maior variacdo
do erro aleatdrio. Esse resultado se justifica ja que o
aumento da variacdo do SM aumenta a probabilidade
de diferentes valores esperados serem usados no
calculo da SOR, definida pela Equacédo 30. O desvio
também aumenta quando se altera o método de
calculo da mediana para a média. Entretanto, no
geral a magnitude do desvio ndo ¢ suficiente para
levar a uma conclusio errdnea na ANOVA, conforme
pode-se constatar analisando a ANOVA ponto a ponto
em cada caso.

5. Conclusio

A avaliacdo do desempenho de produtos e
processos industriais que envolvem a andlise de
dados funcionais configura-se como necessidade
crescente na area da Engenharia da Qualidade.
Dados funcionais ocorrem quando uma observacio
da varidvel de resposta de interesse ndo ¢ dada por
um valor individual, mas por uma colecdo de dados
que formam um perfil ou curva. Produtos e processos
caracterizados por varidveis funcionais devem ser
analisados através de métodos apropriados a esse tipo
de variavel. Uma andlise apropriada deve considerar
conjuntamente todos os pontos observados na curva.

0 método da ANOVA das distancias proposto
nesse artigo ¢ uma adaptacdo do estudo tradicional
de R&R para contemplar o tratamento e analise
de dados funcionais. O método apresenta apenas um
resultado final, no qual estdo considerados todos os
pontos da curva. O principal elemento da proposta
foi a utilizagio da distancia de Hasudorff (DH) como
medida de proximidade entre curvas. No contexto de
uma ANOVA, a medida de proximidade das curvas esta
para o nivel de variacdo do SM como a medida de
dispersio esta para uma variavel simples. Um método
detalhado por equacdes e tabelas foi desenvolvido
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para avaliar as componentes da variacdo de um SM
em que os dados sdo curvas.

A ANOVA das distancias soluciona os problemas
causados pelo uso equivocado de métodos para
varidveis simples em estudos de R&R nos quais
a varidvel de resposta ¢ funcional. A ANOVA das
distancias pode ser usada com facilidade em planilhas
eletronicas comuns, sem a necessidade de programas
computacionais complexos (como comprovam as
planilhas programadas para o estudo de caso na
seciio 4, disponiveis mediante solicitacio).

Algumas questdes relevantes que surgiram no
decorrer dessa pesquisa podem ser apontadas como
sugestdes relacionadas ao desdobramento dos métodos
apresentados: (/) a generalizacdo da ANOVA das
distancias para projetos experimentais incluindo
variaveis funcionais com mais de dois fatores; (7))
adaptacdo do método para uso em ensaios destrutivos;
(77) investigacdo da influéncia do numero de pontos
usados na analise das curvas sobre o calculo das
somas quadraticas da ANOVA; e (/) investigar a
aplicabilidade do método para diferentes formas e
caracteristicas das varidveis funcionais..
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Repeatability and reproducibility studies of functional data
Abstract

This paper presents a method to analyze the performance of measurement systems in a functional data analysis
context, based on repeatability and reproducibility (R&R) studies. Functional data are a collection of data points
organized as a profile or curve. The method is an alternative to traditional methods that may lead to wrong conclusions
when applied to functional data. In the proposed method, hypothesis tests and two-way ANOVA were adapted to be
used in measurement system analysis. The method is grounded on the use of the Hausdorff distance to measure the
proximity between curves. The method proposed was applied in a simulated repeatability and reproducibility study.
The study was structured such that scenarios in which the measurement system was approved and rejected were
tested. Results were compared with those obtained applying traditional ANOVA point wise on the curves. The method
proposed was named ANOVA of the distances.

Keywords
Functional data analysis. Measurement systems. R&R studies. ANOVA. Functional ANOVA.
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