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Resumo

Camadas de mistura estratificadas estão presentes na natureza, seja na atmosfera devido

à interação entre as correntes de ar ou no encontro da água doce com o meio oceânico. A

estratificação enfraquece movimentos verticais, influenciando a mistura de nutrientes e a distri-

buição de partículas biológicas e químicas. A combinação de forças externas e características

topográficas, como a declividade, resulta em vários tipos de instabilidades na interface da ca-

mada cisalhante. O objetivo principal deste trabalho é analisar como o grau da estratificação

e a declividade influenciam a amplificação das perturbações geradas em uma camada de mis-

tura estavelmente estratificada. Configurações temporais e espaciais por meio da Simulação

Numérica Direta (DNS ), para diferentes números de Richardson (RiH) e declividades (θ), são

empregadadas para compreender o processo físico da mistura e as importantes estruturas que

se formam. As simulações temporais são comparadas com a análise de estabilidade linear por

meio das aproximações de Chebyshev. Estes testes permitem validar o código numérico e es-

tudar o comportamento das taxas máximas de amplificação. Para as simulações espaciais, o

efeito da estratificação reduz a taxa de crescimento das perturbações, enquanto o efeito da de-

clividade acelera o desenvolvimento de instabilidades. Simulações espaciais bidimensionais

são empregadas para examinar a camada baroclínica e a evolução das instabilidades primárias

e secundárias de Kelvin-Helmholtz. Os resultados obtidos em simulações espaciais tridimen-

sionais apresentam a formação das instabilidades translativas e o desenvolvimento de vórtices

longitudinais que são mais intensos para o caso homogêneo. O nível de estratificação e decli-

vidade interfere na dinâmica do escoamento tridimensional, especificamente, na geração das

instabilidades primária e secundária influenciando no fluxo turbulento vertical de massa.
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Abstract

Stratified mixing layer are found in nature, either in the atmosphere due to the interaction

between air currents or in the merging of fresh and salt water. The stratification weakens verti-

cal motions, influencing the mixture of nutrient and the distribution of biological and chemical

particles. The combination of external forces and topographic features, such as the slope, re-

sults in various types of instabilities in the shear layer interface. The main objective of this

work is to analyze how the degree of stratification and the slope influence the amplification of

perturbations generated in a stably stratified mixing layer. Temporal and spatial configurations

are used in Direct Numerical Simulation (DNS ) for different Richardson numbers (RiH) and

slopes (θ) in order to better understand the physical mixing process and the important structu-

res that are formed. The temporal simulations are compared with the linear stability analysis

through Chebyshev approximations. These tests allow the validation of the numerical code and

the study of the behavior of the maximum rates of amplification. For spatial simulations, the

stratification effect reduces the perturbation growth rate while the slope effect accelerates the

development of instabilities. Spatially simulations are employed to examine the baroclinic layer

and the evolution of primary and secondary Kelvin-Helmholtz instabilities. The results obtai-

ned in three-dimensional spatial simulations show the formation of the translative instability

and development of longitudinal vortices that are more intense for the homogeneous case. The

level of stratification and slope influence the dynamics of three-dimensional flow, specifically,

the generation of primary and secondary instabilities, influencing the turbulent buoyancy flux.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Relevância

Camadas de mistura estratificadas estão presentes em meios geofísicos, como na mistura

da água do Oceano Atlântico com a água salgada do mar Mediterrâneo, através do Estreito de

Gibraltar, ou, quando a água doce entra no espaço oceânico. A presença da estratificação inibe

movimentos verticais, influenciando assim a mistura de nutrientes, a distribuição de partículas

biológicas e químicas, e a qualidade da água. Constata-se que no interior de corpos d’água,

as maiores concentrações de nutrientes são normalmente encontradas em profundidades onde a

fotossíntese não pode ser realizada, de modo que a mistura vertical é necessária para o transporte

dessas substâncias para as regiões produtivas (Lawrence et al., 2004 [87]).

A combinação de forças externas e características topográficas, como a declividade, resulta

em vários tipos de instabilidades na interface da camada cisalhante, sendo bem reconhecida

a importância desses tipos de instabilidades hidrodinâmicas no processo de mistura em ocea-

nos, lagos e atmosfera. Em estudos atmosféricos, estimou-se que a instabilidade na interface

de duas correntes de densidades diferentes que se movem com velocidades desiguais produz

um aumento significativo na mistura dos escoamentos atmosféricos e, assim, é importante para

a modelagem de fluxo atmosférico e previsão meteorológica (Afanasyev & Peltier, 2001 [1]).

Problemas que envolvem camada de mistura e que possuem aplicações geofísicas, ocorrem

frequentemente em cenários complexos, em que ambos, a estratificação e as mudanças topo-

gráficas, podem ter efeitos significativos sobre a dinâmica da camada cisalhante. Um cenário
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importante, no qual o comportamento hidráulico e o processo de mistura na interface da camada

cisalhante são indissociáveis, é o escoamento estuarino.

Um fenômeno físico que geralmente ocorre em meios estratificados é o desenvolvimento das

instabilidades de Kelvin-Helmholtz (KH), que evoluem até a formação dos chamados turbilhões

de KH. Estas estruturas podem ser encontradas na atmosfera, como uma série de nuvens em

forma de ondas, no mar, em regiões de gradiente brusco de temperatura (termoclinas), e em

estuários (Woods, 1968 [160]; Geyer & Farmer, 1989 [46]). A Figura 1.1 apresenta um exemplo

de escoamento com estratificação horizontal e vertical. As águas do rio Solimões, mais claras,

densas e velozes, estão situadas à direita na fotografia, ao lado das águas escuras do rio Negro.

Além de diferenças de velocidade, quantidade de sedimentos e matéria orgânica, a temperatura

do rio Negro é mais alta que a do rio Solimões, havendo, portanto, estratificações de temperatura

e densidade.

Figura 1.1: Exemplo de escoamento estratificado. Encontro das águas dos rios Negro e Soli-
mões (WebEduc, 2013) [157].

Para compreender o processo físico da mistura, a amplificação das perturbações e as im-

portantes estruturas que se formam, será utilizada a técnica de Simulação Numérica Direta (Di-
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rect Numerical Simulation - DNS) no estudo da camada de mistura estavelmente estratificada

e inclinada, em desenvolvimento temporal e espacial. Este estudo visa contribuir para o me-

lhor entendimento das configurações bidimensionais e tridimensionais em meios estratificados,

tema em aberto em camada de mistura em desenvolvimento espacial. Outro tema abordado é o

estudo da amplificação das perturbações infinitesimais, utilizando análise de estabilidade linear

em uma configuração temporal.

O Núcleo de Estudos em Transição e Turbulência - NETT, formado por pesquisadores

da Universidade Federal do Rio Grande do Sul e da Pontifícia Universidade Católica do Rio

Grande do Sul, foi criado com o intuito de modelar numericamente problemas envolvendo esco-

amentos incompressíveis. Dentre as diferentes configurações de escoamento que foram tratados

pelo grupo, utilizando o código Imcompact3d, podemos citar: escoamento ao redor de cilin-

dros [132, 131, 156, 118], canal plano [79], canal ondulado [37], transferência de calor [48],

correntes de densidade [41] e camadas de mistura homogênea e estratificada [82, 78, 94, 96].

Esta última configuração é o objeto do presente trabalho.

1.2 Objetivos

O presente trabalho tem como objetivo principal analisar como o grau da estratificação do

escoamento e a declividade do domínio influenciam a amplificação das perturbações geradas,

em uma camada de mistura estavelmente estratificada. Utilizando a teoria de estabilidade linear

e Simulação Numérica Direta (DNS), buscou-se compreender os fenômenos físicos que ocorrem

em uma camada de mistura estavelmente estratificada.

Para alcançar o objetivo principal é necessário responder os seguintes questionamentos:

• A estratificação e a declividade interferem nas taxas máximas de amplificação?

• No escoamento bidimensional, os parâmetros adimensionais RiH e θ interferem na dinâ-

mica do escoamento?

• Nas simulações espaciais tridimensionais, a estratificação e a declividade influenciam a

formação das estruturas longitudinais e transversais?



1.3. Organização do trabalho 4

1.3 Organização do trabalho

Este trabalho foi dividido em sete capítulos, sendo que a introdução corresponde ao pri-

meiro. No capítulo dois é apresentado uma revisão bibliográfica de estudos relacionados à

camada de mistura. Serão introduzidos conceitos e pesquisas envolvendo teoria de estabilidade

linear, vários tipos de instabilidades e outros fenômenos que ocorrem em camada de mistura.

O terceiro capítulo apresenta as características gerais do código numérico, as equações que

modelam o fenômeno, as condições iniciais e de contorno, as metodologias numéricas empre-

gadas na solução destas equações, os métodos de decomposição do domínio e de identificação

das estruturas coerentes.

No capítulo quatro são realizadas análises de estabilidade linear utilizando o operador dife-

rencial de Chebyshev e Simulação Numérica Direta (DNS ). Para tais análises são empregados

diferentes números de Richardson (0 ≤ RiH ≤ 0.30) e ângulos (0 ≤ θ ≤ 0.10).

Os resultados das simulações bidimensionais espaciais são analisados no capítulo cinco. Es-

tes resultados permitiram avaliar a influência da estratificação (0 ≤ RiH ≤ 0.10) e da declividade

(0 ≤ θ ≤ 0.10) na formação das instabilidades de KH e secundárias.

O capítulo seis destaca as estruturas tridimensionais e as consequências decorrentes da va-

riação do número de Richardson (0 ≤ RiH ≤ 0.10) para uma declividade nula e variação do

ângulo (0 ≤ θ ≤ 0.10) utilizando um número de Richardson específico (RiH = 0.05).

O último capítulo, sete, resume as principais conclusões obtidas com este trabalho e apre-

senta algumas recomendações para pesquisas futuras.



Capítulo 2

Revisão Bibliográfica

A camada de mistura é um escoamento importante para a compreensão do desenvolvimento

da turbulência em sistemas geofísicos e de engenharia. Este escoamento apresenta, obrigatori-

amente, um perfil de velocidade base com um ponto de inflexão, permitindo verificar como as

pequenas perturbações se amplificam no sistema, através de experimentos, simulações numé-

ricas e estudos analíticos. Em corpos d’água ou na atmosfera, locais onde ocorre variação da

temperatura ou densidade, a estratificação é mais um elemento que pode influenciar os proces-

sos de mistura e o desenvolvimento de instabilidades.

No escoamento estratificado, onde a difusão produz uma região de mistura, possui gradi-

entes muito intensos na direção vertical em comparação com a direção longitudinal, quando

é perturbada a interface entre dois fluidos ou duas camadas de velocidades diferentes, devido

à inflexionalidade do perfil de velocidade (Fig. 2.1), ocorre a formação da instabilidade de

Kelvin-Helmholtz (KH). Este tipo de instabilidade desenvolve-se na direção longitudinal do es-

coamento, formando os turbilhões de KH, que se movem com uma velocidade média (Brown

& Roshko, 1974 [16]; Browand & Weidman, 1976 [15]). Após a formação da instabilidade

primária de KH, esta torna-se propícia a diferentes instabilidades secundárias.

Batchelor et al. (2000) [8] utilizaram uma placa separadora e duas correntes distintas de

velocidade, para estudar o comportamento de uma camada de mistura homogênea em desen-

volvimento espacial. A Figura 2.1 mostra uma representação dos perfis de velocidade que se

formam à jusante de uma placa separadora e o aumento da espessura da camada de mistura (δω).

É interessante notar que a evolução temporal da camada de mistura pode ocorrer na at-
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mosfera (Fig. 2.2a), pela aceleração do escoamento sobre o topo de uma corrente de ar quente

ascendente, ou pode ser obtida experimentalmente, através da inclinação de um tanque contendo

um fluido estavelmente estratificado (Fig. 2.2b). Já em outros trabalhos experimentais (Lashe-

ras & Choi (1988) [85], Schowalter et al. (1994) [125], Pierrehumbert & Widnall (1982) [117],

Bell & Mehta (1993) [10], Winant & Browand (1974) [159]), utilizou-se uma placa separadora

para estudar o desenvolvimento espacial da camada de mistura.

Figura 2.1: Camada de mistura em desenvolvimento espacial à jusante de uma placa separadora.
(Adaptado de Batchelor et al., 2000 [8]).

(a) (b)

Figura 2.2: Exemplos de camada de mistura temporal: (a) Atmosfera na região do Ártico cana-
dense (Scott McAuliffe, Oregon State University); (b) Reprodução experimental em um tanque
(Thorpe, 1971 [148]).

A instabilidade em desenvolvimento espacial é gerada entre dois escoamentos paralelos de

velocidades U1 e U2 (U1 > U2 conforme Fig. 2.1) que se desenvolvem ao longo da direção

longitudinal x. A camada de mistura temporal, que é periódica na direção do escoamento e

desenvolve-se no tempo, é uma aproximação da camada de mistura espacial, onde se observa o

escoamento em um sistema galileano de referência movendo-se com velocidade de convecção
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UC = (U1 + U2)/2. A transformação utilizada para relacionar os enfoques espacial e temporal

é dada por

x = UC t. (2.1)

Esta relação faz com que as velocidades superior e inferior da camada de mistura temporal

sejam, respectivamente, iguais a

U = U1 −
(U1 + U2)

2
=

U1 − U2

2
, (2.2)

e

− U = U2 −
(U1 + U2)

2
=

U2 − U1

2
. (2.3)

Nos modelos numéricos, tem sido investigada, na formulação temporal e espacial, a dinâ-

mica bidimensional e tridimensional de uma camada de mistura estratificada. Patnaik et al.

(1976) [114], Mallier (1995) [93], Staquet (1995) [141], Reinaud et al. (2000) [121], Miller

et al. (2001) [104], Smyth (2003) [139], Martinez (2006) [94], Rahmani (2011) [120], entre

outros autores, estudaram a camada de mistura bidimensional na formulação temporal. Utili-

zando esta mesma formulação para analisar a tridimensionalidade destacam-se, Smyth & Peltier

(1991, 1994) [137, 138], Knio & Ghoniem (1991) [70], Comte (1992) [25], Scinocca (1995)

[43], Cortesi et al. (1998, 1999) [29, 30], Caulfield & Peltier (2000) [22], Staquet (2000) [142],

Smyth & Moum (2000) [135], Smyth & Winters (2003) [139], Balaras et al. (2001) [6], Peltier

& Caulfield (2003) [116], Martinez et al. (2007) [97], Brucker & Sarkar (2007) [17], Mashayek

& Peltier (2011) [98].

Os modelos numéricos que utilizam camada de mistura em desenvolvimento espacial re-

quer um domínio computacional com tamanho longitudinal muito extenso. Para tais modelos,

os seguintes autores utilizaram simulações bidimensionais: Ghoniem & Ng (1987) [47], Korc-

zak & Wessel (1989) [75], Pruett (1989) [119], Ko et al. (2008) [71], Maghrebi & Zarghami

(2010) [92], Wei et al. (2012) [158], entre outros. E nos estudos numéricos tridimensionais

destacam-se: Silvestrini (1996) [129], Comte et al. (1998) [26], Bernard (2008) [12], Druzhi-

nin & Elghobahi (2001) [39], Laizet et al. (2010) [81].
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Nos estudos analíticos, destaca-se a teoria de estabilidade linear, que investiga como as per-

turbações infinitesimais superpostas ao escoamento base são amortecidas ou amplificadas, e de

que modo sua evolução determina a transição do escoamento para a turbulência. Para tal análise,

Taylor e Goldstein (1931) [146, 49], Howard (1961) [57] e Miles (1961) [103] foram os pio-

neiros a investigar as condições em que as pequenas perturbações podem crescer nas camadas

de mistura homogênea e estratificada. Outros autores (Huerre & Monkewitz [59]) estudaram a

direção de propagação das perturbações, abrindo um campo no estudo das instabilidades con-

vectiva, absoluta e global.

Instabilidades importantes se formam em uma camada de mistura com a amplificação das

perturbações. Após a formação da instabilidade primária de Kelvin-Helmholtz (Fig. 2.1, 2.2a e

2.2b), esta torna-se propícia a diferentes instabilidades secundárias que podem ser observadas

em laboratório (Thorpe, 1971 [148] e Batchelor et al., 2000 [8]), na atmosfera (Gossard et al.,

1970 [51]) e em meios estratificados (Haury et al., 1979 [54]) constatadas numericamente por

Staquet (1995 [141]) e Martinez (2006 [94]).

2.1 Análise das perturbações

O modelo matemático que analisa se as pertubações infinitesimais se amplificam ou não,

em um escoamento, é baseado na decomposição das variáveis dependentes, em um campo de

base mais uma pequena perturbação:

u(x, y, t) = u(y) + u′(x, y, t), (2.4)

onde t, x e y, correspondem, respectivamente, ao tempo e às direções longitudinal e vertical.

Assume-se que o escoamento base é invariante na direção principal do mesmo e que a com-

ponente vertical da velocidade base é nula (v(y) = 0). As variáveis dependentes decompostas

dessa maneira são substituídas nas equações de Navier-Stokes e de transporte-difusão, resul-

tando em equações diferenciais em função das perturbações, uma vez que o escoamento base

satisfaz identicamente estas equações. Desprezando-se os termos não lineares e introduzindo

a função de corrente ψ, onde as componentes horizontal e vertical de velocidade são definidas
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como u′ = ψy e v′ = −ψx, pode-se propor uma solução na forma de modos normais, em que as

perturbações tomam a forma,

Φ′(x, y, t) = Φ̂(y) exp[ j(αx −̟t)], (2.5)

onde j =
√
−1, α e ̟ são números complexos (α = αr + jαi e ̟ = ̟r + j̟i). A frequência da

onda ̟ é definida por ̟ = αc, Φ̂ representa a amplitude das perturbações e c é a velocidade da

onda.

Dois tipos de análises podem ser realizadas: uma utilizando aproximação espacial e a outra

por meio de aproximação temporal.

Utilizando aproximação temporal, α é um número real e a frequência ̟ um número com-

plexo. Portanto, a amplitude da perturbação cresce no tempo (αi = 0) e ̟ = ̟r corresponde à

freqüência da onda, αr ao número de onda e ̟i = αrci é a taxa de crescimento das perturbações.

Então se:

• ̟i < 0 ⇒ o escoamento é estável;

• ̟i = 0 ⇒ o escoamento é neutramente estável;

• ̟i > 0 ⇒ o escoamento é instável.

Na aproximação espacial, o número de onda α é complexo e a frequência ̟ é um número

real. Nesta análise, a amplitude da perturbação cresce na direção do escoamento (̟i = 0) e

a freqüência da onda é dada por ̟ = ̟r, o número de onda por αr e αi representa a taxa de

crescimento das perturbações. Assim se:

• αi < 0 ⇒ o escoamento é instável;

• αi = 0 ⇒ o escoamento é neutramente estável;

• αi > 0 ⇒ o escoamento é estável.

Então, utilizando a Eq. 2.5, as perturbações para os casos temporal e espacial seguem,

respectivamente, as expressões

~u′t(x, y, t) = ~A(y) exp[̟it] exp[ jαr(x − crt)], (2.6)
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~u′e(x, y, t) = ~A(y) exp[−αix] exp[ jαr(x − crt)], (2.7)

em que os subíndices t e e representam, respectivamente, os casos temporal e espacial.

Detalhes da análise de estabilidade linear podem ser encontradas em Drazin & Reid (1989

[38]) e Mendonça (2003 [99]).

No presente trabalho é analisada a taxa de amplificação das perturbações no escoamento em

uma configuração temporal, empregando uma abordagem analítica via operador diferencial de

Chebyshev e utilizando Simulação Numérica Direta (DNS).

Uma forma de classificar problemas de instabilidade é levar em consideração como as per-

turbações se propagam no escoamento. Caso a perturbação cresça ao longo do tempo em um

ponto fixo do espaço, trata-se de instabilidade absoluta (Fig. 2.3b [59]). Portanto,

lim
t→∞
‖~u′(x, t)‖ = ∞. (2.8)

No entanto, se a perturbação cresce ao se propagar na direção do escoamento, por exemplo,

mas decresce em um ponto fixo no espaço, ela é denominada instabilidade convectiva (Fig. 2.3a

[59]). Logo,

lim
t→∞
‖~u′(x, t)‖ = 0. (2.9)

Porém, neste caso, existe uma velocidade Vc, tal que

lim
t→∞
‖~u′(x + Vct, t)‖ = ∞. (2.10)

Figura 2.3: Resposta ao impulso no plano (x, t): (a) Instabilidade convectiva; (b) Instabilidade
absoluta (Huerre & Monkewitz, 1985 [59]).
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Em certas circunstâncias, a instabilidade convectiva é associada com outros mecanismos

de perturbação, no qual a amplificação dos turbilhões de KH interagem com um obstáculo, de

modo que um sinal transiente retorna para o ponto de origem da perturbação. Isto pode desen-

cadear uma nova perturbação, que se move à jusante, interagindo com o obstáculo, enviando

um outro sinal, e assim por diante. Portanto, a oscilação auto-sustentável parece mais uma

instabilidade convectiva deliberadamente estimulada (Sherman, 1990 [128]). Este fenômeno,

cuja amplificação das perturbações é dependente do perfil base em todo o domínio, passou a ser

denominado instabilidade global (Huerre & Monkewitz, 1990 [60]).

No escoamento cisalhante estratificado, utiliza-se o número de Richardson Gradiente ou

Local para quantificar as variações de densidade e o efeito de empuxo. Turner (1973) [155]

define este adimensional por:

RiL(y) =
N2

BV(
∂u
∂y

)2
=
−g∂ρ

∂y

ρo

(
∂u
∂y

)2
, (2.11)

onde g é a aceleração da gravidade e o termo NBV =
(−g
ρ0

∂ρ

∂y

)1/2
representa uma frequência de-

nominada frequência de empuxo (ou de flutuabilidade), ou como é mais conhecida, frequência

de Brunt-Väisäla, fundamental no estudo de escoamentos estratificados. Esta frequência está

associada ao deslocamento vertical de um elemento de fluido em relação a sua posição de equi-

líbrio. Se N2
BV < 0, a estratificação é instável, e se N2

BV > 0, a estratificação é estável. Quando

N2
BV = 0, o elemento de fluido está em equilíbrio e o escoamento é dito homogêneo ou não

estratificado (Turner, 1973 [155]). A única força de campo atuante na camada de mistura esta-

velmente estratificada é a força da gravidade. Desta forma, uma componente da força de campo

na direção vertical pode ser incorporada à dinâmica do escoamento e, ele pode ainda ser tratado

como incompressível. Tal consideração corresponde ao movimento do fluido onde a densidade

não varia devido às forças de pressão, senão somente devido às forças de empuxo. Assim pode

ser utilizado a aproximação de Boussinesq, que despreza as variações de densidade nos termos

inerciais das equações do escoamento e somente as leva em consideração no termo que envolve

a gravidade [7, 32]. Uma justificativa formal das condições propostas por Boussinesq pode ser

vista com mais detalhes em Spiegel & Veronis (1960 [140]). Tal formulação foi utilizada nas
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equações da continuidade, de Navier-Stokes e de transporte-difusão.

Para a configuração temporal, na análise de estabilidade linear de um escoamento bidimen-

sional, estratificado, cisalhante, não-viscoso, incompressível e paralelo, considera-se a seguinte

equação diferencial (Hazel, 1972 [55]):

(φyy − α2φ) −
uyy

(u − c)
φ − RiH

ρy

(u − c)2
φ = 0, (2.12)

onde os termos viscosos e de difusão da densidade foram desprezados.

Os perfis de velocidade e densidade são respectivamente, u(y) e ρ(y), e α = αr é o número de

onda; φ é a amplitude da perturbação linear para o modo temporal, definida através da função

corrente ψ(x, y, t) = φ(y) exp[ jαr(x − crt)]. A celeridade da onda é dado por c = ̟/αr = cr+ jci.

A Equação (2.12), denominada equação de Taylor-Golstein, descreve o comportamento de

uma perturbação infinitesimal em um escoamento estratificado, onde a variação de densidade

é ignorada, exceto no termo de empuxo (aproximação de Boussinesq). Quando o escoamento

é homogêneo, isto é, não estratificado, a Eq. (2.12) é denominada de equação de Rayleigh. O

número de Richardson Global, que surge na Eq. 2.12, é expresso por

RiH =
g∆ρδi

2ρ0U2
, (2.13)

onde δi é a espessura inicial da vorticidade, U é a metade da diferença da velocidade cisalhante

(Eq. 2.2) e ∆ρ = ρ1 − ρ2. Este adimensional é uma relação entre forças de flutuabilidade e de

inércia [77], e é fundamental no estudo da estabilidade linear e não linear da camada de mistura

estratificada.

Por meio da teoria de estabilidade linear, Hazel [55] estabeleceu a curva de estabilidade

neutra RiH = α(1 − α), utilizando perfis tangente hiperbólico para a velocidade e densidade.

A Figura 2.4 contêm as taxas máximas de amplificação, ωi = αrci para vários números de

Richardson, RiH. Verifica-se que a medida que RiH cresce, a taxa ωi diminui, e que, a par-

tir de RiH = 0.25, o escoamento passa a ser estável. O número de onda mais amplificado

é αa = 0.444δ−1
0 (δi = 2δ0), que corresponde aproximadamente a um comprimento de onda

λa = 2π/αa = 7δi, o mesmo valor encontrado por Michalke (1964) [101], para uma camada de
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mistura homogênea. Portanto, quando o número de Richardson é baixo o suficiente, desenvolve-

se as instabilidades de KH, mas se o número de Richardson está acima de 0.25, as instabilidades

são inibidas, iniciando na interface as instabilidades de Holmboe.

Figura 2.4: Curva de estabilidade neutra para uma camada de mistura estratificada (Hazel, 1972)
[55]

As instabilidades de Holmboe consiste de duas sequências de ondas paralelas, que viajam

em direções opostas em relação ao escoamento base (Fig. 2.5). A análise de estabilidade linear,

bem como o estudo experimental, para o caso em que a espessura da camada de mistura é

maior, comparando-se com a espessura da camada de densidade, δi ≫ δρ, foi investigada por

Lawrence et al. (1991) [86] e Haigh & Lawrence (1999) [53]. Em ambos trabalhos, os modos

não-dispersivos de K-H ocorrem somente para Ri < 0.07. O fenômeno da instabilidade de

Holmboe foi encontrado também por Carpenter et al. [19], utilizando Simulação Numérica

Direta (DNS) e razão entre espessura de vorticidade e densidade δi/δρ = 5.

Figura 2.5: Instabilidade de Holmboe, Pr = 25, δi/δρ = 5 (Carpenter et al., 2010 [19]).

O desenvolvimento das instabilidades de Kelvin-Helmholtz e Holmboe na camada de mis-

tura estratificada pode ocorrer de acordo com a relação entre os valores de δi e δρ [94]. Na ta-

bela (2.1) são listadas as instabilidades primárias que surgem na camada de mistura, de acordo
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com a relação entre as espessuras dos perfis de velocidade (δi) e densidade (δρ) e o número

de Richardson (RiH). Se δi < 2δρ e RiH < 0.25, a camada de mistura torna-se instável para

todos os comprimentos de onda e a instabilidade de Kelvin-Helmholtz pode se desenvolver.

A maioria dos estudos experimentais de camada de mistura estratificada obedece à relação

δi > 2δρ [55, 74, 144]. Nestes casos, quando RiH > 0.07, ocorre a instabilidade de Holmboe

[55, 74, 86, 147].

Tabela 2.1: Instabilidades primárias em função da relação entre δi e δρ. Tabela adaptada de
Martinez (2006 [94]).

Relação entre δi e δρ RiH Instabilidades Referência
δi ≫ δρ RiH ≤ 0.07 Kelvin-Helmholtz [53, 86]
δi ≫ δρ RiH > 0.07 Holmboe [53, 86]
δi ≫ δρ RiH = 0.046 Transição Kelvin-Helmholtz à Holmboe [53, 86]
δi ≫ δρ RiH < 0 Kelvin-Helmholtz [53, 86]
δi ≤ 2δρ RiH < 0.25 Kelvin-Helmholtz [55]
δi > 2δρ RiH < 0.25 Kelvin-Helmholtz e Holmboe [55]

Em grande parte das pesquisas experimentais relativas à transição da camada cisalhante, o

escoamento base é gerado pela mistura de duas correntes de velocidades à jusante de uma placa

separadora. A razão R = ∆U/(2UC) quantifica a magnitude de ∆U = U1 − U2 em relação

à velocidade média UC = (U1 + U2)/2. De acordo com a Fig. 2.6, quando R = 0, não há

cisalhamento e o escoamento torna-se uniforme. Uma camada de mistura pode se formar no

intervalo 0 < R < 1. Quando R = 1, o escoamento inferior está em repouso, mas, quando R > 1,

forma-se uma camada de mistura com a camada inferior de sentido contrário ao escoamento da

camada superior.

Michalke (1964, 1965) [101, 102] investigou analiticamente a evolução temporal e espacial

da camada de mistura homogênea, utilizando como perfil de velocidade u(y) = 0.5(1 + tanh y).

Os autovalores e autofunções, encontrados nesses trabalhos, mostraram que a formulação espa-

cial é a que melhor se aproxima dos resultados experimentais.

Brown & Roshko (1974 [16]) e Oster & Wygnanski (1982 [112]) mostraram que a taxa de

amplificação da camada de mistura turbulenta decai de acordo com o aumento ou diminuição

da razão de velocidade R = ∆U/(2UC). Este resultado é muito importante na análise de estabi-

lidade linear ao arbitrar valores para R. Huerre & Monkewitz (1985)[59] mostraram que para
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Figura 2.6: Efeito da razão R = ∆U/(2UC) no perfil de velocidade da camada de mistura
(Batchelor et al., 2000 [8]).

R < 1.315 a camada de mistura homogênea é convectivamente instável, ou seja, as perturbações

crescem ou decrescem ao se propagar na direção do escoamento.

A primeira tentativa de relacionar as taxas de crescimento temporal e espacial foi proposta

por Gaster (1962 [44]). Ele considerou uma forma geral para relacionar α = α(ω) e ω = ω(α)

no plano complexo, onde as taxas de amplificação temporal e espacial estão conectadas pela

velocidade de grupo, dada por:

cg =
∂ωr

∂αr
. (2.14)

Duas décadas depois, Monkewitz & Huerre (1982 [106]) retiraram parcialmente as restri-

ções da transformação de Gaster (Eq. 2.14), acrescentando que o estudo em desenvolvimento

temporal pode ser extrapolado para o caso espacial, desde que a velocidade de convecção, UC,

seja maior em comparação com a velocidade U (Eq. 2.2).

Ortiz, Chomaz & Loiseleux (2002 [111]) estudaram a validade da transformação de Gaster

(Eq. 2.14) para uma camada de mistura estratificada. Para este fim, eles utilizaram um perfil de

velocidade segmentado e um perfil de densidade estável, mas com uma mudança muito brusca

na interface (Fig. 2.7). Suas considerações previram muito bem a instabilidade espacial, exceto

nas regiões de transição entre instabilidades convectiva e absoluta. Os resultados apresentaram

um novo cenário de transição (Fig. 2.8), com a presença de ondas de propagação. Para Ri <

0.07, o sinal comporta-se como um pacote de ondas, contendo modos de transição Kelvin-

Holmboe. O parâmetro utilizado para comparações é a = 2UC/∆U=R−1.
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Figura 2.7: Perfis de velocidade e densidade (Ortiz et al., 2002 [111]).

Figura 2.8: Resposta do impulso no plano (x,t): (a, d) Absolutamente instável; (b, c, e) Con-
vectivamente instável. Para Ri > 0.07 e a > 0, apresentam-se dois modos de Holmboe que
amplificam-se (Ortiz et al., 2002 [111]).

2.2 Estudos experimentais e numéricos

A instabilidade de KH ocorre quando é perturbada a interface entre dois fluidos ou duas

camadas de velocidade diferentes. Devido à inflexionalidade do perfil de velocidade, a instabi-

lidade de KH se desenvolve e gera uma camada de vorticidade (Fig. 2.9a), de comprimento de

onda λa. Estas estruturas, com vorticidade perpendicular ao escoamento base, crescem como

uma onda na interface (Fig. 2.9b). Em seguida, enrola-se a interface e forma-se a estrutura

primária de Kelvin-Helmholtz (KH), conforme pode ser visto na Fig. 2.9c.
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Figura 2.9: Fases da formação da instabilidade de Kelvin-Helmholtz (Lesieur, 1997 [89]).

A interface cisalhante dos turbilhões de KH torna-se instável quando o número de Ri-

chardson Gradiente é inferior ao valor crítico de Miles-Howard de 0.25 (Thorpe, 1973 [149]).

Outros trabalhos interessantes, realizados por Scotti & Corcos (1972[127]) e Lawrence et al.

(1991[86]), determinaram em laboratório a taxa de crescimento inicial das perturbações e o

comprimento de onda entre os turbilhões de KH, estando em boa concordância com suas previ-

sões através da teoria de estabilidade linear.

Logo após o crescimento, a instabilidade primária de KH torna-se suscetível a diferentes

tipos de instabilidades secundárias, as mais importantes ocorrem no interior do turbilhão de

KH e na zona entre os turbilhões de KH, que são os principais mecanismos da transição para a

turbulência (Bernal & Roshko, 1986 [11]; Schowalter et al., 1994 [125]). A instabilidade que

permanece confinada na parte central do núcleo do vórtice de KH, é denominada instabilidade

elíptica [20, 65, 84]. Esta se desenvolve primeiro mas sua taxa de crescimento decai antes que

o turbilhão de KH atinja a máxima amplitude. De acordo com análise de estabilidade linear

de Klaassen & Peltier [67, 68, 69], em escoamentos estratificados, os resultados mostram que

a instabilidade elíptica perde a intensidade dos vórtices para a instabilidade centrada na região

entre os turbilhões, a instabilidade hiperbólica. Mas, em escoamentos não estratificados, as

duas instabilidades competem por dominância [69].

Um característica importante na formação de uma série de ondas de KH é o emparelhamento

dos turbilhões (Fig. 2.10). Este fenômeno físico aumenta o entranhamento dentro da região

do turbilhão (Winant & Browand, 1974 [159]; Patterson et al., 2006 [115]). De acordo com
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Figura 2.10: Processo de emparelhamento (Lasheras & Choi, 1988 [85]).

Atsavapranee & Gharib (1997 [5]), o aumento da estratificação suprime substancialmente o

emparelhamento.

Em camadas cisalhantes homogêneas ou com baixa estratificação, formam-se os turbilhões

contra-rotativos, que são causados pelo alongamento da região entre os turbilhões de KH, meca-

nismo explicado na teoria de Lin & Corcos (1984) [91]. Estas estruturas foram indicadas primei-

ramente pelas experiências de Brown & Roshko (1974) [16], Konrad (1976) [72], Breidenthal

(1981) [13], e posteriormente, por Jimenez (1983) [64], Bernal & Roshko (1986), Lasheras e

Choi (1988) [85], Schowalter et al. (1994) [125].

A instabilidade elíptica ocorre no núcleo do vórtice de KH e é comum a ambos escoamen-

tos, estratificado e homogêneo. Em meios estratificados, a instabilidade elíptica ocorre devido

à força de empuxo, conhecida na literatura como instabilidade convectiva gravitacional, sendo

confirmada por Thorpe (1985 [150]) e por Schowalter et al. (1994 [125]). Tal instabilidade

ocorre devido a inversão local do gradiente de densidade vertical e está associada à desestabi-

lização convectiva das subcamadas de densidade, que são geradas durante o enrolamento dos

turbilhões de KH. Como a estratificação aumenta este tipo de instabilidade no interior do nú-

cleo do turbilhão, torna-se mais dominante na formação dos vórtices longitudinais (Schowalter

et al., 1994 [125]). Segundo Brown & Roshko (1974) [16] e Bernal & Roshko (1986) [11],

vórtices secundários longitudinais melhoram significativamente o entranhamento e a mistura.

A instabilidade convectiva gravitacional está associada com a desestabilização das subca-

madas de densidade, geradas durante o enrolamento dos turbilhões de KH. Uma nova região

instável é criada para cada rotação do núcleo do turbilhão [67], e esta região, ao redor do vór-
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tice de KH, inclui movimentos convectivos, onde o campo de tensões é forte. Como pode ser

identificado na Fig. 2.11, o vórtice de KH, em meio estratificado, envolve o entranhamento de

duas subcamadas de fluido. Uma das subcamadas contém fluido mais denso, de cor vermelha,

enquanto a outra contém fluido menos denso, de cor azul. Posteriormente, o vórtice se enrola

e as subcamadas se entrelaçam com o fluido fortemente rotacional, formando subcamadas de

fluido mais denso e menos denso, na forma espiral. A instabilidade convectiva gravitacional

ocorre quando o fluido mais denso se encontra acima do menos denso [67, 69, 125, 150, 94].

(a) (b)

Figura 2.11: Campos de densidade. Simulação em desenvolvimento espacial (Re = 1000,
RiH = 0.05): (a) Processo de entranhamento; (b) Instabilidade convectiva gravitacional.

A região onde aparecem finas camadas de vorticidade entre os turbilhões de KH, Staquet

(1995 [141]) definiu como camada baroclínica. Devido à geração baroclínica da vorticidade,

esta região torna-se instável para instabilidades secundárias. Estas instabilidades têm a mesma

estrutura do turbilhão primário de KH e foram observadas nas experiências de Atsavapranee

& Gharib (1997) [5], na atmosfera por Gossard et al. (1970) [51], no oceano por Haury et al.

(1979) [54] e confirmada numericamente por Staquet (1995 [141]), Martinez et al. (2006 [94])

e Smyth (2003 [134]. A Figura 2.12 ilustra o campo de vorticidade transversal (ωz), destacando

a camada baroclínica (Fig. 2.12a) e o campo de densidade correspondente (Fig. 2.12b). As

instabilidades secundárias, atribuídas à camada de mistura estratificada com alto número de

Reynolds (Fig. 2.13), contribuem significativamente no processo de transporte e mistura.

O crescimento destas diferentes estruturas secundárias e suas interacões entre si com o mó-

dulo primário, cria pequenas estruturas no escoamento e uma transição para a fase turbulenta.

Enquanto os movimentos de pequena escala se desenvolvem completamente através do tur-



2.2. Estudos experimentais e numéricos 20

Figura 2.12: Simulação em desenvolvimento espacial (Re = 1000, RiH = 0.05): (a) Campo de
vorticidade transversal (ωz); (b) Campo de densidade correspondente.

Figura 2.13: Instabilidade secundária de Kelvin-Helmholtz na camada baroclínica. Campo de
vorticidade transversal de uma simulação em desenvolvimento espacial (Re = 1000, RiH =

0.05).

bilhão, os experimentos de Brown & Roshko (1974) [16] e Dimotakis & Brown (1976) [36]

sugerem que a estrutura do turbilhão primário desempenha um papel importante na transição

para a turbulência e na dinâmica do escoamento turbulento.

Medições de perfis de densidade e velocidade realizadas por Thorpe (1973) [149], indicam

que cerca de 25% da energia extraída do escoamento base, através das instabilidades de KH, é

convertida para mistura. A evolução no tempo de entranhamento e de mistura em escoamentos

estratificados, medidos em um tanque por Patterson et al. (2006) [115], mostraram uma forte

dependência do estágio de evolução do turbilhão de KH. Os autores realizaram dois experimen-

tos variando o número de Reynolds e de Richardson, em função da declividade do tanque.

Em uma camada de mistura em desenvolvimento espacial, Brown & Roshko (1974 [16])
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determinaram a taxa de crescimento da espessura de vorticidade, definida por

1
R

dδω
dx
= CBR, (2.15)

onde R = (U1 − U2)/(U1 + U2). As velocidades máxima e mínima, são respectivamente, U1 e

U2, e a espessura inicial da vorticidade, δi, é determinada por

δi =
2U

|du/dy|max
. (2.16)

Winant & Browand (1974) [159] mostraram que o crescimento da camada cisalhante é co-

mandado principalmente pelos emparelhamentos dos turbilhões de Kelvin-Helmholtz. Experi-

mentos mostram que o valor CBR pode variar entre 0.15 (Browand & Latigo, 1979 [14]) e 0.27

(Huang & Ho, 1990 [58]). Estas diferenças são ainda mais marcantes quando R→ 1 [16].

Outros autores identificaram a evolução da espessura da camada cisalhante, medindo a taxa

de crescimento da camada de forma diferente. Wygnanski & Fiedler (1970 [161]), Champagne

et al. (1976 [23]) e Patel (1973 [113]) consideraram as posições y0.95 e y0.1 definidas pelo perfil

médio de velocidade, de modo que

< u(x, yα) >= U2 + α(U1 − U2). (2.17)

Para calcular a taxa de alargamento da camada de mistura, os autores [161, 23, 113] utiliza-

ram a equação

Al(x) =
|y0.95 − y0.1|

(x − x0)
, (2.18)

onde x0 é a coordenada longitudinal referente à localização hipotética do vértice apresentado na

Fig. 2.14.

Os resultados de Patel (1973 [113]) e Champagne et al. (1976 [23]) estão apresentados na

Fig. 2.14. Eles obtiveram taxas de Al = 0.19 e Al = 0.21, respectivamente. Estas diferenças são

atribuídas à forma como são introduzidas as perturbações nos experimentos.

Simulações numéricas foram utilizadas pela primeira vez por Rosenhead (1931) [123] no

estudo da formação dos turbilhões de KH utilizando perturbações senoidais. Desde então, as
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Figura 2.14: Taxa de alargamento da camada de cisalhamento (Adaptado de Champagne et al.,
1976 [23]).

simulações numéricas foram utilizadas para simular a evolução das instabilidades de KH e

quantificar as características da geração da turbulência e da mistura.

O crescimento das instabilidades primárias de KH, assim como a transição para as instabi-

lidades secundárias, foram amplamente investigadas em vários trabalhos, no qual destacamos,

Patnaik et al. [114], Klaassen & Peltier [66, 67, 69], Staquet [141], Caulfield & Peltier [21],

Smyth, 2003 [134]. A natureza das instabilidades secundárias, sua evolução e contribuição para

o desencadeamento da turbulência foram examinadas em detalhes por Caulfield & Peltier [22],

Peltier & Caulfield [116] e Martinez [94].

Smyth (1999) [133] examinou o processo de dissipação de escalares em pequenas escalas

na turbulência gerada pelas instabilidades de KH. A evolução no tempo da mistura e as quanti-

dades que caracterizam o comportamento de mistura, tais como a eficiência de mistura, foram

examinadas ao longo do ciclo de vida total ou parcial dos turbilhões de KH em numerosas si-

mulações numéricas (Scinocca, 1995 [43]; Cortesi et al., 1999 [30]; Caulfield & Peltier, 2000

[22]; Staquet, 2000 [142]; Carpenter et al., 2010 [19]; Inoue & Smyth, 2009 [62]). No entanto,

esses estudos, concentram-se sobre o efeito da estratificação na mistura (Caulfield & Peltier,

2000 [22]), ou consideram um intervalo muito limitado do número de Reynolds (Re) e do nú-

mero de Prandtl (Pr) em escoamentos que envolvem mistura (Smyth et al., 2001 [136]; Cortesi
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et al., 1999 [30]; Staquet, 2000 [142]). Por outro lado, Rahmani (2011) [120] realizou uma

investigação sobre o efeito dos adimensionais, Re e Pr, na mistura.

Laizet et al. (2010) [81] incluíram três diferentes geometrias de placa separadora (Fig.

2.15). No desenvolvimento espacial da camada de mistura homogênea, os autores notaram

forte dependência da geometria na formação das esteiras e estruturas coerentes. Em geometrias

semelhantes, Breidenthal (1981) [13] observou em um canal a consequência dos emparelha-

mentos e o desenvolvimento de pequenos turbilhões devidos aos movimentos tridimensionais

no escoamento.

Figura 2.15: Diferentes configurações para a placa separadora [81]

Um outro mecanismo que caracteriza a organização dos turbilhões de KH é o emparelha-

mento helicoidal, estrutura na forma de uma treliça. Este fenômeno só pode ser observado em

escoamentos não estratificados, como pode ser verificado nas Figuras 2.16 e 2.17. Este tipo de

instabilidade foi constatado por Comte et al. (1992) [25], Silvestrini (1996) [129] e Laizet et

al. (2010) [81]. Em tais trabalhos foram utilizados Simulações Numéricas Diretas (DNS), que

resolvem todas as escalas espaciais e temporais do escoamento (Martinez, 2006 [94]; Fontane

& Joly, 2008 [42]; Alexakis, 2009 [3]). Neste trabalho esta técnica é utilizada para investigar os

efeitos da gravidade na direção longitudinal, em uma camada de mistura estavelmente estrati-

ficada. A técnica DNS é um excelente instrumento para investigar as estruturas que se formam

na camada de mistura em desenvolvimento temporal e espacial.

Os movimentos tridimensionais produzem instabilidades transversais que formam os vórti-

ces longitudinais, localizados entre os vórtices de KH. Pierrehumbert & Widnall (1982) [117]

sugerem que estas instabilidades, que induzem as oscilações transversais, são caracterizadas
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Figura 2.16: Surgimento do emparelhamento helicoidal em uma simulação temporal (Silves-
trini, 1996 [129]).

Figura 2.17: Surgimento do emparelhamento helicoidal em uma simulação espacial (Laizet et
al., 2010 [81]).

por uma oscilação de fase com os turbilhões primários de KH (Fig. 2.18). Os autores deno-

minam estas oscilações tridimensionais de instabilidades translativas, responsáveis pelo início

da tridimensionalização da camada de mistura homogênea. De acordo com Pierrehumbert &

Widnall [117], o comprimento de onda transversal mais instável tem aproximadamente 2/3 do

comprimento de onda longitudinal. A linha que aparece na Fig. 2.18 é uma representação da

evolução ao longo do tempo, da instabilidade translativa.

O processo da tridimensionalidade, nas camadas de mistura estratificadas, é mais complexo,

em virtude das instabilidades causadas por efeitos baroclínicos. Além da instabilidade transla-

tiva, os movimentos tridimensionais são afetados pela instabilidade convectiva gravitacional,

que ocorre durante o enrolamento do turbilhão de KH, e pela instabilidade secundária bidimen-

sional, que surge devido o gradiente de densidade longitudinal [22, 29, 125]. De acordo com

Martinez et al. [96, 97], a estratificação afeta a formação dos vórtices longitudinais devido aos

gradientes de densidade, que contribuem com um mecanismo extra de geração ou destruição de
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Figura 2.18: Instabilidade translativa (Schoppa et al., 1995 [124]).

vorticidade local, por meio do torque baroclínico.

O estágio de transição para o regime turbulento inicia no número de Reynolds, onde o efeito

das forças de inércia supera o efeito de dissipação das forças viscosas para desenvolver movi-

mentos tridimensionais. Com o aumento do número de Reynolds, estes movimentos tornam-se

mais intensos. O desenvolvimento de uma ampla gama de tamanhos de vórtices no escoamento

facilita o processo de agitação de escalares e, portanto, aumenta a mistura no escoamento. Isso

explica o aumento da quantidade de mistura, de acordo com o número de Reynolds (Rahmani,

2011[120]). Para um aumento suficiente do número de Reynolds, o espectro de escalas de

comprimento inclui todos os tamanhos de vórtices, a partir da maior escala até as menores, e

abaixo destas, a difusão molecular dissipa todas as perturbações. Nesta situação, a turbulência

está totalmente desenvolvida e outros acréscimos no número de Reynolds não causam aumento

significativo da mistura. Um exemplo de uma turbulência sub-desenvolvida e plenamente de-

senvolvida em camadas de cisalhamento é ilustrado na Fig. 2.19, mostrando a estrutura da

densidade para diferentes Re. Ao analisar um amplo número de estudos sobre a transição em

diferentes escoamentos em regime turbulento, Dimotakis (2000) [35] conclui que uma turbu-

lência plenamente desenvolvida é alcançada para Re & 104.

Em camadas de cisalhamento, a transição da camada de mistura para regime turbulento foi

notada pela primeira vez por Konrad (1976) [72] em uma camada de cisalhamento envolvendo

gases, formada por duas camadas paralelas de diferentes velocidades a jusante de uma placa

separadora. A transição da camada de mistura para o regime turbulento, em meio líquido, foi

medida por Breidenthal (1981) [13] e Koochesfahani & Dimotakis (1986) [73] através da rea-
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Figura 2.19: Diferentes estruturas nos campos de densidade. À esquerda, Re � 1.75 × 103, e à
direita, Re � 2.3 × 104 (Koochesfahani & Dimotakis, 1986 [73])

ção química entre duas camadas. Para a mesma razão de velocidade, a transição do escoamento

observada nestes dois estudos ocorreram ao longo do mesmo intervalo de números de Reynolds

observados por Konrad (1976) [72]. O aumento de uma ordem de magnitude na quantidade de

mistura nas medições de Breidenthal (1981) [13] e Koochesfahani & Dimotakis (1986) [73],

foi associado com o desenvolvimento de movimentos turbulentos de pequena escala no escoa-

mento.

Compreender a transição do escoamento, em faixas de Re sobre a qual esta transição ocorre,

é importante para os estudos dos processos de mistura que ocorrem no oceano e na atmosfera.

Como estes escoamentos têm geralmente número de Reynolds muito elevados (Re > 105),

podem ser assumidos que exibem comportamento de uma turbulência totalmente desenvolvida

(Rahmani, 2011 [120]).



Capítulo 3

Metodologia numérica

Neste capítulo será abordada a metodologia numérica utilizada neste trabalho. Serão des-

critos a configuração do domínio de cálculo, as equações que descrevem o escoamento, as

condições de contorno e condições iniciais, as discretizações temporal e espacial, as escalas de

comprimento, a decomposição do domínio e a identificação das estruturas coerentes.

O código computacional utilizado no presente trabalho é o Incompact3d, baseado na téc-

nica de Simulação Numérica Direta (Direct Numerical Simulation - DNS). Este código resolve

as equações que modelam o escoamento, discretizando-as em uma malha cartesiana, utilizando

o método de diferenças finitas. O método de Adams-Bashfort de segunda ordem é utilizado para

discretização temporal das equações, enquanto que, para a discretização espacial, utilizou-se um

esquema de diferenças finitas compactas de sexta ordem (Lele, 1992[88]).

3.1 Configuração do domínio de cálculo

O domínio de cálculo para os casos bidimensional e tridimensional são respectivamente de

tamanho, (Lx, Ly) e (Lx, Ly, Lz), empregados para o estudo da camada de mistura. A Fig. 3.1

apresenta o domínio tridimensional, onde a direcão x é a direção principal do escoamento (lon-

gitudinal), y é a direção vertical e z é a transversal.

27
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Figura 3.1: Representação tridimensional do domínio de cálculo.

3.2 Equações do movimento

Para compreender a dinâmica de uma camada de mistura estavelmente estratificada, foram

realizadas Simulações Numéricas Diretas (DNS), onde são resolvidas as equações da continui-

dade e de Navier-Stokes na aproximação de Boussinesq, em um sistema cartesiano de referência

(x, y, z). A equação da quantidade de movimento para o campo de velocidade ~u = (u, v,w), é

dada por
∂~u
∂t
+

1
2

[~∇(~u ⊗ ~u) + (~u · ~∇)~u] = −~∇Π +
1

Re
~∇2~u + RiH ρ ~eθ, (3.1)

onde Π é o campo de pressão adimensional (Π = p/ρU2) e ~eθ = (senθ,−cosθ, 0). O tempo é

adimensionalizado utilizando a escala advectiva δi/U e a declividade é representada por θ (em

radianos), conforme ilustra a Fig. 3.2. O termo convectivo refere-se à operação em notação

indicial 1
2 [∂uiu j

∂x j
+

u j∂ui

∂x j
]. Este termo, escrito na forma anti-simétrica, permite reduzir os erros de

dobramento ("aliasing"). Estes aparecem quando os termos não-lineares são calculados nume-

ricamente no espaço físico, em um domínio discretizado [18, 76].

As outras equações do movimento são, a equação da continuidade, dada por:

~∇ · ~u = 0, (3.2)

e a equação de transporte-difusão, derivada da equação de energia, como segue:

∂ρ

∂t
+ (~u · ~∇) ρ =

1
RePr

∇2ρ, (3.3)
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Figura 3.2: Perfis de velocidade e densidade para a camada de mistura espacial.

onde ρ é a densidade.

A teoria matemática da difusão (Crank [31]) em substâncias isotrópicas é baseada na hipó-

tese de que a taxa de transferência de uma substância difusiva através de uma seção é propor-

cional ao gradiente da densidade normal a esta mesma seção. Esta hipótese é expressada pela

equação qi = −D(∂ρ/∂ni), onde qi é a taxa de tranferência por unidade de área da seção, D é

o coeficiente de difusão e ni é a coordenada espacial normal à seção do volume elementar. No

presente trabalho D é representado pela difusividade térmica (κ).

As variáveis utilizadas nas equações (3.1) a (3.3) são adimensionais. O número de Reynolds

(Re), o número de Richardson (RiH) e o número de Prandtl (Pr) são os parâmetros adimensio-

nais utilizados. O número de Reynolds, baseado na metade da diferença da velocidade através

da camada cisalhante (U) e na espessura inicial de vorticidade (δi), é definido por

Re =
Uδi

ν
, (3.4)

A espessura inicial da vorticidade (δi) e o número de Richardson Global (RiH) foram defini-

dos nas Equações 2.16 e 2.13, respectivamente.

O número de Prandtl é dado por

Pr =
ν

κ
, (3.5)
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onde ν é a viscosidade cinemática e κ a difusividade térmica.

A equação de vorticidade, obtida aplicando o rotacional à equação de movimento na apro-

ximação de Boussinesq (Eq. 3.1), é dada por:

∂~ω

∂t
+ ∇ × (~ω × ~u) = RiH (∇ρ × ~eθ) +

1
Re
∇2~ω, (3.6)

onde

∇ρ × ~eθ = (ρzcosθ) ~ix + (ρzsenθ) ~iy +
(
−ρxcosθ − ρysenθ

)
~iz, (3.7)

é o torque baroclínico. Quando θ = 0, o torque tem componentes:

∂ρ

∂z
na direção longitudinal x (3.8)

−
∂ρ

∂x
na direção transversal z (3.9)

O segundo termo da Eq. 3.6 pode ser escrito como

∇ × (~ω × ~u) = −(~ω · ∇)~u + (~u · ∇)~ω + ~ω(∇ · ~u). (3.10)

Como o escoamento é incompressível (∇ · ~u = 0), a Eq. 3.6 é reescrita como

∂~ω

∂t
+ (~u · ∇)~ω = (~ω · ∇)~u + RiH (∇ρ × ~eθ) +

1
Re
∇2~ω, (3.11)

onde D~ω
Dt =

∂~ω
∂t + (~u ·∇)~ω é a taxa de variação de ~ω, (~ω ·∇)~u é o termo de produção de vorticidade

("vortex strechting") e 1
Re∇

2~ω é o termo de dissipação de vorticidade por viscosidade.

3.3 Condições de contorno

As condições de contorno utilizadas para a camada de mistura temporal e espacial se diferem

na direção longitudinal (x). Para a camada de mistura temporal, as condições de contorno

são periódica na direção longitudinal (x) e semi-periódica (condição de deslizamento livre)

na direção vertical (y). Para a camada de mistura espacial foi utilizada a condição de entrada e

saída na direção longitudinal, e condição de contorno periódica na direção transversal (z) para as
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simulações tridimensionais. As Figuras 3.3 e 3.4 apresentam, esquematicamente, as condições

de contorno para as configurações em desenvolvimento temporal e espacial.

Condição periódica: se n é o número de pontos em uma direção, então ξn+1=ξ1 e ξ0=ξn;

Condição de deslizamento livre: utilizada nos contornos superior e inferior, y = ±Ly/2.

Esta condição equivale a uma condição de simetria (função par) ou antissimetria (função ímpar),

segundo a componente da velocidade e impõe as seguintes restrições: ∂u
∂y =

∂w
∂y = 0 e v = 0 em

y = ±Ly/2.

Condição de entrada e saída: Na entrada do domínio x = 0 são utilizados perfis de veloci-

dade e densidade. Além disto, foi acrescentado na entrada, campos de perturbações aleatórias

para as três componentes de velocidades.

Para a condição de contorno na saída são utilizadas equações de convecção para ~u e ρ, dadas

por:
∂~u
∂t
+ UC

∂~u
∂x
= ~0, (3.12)

∂ρ

∂t
+ UC

∂ρ

∂x
= 0, (3.13)

sendo UC a velocidade de convecção (UC=(U1 + U2)/2). De acordo com Akselvoll e Moint

(1996, [2]), devido a esta condição, a degradação do escoamento permanece confinada próxima

à região de saída.

Figura 3.3: Esquema das condições de contorno da simulação temporal.
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Figura 3.4: Esquema das condições de contorno da simulação espacial.

3.4 Condições iniciais

Os perfis utilizados para a velocidade e densidade tanto para a simulação temporal quanto

para a simulação espacial são do tipo tangente hiperbólico. O campo de perturbações adicio-

nadas aos perfis de velocidade são do tipo senóides para as simulações temporais e randômicas

para as simulações espaciais.

3.4.1 Simulação temporal

Os perfis de velocidade e densidade de base empregados nas simulações temporais (bidi-

mensionais), no instante de tempo t = 0, são dados por:

u(x, y, t = 0) = −U tanh

(
2y
δi

)
, (3.14)

e

ρ(x, y, t = 0) = − tanh

(
2y
δρ

)
, (3.15)

onde −Ly/2 6 y 6 +Ly/2.

O campo bidimensional de perturbações (u′0, v
′
0), no instante inicial (t = 0), adicionado ao

perfil de base para as simulações bidimensionais e domínio com um comprimentos de onda

(Lx = λa), é da forma:

u′0(x, y, t = 0) = −4A f y
Lx

2π
e−2y2

cos

(
2πx
Lx

)
, (3.16)
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e

v′0(x, y, t = 0) = −A f e
−2y2

sin

(
2πx
Lx

)
, (3.17)

onde u′0 e v′0 satisfazem a equação de continuidade. No presente trabalho nenhuma flutuação de

densidade é adicionada ao perfil ρ(y).

3.4.2 Simulação espacial

Os perfis de velocidade e densidade empregados nas simulações espaciais (bidimensionais

e tridimensionais), na entrada do domínio (x = 0), são dados por:

u(x = 0, y, z, t) = UC − U tanh

(
2y
δi

)
, (3.18)

e

ρ(x = 0, y, z, t) = − tanh

(
2y
δρ

)
, (3.19)

onde U1 = 3U e U2 = U. A representação gráfica dos perfis 3.18 e 3.19 está na Fig. (3.2). O

termo δρ representa a espessura inicial de densidade.

Os campos de perturbações adicionados às três componentes de velocidades, são moduladas

por funções gaussianas do tipo

f (x = 0, y, z, t) = A jexp

(
−0.5

y2

δi

)
, (3.20)

que tendem a diminuir as perturbações à medida que se afastam da interface do escoamento. A

amplitude desta perturbação, A j, é representada por A2d para o caso bidimensional e A3d para o

caso tridimensional.

3.5 Discretização temporal

O avanço no tempo das Equações 3.1 e 3.3 é feito usando o esquema temporal Adams-

Bashforth de segunda ordem. Primeiramente é calculado o termo convectivo-difusivo da Eq.

3.1, para um tempo tk:
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~Fk = −1
2

[~∇(~uk ⊗ ~uk) + (~uk · ~∇)~uk] +
1

Re
∇2~uk + RiHρ

k ~eθ, (3.21)

e em seguida é calculada a velocidade intermediária ~u∗:

~u∗ − ~uk

∆t
= a1 ~F

k + b1 ~F
k−1. (3.22)

No esquema Adams-Bashforth de segunda ordem, o passo de tempo não é subdividido, e os

parâmetros assumem os valores (a1, b1) = (3/2,-1/2).

O campo de velocidade ~uk+1 é corrigido pelo gradiente de pressão (no contorno). A equação

a ser resolvida será:
~uk+1 − ~u∗

∆t
= −~∇Πk+1 (3.23)

após a resolução de uma equação de Poisson, deduzida da condição de incompressibilidade

(equação 3.2). Aplicando-se o divergente na Eq. 3.23, chega-se à equação de Poisson para a

solução do campo de pressão:

~∇ · ~∇Πk+1 =
~∇ · ~u∗

∆t
. (3.24)

A equação de transporte e difusão, Eq. (3.3), é resolvida fazendo,

ρ(k+1) − ρ(k)

∆t
= a1G

(k) + b1G
(k−1), (3.25)

onde

G = −~u · ~∇ρ +
1

Re Pr
∇2 ρ.

Nas próximas seções são apresentados os esquemas numéricos usados na solução dos termos

das equações 3.21 e 3.25.

3.6 Discretização espacial

Nesta seção será apresentada a diferença entre a discretização espacial da pressão e das

outras variáveis. Posteriormente, será discutida a dissipação numérica via aproximação da se-
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gunda derivada, em seguida, o método de solução da equação de Poisson.

3.6.1 Discretização dos termos convectivo-difusivo e de transporte-difusão

A discretização espacial dos termos convectivo-difusivo (Eq. 3.21) e transporte-difusão

(Eq. 3.3) é feita utilizando um esquema de diferenças finitas centradas, compacto, proposto

por Lele (1992)[88]. Os esquemas compactos são esquemas implícitos, que relacionam o valor

da derivada em um ponto ao valor da derivada em pontos vizinhos. Dado uma distribuição

de pontos sobre uma malha uniforme xi = (i − 1)∆x, existe uma relação entre a aproximação

ξ′i = ξ(xi) =
dξ(xi)

dx e os valores de ξ, que é dado por:

α1,6ξ
′
i−1 + ξ

′
i + α1,6ξ

′
i+1 =

a1,6
ξi+1 − ξi−1

2∆x
+ b1,6

ξi+2 − ξi−2

4∆x
+ c1,6

ξi+3 − ξi−3

6∆x
. (3.26)

No código Incompact3d foi utilizado, na resolução da primeira derivada, um esquema nu-

mérico tridiagonal de sexta ordem de precisão onde, de acordo com Lele (1992)[88], a equação

resultante é:

α1,6ξ
′
i−1 + ξ

′
i + α1,6ξ

′
i+1 = a1,6

ξi+1 − ξi−1

2∆x
+ b1,6

ξi+2 − ξi−2

4∆x
. (3.27)

Na fronteira do domínio (i = 1 e i = N) foi utilizado um esquema de terceira ordem descen-

trado, dado por:

ξ′1 + α1,3ξ
′
2 =

a1,3ξ1 + b1,3ξ2 + c1,3ξ3

∆x
, (3.28)

ξ′N + α1,3ξ
′
N−1 =

−a1,3ξN − b1,3ξN−1 − c1,3ξN−2

∆x
, (3.29)

E para os pontos vizinhos aos contornos (i = 2 e i = N−1) é utilizado um esquema centrado

de quarta ordem:

α1,4ξ
′
1 + ξ

′
2 + α1,4ξ

′
3 = a1,4

ξ3 − ξ1

2∆x
, (3.30)
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α1,4ξ
′
N−2 + ξ

′
N−1 + α1,4ξ

′
N = a1,4

ξN − ξN−2

2∆x
, (3.31)

Estes esquemas de terceira e quarta ordem serão utilizados somente quando as condições de

contorno não são periódicas ou semi-periódicas. Os coeficientes utilizados na aproximação da

primeira derivada estão relacionados na Tab. 3.1.

Tabela 3.1: Valores dos coeficientes para a aproximação da 1a derivada (Lele (1992)[88]).

Ordem da 1a derivada α1,k a1,k b1,k c1,k

3a ordem (k = 3) 2 −5/2 2 1/2
4a ordem (k = 4) 1/4 3/2 − −
6a ordem (k = 6) 1/3 14/9 1/9 0

A aproximação para a segunda derivada é feita de forma análoga à da primeira derivada. O

esquema para esta aproximação é o seguinte:

α2,6ξ
′′
i−1 + ξ

′′
i + α2,6ξ

′′
i+1 =

a2,6
ξi+1 − 2ξi + ξi−1

(∆x)2
+ b2,6

ξi+2 − 2ξi + ξi−2

4(∆x)2
+ c2,6

ξi+3 − 2ξi + ξi−3

9(∆x)2
. (3.32)

O esquema tridiagonal de sexta ordem adotado no código para o cálculo das segundas deri-

vadas é dado por:

α2,6ξ
′′
i−1 + ξ

′′
i + α2,6ξ

′′
i+1 = a2,6

ξi+1 − 2ξi + ξi−1

(∆x)2
+ b2,6

ξi+2 − 2ξi + ξi−2

4(∆x)2
, (3.33)

O esquema de terceira ordem descentrado para o cálculo das segundas derivadas nos pontos

de contorno (i = 1 e i = N) é:

ξ′′1 + α2,3ξ
′′
2 =

a2,3ξ1 + b2,3ξ2 + c2,3ξ3 + d2,3ξ4

(∆x)2
, (3.34)

ξ′′N + α2,3ξ
′′
N−1 =

a2,3ξN + b2,3ξN−1 + c2,3ξN−2 + d2,3ξN−3

(∆x)2
, (3.35)

Nos pontos vizinhos aos contornos (i = 2 e i = N − 1), o esquema de quarta ordem centrado

é dado por:
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α2,4ξ
′′
1 + ξ

′′
2 + α2,4ξ

′′
3 = a2,4

ξ3 − 2ξ2 + ξ1

2(∆x)2
, (3.36)

α2,4ξ
′′
N−2 + ξ

′′
N−1 + α2,4ξ

′′
N = a2,4

ξN − 2ξN−1 + ξN−2

2(∆x)2
, (3.37)

Para a aproximação da segunda derivada foram utilizados os coeficientes α2,k, a2,k,b2,k, c2,k

e d2,k que estão relacionados na Tab. 3.2.

Tabela 3.2: Valores dos coeficientes para a aproximação da 2a derivada (Lele (1992)[88]).

Ordem da 2a derivada α2,k a2,k b2,k c2,k d2,k

3a ordem (k = 3) 11 13 −27 15 −1
4a ordem (k = 4) 1/10 6/5 − − −
6a ordem (k = 6) 2/11 12/11 3/11 − −

A completa descrição do desenvolvimento matemático desses esquemas pode ser encontrada

em Lele (1992)[88], Moin (2001)[105] e Guerreiro (2000)[52].

3.6.2 Representação no espaço de Fourier e dissipação numérica

Com a finalidade de verificar a equivalência entre as derivadas no espaço físico e as deri-

vadas no espaço espectral, compara-se a derivada exata de uma dada função f (x) = exp(ikx),

calculada no espaço de Fourier da forma f ′(x) = ik f (x), com a derivada obtida numericamente

pelo esquema compacto. A derivada no espaço de Fourier pode ser discretizada utilizando um

número de onda modificado para cada uma das direções. Na direção x temos

k′x∆x =
a sin(kx∆x) + (b/2) sin(2kx∆x)

1 + 2α cos(kx∆x)
, (3.38)

onde kx =
2π
Lx

. Logo, no espaço espectral a primeira derivada apresenta-se da forma, f̂ ′ = ik′x f̂

[79].

Para a segunda derivada, f̂ ′′ = −k′′x f̂ , a formulação do segundo número de onda k′′ [83]

segue a expressão,
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k′′x (∆x)2 =
2a[1 − cos(kx∆x)] + (b/2)[1 − cos(2kx∆x)] + (2c/9)[1 − cos(3kx∆x)]

1 + 2αcos(kx∆x)
. (3.39)

Uma representação dos números de onda modificado k′m e k′′m em função de k é apresentada

na Fig. 3.5, para a primeira e segunda derivadas. Verifica-se que os esquemas compactos forne-

cem valores de k′m e k′′m mais próximos dos obtidos pela diferenciação exata, para uma faixa de

números de onda maior do que os esquema explícitos [88]. O limite do menor comprimento de

onda bem resolvido, k′f , depende da tolerância admitida, ε, conforme a inequação |k′m−k|/k ≤ ε.

Portanto, k′f depende somente do esquema empregado e não do número de pontos, N, usados

na discretização.

Figura 3.5: Número de onda modificado k′m e k′′m para diferentes ordens de derivação, (a) pri-
meira derivada, (b) segunda derivada, e diferentes esquemas numéricos: (i) esquema explícito
de segunda ordem; (ii) esquema explícito de sexta ordem; (iii) esquema compacto de quarta
ordem; (iv) esquema compacto de sexta ordem; (v) solução exata. (Lele [88]).

A seguinte formulação para a segunda derivada:
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αξ′′i−1 + ξ
′′
i + αξ

′′
i+1 =

a
ξi+1 − 2ξi + ξi−1

(∆x)2
+ b

ξi+2 − 2ξi + ξi−2

4(∆x)2
+ c

ξi+3 − 2ξi + ξi−3

9(∆x)2
. (3.40)

pode ter oitava ordem de precisão dependendo da combinação dos parâmetros (α, a, b, c) do

esquema de diferenças finitas através de quatro restrições:

a + b + c = 1 + 2α, (3.41)

a + 4b + 9c = 12α, (3.42)

a + 16b + 81c = 30α, (3.43)

a + 64b + 729c = 56α, (3.44)

onde 3.41, 3.42,3.43 e 3.44, são de 2a, 4a, 6a e 8a ordem, respectivamente.

Nota-se que k′′x na Eq. 3.39 admite uma singularidade para α = 1/2 no número de onda de

corte kc∆x = π. A proposta de Lamballais et al. (2011 [83]) é ajustar α e, consequentemente,

controlar k′′x de forma que preserve sexta ordem de precisão através da relação 3.43. Na prática

os autores tiraram proveito da singularidade de k′′, para que este seja cada vez mais próximo

do número de onda de corte, e desta forma α→ 1/2 . Observe que k′′c é o valor esperado de k′′

no número de onda de corte, isto é, k′′|π = k′′c . Segundo Lamballais et al. (2011 [83]), pode ser

demonstrado que este requisito combinado com o esquema de sexta ordem de precisão, pode

ser satisfeito utilizando os coeficientes:

α =
272 − 45k′′c (∆x)2

416 − 90k′′c (∆x)2
, (3.45)

a =
48 − 135k′′c (∆x)2

1664 − 360k′′c (∆x)2
, (3.46)

b =
528 − 81k′′c (∆x)2

208 − 45k′′c (∆x)2
, (3.47)

c =
−432 + 63k′′c (∆x)2

1664 − 360k′′c (∆x)2
. (3.48)
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Para ilustrar a precisão e flexibilidade do esquema resultante, curvas de k′′x (∆x)2 são apre-

sentados na figura 3.6, onde k′′c (∆x)2 = nπ2, n é um número inteiro de modo que 1 ≤ n ≤ 10.

O esquema compacto de sexta ordem com c = 0 [88], onde k′′c (∆x)2 = 48/7, com um com-

portamento sub-dissipativo, é também apresentado para comparação. Lamballais et al. [83]

observaram que para os maiores números de onda, k′′ superestima o valor exato de k2.

Figura 3.6: Número de onda modificado para esquema de 6a ordem. Impondo k′′c (∆x)2 = nπ2

com n = 1, ..., 10 (Linha contínua, de baixo para cima) comparado com a solução exata k2(∆x)2

(Linha pontilhada) e com o esquema convencional de 6a ordem (c = 0) (Linha tracejada). A
figura a direita é uma ampliação da figura a esquerda (Lamballais et al., 2011 [83]).

Por meio da Simulação Numérica Direta (Direct Numerical Simulation - DNS) e Simulação

de Grandes Escalas (Large Eddy Simulation - LES), Lamballais et al. (2011 [83]) utilizaram

o código Incompact3d no estudo do escoamento em um canal plano. Os termos viscosos,

por meio da DNS, foram discretizados utilizando um esquema de 4a ordem [83] e impondo

k′′c (∆x)2 = 4π2. Esta técnica dissipa as pequenas escalas perto do número de onda de corte kc.

Na comparação dos perfis médios de velocidade e perfis de intensidade turbulenta, os resultados

foram excelentes [83]. Outra aplicação estudada pelos autores, foi o estudo da acústica emitida

por uma camada de mistura compressível e bidimensional. Para uma resolução de malha, os

autores [83] notaram que utilizando o esquema dados pelas equações (3.40, 3.45 a 3.48), obti-

veram melhor resultado que o esquema convencional de 6a ordem (Eq. 3.40, c = 0), em relação

à dissipação acústica.
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3.6.3 Método de solução da equação de Poisson

Neste trabalho, a equação de Poisson (Eq. 3.24) é resolvida no espaço espectral usando

a Transformada Rápida de Fourier (Fast Fourier Transform - FFT) com rotinas que, ao con-

trário da solução no espaço físico, tem baixo custo computacional. Os valores da pressão são

calculados em pontos escalonados da malha, isto é, no centra da malha, como mostra a Fig. 3.7.

Figura 3.7: Localização dos pontos médios onde são calculados os valores da pressão (◦) e
velocidade (•).

Os valores da primeira derivada da pressão nos pontos escalonados da malha, utilizando

esquema de sexta ordem, é expresso por,

αpξ
′
i−1/2 + ξ

′
i+1/2 + αpξ

′
i+3/2 = ap

ξi+1 − ξi

∆x
+ bp

ξi+2 − ξi−1

3∆x
, (3.49)

com αp = 9/62, ap = 63/62 e bp = 17/62. Segundo Laizet (2009)[79], este esquema tem

um comportamento espectral melhor que o esquema não escalonado (Equação 3.27), mas para

melhor avaliação, é necessário considerar o seu comportamento em combinação com o processo

de interpolação do ponto médio, dado por,
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αIξ
I
i−1/2 + ξ

I
i+1/2 + αIξ

I
i+3/2 = aI

ξi+1 + ξi

2
+ bI

ξi+2 + ξi−1

2
, (3.50)

que forneçe a aproximação para ξI
i+1/2 (Nagarajan et al., 2003 [108]). Tal esquema assume a

sexta ordem de precisão quando αI = 3/10, aI = 3/4 e bI = 1/20.

Assumindo ξ(xi) como uma função puramente harmônica em um domínio [0, Lx] e sendo,

Lx, o período desta função, é possível demonstrar (Moin (2001)[105]) que os coeficientes de

Fourier ξ̂′l associados com a aproximação (Eq. 3.26) estão relacionados com a Transformada de

Fourier Discreta (ξ̂l) pela seguinte relação espectral:

ξ̂′l = k′x ξ̂l, (3.51)

onde k′x é o número de onda modificado associado com o número de onda kx = πl/Lx, para

0 ≤ l ≤ Nx−1, pelo esquema de discretização espacial. O número de onda modificado associado

com o esquema (Eq. 3.49) é expresso por,

k′x∆x =
2asin(kx∆x/2) + (2b/3)sin(3kx∆x/2)

1 + 2αcos(kx∆x)
. (3.52)

No mesmo caminho, a relação entre os coeficientes de Fourier ξ̂l e o termo ξ̂I
l associado com

o processo de interpolação do ponto médio (Eq. 3.50), é estabelecida por,

ξ̂I
l = Tx(kx∆x) ξ̂l, (3.53)

onde Tx(kx∆x) é a função de transferência relativa ao número de onda kx, dada por,

Tx(kx∆x) =
2acos(kx∆x/2) + (2b/3)cos(3kx∆x/2)

1 + 2αcos(kx∆x)
. (3.54)

Portanto, para a solução da equação de Poisson (Eq. 3.24), inicialmente é aplicada a Trans-

formada Rápida de Fourier (FFT),

D̂lmn = FFT (∇ · ~u∗). (3.55)

E posteriormente, realiza-se a divisão de cada modo de Fourier D̂lmn pelo seu respectivo
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fator Flmn:

p̂k+1
lmn =

D̂lmn

Flmn
, (3.56)

sendo:

Flmn = −[(k′xTyTz)
2 + (k′yTxTz)

2 + (k′zTxTy)
2]∆t. (3.57)

A partir dos valores de p̂k+1
lmn , usa-se a transformada inversa para o cálculo do campo de

pressões no espaço físico. O gradiente de pressão, ~∇pk+1, pode então ser obtido pelo esquema

dado pela Equação 3.49. Por fim, o campo de velocidade ~uk+1 pode ser calculado utilizando a

Equação 3.23.

3.7 Metodologias de cálculo

O avanço da tecnologia dos sistemas computacionais possibilita a utilização da Simulação

Numérica Direta (Direct Numerical Simulation - DNS) na resolução das equações de Navier-

Stokes.

Segundo Silvestrini (2003)[130], numa turbulência homogênea e isotrópica, ou seja, onde

os valores médios turbulentos não variam ante uma translação e uma rotação dos eixos coor-

denados, a escala integral de comprimento L (escala das maiores estruturas) pode ser expressa

por:

L ∼
υ3

ǫ
, (3.58)

sendo υ uma escala característica de velocidades e ǫ a taxa de dissipação da energia da turbu-

lência, a qual pode ser computada, para um dado volume de controle, pela variação temporal da

energia cinética. A escala das menores estruturas (escala de Kolmogorov) pode ser estimada a

partir de:

η ∼
(
ν3

ǫ

)1/4

, (3.59)
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em que ν é a viscosidade cinemática. O número de graus de liberdade NGL necessários para se

resolver todas as escalas da turbulência é dado pela razão entre estas duas escalas:

NGL ∼
L
η
∼

(Lυ
ν

)3/4

∼ Re3/4
L . (3.60)

sendo ReL o número de Reynolds baseado na escala integral L.

A DNS resolve as equações de Navier-Stokes para todas as escalas do escoamento, das mai-

ores e mais energéticas (impostas pela configuração e pela escala integral L) até as menores

(escala de Kolmogorov, η). Porém, resulta num alto custo de cálculo computacional, pois o nú-

mero de graus de liberdade é função do número de Reynolds. Segundo Silvestrini (2003)[130],

na DNS de um escoamento turbulento tridimensional são necessários NGL = nxnynz graus de

liberdade, o que limita a aplicação da DNS a números de Reynolds da ordem de:

ReL ∼ (nxnynz)
4/9. (3.61)

A DNS pode fornecer dados de referência em relação aos principais mecanismos que desem-

penham um papel no escoamento turbulento. O crescimento das capacidades computacionais

e o desenvolvimento de processos de cálculo em paralelo são os principais elementos de estí-

mulo para a utilização desta técnica, extendendo gradualmente a sua gama de aplicabilidade em

problemas diversos [79, 83, 118].

3.8 Decomposição do domínio

O código Incompact3D programado em FORTRAN 90, inicialmente foi desenvolvido para

processar cálculos em série e, recentemente, convertido para processos em paralelo usando a

plataforma Message Passing Interface - MPI [80]. Esta versão em paralelo foi desenvolvida

com o objetivo de proporcionar: portabilidade (capacidade de ser processado em uma ampla

faixa de plataformas), escalabilidade (preservação da eficiência do código quando milhares de

processadores são usados) e conservação da estrutura original (solução direta da equação de

Poisson e uso de esquemas compactos de sexta ordem de precisão nas três direções espaciais)

(Laizet et al., 2010 [80]).
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Para garantir a escalabilidade e manter a mesma estrutura do código, a estratégia da primeira

versão de paralelização foi baseada no método de decomposição 1D. O algorítimo é estruturado

de forma que o domínio computacional é subdividido em subdomínios de mesmo tamanho e os

cálculos de cada subdomínio é realizado por cada núcleo disponível no sistema. O domínio

é primeiramente subdivido em blocos na direção z (Fig. 3.8a) e os cálculos de derivação e

interpolação são realizados no plano xy. Posteriormente, realiza-se uma operação global de

transposição, e em seguida, divide-se o subdomínio na direção y (Fig 3.8b), e desta forma

os cálculos são processados no plano xz. Depois é executado uma operação de transposição

inversa (Fig. 3.8a). Estas operações de transposição requerem transferência de informações,

que é obtida utilizando a técnica de paralelismo MPI, permitindo um avanço significativo no

tempo de processamento de cálculo.

Figura 3.8: Ilustração esquemática da decomposição 1D utilizando quatro processos MPI: (a)
decomposição na direção z; (b) decomposição na direção y.

A segunda versão de paralelização é baseada na decomposição do domínio em lápis, tam-

bém denominada decomposição 2D. Esta técnica reduz drasticamente o tempo relógio das

simulações, em comparação com a técnica de decomposição 1D. Além disso, é compatível

com esquemas implícitos no espaço, também utilizadas no Incompact3D (Laizet, 2010 [82]),

e pode ser visto como uma extensão da estratégia de decomposição 1D.

A figura 3.9 mostra que o domínio tridimensional pode ser particionado em duas dimensões.

Os três níveis (a), (b) e (c), serão referenciados como lápis−X, lápis−Y e lápis−Z, respectiva-

mente. Uma decomposição 2D necessita executar operações globais para a transposição entre

os três diferentes níveis. No código Incompact3D são utilizadas quatro operações globais de

transposição: (a → b), (b → c), (c → b) e (b → a). Esta técnica foi utilizada neste trabalho
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para executar simulações tridimensionais da camada de mistura espacial.

Figura 3.9: Ilustração esquemática da decomposição 2D utilizando 4x3 processos MPI.

Na figura 3.9, as divisões são designadas pelas dimensões Prow = 4 e Pcol = 3. Para uma

malha de decomposição 2D com (Prow x Pcol) processos, Prow grupos de Pcol processos MPI

necessitam trocar dados entre si para a transposição (a ↔ b); Pcol grupos de Prow processos

MPI também precisam intercambiar dados entre si para a transposição (b↔ c).

Por exemplo, na transposição (b → c) na figura 3.9, o processo MPI da primeira linha dos

lápis−Y em (b), na direção x, troca informações com a primeira linha dos lápis−Z em (c) na

mesma direção. Isto é possível através de comunicações em sub-grupos, reduzindo drastica-

mente o tempo gasto em comunicações globais. Por isso, não ocorre transposições nas direções

(a ↔ c), já que não se permite comunicações em sub-grupos e as implementações das rotinas

de comunicações são muito sensíveis às orientações dos lápis.

Computadores de última geração são necessários para a eficiente utilização do código. De-

vem ter capacidade de realizar o processamento dos cálculos com um alto poder de desempenho.

Segundo Laizet et al. (2010)[80] a quantidade de memória necessária para uma simulação pode

ser estimada em função do número de matrizes 3D alocadas pelo código. No Incompact3D

paralelizado são necessárias em torno de 43 matrizes 3D. A quantidade de memória necessária,

Am, (em Gb) numa simulação, pode então ser estimada por:

Am ≈ NaS d
nxnynz

230
, (3.62)

sendo Na o número de matrizes 3D e S d o número de bytes para representação de um número

real.
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No trabalho de Laizet et al., (2010) [80] são encontrados resultados relacionados a escala-

bilidade, eficiência e custo computacional, relativos a simulações em várias plataformas e para

diferentes quantidades de processadores. Utilizando o código Incompact3D na sua forma pa-

ralelizada, foram realizadas simulações em várias plataformas e para diferentes quantidades de

processadores. Para a medição da escalabilidade e eficiência do código, os autores utilizaram

dois parâmetros. O fator speedup S f é definido por:

Sf (cused) =
T (cre f )

T (cused)
, (3.63)

onde T (cre f ) é o tempo decorrido na simulação com um número cre f de núcleos computacionais

correspondentes à simulação de referência. A memória disponível para um núcleo computa-

cional é diferente em cada plataforma. Logo, cre f é o número mínimo de núcleos necessários

para rodar uma simulação utilizando o máximo de memória disponível em cada um destes nú-

cleos. O termo T (cused) é o tempo decorrido numa simulação com cused núcleos computacionais

utilizados.

O segundo parâmetro é o fator de eficiência E f (Laizet et al., (2010) [80]), que mensura a

eficiência do código e é definido por:

Ef (cused) =
Sf (cused)

cused/cre f
, (3.64)

Os parâmetros utilizados nos testes realizados por Laizet et al. (2010)[82], com a nova

técnica de paralelização 2D, são apresentados na Tab. 3.3. Tais testes foram realizados em

quatro diferentes plataformas: HECToR instalada no Reino Unido, JADE na França e Jugene na

Alemanha. Uma descrição detalhada destas plataformas podem ser encontradas em Laizet et

al. (2010)[82]. Para as plataformas HECTOR, Jugene e JADE, foi possível utilizar 81923 nós

da malha (aproximadamente 550 bilhões de nós) nas simulações.

Os resultados de escalabilidade das simulações realizadas com o Incompact3D, correspon-

dente à plataforma HECToR, são comparados com o resultado ideal (linha tracejada) e apresen-

tados na Fig. 3.10. Para uma malha de 5123 nós e usando 1024 núcleos, o código Incompact3D

apresentou menor tempo de simulação quando se utiliza Prow � Pcol.



3.8. Decomposição do domínio 48

Tabela 3.3: Parâmetros das simulações investigadas (Laizet et al. (2010)[82]).

(nx, ny, nz) Núcleos computacionais Plataforma

(512, 512, 512) 1024 JADE, HECTOR, Jugene
(1024, 256, 256) 32→ 512 HECTOR
(2048, 512, 512) 128→ 4096 JADE
(2048, 512, 512) 128→ 16384 HECTOR
(2048, 512, 512) 1024→ 131072 Jugene
(2048, 2048, 2048) 1024→ 16384 HECTOR
(2048, 2048, 2048) 2048→ 131072 Jugene
(4096, 4096, 2048) 131072→ 262144 Jugene
(4096, 4096, 4096) 8192→ 16384 HECTOR

As simulações com menor número de núcleo por processador, para um mesmo tamanho de

malha, apresentaram menores tempos de simulação. O mesmo ocorreu para as outras platafor-

mas (JADE e Jugene).

Figura 3.10: Gráfico do Speedup na plataforma HECToR (Laizet et al. (2010)[82]).

No presente trabalho, as primeiras simulações foram executadas no servidor CLARO, uma

estação com dois processadores Quad-Core Intel Xeon 1.6 GHz, 4GB RAM, e performance de
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42,28 GFlops, o qual permite a divisão da simulação em 4 processos simultâneos. A quantidade

de memória necessária para uma simulação com 15, 64 milhões de pontos é Am = 5, 36GB, mas

o servidor CLARO conta com 4GB de memória RAM, a qual não é suficiente para comportar

uma simulação deste nível se utilizados todos os núcleos dos processadores. Em função disto o

resultado da eficiência para a simulação com 8 núcleos é da ordem de 50% da eficiência ideal.

Para o problema tridimensional em destaque, camada de mistura em desenvolvimento es-

pacial, exigirá uma malha de 52 milhões de pontos, sendo necessário a utilização do Centro

de Super Computação da Universidade Federal do Rio Grande do Sul (CESUP/UFRGS). Mais

detalhes desta plataforma será comentado no capítulo 4.

O programa Incompact3d utiliza como compilador o gfortran, e para a paralelização

o aplicativo OpenMPI 1.4.2. Para a solução das equações é necessário ainda o pacote de

transformadas fftw 2.1.5 que realiza as transformadas de Fourier no espaço espectral.

3.9 Identificação das estruturas coerentes

Uma estrutura coerente é definida como uma região do espaço de alta concentração de vorti-

cidade, que conserva uma forma definida durante um tempo de vida Tc superior ao seu tempo de

rotação ω−1 e possui a propriedade de sensibilidade às condições iniciais, ou seja, imprevisível

(Lesieur, (1997) [89]). A escolha do melhor método para identificação destas altas concentra-

ções de vorticidade depende das estruturas que se queiram destacar em uma simulação. Neste

trabalho, são utilizados o critério da vorticidade e o critério Q.

A vorticidade é dada por

~ω = ~∇ × ~u = ωx~ix + ωy~iy + ωz~iz. (3.65)

As estruturas coerentes nas simulações bidimensionais são visualizadas através da vortici-

dade transversal

ωz =
∂u
∂y
−
∂v
∂x
. (3.66)

As visualizações tridimensionais são representadas graficamente através das isosuperfícies
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do módulo da vorticidade

‖~ω‖ =
√
ω2

x + ω
2
y + ω

2
z , (3.67)

onde as isosuperfícies são determinadas para ‖~ω‖ = A, sendo que o valor de A define a isosu-

perfície que melhor representa a estrutura coerente. As regiões de alta vorticidade, em geral,

correspondem a locais de estruturas coerentes, mas podem corresponder a zonas de alto cisa-

lhamento, sem qualquer estrutura. A visualização por meio do módulo da vorticidade destaca

vórtices de escalas intermediárias de acordo com o parâmetro A. Assim, o critério do módulo

da vorticidade, embora usado com sucesso em escoamentos cisalhantes livres, pode ser incon-

veniente se o cisalhamento é comparável à magnitude da vorticidade dentro da estrutura [63].

Uma outra técnica de identificação das estruturas coerentes é o critério Q [63], que se ca-

racteriza na observação do segundo invariante do tensor gradiente de velocidade (~∇~u). O valor

de Q pode ser expresso por:

Q =
1
2

(
∂ui

xi

∂ui

xi
− 2

∂ui

x j

∂u j

xi

)
=

1
2

(
Ωi jΩi j − S i jS i j

)
(3.68)

onde

Ωi j =
1
2

(
∂ui

∂x j
−
∂u j

∂xi

)
, (3.69)

e

S i j =
1
2

(
∂ui

∂x j
+
∂u j

∂xi

)
, (3.70)

são, respectivamente, as componentes anti-simétrica e simétrica do tensor gradiente de defor-

mação. Assim, Q é o balanço entre a taxa de rotação Ωi jΩi j e a taxa de deformação S i jS i j. Se o

valor de Q é positivo, a taxa de rotação é maior que a taxa de deformação, indicando uma zona

turbilhonar no escoamento. Na Figura 3.11 são apresentados exemplos do campo instantâneo

das isosuperfícies do módulo da vorticidade (‖~ω‖ = 1.2) e do critério Q (Q = 0.05 e Q = 0.15).

A Figura 3.11c, para o valor Q = 0.15, isola melhor a região turbilhonar da camada de mistura.
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(a)

(b)

(c)

Figura 3.11: Comparação entre os critérios de identificação das estruturas coerentes. (a) Isosu-
perfície de ‖ω‖ = 1.2; (b) isosuperfície de Q = 0.05; (c) isosuperfície de Q = 0.15.



Capítulo 4

Análise de estabilidade linear

O objetivo deste trabalho é compreender como as perturbações infinitesimais se amplificam

em uma camada de mistura estratificada com efeitos de declividade. São apresentados resul-

tados de testes numéricos com variação do número de Richardson e da declividade. Para tal

fim, utiliza-se o código computacional Incompact3d, descrito no capítulo anterior, para resolver

as equações que descrevem um escoamento incompressível. Inicialmente é realizada a análise

de estabilidade linear utilizando operadores diferenciais de Chebyshev. Em seguida, utiliza-se

o código Incompact3d para modelar uma camada de mistura estratificada em desenvolvimento

temporal e, posteriormente, compara-se com os resultados via operador de Chebyshev. Nos ca-

pítulos seguintes são apresentados os resultados das simulações em desenvolvimento espacial

em domínios bidimensional e tridimensional.

4.1 Equações

Os resultados a seguir servem como base de validação do código numérico. Serão apre-

sentados os resultados da análise de estabilidade linear utilizando aproximação de Chebyshev e

DNS, e posteriormente, comparados com as referências [55, 101].

Em escoamentos cisalhantes livres, as perturbações bidimensionais tornam-se instáveis an-

tes das tridimensionais (Drazin & Reid, 1989 [38]), e, de acordo com o Teorema de Squire,

para cada perturbação tridimensional existe uma perturbação bidimensional com maior taxa

de amplificação (Criminale, 2003 [32]; Drazin & Reid, 1989 [38]). Desta forma, a análise de

52
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estabilidade será baseada em um modelo bidimensional.

Para o estudo da análise de estabilidade, assume-se que o escoamento base é invariante na

direção principal do escoamento e que a componente vertical da velocidade base é nula, v = 0.

Decompondo as variáveis em uma parte base mais uma perturbação, obtem-se:

u(x, y, t) = u(y) + u′(x, y, t), (4.1)

v(x, y, t) = v′(x, y, t), (4.2)

p(x, y, t) = P(y) + p′(x, y, t), (4.3)

ρ(x, y, t) = ρ(y) + ρ′(x, y, t). (4.4)

Substituindo as expressões (4.1) a (4.4) nas equações bidimensionais da continuidade, da

quantidade de movimento, e de transporte-difusão, descritas respectivamente por

ux + vy = 0, (4.5)

ut + uux + vuy = −px +
1

Re

(
uxx + uyy

)
+ RiH ρ senθ, (4.6)

vt + uvx + vvy = −py +
1

Re

(
vxx + vyy

)
− RiH ρ cosθ, (4.7)

ρt + uρx + vρy =
1

RePr

(
ρxx + ρyy

)
, (4.8)

onde θ é o ângulo entre o eixo axial da camada de mistura e a horizontal (Fig. 3.2).

Do sistema de equações resultante (Eq. 4.5 a Eq. 4.8), subtrai-se as equações do escoamento

base e desprezam-se os termos viscosos (Re→ ∞). Desta forma, obtem-se as equações para as

perturbações:

u′x + v′y = 0, (4.9)

u′t + uu′x + v′uy + [u′u′x + v′u′y] = −p′x + RiH ρ
′senθ, (4.10)

v′t + uv′x + [u′v′x + v′v′y] = −p′y − RiH ρ
′cosθ, (4.11)
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ρ′t + uρ′x + v′ρy + [u′ρ′x + v′ρ′y] = 0. (4.12)

Os termos entre colchetes são termos não lineares. Assumindo-se que as amplitudes das

perturbações são pequenas, pode-se desprezar os termos não lineares. Como as equações resul-

tantes são lineares e o coeficientes das equações não dependem de t e x, busca-se soluções por

separação de variáveis na forma de modo normal:

u′(x, y, t) = û(y)exp[ jα(x − ct)], (4.13)

v′(x, y, t) = v̂(y)exp[ jα(x − ct)], (4.14)

p′(x, y, t) = p̂(y)exp[ jα(x − ct)], (4.15)

ρ′(x, y, t) = ϕ(y)exp[ jα(x − ct)]. (4.16)

As Equações 4.13 a 4.16 indicam que as perturbações se propagam como ondas com com-

primento de onda λ = 2π/α, frequência ω, celeridade da onda c = ω/α e amplitudes û, v̂, p̂ e ϕ.

Substituindo-se as equações 4.13 a 4.16 nas equações Eq. 4.9 a Eq. 4.12, obtem-se:

jαû + v̂y = 0, (4.17)

jα(u − c)û + uyv̂ + jα p̂ = RiHϕsenθ, (4.18)

jα(u − c)v̂ + p̂y = −RiHϕcosθ, (4.19)

jα(u − c)ϕ + v′ρy = 0. (4.20)

O sistema de equações, Eq. 4.17 a Eq. 4.20, pode ser simplificado, derivando-se a Eq.

4.18 em relação a y e subtraindo-se o resultado da Eq. 4.19 multiplicada por jα. Utilizando a

equação da continuidade (Eq. 4.17), elimina-se û da equação resultante. A seguinte equação é

uma equação diferencial para as variáveis dependentes v̂, ϕ e ϕy:

(u − c)(v̂yy − α2v̂) − uyyv̂ + ( jα)RiHϕcosθ + RiHϕysenθ = 0. (4.21)



4.1. Equações 55

A função corrente representada por modo normal é dada por

ψ(x, y, t) = φ(y)exp[ jα(x − ct)], (4.22)

onde ψ é definido de modo que

u′(x, y, t) = ψy, (4.23)

v′(x, y, t) = −ψx. (4.24)

Utilizando a Eq. 4.22 chega-se em

v′(x, y, t) = − jαφ(y)exp[ jα(x − ct)], (4.25)

e, igualando as equações 4.14 e 4.25, o termo v̂ fica:

v̂(y) = − jαφ(y). (4.26)

Substituindo a Eq. 4.25 na Eq. 4.20, encontra-se ϕ e ϕy, dados por

ϕ =
ρy

u − c
φ, (4.27)

ϕy =
1

u − c

[
ρyφy + ρyyφ −

ρyuy

u − c
φ

]
. (4.28)

A equação final na variável dependente φ(y) é deduzida substituindo as equações 4.26, 4.27

e 4.28 na Eq. 4.21, obtendo-se:

(φyy − α2φ) −
uyy

(u − c)
φ − RiHcosθ

ρy

(u − c)2
φ −

RiH senθ
jα(u − c)2

[
ρyyφ −

ρyuy

u − c
φ + ρyφy

]
= 0, (4.29)

onde a barra sobre as variáveis foi eliminada para simplificar a notação. A equação 4.29 é uma

equação diferencial ordinária de segunda ordem para a variável φ, e refere-se a um escoamento

bidimensional, estratificado, cisalhante, não-viscoso, incompressível e paralelo a uma superfície

plana e inclinada (Fig. 3.2). Quando RiH = 0, a Eq. 4.29 é denominada equação de Rayleigh,

e se θ = 0, a Eq. 4.29 é chamada de equação de Taylor-Golstein (Eq. 2.12). Os perfis para a
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velocidade u(y) e a densidade ρ(y) utilizados na análise, são do tipo tangente hiperbólica.

A Equação (4.29) resulta em um problema de autovalores. Por se tratar de uma análise de

estabilidade linear em uma configuração temporal, considera-se α = αr (real) e c = cr + jci

(complexo), onde cr = u(y = 0). A taxa de amplificação nesta configuração é dada por ωi =

αrci, onde ci e αr são positivos.

Especificado o parâmetro α, encontra-se o autovalor c. Seguindo esta idéia, a relação

c = f (α) é denominada relação de dispersão. Esta relação, a partir da Eq. (4.29), pode ser

representada da forma polinomial:

(A − cB)X = 0. (4.30)

A Eq. 4.30 é denominada problema de autovalor generalizado (Demmel, 1997 [34]), em que

c é o autovalor de A−cB. Por definição [34], os autovalores de A−cB são as raízes do polinômio

característico p(c)=det(A− cB) = 0. Portanto, os autovalores de A− cB são os mesmos de AB−1

ou B−1A, desde que a matriz B seja não singular.

No caso do problema de autovalor generalizado, que em inglês é denominado Generalized

Eigenvalue Problem (GEP), os métodos são aplicados à matriz AB−1, quando esta é não singu-

lar. O método QZ, que será apresentado logo a seguir, difere neste sentido pois trata-se de um

método a ser aplicado às matrizes A e B (Golub & Van Loan, 1996).

O método QZ [50] fundamenta-se no Teorema Generalizado de Schur: se A, B ∈ Cn×n,

então existem matrizes unitárias Q, Z ∈ Cn×n e matrizes triangulares superiores A′, B′ ∈ Cn×n,

de tal maneira que A′ = Q∗AZ e B′ = Q∗BZ são triangulares superiores. Os números γAi/γBi

(i = 1, ..., n) são os autovalores de A− cB, sendo γAi e γBi , os autovalores associados às matrizes

A′ e B′, respectivamente. Por convenção, γAi/γBi → ∞ quando γBi = 0.

A matriz Q∗ é denominada matriz transposta conjugada, isto é, Q∗ é formada pelo complexo

conjugado de cada elemento da matriz transposta QT . Se A, B ∈ Rn×n, então existem matrizes Q

e Z ortogonais, tais que A′ é uma matriz quase-triangular superior e B′ é uma matriz triangular

superior. Neste caso, A′ contém uma diagonal não nula abaixo da diagonal principal.

A solução para a Eq. (4.30) pode ser obtida pela função do MATLAB: eig(A,B,’qz’), onde

qz representa o método QZ.
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4.2 Solução por operadores Diferenciais de Chebyshev

A teoria dos polinômios ortogonais tem aplicações relevantes em várias áreas das Ciências

Exatas. Essa teoria é fundamental para as soluções de diversos problemas relacionados ao es-

tudo de Equações Diferenciais, Estabilidade Numérica, Processamento de Sinais, entre outros.

Dentre os polinômios ortogonais, as aproximações de Chebyshev podem ser utilizadas para

resolver problema de autovalores.

Um problema clássico de autovalores, em estabilidade hidrodinâmica, é a resolução da equa-

ção de Orr-Sommerfeld, em que Orszag em 1971 [110], utilizando polinômios de Chebyshev e

aproximações por diferenças finitas, determinou o número de Reynolds crítico (Recrit = 5772)

para o escoamento de Poiseuille plano, por meio da análise de estabilidade linear. Gelfgat &

Kit (2006) [45], através das aproximações de Chebyshev, estudaram a instabilidade temporal e

espacial de uma camada de mistura estratificada, com número de Prandtl Pr = 9, e um perfil

de velocidade cuja espessura é maior que a espessura da camada de temperatura (δi = 3δtemp).

Através de análises inviscida e viscosa, os autores [45] compararam as características das insta-

bilidades de Kelvin-Helmholtz e Holmboe.

O algoritmo implementado neste trabalho, adaptado de Trefethen (2000) [154], foi bastante

eficiente na resolução da equação de Orr-Sommerfeld. A coordenada definida por esta técnica

utiliza a formulação de Gauss-Lobatto,

ŷ j = cos( jπ/N), j = 0, 1, ...,N, (4.31)

sendo N um número inteiro positivo e −1 ≤ ŷ j ≤ 1.

Os polinômios de Chebyshev de grau k são definidos por

Tk(ŷ) = cos(k cos−1ŷ), (4.32)

e pelo modo recursivo estes polinômios podem ser obtidos da seguinte forma

Tk+1(ŷ) = 2yTk(ŷ) − Tk−1(ŷ), k ≥ 1, (4.33)
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onde T0(ŷ) = 1.

Para o cálculo da derivada primeira é utilizado o operador diferencial de Chebyshev, DC,

definido por

(DC)00 = −(DC)NN =
2N2 + 1

6
, (4.34)

(DC) j j =
−ŷ j

2(1 − ŷ2
j)
, j = 1, ...,N − 1, (4.35)

(DC)i j =
ci

c j

(−1)i+ j

(ŷi − ŷ j)
, i , j, i, j = 0, ...,N, (4.36)

onde c0 = cN = 2 e c j = 1, para j = 1, ...,N − 1. Portanto, a derivada de f (yi) torna-se

f ′i =
N∑

j=1

(DC)i j f j, i = 0, ...,N. (4.37)

A Figura 4.1 representa a forma matricial do operador diferencial DC, definida pelas equa-

ções 4.34, 4.35 e 4.36, e utilizada na resolução do problema de autovalores.

Figura 4.1: Representação matricial do operador diferencial DC (Trefethen, 2000 [154]).

Os perfis utilizados nesta análise foram do tipo tangente hiperbólico, com variação de Ri-

chardson entre 0 ≤ RiH ≤ 0.30. O domínio computacional para a coordenada genérica y é
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definido por y = LC ŷ. Neste caso, y ∈ [−LC, LC], onde o comprimento LC = 10 foi escolhido de

modo que os resultados são independentes do aumento adicional no seu valor.

4.3 Equação de Rayleigh

A equação de Rayleigh, que trata de um escoamento não viscoso e não estratificado (RiH =

0), foi examinada detalhadamente por Michalke (1964 [101]) e Hazel (1972 [55]). Esta equação

representada por

(u − c)(φyy − α2φ) − u′′φ = 0, (4.38)

pode ser escrita na forma matricial como:

(AR − cBR)φ = 0, (4.39)

onde

AR = −uyy + uD2
α, (4.40)

BR = D2
α, (4.41)

sendo, D2
C = DCDC, o operador diferencial de segunda ordem, I a matriz identidade, e φ a

autofunção. O outro operador diferencial definido a partir do operador de Chebyshev é da

forma

D2
α = D2

C − α2
r I. (4.42)

Assim, as matrizes AR e BR são matrizes reais de dimensões N × N, onde N = 500.

A Figura 4.2 apresenta a análise de estabilidade para a equação de Rayleigh, onde os perfis

de velocidade axial utilizados foram u(y) = −tanh(y) [55] e u(y) = 0.5[1 − tanh(y)] [101].

Para cada αr no intervalo [0, 1], foram encontrados os autovalores c = cr + jci ( j =
√
−1),

e estes foram selecionados de modo que a parte real satisfaça a condição cr = u(y = 0), e a

parte imaginária (ci) é tal que ci > 0 e a taxa ωi = αrci seja máxima. A Figura 4.3 apresenta

os autovalores c para o modo mais amplificado αr = 0.4455 e destaca um par de complexos

−6.5 × 10−9 ± 0.4257 j, cuja parte imaginária positiva, ci = 0.4257, é a solução do problema de
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autovalor (Eq. 4.39).

Os números de onda mais amplificados (αr) e suas correspondentes taxas (ωi) são apresen-

tados na Tab. 4.1. Nota-se que as taxas máximas de amplificação determinadas nas análises

estão próximas das referências [55, 101], com erro máximo de 0.03%.

Figura 4.2: Análise de estabilidade da equação de Rayleigh (RiH = 0): (a) perfil u(y) =
−tanh(y) [55]; (b) perfil u(y) = 0.5[1 − tanh(y)] [101].

Figura 4.3: Autovalores c = cr + jci para o caso em que RiH = 0, utilizando o perfil u(y) =
−tanh(y) [55]. Destaque para o modo mais amplificado quando αr = 0.4455 e ci = 0.4257.
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Tabela 4.1: Comparação da taxa de amplificação com os valores de referência (Hazel, 1972
[55], Michalke, 1964 [101], RiH = 0).

Perfil Análise Valor Ref. Erro
u(y) = −tanh(y) [55] αr 0.4455 0.4440

ωi 0.18964 0.18970 −0.03%
u(y) = 0.5[1 − tanh(y)] [101] αr 0.4455 0.4446

ωi 0.09483 0.09485 −0.02%

4.4 Equação de Taylor-Goldstein

Na próxima análise será incluído o número de Richardson, 0 ≤ RiH ≤ 0.20, e para os

perfis de velocidade e densidade será empregado u = ρ = −tanh(y). A equação que identifica

este modelo é a equação de Taylor-Goldstein (Eq. 2.12), que pode ser representada da forma

polinomial

P(c) = (P0 + P1c + P2c2)φ = 0, (4.43)

onde

P0 = u2D2
α − RiHρy − uuyy, (4.44)

P1 = −2uD2
α + uyy, (4.45)

P2 = D2
α, (4.46)

sendo, P0, P1, P2, matrizes reais. A Equação 4.43 representa um problema de autovalores

quadráticos, onde c é o autovalor quadrático. O problema (Eq. 4.43) surge em várias aplicações,

incluindo dinâmica estrutural [162], vibração [126] e engenharia sísmica [24]. De acordo com

Tisseur & Meerbergen (2001 [153]), este problema pode ser convertido em um problema de

autovalores generalizados (Eq. 4.30), da seguinte maneira



Γ − cφ = 0,

P0φ + P1Γ + P2Γc = 0.

(4.47)
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Reescrevendo a Eq. (4.47) na forma de blocos de operadores:

(AT − cBT )X =




0 I

−P0 −P1

 − c


I 0

0 P2






φ

Γ

 = 0, (4.48)

tem-se uma linearização de P(c), para o sistema (Eq. 4.48) de tamanho 2N×2N, onde N = 500.

A expressão entre parêntese é denominada primeira forma da matriz companheira. Segundo Tis-

seur & Meerbergen (2001) [153] e Scotti (2007) [126], existem outras formas de representação

da matriz companheira para resolver o problema de autovalores generalizados.

Como o interesse é nos modos mais amplificados, não há necessidade de avaliar o espectro

completo do número de onda para o caso estratificado (Eq. 2.12), como foi apresentado na

análise anterior. Na Tab. 4.2, estão apresentados os números de onda e as taxas máximas de

amplificação para cada número de Richardson (RiH). Estas apresentam erros na ordem de 10−4,

comparando-se a solução utilizando operadores de Chebyshev e a referência [55].

Tabela 4.2: Comparação da taxa de amplificação (Eq. 2.12) com o valor de referência (Hazel,
1972 [55]). Caso 0 ≤ RiH ≤ 0.2.

RiH α ωi ωi

Oper. de Chebyshev Valor Ref. [55]
0 0.4455 0.1896 0.1897

0.01 0.4447 0.1837 0.1838
0.05 0.4425 0.1592 0.1594
0.1 0.4437 0.1259 0.1259

0.15 0.4523 0.0888 0.0889
0.2 0.4700 0.0471 0.0472

A Figura 4.4 apresenta os autovalores c = cr + jci, dado o número de onda mais amplificado

α = αr para cada número de Richardson, RiH, conforme Tab. 4.2. As soluções (c) do problema

de autovalor generalizado (Eq. 4.48), cuja taxa é máxima, apresentam a parte real, cr, com

valores na ordem de 10−8, conforme é destacado na Fig. 4.4. Resultado este esperado, pois

de acordo com o perfil de velocidade, tem-se cr = u(0) = 0. A Fig. 4.5 é uma ampliação da

Fig. (4.4). Nota-se que a medida que c → jci, a parte imaginária (ci) cresce de acordo com o

aumento do número de Richardson.
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Figura 4.4: Autovalores c = cr + jci para os comprimentos de onda mais amplificados (Tab.
4.2). Casos em que RiH > 0.

Figura 4.5: Ampliação da Fig. 4.4 próxima da região ci = 0.
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4.5 Inclusão da estratificação e da declividade

Ao incluir a declividade θ (Fig. 3.2), considera-se a Eq. 4.29 na análise de estabilidade

linear. Na forma matricial, a Eq. 4.29 pode ser representada por,

(P0 + P1c + P2c2 + P3c3)φ = 0, (4.49)

onde

P0 = u3D2
α − u2uyy − RiHcosθρyu + ( j/α)RiH senθ[uρyy + uρyDC − ρyuy], (4.50)

P1 = −3u2D2
α + 2uuyy + RiHcosθρy − ( j/α)RiH senθ[ρyy + ρyDC], (4.51)

P2 = 3uD2
α − uyy, (4.52)

P3 = −D2
α, (4.53)

A Equação 4.49 representa um problema de autovalores do terceiro grau, onde P2, P3 ∈ Rn×n

e P0, P1 ∈ Cn×n, caso θ > 0. Este problema pode ser convertido em um problema de autovalores

generalizados (Eq. 4.30), da seguinte maneira



ζ − cφ = 0,

τ − cζ = 0,

P0φ + P1ζ + P2τ + P3τc = 0,

(4.54)

e que, reescrito na forma de blocos de operadores, fica:

(AS − cBS )ξ =





0 I 0

0 0 I

−P0 −P1 −P2


− c



I 0 0

0 I 0

0 0 P3







φ

ζ

τ


= 0. (4.55)

O sistema 4.55, é uma linearização de P(c) = P0 + P1c + P2c2 + P3c3, e o termo entre

parêntese é denominado primeira forma da matriz companheira, para o sistema 3N × 3N (Eq.
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4.55), onde N = 500.

Os ângulos utilizados na análise foram θ = 0, 0.001, 0.003, 0.005, 0.01, 0.05 e 0.10, e os nú-

meros de Richardson empregados variam, 0 ≤ RiH ≤ 0.30. A Figura (4.6) ilustra os resultados

do trabalho de Taira et al. (2014 [145]). Nota-se que as taxas máximas de amplificação estão

próximas quando 0 ≤ θ ≤ 0.01, portanto não sofrem interferência substancial da estratificação.

Para θ ≥ 0.05, a taxa máxima de amplificação cresce de acordo com o aumento da declividade

para cada RiH fixo mas diminui com o aumento do número de Richardson até atingir RiH � 0.25,

a partir daí, até RiH = 0.30, a taxa máxima ωi permanece quase constante.

Figura 4.6: Taxa máxima de amplificação para diferentes RiH e declividades θ, utilizando ope-
radores diferenciais de Chebyshev (Taira et al., 2014 [145]).

Um problema de autovalor polinomial de grau m ≥ 2 do tipo

P(c)X = 0, (4.56)

onde,

P(c) = P0 + P1c + P2c2 + ... + cm−1Pm−1 + cmPm, (4.57)

também pode ser linearizado, utilizando uma mudança de variáveis Xi − cXi−1 = 0, onde i =
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2, ...,m. Logo, a Eq. 4.56 pode ser escrita como um problema de autovalor generalizado

(A − cB)X = 0, (4.58)

sendo, A e B, matrizes definidas por

A =



0 I 0 . . . 0

0 0 I . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 . . . I

−P0 −P1 . . . −Pm−1



, (4.59)

B =



I

I

. . .

I

Pm



.

Maiores informações desta formulação, podem ser vistas no trabalho realizado por Tisseur

[152].

4.6 Análise via DNS

Nesta seção será apresentada a análise de estabilidade linear utilizando Simulação Numé-

rica Direta (DNS ). Para esta técnica, foi utilizado como domínio de cálculo bidimensional,

um quadrado de lado L = λa, que corresponde a um comprimento de onda fundamental (λa),

baseado na análise de estabilidade linear (Michalke ,1964 [101]; Hazel ,1972 [55]). Para θ = 0,

foi empregado o comprimento L = 7δi, que corresponde ao número de onda αa = 0.4446/δ0

(δi = 2δ0), dado pela teoria de estabilidade linear. Quando θ > 0, o comprimento do domí-

nio varia de acordo com o número de onda mais amplificado. Esta medida é máxima quando

RiH = 0.20 e θ = 0.05. A amplitude da perturbação senoidal empregada é A f = 10−6.
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Nos testes numéricos foram empregados uma faixa do número de Richardson, 0 ≤ RiH ≤

0.20, e da declividade , 0.001 ≤ θ ≤ 0.05. Os outros adimensionais utilizados foram Re = 300

e Pr = 1, que também foram empregados por Martinez (2006 [94]). A escolha dos números de

Richardson utilizados se baseiam na análise de estabilidade linear por meio das aproximações

de Chebyshev.

As diferentes malhas apresentam nx × ny pontos, onde nx é o número de pontos na direção

do escoamento e ny é o número de pontos na direção vertical. A resolução de cada uma das

malhas é dada por ∆x = L/(nx − 1) e ∆y = L/(ny − 1). As malhas computacionais quando θ = 0

estão representadas por N1 a N5 (Tabelas 4.3 e 4.4).

No estudo da estabilidade linear, optou-se pela análise da componente de velocidade v pois

as taxas máximas de amplificação ocorreram na região do núcleo do turbilhão (aproximada-

mente em x = Lx/2 e y = 0 na Fig. 3.3), diferentemente da análise da componente u, cuja taxa

máxima não ocorre na região de maior vorticidade, devido ao campo de perturbações (Eq. 3.16

e Eq. 3.17) adicionado aos perfis de velocidade. Para tal análise, calcula-se a declividade da

parte linear do sinal v′ (Fig. 4.7).

A Figura 4.7 mostra a evolução temporal da amplitude da flutuação de velocidade v′, para

diferentes números de Richardson. Observa-se uma região de amplificação exponencial, que

corresponde ao regime governado pela teoria de estabilidade linear. A taxa de crescimento das

perturbações é reduzida devido o efeito do empuxo.

Para a análise de estabilidade do escoamento paralelo é cancelado o termo de difusão ver-

tical, correspondente à velocidade longitudinal ∂2u/∂y2, pois esta difusão aumenta a espessura

da camada cisalhante durante a simulação e infere uma variação no tempo do escoamento base.

Como consequência, haverá uma variação correspondente na taxa de amplificação, até o regime

linear (aproximação de escoamento paralelo). O artifício utilizado aqui é o mesmo adotado

por Medeiros et al. (2002) e Martinez (2006a). Seguindo o mesmo raciocínio, também foram

cancelados os outros termos de difusão vertical, correspondentes à velocidade vertical ∂2v/∂y2

e à densidade ∂2ρ/∂y2.

Nas Tabelas 4.3 e 4.4 pode-se visualizar as taxas de amplificação para o caso sem declivi-

dade (θ = 0). Os resultados apresentam erro máximo de 0.21% para o caso não estratificado, e
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Figura 4.7: Evolução temporal da amplitude da flutuação de velocidade v′ para diferentes RiH

(Malha N3 = 128 × 129).

Tabela 4.3: Comparação da taxa de amplificação com o valor de referência (Hazel, 1972 [55]).
RiH=0, 0.01, 0.05, 0.10.

RiH N1 N2 N3 N4 Valor Ref.
64 × 65 64 × 129 128 × 129 128 × 257 [55]

0 αrci 0.1895 0.1893 0.1894 0.1899 0.1897
erro −0.10% −0.21% −0.16% 0.10%

0.01 αrci 0.1836 0.1839 0.1840 0.1836 0.1838
erro −0.11% 0.05% 0.11% −0.11%

0.05 αrci 0.1593 0.1601 0.1595 0.1600 0.1594
erro −0.06% 0.44% 0.06% 0.37%

0.1 αrci 0.1264 0.1256 0.1261 0.1262 0.1259
erro 0.40% −0.24% 0.16% 0.24%

de 0.44% para os casos em que 0.01 ≤ RiH ≤ 0.1. Observa-se uma grande influência nas taxas

de amplificação para os casos mais estratificados, quando RiH = 0.15 e RiH = 0.20, sendo que

não houve melhora significativa nas taxas, variando-se a malha. À medida que aumenta-se o

número de Richardson, a taxa de amplificação decai.

Lembrando-se que neste tipo de análise, utilizando DNS, os termos viscosos não foram

cancelados, como ocorre na análise de estabilidade (Hazel, 1972 [55]; Drazin e Reid [38],

1989; Negretti et al., 2008 [109]). Diante dessas considerações, os resultados foram bastante
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Tabela 4.4: Comparação da taxa de amplificação com o valor de referência (Hazel, 1972 [55]).
RiH = 0.15 e 0.20.

RiH N3 N4 N5 Valor Ref.
128 × 129 128 × 257 256 × 257 [55]

0.15 αrci 0.0951 0.0941 0.0940 0.0889
erro 6.97% 5.85% 5.74%

0.20 αrci 0.0505 0.0506 0.0504 0.0472
erro 7% 7.2% 6.78%

satisfatórios.

Nos testes numéricos em que inclui a declividade (θ > 0), o comprimento do domínio varia

de acordo com o número de onda mais amplificado, conforme consta na Tab. 4.5. Nesta mesma

Tabela estão indicadas as malhas utilizadas para cada caso.

Tabela 4.5: Comprimento do domínio (L) e malhas empregadas nas simulações (N3 = 128×129
e N5 = 256 × 257) para número de Richardson (RiH) e declividade (θ).

RiH RiH RiH RiH RiH

0.01 0.05 0.10 0.15 0.20
θ = 0.001 L = 7δi L = 7δi L = 7δi L = 7δi L = 7δi

N3 N3 N3 N5 N5
θ = 0.003 L = 7δi L = 7δi L = 7δi L = 7δi L = 7δi

N3 N3 N3 N5 N5
θ = 0.005 L = 7δi L = 7δi L = 7δi L = 7δi L = 7δi

N3 N3 N3 N5 N5
θ = 0.01 L = 7δi L = 7δi L = 7δi L = 7.1δi L = 7.1δi

N3 N3 N3 N5 N5
θ = 0.05 L = 7δi L = 7δi L = 7.4δi L = 7.4δi L = 7.7δi

N3 N3 N3 N5 N5

As taxas máximas de amplificação crescem quando comparadas com o caso não inclinado,

como previsto pela análise analítica (Seção 4.5). A Figura 4.8 destaca as taxas de amplificação

para diferentes números de Richardson, RiH, e declividades, θ. À medida que a estratificação

(RiH) e a declividade (θ) aumentam, a taxa máxima de amplificaçãoωi é afetada, ou seja, o termo

RiH senθ, que consta na equação de quantidade de movimento em x (Eq. 3.1), é influenciado por

estes dois parâmetros. Por exemplo, para uma declividade pequena, θ = 0.001, e um número

de Richardson, RiH = 0.1, o termo RiH senθ é da ordem de 10−4. Este valor é maior quando
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comparado com a perturbação inicial (t = 0), imposta ao escoamento base, cuja amplitude é de

10−6. Consequentemente, o valor deste termo aumenta para números de Richardson e ângulos

maiores (Fig. 4.8), atuando como um termo fonte sobre o escoamento.

Figura 4.8: Taxa máxima de amplificação para diferentes números de Richardson, RiH, e decli-
vidades, θ.

A evolução temporal da amplitude da flutuação de velocidade v′, para diferentes números

de Richardson (RiH) e declividades (θ), é apresentada nas Figuras 4.9, 4.10, 4.11 e 4.12. Para

RiH = 0.01 (Fig.4.9), os gráficos apresentam taxas de amplificação muito próximas, mesmo

com variações das declividades. Aumentando-se a estratificação, RiH = 0.05 (Fig.4.10), nota-

se uma grande influência para o ângulo θ = 0.05 na taxa máxima de amplificação, já que o

termo RiH senθ é da ordem de 10−3.

O intervalo de tempo Tv′ proposto no cálculo da taxa de amplificação deve satisfazer a

condição:

Tv′ ≥ 10δi/U. (4.60)

Para os casos em que não é satisfeita a desigualdade 4.60, torna-se difícil o cálculo da taxa

máxima de amplificação. Tal proposta foi empregada para os casos em que a declividade é

nula. Para θ = 0.001 e θ = 0.003 com RiH = 0.15 e RiH = 0.20, e para θ = 0.005 com

0.10 ≤ RiH ≤ 0.20, o período Tv′ não satisfaz a condição (4.60) e, portanto, apenas efeitos não

lineares estão presentes (Figuras 4.11 e 4.12).



4.6. Análise via DNS 71

Figura 4.9: Evolução temporal da amplitude da flutuação de velocidade v′ para RiH = 0.01, com
variação de ângulos: θ = 0, 0.001, 0.003, 0.005, 0.01, 0.05.

Figura 4.10: Evolução temporal da amplitude da flutuação de velocidade v′ para RiH = 0.05,
com variação de ângulos: θ = 0, 0.001, 0.003, 0.005, 0.01, 0.05.
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Figura 4.11: Evolução temporal da amplitude da flutuação de velocidade v′ para RiH = 0.10,
com variação de ângulos: θ = 0, 0.001, 0.003, 0.005, 0.01, 0.05.

Figura 4.12: Evolução temporal da amplitude da flutuação de velocidade v′ para RiH = 0.15,
com variação de ângulos: θ = 0, 0.001, 0.003, 0.005, 0.01, 0.05.
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4.7 Comparação entre as técnicas

A Figura 4.13 ilustra uma comparação entre as técnicas DNS e aproximação de Chebyshev

com a literatura (Hazel (1972 [55]), para o caso sem declividade (θ = 0), destacando-se o nú-

mero de onda (αr), a celeridade (ci) e a taxa máxima de amplificação (ωi). Utilizando operador

diferencial de Chebyshev as taxas máximas de amplificação apresentam erros da ordem de 10−4

em comparação com Hazel (1972 [55]). Por meio de DNS, os erros máximos foram de 0.16%

quando RiH ≤ 0.10 (malha N3) e, 5.74% para RiH = 0.15 e 6.78% para RiH = 0.20 ao utili-

zar a malha N5. Com o aumento da estratificação, a taxa de amplificação ωi e a celeridade ci

apresentam uma tendência de decaimento linear, enquanto o número de onda, αr aumenta para

RiH = 0.15 e RiH = 0.20, mas não o suficiente para interferir na taxa máxima de amplificação

ωi.

Figura 4.13: Comparação entre o número de onda (αr), a celeridade (ci) e a taxa máxima de
amplificação (ωi), com variação apenas da estratificação, RiH. Os resultados derivam da análise
de estabilidade utilizando os operadores diferenciais de Chebyshev e DNS, em comparação com
a referência (Hazel, 1972 [55]).

À medida que θ e RiH aumentam, o termo RiH senθ, presente na equação de quantidade

de movimento (direção x), provoca uma diferença gradual da taxa de amplificação ωi entre os

resultados analíticos e das simulações via DNS . A tabela 4.6 apresenta os erros ao comparar

as taxas máximas de amplificação utilizando análise analítica e por meio de DNS. Utilizando
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Tabela 4.6: Comparação entre as taxas máximas de amplificação utilizando aproximação de
Chebyshev e por meio de DNS. Os erros são apresentados em porcentagem.

RiH = 0.01 RiH = 0.05 RiH = 0.10
θ = 0.001 0.65% 0.13% 0.79%
θ = 0.003 0.65% 0.31% 0.55%
θ = 0.005 0.65% 0.69% −
θ = 0.01 1.25% − −
θ = 0.05 2.12% − −

Simulação Numérica Direta, conclui-se que a solução é linear ao incluir a declividade, somente

quando RiH ≤ 0.10 para θ ≤ 0.003, RiH ≤ 0.05 para θ = 0.005 e RiH = 0.01 para θ = 0.01,

cujo erro máximo foi de 1.25%. Para RiH = 0.01 e θ = 0.05, o erro aumentou para 2.12%.

As Figuras 4.14 e 4.15 ilustram uma comparação entre as técnicas Chebyshev e DNS , com

variação do número de Richardson (RiH) para cada declividade (θ). Observa-se na Fig. 4.15b

que para θ = 0.01 há uma grande diferença entre as taxas de amplificação obtidas pelas técnicas

Chebyshev e DNS quando RiH ≥ 0.05. Este fato provavelmente se deve aos termos viscosos

que não foram cancelados e a existência do termo RiH senθ presente na equação da quantidade

de movimento na simulação via DNS .

(a) θ = 0.001 (b) θ = 0.003

Figura 4.14: Comparação entre as técnicas Chebyshev e DNS , com variação do número de
Richardson (RiH) para cada declividade (θ).
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(a) θ = 0.005 (b) θ = 0.01

Figura 4.15: Comparação entre as técnicas Chebyshev e DNS , com variação do número de
Richardson (RiH) para cada declividade (θ).



Capítulo 5

Análise espacial em domínio bidimensional

As simulações bidimensionais foram realizadas em um PC AMD Phenom II, 2.8GHz e 8GB

de memória, no servidor CLARO que possui dois processadores Quad-Core Intel Xeon 1.6 GHz,

4GB RAM, localizados no Instituto de Pesquisas Hidráulicas (IPH), da Universidade Federal

do Rio Grande do Sul (UFRGS).

Nas simulações em desenvolvimento espacial foram consideradas a estratificação, 0 ≤

RiH ≤ 0.10, e ângulos com inclinação máxima de 10 rad (Tab. 5.1), que corresponde à de-

clividade de 10%, valor considerado alto em aplicações geofísicas e ambientais. Os outros

adimensionais utilizados foram Re = 1000 e Pr = 1. Para o escoamento base são utilizados

perfis tangente hiperbólico para a velocidade u (Eq. 3.18) e densidade ρ (Eq. 3.19).

Os diferentes parâmetros utilizados nas simulações podem ser verificados na Tab. 5.1. O

tamanho do domínio é (Lx, Ly) = (147, 35) para RiH = 0, e (Lx, Ly) = (168, 28) para os ou-

tros casos. O parâmetro A2d refere-se à amplitude máxima da função gaussiana introduzida na

entrada do domínio bidimensional. Os índices A, B, C e D, que constam na enumeração das

simulações (Tab. 5.1), referem-se, respectivamente, aos ângulos 0, 0.02, 0.05 e 0.10 (radianos).

A duração das simulações é de 210δiU, ou, aproximadamente, 29 emissões de turbilhões de

KH. A escolha da malha (nx × ny) apresentada na Tab. 5.1 é baseada no comportamento físico

da camada de mistura estratificada. À medida que a estratificação aumenta, os gradientes se

concentram cada vez mais na região próxima à interface da camada de mistura, necessitando de

resoluções (∆x,∆y) cada vez menores.

O comportamento da condição de contorno em x = Lx (Equações 3.12 e 3.13), permite

76
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a saída dos turbilhões, conforme constam nas evoluções temporal e espacial apresentadas nos

campos de vorticidade transversal (̟z).

Tabela 5.1: Parâmetros das simulações bidimensionais.

Simulação RiH θ A2d Malha ∆t ∆x ∆y
nx × ny (×10−3) (×10−2) (×10−2)

2DS 1A 0 0 0.06 2497 × 545 2.5 5.9 6.4
2DS 2A 0.025 0 0.06 2801 × 521 3 6 5.4
2DS 3A 0.05 0 0.06 2881 × 541 2.5 5.8 5.2
2DS 3B 0.05 0.02 0.06 2881 × 541 2.5 5.8 5.2
2DS 3C 0.05 0.05 0.06 3201 × 577 2 5.2 4.8
2DS 3D 0.05 0.10 0.06 3201 × 673 1.5 5.2 4.2
2DS 4A 0.10 0 0.10 3201 × 673 1.5 5.2 4.2
2DS 4D 0.10 0.10 0.10 3201 × 673 1.5 5.2 4.2

5.1 Formação da camada baroclínica

Nesta seção trataremos do caso sem declividade (θ = 0), analisando a influência da estratifi-

cação na formação da camada baroclínica utilizando um domínio bidimensional. Na figura 5.1

é apresentada uma sequência de campos de vorticidade para o caso não estratificado, RiH = 0

(simulação 2DS 1A), para oito diferentes tempos. Modulada por uma pequena perturbação,

A2d = 0.06, a vorticidade inicial acumula progressivamente em regiões periodicamente espaça-

das, os núcleos dos turbilhões de KH (Fig. 5.1).

O mecanismo de transição à turbulência no escoamento bidimensional se evidencia em dois

estágios principais. No primeiro, o comprimento de onda mais amplificado, o modo funda-

mental, amplifica na interface da camada e se desenvolve a instabilidade de KH. No segundo

estágio, o segundo modo mais amplificado, o subharmônico, induz o emparelhamento dos tur-

bilhões bidimensionais de KH. Na Figura 5.1 surge a formação do primeiro e do segundo em-

parelhamentos, respectivamente, em x = 70 (5.1a) e x = 125 (Fig. 5.1f). Na camada de mistura

homogênea, depois do emparelhamento, o turbilhão de KH satura, já que não há fonte de ener-

gia para a geração de outras instabilidades. Observa-se nas Figuras 5.2, 5.4 e 5.6 o efeito da

estratificação no desenvolvimento do escoamento, se verificando que à medida que aumenta a
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Figura 5.1: Campos de vorticidade transversal (ωz) para RiH = 0 (Simulação 2DS 1A). Nos
tempos: (a)t = t0; (b)t = t0 + 5; (c)t = t0 + 10; (d)t = t0 + 15; (e)t = t0 + 20; ( f )t = t0 + 25;
(g)t = t0 + 30; (h)t = t0 + 35. Escala de valores variando de −1.2 (azul) a 1.2 (vermelho).
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estratificação é retardado o crescimento do subharmônico e, como consequência, o processo de

emparelhamento dos turbilhões de KH.

Em escoamentos estratificados, as camadas estiradas de vorticidade juntamente com as ca-

madas de densidade formam a camada baroclínica, localizada entre os vórtices de KH (Staquet,

1995 [141]). O gradiente longitudinal de densidade (∂ρ/∂x) intensifica a camada baroclínica,

reforçando a vorticidade nesta camada e diminuindo no núcleo do turbilhão. Portanto, o termo

fonte, ∂ρ/∂x, contribui com um mecanismo extra para a geração da vorticidade na camada es-

tratificada bidimensional [94]. De acordo com Klaassen & Peltier (1991) [69], Staquet (1995)

[141], Caulfield & Peltier (2000) [22] e Martinez et al. (2005) [95], a camada baroclínica de-

finida como finas camadas de vorticidade na região entre os turbilhões de KH, surge após o

enrolamento destes.

Utilizando um domínio bidimensional, Staquet (1995 [141]) e Martinez et al. (2006 [94]) in-

vestigaram a instabilidade secundária de KH na camada baroclínica de uma camada de mistura

estavelmente estratificada. De acordo com este trabalho, fatores como o número de Reynolds

(Re) e o número de Richardson (RiH) podem contribuir para a formação da instabilidade na

camada baroclínica. Se estes fatores forem favoráveis para que ocorra tal instabilidade podem

originar uma outra instabilidade, denominada instabilidade próxima ao núcleo do turbilhão de

KH (near-core instability). Esta instabilidade, descoberta pela autora [141], propaga-se em

direção à camada baroclínica.

Para RiH = 0.025 (Simulação 2DS 2A), a camada baroclínica enfraquece devido a formação

da instabilidade subharmônica e, ganha força, após o primeiro emparelhamento (Fig. 5.2c em

x = 90). Em seguida, ocorre a formação da instabilidade próxima ao núcleo, de vorticidade

positiva (cor vermelha, Fig. 5.2d em x = 95). Este mecanismo que gera a formação da ins-

tabilidade secundária de KH, desestabiliza a camada baroclínica. A instabilidade próxima ao

núcleo se propaga em direção à camada baroclínica, proporcionando a formação de pares de

vórtices contra-rotativos (cor vermelha, Fig. 5.3a) próximos ao ponto de estagnação da camada

baroclínica. Os vórtices secundários de KH apresentam-se bem desenvolvidos na Fig. 5.3b, em

x = 160.

A formação da instabilidade próxima ao núcleo é mais forte para os casos em que a estrati-
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Figura 5.2: Campos de vorticidade transversal (ωz) para RiH = 0.025 (Simulação 2DS 2A). Nos
tempos: (a)t = t0; (b)t = t0 + 3; (c)t = t0 + 6; (d)t = t0 + 9; (e)t = t0 + 12; ( f )t = t0 + 15;
(g)t = t0 + 18; (h)t = t0 + 21. Escala de valores variando de −1.2 (azul) a 1.2 (vermelho).
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(a) (b)

Figura 5.3: Ampliação do campo de vorticidade transversal (ωz) da Fig. 5.2g (t = t0 + 18).
Simulação a RiH = 0.025 (2DS 2A): (a) x = 110; (b) x = 160. Escala de valores variando de
−1.2 (azul) a 1.2 (vermelho).

ficação é mais alta, RiH = 0.05 e RiH = 0.10. Quando RiH = 0.05 é mais evidente a presença

das instabilidades secundárias de KH (Fig. 5.4 para x ≥ 130). A Figura 5.5a apresenta uma

ampliação do campo de vorticidade transversal em x = 155 da Fig. 5.4f, destacando as instabi-

lidades secundárias e vórtices contra-rotativos. O campo de densidade para esta mesma região

está ilustrada na Fig. 5.5b.

Na camada estratificada a RiH = 0.10 (Fig. 5.6), onde a amplitude máxima de perturbação

é A2d = 0.10, não ocorre a formação do segundo emparelhamento, devido à forte estratificação

que inibe o modo subharmônico. Antes do primeiro emparelhamento ocorre nitidamente a

formação da instabilidade próxima ao núcleo (Fig. 5.7a). Com o crescimento da instabilidade

próxima ao núcleo, destacam-se os turbilhões secundários de KH e os vórtices contra-rotativos

(Fig. 5.7b).

O fato da instabilidade próxima ao núcleo se manifestar antes do emparelhamento foi veri-

ficado também por Martinez (2006 [94]) e Staquet (1995 [141]). Ambos utilizaram Re = 1000

e RiH = 0.083 em uma simulação temporal.

Para quantificar o efeito da estratificação, analisa-se a evolução espacial da espessura de

vorticidade (δω). A Figura 5.8a apresenta os resultados de simulações numéricas do trabalho de

Taira et al. (2014 [145]), onde as posições x = 80 (RiH = 0), x = 90 (RiH = 0.025), x = 100

(RiH = 0.05) e x = 150 (RiH = 0.10), constam os primeiros picos na evolução espacial da

espessura de vorticidade e são coincidentes com as posições dos primeiros emparelhamentos.
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Figura 5.4: Campos de vorticidade transversal (ωz) para RiH = 0.05 (Simulação 2DS 3A). Nos
tempos: (a)t = t0; (b)t = t0 + 5; (c)t = t0 + 10; (d)t = t0 + 15; (e)t = t0 + 20; ( f )t = t0 + 25;
(g)t = t0 + 30; (h)t = t0 + 35. Escala de valores variando de −1.2 (azul) a 1.2 (vermelho).
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(a) (b)

Figura 5.5: Simulação a RiH = 0.05 (2DS 3A): (a) Ampliação do campo de vorticidade trans-
versal (ωz) em x = 155, t = t0 + 25 (Fig. 5.4f); (b) Corte longitudinal de densidade em x = 155,
t = t0 + 25. Escala de valores variando de −1.2 (azul) a 1.2 (vermelho).

É evidente para o último caso, que a posição seja mais afastada devido à alta estratificação,

pois inibe a formação do subharmônico. Além disto, nota-se na Fig. 5.8a que a espessura de

vorticidade é fortemente influenciada pelo número de Richardson. A Figura 5.8b apresenta os

campos de vorticidade transversal para cada número de Richardson (0 ≤ RiH ≤ 0.10). Nos

campos de vorticidade observa-se que há uma diminuição no tamanho dos turbilhões conforme

o Ri aumenta, comprovando o efeito estabilizante da estratificação sobre o escoamento. O

aumento da estratificação faz com que as forças de empuxo prevaleçam sobre a dinâmica do

escoamento enfraquecendo o cisalhamento. Consequentemente, os vórtices ficam confinados

em uma camada menos espessa de vorticidade, onde os movimentos verticais são enfraquecidos

[94].

A Figura 5.9 ilustra a taxa da espessura de vorticidade, (1/R)dδω/dx, para cada número de

Richardson (RiH), onde a razão R é definida como R = ∆U/(2UC) e cujas taxas foram calculadas

na região 40 ≤ x ≤ Lx. Esta taxa, definida por Brown & Roshko (1974 [16]) para a camada de

mistura homogênea, foi estendida para o caso estratificado. Para RiH = 0 (Simulação 2DS 1A),

a taxa é 0.15, que coincide com o valor encontrado experimentalmente por Browand & Latigo

(1979 [14]). A função f (RiH) = a2d +b2d10−c2dRiH foi ajustada pelos resultados, obtendo-se uma

aproximação significativa (Fig. 5.9), com a2d = 0.034, b2d = 0.116, c2d = −8.6, onde a2d + b2d

coincide com o valor da taxa para o caso não estratificado.
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Figura 5.6: Campos de vorticidade transversal (ωz) para RiH = 0.10 (Simulação 2DS 4A). Nos
tempos: (a)t = t0; (b)t = t0 + 4.5; (c)t = t0 + 9; (d)t = t0 + 13.5; (e)t = t0 + 18; ( f )t = t0 + 22.5;
(g)t = t0 + 27; (h)t = t0 + 31.5. Escala de valores variando de −1.2 (azul) a 1.2 (vermelho).
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(a) (b)

Figura 5.7: Ampliação do campo de vorticidade transversal (ωz) para RiH = 0.10 (Simulação
2DS 4A): (a) x = 86, t = t0 + 13.5 (Fig. 5.6d); (b) x = 138, t = t0 + 18 (Fig. 5.6e). Escala de
valores variando de −1.2 (azul) a 1.2 (vermelho).

Figura 5.8: (a) Evolução espacial da espessura de vorticidade (θ = 0) (Taira et al., 2014 [145]);
(b) Campos de vorticidade transversal (ωz) para RiH = 0 (t = t0), RiH = 0.025 (t = t0 + 18),
RiH = 0.05 (t = t0 + 25) e RiH = 0.10 (t = t0 + 13.5). Escala de valores variando de −1.2 (azul)
a 1.2 (vermelho)
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Figura 5.9: Taxa da espessura de vorticidade (•) em função do número de Richardson (θ = 0) e
a função de ajuste (−). Simulações 2DS 1A, 2DS 2A, 2DS 3A e 2DS 4A.

Outros autores como Wygnanski & Fiedler (1970 [161]), Champagne et al. (1976 [23]) e

Patel (1973 [113]) consideraram as posições yα definidas a partir do perfil médio de velocidade

(Eq. 2.17), para o cálculo da taxa de crescimento da camada de mistura. A taxa de alargamento

da camada cisalhante é definida por

Al(x) =
|y0.95 − y0.05|

(x − x0)
. (5.1)

As Figuras 5.10 e 5.11 ilustram a localização das ordenadas yα nos perfis médios de veloci-

dade u. A taxa de alargamento (Eq. 5.1) da camada de mistura homogênea foi de Al(x) = 0.102.

Para os casos estratificados, os valores de Al(x) estão representados pela Fig. 5.12a. A função

f (RiH) = 0.042 + 0.06 × 10−7.5RiH é ajustada por estes resultados (Fig. 5.12a). Da mesma forma

como ocorreu na evolução da espessura de vorticidade (δω), estas taxas quantificam a influência

da estratificação.

Outra variável que caracteriza o efeito da estratificação é a energia cinética máxima (Kmax),

onde a energia cinética K é dada pela equação

K(x, y) =
1
2

(< u′2 > + < v′2 >), (5.2)

onde u′ = u − 〈u〉 e 〈u(x, y)〉 = 1
T

∫ t0+T

t0
u(x, y, t) dt.
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(a) RiH = 0 (b) RiH = 0.025

Figura 5.10: Alargamento para RiH = 0 e RiH = 0.025.

(a) RiH = 0.05 (b) RiH = 0.10

Figura 5.11: Alargamento para RiH = 0.05 e RiH = 0.10.

A Figura 5.12b apresenta a evolução espacial da energia cinética máxima, Kmax, para di-

ferentes números de Richardson (Taira et al., 2014 [145]). Verifica-se que para cada posição

longitudinal fixa, a energia Kmax diminui a medida que o número de Richardson aumenta. Nas

simulações com RiH > 0, esta diminuição ocorre pois a estratificação diminui os movimentos

verticais e tende a estabilizar o escoamento. Nos casos de forte estratificação, o cisalhamento,

que é uma fonte de energia cinética, perde dominância para a força de empuxo [94].

Medidas do fluxo vertical de massa são ilustradas nas Figuras 5.13, 5.14 e 5.15. A influência

da estratificação torna-se visível na redução da média do fluxo turbulento vertical de massa,
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(a) (b)

Figura 5.12: (a) Taxa de alargamento da camada de mistura (N) em função do número de Ri-
chardson (θ = 0) e a função de ajuste (−) (θ = 0); (b) Evolução espacial da energia cinética
máxima para 0 ≤ RiH ≤ 0.10 (Taira et al., 2014 [145]).

〈ρ′v′〉, para diversos Richardson (RiH = 0.025, 0.05, 0.10), nas posições x = 80, x = 100 e

x = 120. Esta redução é causada pelo efeito de empuxo, que reduz a flutuação de velocidade

vertical v′. Para o caso não estratificado, estes efeitos não são preponderantes e, além disso, a

densidade é um escalar passivo, sendo transportado como um corante.

Figura 5.13: Fluxo turbulento vertical de massa para diferentes posições, x = 80, x = 100 e
x = 120. Simulação a RiH = 0.025 (2DS 2A).
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Figura 5.14: Fluxo turbulento vertical de massa para diferentes posições, x = 80, x = 100 e
x = 120. Simulação a RiH = 0.05 (2DS 3A).

Figura 5.15: Fluxo turbulento vertical de massa para diferentes posições, x = 80, x = 100 e
x = 120. Simulação a RiH = 0.10 (2DS 4A).
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5.2 Influência da declividade

Os resultados das simulações 2DS 3B, 2DS 3C e 2DS 3D (Tab. 5.1) são agora considerados

para analisar as mudanças no desenvolvimento longitudinal da camada de mistura estavelmente

estratificada (RiH = 0.05) quando os efeitos da inclinação (θ = 0.02, θ = 0.05 e θ = 0.10)

são levados em conta. Comparando-se a simulação 2DS 3A (θ = 0, Fig. 5.4) com a simulação

2DS 3B (θ = 0.02, Fig. 5.16) é nítida a influência da declividade. Provavelmente devido à

atuação da componente horizontal de aceleração RiHρsenθ, presente na Eq. 3.1, existe uma

intensificação na formação das instabilidades secundárias que conduz a um maior número de

vórtices secundários de KH (x ≥ 120). Além disso, a declividade acelera o desenvolvimento

das instabilidades primárias de KH e da formação dos emparelhamentos.

Nas simulações 2D3C (Fig. 5.17) e 2DS 3D (Fig. 5.18), a forma do turbilhão de KH, após o

emparelhamento, não se sustenta devido à maior declividade (θ = 0.05 e θ = 0.10). Logo após

o modo subharmônico, ocorre a formação de quatro vórtices de direções positivas (Fig. 5.18c,

em x = 115) para uma alta declividade (θ = 0.10).

A camada baroclínica formada entre dois emparelhamentos é mais estirada com o aumento

da declividade, principalmente quando θ = 0.10 (Fig. 5.18h em x = 120). Os estiramentos ge-

ram localmente gradientes de densidades e estão associados à componente transversal do torque

baroclínico. Ao incluir a declividade, o torque baroclínico (Eq. 3.7), resultante da aplicação à

equação do movimento com aproximação de Boussinesq (Eq. 3.1), tem um papel fundamental

na formação dos vórtices longitudinais bidimensionais. A componente transversal do torque

baroclínico, −(cosθ ρx+ senθ ρy), reforça a vorticidade na camada baroclínica. O termo extra da

componente transversal do torque baroclínico ao incluir a inclinação, −senθ ρy, contribui com

um mecanismo diferenciado na geração de vorticidade.

A Figura 5.19a ilustra a evolução espacial da espessura de vorticidade. Com o aumento do

ângulo, a espessura inicial da camada de mistura diminui, sendo mais acentuada para θ = 0.10.

Os campos de densidade para diferentes ângulos, θ = 0, θ = 0.02, θ = 0.05 e θ = 0.10

são apresentados na Figura 5.19b. Na camada de mistura com alta declividade (θ = 0.10 e

RiH = 0.05) o processo de enrolamento dos turbilhões de KH modifica fortemente a distribuição

de densidade, favorecendo o crescimento da camada de densidade.
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Foi observado na seção anterior que para θ = 0, o aumento da estratificação resultou na

diminuição da energia cinética máxima (Kmax), para cada posição fixa na direção x (Fig. 5.12b).

Porém, ao incluir a declividade, para o caso em que RiH = 0.05, a energia Kmax aumenta, a

medida que ângulo (θ) cresce (Fig. 5.20). Um dos fatores que afetou no aumento da energia

cinética é o efeito desestabilizador produzido pela componente horizontal RiHρsenθ (Eq. 3.1).

Como os movimentos verticais são mais intensos, o aumento da energia cinética Kmax, para cada

posição, é também caracterizado pelo aumento das tensões de Reynolds 〈v′v′〉. Na Figura 5.21

são apresentadas as tensões de Reynolds 〈v′v′〉, para as posições x = 80, x = 100 e x = 120, e

para os ângulos θ = 0, 0.02, 0.05 e 0.10.

O alargamento da camada de mistura está representado na Fig. 5.22, para os casos em que

0 ≤ θ ≤ 0.10 quando RiH = 0.05. Esta figura apresenta as posições y0.05 e y0.95 definidas a partir

do perfil médio de velocidade u. A origem hipotética do alargamento é em torno de x0 = 22

quando 0 ≤ θ ≤ 0.05 e x0 = 29.16 quando θ = 0.10. A taxa de alargamento (Al(x)), cujo

valor está indicado na Fig. 5.23, quantifica a influência da declividade (θ), apresentando um

crescimento linear à medida que a declividade aumenta. A função f (θ) = 0.412 + 0.064θ é

ajustada pelas taxas de alargamento encontradas.
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Figura 5.16: Campos de vorticidade transversal (ωz) para RiH = 0.05 e θ = 0.02 (Simulação
2DS 3B). Nos tempos: (a)t = t0; (b)t = t0 + 5; (c)t = t0 + 10; (d)t = t0 + 15; (e)t = t0 + 20;
( f )t = t0 + 25; (g)t = t0 + 30; (h)t = t0 + 35. Escala de valores variando de −1.2 (azul) a 1.2
(vermelho).
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Figura 5.17: Campos de vorticidade transversal (ωz) para RiH = 0.05 e θ = 0.05 (Simulação
2DS 3C). Nos tempos: (a)t = t0; (b)t = t0 + 4; (c)t = t0 + 8; (d)t = t0 + 12; (e)t = t0 + 16;
( f )t = t0 + 20; (g)t = t0 + 24; (h)t = t0 + 28. Escala de valores variando de −1.2 (azul) a 1.2
(vermelho).



5.2. Influência da declividade 94

Figura 5.18: Campos de vorticidade transversal (ωz) para RiH = 0.05 e θ = 0.10 (Simulação
2DS 3D). Nos tempos: (a)t = t0; (b)t = t0 + 4.5; (c)t = t0 + 9; (d)t = t0 + 13.5; (e)t = t0 + 18;
( f )t = t0 + 22.5; (g)t = t0 + 27; (h)t = t0 + 31.5. Escala de valores variando de −1.2 (azul) a 1.2
(vermelho).
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Figura 5.19: Simulação 2DS 3: (a) Evolução espacial da espessura de vorticidade para RiH =

0.05 (θ = 0, 0.02, 0.05, 0.10); (b) Campos de densidade para θ = 0 (t = t0 + 25), θ = 0.02
(t = t0 + 5), θ = 0.05 (t = t0 + 24), θ = 0.10 (t = t0 + 22.5).

Figura 5.20: Evolução espacial da energia cinética máxima para RiH = 0.05 ((θ = 0, 0.02, 0.05,
0.10). Simulação 2DS 3 (Taira et al., 2014 [145]).



5.2. Influência da declividade 96

(a) x = 80

(b) x = 100

(c) x = 120

Figura 5.21: Tensões de Reynolds < v′v′ > nas posições x = 80, x = 100 e x = 120, para
RiH = 0.05 (θ = 0, 0.02, 0.05 e 0.10). Simulação 2DS 3.



5.2. Influência da declividade 97

(a) θ = 0 (b) θ = 0.02

(c) θ = 0.05 (d) θ = 0.10

Figura 5.22: Alargamento da camada de mistura a RiH = 0.05 (0 ≤ θ ≤ 0.10).

Figura 5.23: Taxa de alargamento da camada de mistura (•) em função da declividade (θ) e a
função de ajuste (−). Simulação a RiH = 0.05.



5.3. Simulação a RiH = 0.10 e θ = 0.10 98

5.3 Simulação a RiH = 0.10 e θ = 0.10

Na seção anterior, para um número de Richardson fixo (RiH = 0.05), verificou-se que a

declividade potencializa a transição à turbulência no escoamento estratificado, pois acelera o

desenvolvimento das instabilidade de KH e dos emparelhamentos, aumenta a energia cinética,

causados pela componente horizontal RiH senθ da equação de quantidade de movimento (Eq.

3.1). Nesta seção, o aumento do número de Richardson, de RiH = 0.05 para RiH = 0.10 a uma

declividade de θ = 0.10, permitirá que os vórtices sejam fortemente deformados e que surjam

diversas instabilidades secundárias de KH. Na simulação 2DS 4D, nota-se uma inclinação mais

acentuada da interface entre as camadas na região 0 ≤ x ≤ 40, como podem ser verificadas

nos campos de vorticidade transversal (Fig. 5.24a) e de densidade (Fig. 5.24b), para o mesmo

instante. Esta alta estratificação (RiH = 0.10) e declividade (θ = 0.10) modificou o processo de

enrolamento dos vórtices de KH interferindo na distribuição de densidade e proporcionando o

crescimento das camadas de vorticidade e de densidade.

Figura 5.24: Simulação a RiH = 0.10 e θ = 0.10, no tempo t = t0 + 21 (Simulação 2DS 4D): (a)
Campo de vorticidade transversal (ωz); (b) Campo de densidade.

Na Figura 5.25 observa-se que uma alta declividade θ = 0.10 acelera o desenvolvimento das

instabilidades primárias e secundárias de KH. A transferência de energia através das pequenas

escalas que pode ocorrer de forma semelhante na turbulência tridimensional, na simulação a

RiH = 0.10 e θ = 0.10 (2DS 4D) desencadeia o desenvolvimento de sucessivas instabilidades

secundárias na camada baroclínica. No trabalho de Martinez (2006 [94]) ocorreu o mesmo

fenômeno a Re = 2000, RiH = 0.083, sem declividade, em uma simulação temporal bidimensi-
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onal.

Na Figura 5.26 é apresentada uma sequência de campos de vorticidade, destacando-se a

formação de pequenas escalas indicadas pelas setas. Os estiramentos que ocorrem na camada

baroclínica, por exemplo na região 129 ≤ x ≤ 144 (Fig. 5.26a), possibilitam a formação de

novos pontos de estagnação (setas 4 a 8, na Fig. 5.26e). O surgimento de estruturas devido às

instabilidades em pequenas escalas também foi observada nos experimentos de Thorpe (1971

[148]). O modelo teórico criado por Corcos & Sherman (1976 [28]), baseado na teoria de si-

milaridade, analisa a evolução do escoamento próximo ao ponto de estagnação e considera a

possibilidade do surgimento de pequenas escalas na camada baroclínica.

Nas maiores escalas, as subcamadas se entrelaçam com o fluido fortemente rotacional em

direção ao centro da camada, formando subcamadas de fluido mais denso e menos denso. À

medida que os vórtices secundários de KH são entranhados, a camada de vorticidade entre eles

é novamente estirada e reforçada pelos efeitos baroclínicos, de modo que novas instabilidades

podem se desenvolver na camada estirada [141].

A estratificação e a declividade afetam a formação dos vórtices longitudinais. Tal fenômeno

ocorre devido aos gradientes de densidade, que contribuem localmente com mecanismos na

geração ou destruição da vorticidade, por meio do torque baroclínico, −(cosθ ρx + senθ ρy) (Eq.

3.7). A evolução no tempo do campo de densidade para a simulação 2DS 4D é ilustrada na Fig.

5.27, que mostra também as sucessivas instabilidades secundárias.
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Figura 5.25: Campos de vorticidade transversal (ωz) para RiH = 0.10 e θ = 0.10 (Simulação
2DS 4D): Nos tempos: (a)t = t0; (b)t = t0 + 4.5; (c)t = t0 + 9; (d)t = t0 + 13.5; (e)t = t0 + 18;
( f )t = t0 + 22.5; (g)t = t0 + 27; (h)t = t0 + 31.5. Escala de valores variando de −1.2 (azul) a 1.2
(vermelho).
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(a) t = t0 + 12

(b) t = t0 + 15

(c) t = t0 + 18

(d) t = t0 + 21

(e) t = t0 + 24

Figura 5.26: Sucessivas instabilidades secundárias na camada baroclínica (RiH = 0.10, θ =
0.10). Campos de vorticidade transversal (ωz) na região 110 ≤ x ≤ Lx (Simulação 2DS 4D).
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(a) t = t0 + 12

(b) t = t0 + 15

(c) t = t0 + 18

(d) t = t0 + 21

(e) t = t0 + 24

Figura 5.27: Campos de densidade. Simulação a RiH = 0.10 e θ = 0.10 na região 110 ≤ x ≤ Lx

(Simulação 2DS 4D).



Capítulo 6

Estruturas tridimensionais

Em uma simulação em desenvolvimento espacial, a estrutura do escoamento na camada de

mistura tridimensional é mais complexa do que na bidimensional (Delville et al., 1999 [33]), e

a organização dos vórtices na direção longitudinal tem uma forte influência sobre as estruturas

dos turbilhões na direção transversal (Metcalfe et al., 1987 [100]; Bernal & Roshko, 1986 [11]).

Portanto, é natural querer saber como os resultados serão impactados pela tridimensionalidade

e o nível de turbulência de uma simulação tridimensional mais realista. Vimos nas simulações

bidimensionais espaciais (2DS ) que o principal mecanismo de crescimento na camada de mis-

tura é por meio das interações de emparelhamento. Embora este mecanismo domine a região

de pré transição da camada de mistura tridimensional, como veremos a seguir, isto não parece

ocorrer após a região de transição (Ko et al., 2008 [71]).

Utilizando Simulação Numérica Direta DNS, pretende-se analisar as estruturas longitudinais

e transversais que se formam em camadas de mistura homogêneas e estavelmente estratificadas.

Além da influência do número de Richardson, será avaliada a presença da declividade.

As simulações tridimensionais foram realizadas no Centro Nacional de Supercomputação

(CESUP) da UFRGS, que disponibiliza o cluster SGI Altix (batizado Gauss) e opera com 64

estações de processamento, cada qual com 64 GB de RAM e 2 processadores dodecacore AMD

Opteron (32 unidades com o modelo 6176 SE de 2.3 GHz e 32 outras com o modelo 6238, de

2.9GHz de frequência), totalizando 1536 núcleos de processamento e um desempenho teórico

de 15.97 TFlops.

103
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6.1 Testes no cluster GAUSS

Na Figura 6.1 são apresentados os resultados do tempo médio gasto para simular 100 passos

de tempo. Nota-se que ocorre um decaimento no tempo de processamento, e, a partir de 19

núcleos por unidade de processamento, forma-se um patamar em torno de cinco segundos de

duração.

O critério do sistema de filas no cluster GAUSS foi realizado com base nos resultados (Fig.

6.1) e na disponibilidade do cluster para cada usuário (21 ≤ núcleos/unidade ≤ 24). A malha

utilizada nestes testes e nas simulações tridimensionais, a serem apresentadas, é (nx × ny × nz) =

(1417 × 505 × 72). Para o domínio computacional foi utilizado (Lx × Ly × Lz)=(140 × 49 × 14),

sendo que o mesmo foi baseado no trabalho de Silvestrini (1996 [129]). A quantidade de pontos

escolhida para cada direção exige que nx − 1, ny − 1 e nz sejam divisíveis por Prow e Pcol. Neste

caso foi utilizado Prow = Pcol = 8, num total de 64 processos.

Figura 6.1: Variação no tempo em função do número de núcleos/unidade no cluster GAUSS.

O parâmetro A3d = 0.12 (Tab. 6.1), refere-se a amplitude máxima da função gaussiana

introduzida na entrada do domínio e utilizada nas três direções. Os outros parâmetros utilizados

nas simulações foram: passo de tempo ∆t=0.004, número de Reynolds Re = 1000, número

de Prandtl Pr = 1, número de Richardson 0 ≤ RiH ≤ 0.10 e declividade 0 ≤ θ ≤ 0.10. De
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acordo com os parâmetros citados, para uma simulação com cem mil iterações são necessários,

aproximadamente, sete dias de simulações no cluster GAUSS.

Quando a declividade é nula (θ = 0), o domínio computacional é discretizado em uma

malha cartesiana com refinamento na direção y, e ao incluir a declividade (0.02 ≤ θ ≤ 0.10),

o ∆y é uniforme, conforme consta na Tab. 6.1. De acordo com a Fig. 6.2, o refinamento da

malha concentra os pontos na interface da camada de mistura, em y = 0, apresentando resolução

mínima ∆ymin � 0.064, e resolução máxima ∆ymax � 0.15 no contorno y = ±Ly/2, e nas outras

direções a resolução satisfaz a relação ∆x = 2∆z � 0.10. A grande vantagem de utilizar o

refinamento é o aumento de 70% no número de pontos na região da espessura inicial da camada

de mistura. Mais detalhes da técnica de refinamento utilizada no código Incompact3d podem

ser conferidos no trabalho de Laizet & Lamballais (2009 [79]). Para o escoamento base são

utilizados perfis tangente hiperbólico para a velocidade u (Eq. 3.18) e densidade ρ (Eq. 3.19).

Tabela 6.1: Parâmetros das simulações tridimensionais.

Simulação RiH θ A3d Malha ∆t (×10−3)
3DS 1A 0 0 0.12 Refinada na direção y 4
3DS 2A 0.025 0 0.12 Refinada na direção y 4
3DS 3A 0.05 0 0.12 Refinada na direção y 4
3DS 3B 0.05 0.02 0.12 Uniforme 4
3DS 3C 0.05 0.05 0.12 Uniforme 4
3DS 3D 0.05 0.10 0.12 Uniforme 4
3DS 4A 0.07 0 0.12 Refinada na direção y 4
3DS 5A 0.10 0 0.12 Refinada na direção y 4

Na tabela 6.1 consta a enumeração das simulações a serem apresentadas. O índice A repre-

senta as simulações da camada de mistura sem incluir a declividade, e B, C, D, referem-se aos

os ângulos 0.02, 0.05 e 0.10, respectivamente.

Nos termos viscosos da equação de Navier-Stokes (Eq. 3.1) foi introduzida uma técnica

de dissipação numérica, k′′c (∆x)2 = 4π2, para o cálculo da segunda derivada. Esta técnica

dissipa as pequenas escalas perto do número de onda de corte kc, garantindo alta precisão e

praticamente, livre de qualquer dissipação numérica em grandes escalas. Lamballais et al.

(2011 [83]) utilizaram tal esquema no estudo do escoamento em um canal plano e na acústica

emitida por uma camada de mistura compressível, obtendo ótimos resultados.



6.2. Camada de mistura não estratificada 106

Figura 6.2: Malha refinada na direção y. O refinamento concentra os pontos na interface da
camada de mistura (y = 0).

6.2 Camada de mistura não estratificada

A instabilidade primária de KH se desenvolve completamente de maneira bidimensional,

revelando a existência de estruturas coerentes bidimensionais [16]. Os turbilhões criados por

esta instabilidade atingem a máxima amplitude (saturam), desenvolvendo as instabilidades se-

cundárias, e por consequência, geram os movimentos tridimensionais. As tridimensionalidades,

por sua vez, produzem instabilidades transversais, formando os vórtices longitudinais.

Pierrehumbert & Widnall (1982) [117] investigaram a origem dos vórtices longitudinais.

Tais autores caracterizaram a instabilidade translativa como uma oscilação em fase com os

turbilhões primários de KH. Tal instabilidade, responsável por desencadear a formação dos

vórtices longitudinais, foi confirmada em vários trabalhos [11, 26, 27, 85, 94, 107, 129].

As Figuras 6.3 e 6.4a mostram, respectivamente, a evolução espacial da interface do escalar

passivo ρ = 0.7ρ0 e da isosuperfície do módulo da vorticidade ‖~ω‖ = 0.75, no tempo t = t0 + 6.

Ambas figuras, apresentam evidências da instabilidade de Kelvin-Helmholtz (KH): a formação

dos turbilhões primários e seus emparelhamentos. O turbilhão formado de KH aparece apro-

ximadamente em x = 59 e o primeiro emparelhamento em x = 81. Estas localizações são

aproximadas pois variam de acordo com as estruturas a serem formadas ao longo do tempo. Em

particular, foi identificada a localização das estruturas produzidas pelo enrolamento primário,
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onde sua posição varia na direção longitudinal, com uma distância de cerca de um comprimento

de onda λx � 7δi, que corresponde também à distância de separação entre as estruturas primá-

rias. Esse resultado confere com o experimento de Huang & Ho (1990) [58]. Na Figura 6.4b

é apresentada a vista superior do módulo da vorticidade, onde se destacam as estruturas longi-

tudinais, localizadas antes e depois do primeiro emparelhamento. As estruturas longitudinais

concentram linhas de vorticidade que se esticam, devido ao campo de tensão criado entre os

vórtices de KH.

Figura 6.3: Isosuperfície do escalar passivo ρ = 0.7ρ0, no tempo t = t0+6. Simulação a RiH = 0
(3DS 1A).

(a)

(b)

Figura 6.4: Isosuperfície do módulo da vorticidade ‖~ω‖ = 0.75, no tempo t = t0 + 6: (a) Vista
em perspectiva; (b) Vista superior. Simulação a RiH = 0 (3DS 1A).

Os perfis médios e as tensões de Reynolds indicadas nas Figuras 6.5 e 6.6, respectivamente,

apresentam indícios de auto similaridade na região entre x = 83 e x = 100. A coordenada verti-
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Figura 6.5: Evolução espacial do perfil médio de velocidade. Simulação a RiH = 0 (3DS 1A).

cal é normalizada com a espessura de vorticidade local, correspondente à posição longitudinal.

O perfil médio de u foi calculado utilizando a equação

〈u〉 =
1
T

1
Lz

∫ t0+T

t0

∫ Lz

0
u(x, y, z, t)dzdt, (6.1)

sendo, t0 o tempo inicial para o cálculo das médias e T o período.

A Figura 6.7a apresenta perfis médios da pressão, x = 83, 90, 95, 100, destacando uma

variação na pressão superior e inferior. A existência de um gradiente de pressão evidencia

o avanço da camada inferior, mais rápida, em relação à superior, mais lenta. Este fato pode

explicar a variação da velocidade superior na Fig. 6.5, ao longo do comprimento longitudinal.

O crescimento da camada de mistura, que evolui conforme os perfis médios de velocidade,

é mostrado na Fig. 6.7b. Nota-se que os tempos iniciais para o cálculo das médias influencia a

evolução longitudinal da espessura δω, já que é necessário para o cálculo de todas as estatísticas

que o escoamento esteja totalmente desenvolvido. Para os tempos t2 = 80 e t3 = 96, a espessura

de vorticidade apresenta na região 60 ≤ x ≤ 140 (Fig. 6.7b), uma declividade dδω/dx = 0.20R,

que está entre os valores encontrados na literatura (Browand & Latigo (0.15R) [14], Huang &

Ho (0.27R) [58]). O período de cálculo para as médias é T = 320δi/U, ou aproximadamente, 45

emissões dos turbilhões de Kelvin- Helmholtz (KH). Este mesmo período também foi utilizado

para os casos estratificados. Na região de auto-similaridade, 83 ≤ x ≤ 100, o crescimento



6.2. Camada de mistura não estratificada 109

(a) (b)

(c) (d)

Figura 6.6: Tensões de Reynolds em coordenadas similares em diferentes posições: (a) 〈u′u′〉;
(b) 〈v′v′〉; (c) 〈w′w′〉; (d) 〈u′v′〉. Simulação a RiH = 0 (3DS 1A).

(a) (b)

Figura 6.7: Simulação a RiH = 0 (3DS 1A): (a) Evolução espacial do perfil médio de pressão;
(b) Evolução espacial da espessura de vorticidade para 3 tempos iniciais.
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da camada de mistura é aproximadamente linear, condição necessária para a existência de um

regime auto-similar (Bell & Mehta, 1990 [9]). Para todas as simulações tridimensionais será

utilizado o tempo inicial para o cálculo das médias de t = 96, visto que o escoamento apresenta-

se totalmente desenvolvido.

Na Figura 6.8 são apresentadas as isosuperfícies de pressão para o valor P = −0.0027ρ0U2,

em t = t0 + 6. O critério para identificar as estruturas coerentes através de isosuperfícies de

pressão não evidencia a existência de vórtices longitudinais, como no critério Q, mas destaca

os modos fundamentais de KH e os modos subharmônicos (emparelhamentos) (Dubief & Del-

cayre, 2000 [40]).

Figura 6.8: Isosuperfície de pressão, P = −0.0027ρ0U2, em t = t0 + 6. Simulação a RiH = 0
(3DS 1A).

Os resultados de Klaassen & Peltier [67, 68, 69], baseados na superposição de perturbações

tridimensionais e infinitesimais, mostraram que a instabilidade elíptica (centrada no núcleo)

desenvolve-se antes da instabilidade hiperbólica (centrada na região entre os turbilhões), mas

sua taxa de crescimento decai antes que o turbilhão de KH atinja a máxima amplitude. A ins-

tabilidade elíptica é posteriormente superada por um crescimento mais rápido da instabilidade

hiperbólica. Segundo os autores, em situações de escoamento estratificado, a instabilidade elíp-

tica perde a dominância para a instabilidade hiperbólica. Porém, nos casos de escoamentos

homogêneos, as duas instabilidades competem por dominância (Klaassen & Peltier, 1991 [69]).

A dinâmica da camada de mistura não estratificada, RiH = 0, é apresentada na Fig. 6.9,

através das isosuperfícies do critério Q. A evolução no tempo permite a visualização das es-

truturas em dois estágios. No primeiro, o comprimento de onda mais amplificado, o modo
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fundamental, se amplifica e desenvolve os turbilhões transversais de KH. No segundo estágio,

o segundo modo mais amplificado, o subharmônico, induz o emparelhamento dos turbilhões de

KH que se manifesta duas vezes, no primeiro e segundo emparelhamento (Fig. 6.9a). A ins-

tabilidade translativa, a qual surgiu antes do primeiro emparelhamento, é sugerida pela teoria

de Pierrehumbert & Widnall (1982) [117], como a responsável pelo surgimento dos vórtices

longitudinais em camadas homogêneas. O comportamento da condição de contorno em y = Lx

(Equações 3.12 e 3.13) permite a saída dos turbilhões, conforme constam na evolução temporal

e espacial apresentadas nas Fig. 6.9.
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(a) t = t0

(b) t = t0 + 2

(c) t = t0 + 4

(d) t = t0 + 6

Figura 6.9: Isosuperfície de Q = 0.3. Simulação a RiH = 0 (3DS 1A).
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6.3 Camada de mistura estratificada

Nesta seção são apresentadas as simulações 3DS 2A, 3DS 3A, 3DS 4A e 3DS 5A para o caso

não inclinado (θ = 0). Quando o turbilhão de KH atinge a máxima amplitude e satura, este é

suscetível a uma família de instabilidades secundárias tridimensionais (Bernal & Roshko, 1986

[11]; Schowalter et al., 1994 [125]). Em um escoamento fortemente estratificado, o mecanismo

das instabilidades secundárias está associado com a desestabilização convectiva das subcamadas

instáveis. As instabilidades convectivas gravitacionais são criadas durante o enrolamento dos

turbilhões de KH, e ocorrem quando o fluido mais denso se encontra acima do menos denso.

As estruturas vorticais primárias ao se desenvolverem em uma camada de mistura estão

sujeitas a uma grande variedade de instabilidades secundárias, dentre essas destaca-se os em-

parelhamentos, ou instabilidades subharmônicas (Winant & Browand, 1974 [159]). Os vórtices

primários de KH giram em torno de si e, eventualmente, fundem-se para formar um turbilhão

maior. No entanto, evidências experimentais têm apresentado que em camadas estratificadas

e não estratificadas, sugerem que o aparecimento espontâneo de movimentos tridimensionais

em pequenas escalas é um precursor essencial da transição para a turbulência completamente

desenvolvida (Caulfiel & Peltier, 2000 [22]).

Em domínios tridimensionais, a instabilidade secundária de KH pode ocorrer de maneira

bidimensional. Martinez (2006 [94]), através de DNS realizada a Re = 500, RiH = 0.083,

com uma perturbação de amplitude infinitesimal de 10−6 na direção transversal, constatou que a

instabilidade secundária de KH é de natureza bidimensional. Em outro trabalho, Martinez et al.

(2007 [97], utilizando Re = 2000 e LES, observaram evidências das instabilidades secundárias

de KH na camada de mistura tridimensional, para os casos estratificados a RiH = 0.025 e

RiH = 0.05.

Em camadas de mistura estratificada, as experiências têm mostrado que a região entre os

vórtices, tornam-se o local de fortes movimentos tridimensionais, que assumem a forma de

estrias vorticais longitudinais, referidas na língua inglesa como "ribs" (Hussain, 1983 [61]).

Essas estruturas vorticais, em camada de mistura homogênea, que estabelecem o surgimento

de movimentos em pequena escala e a transição para a turbulência, têm sido foco de estudo,

tanto numericamente como experimentalmente. Entre os experimentalistas destacam-se Corcos
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& Lin (1984 [27]), Bernal & Roshko (1986 [11]), Metcalfe et al. (1987 [100]), Lasheras &

Choi (1988 [85]), Schowalter et al. (1994 [125]). Entre os numericistas, podem ser citados

os trabalhos de Rogers & Moser (1992 [122]), Lesieur et al. (1995 [90]), Silvestrini (1996

[129]), Comte et al. (1998 [26]), Druzhinin et al. (2001 [39]), Peltier & Caulfield (2003 [116]),

Martinez et al. (2007 [97]), Laizet et al. (2010 [81]), Arratia et al. (2013 [4]).

Em seus experimentos clássicos, Thorpe [150, 151] observou que em camadas de mistura

estratificada ocorrem o surgimento do enrolamento dos vórtices transversais em distintos tur-

bilhões de KH, e sendo estes, sujeitos a várias instabilidades secundárias. Koop & Browand

(1979 [74]) e Schowalter et al. (1994 [125]) apresentaram evidências de que a estratificação

inibe a formação das instabilidades subharmônicas. Estruturas periódicas longitudinais foram

também observadas na região entre os turbilhões e na periferia dos núcleos dos turbilhões de

KH [150, 86, 125].

Ao analisar a presença da estratificação nas instabilidades tridimensionais, serão apresen-

tadas várias simulações numéricas para diversos números de Richardson 0.025 ≤ RiH ≤ 0.10,

conforme mostra a Tab. 6.1. Na Fig. 6.10a, destaca-se a evolução da espessura da camada de

mistura (δω), quantificando a influência do número de Richardson (RiH) e mostrando que quanto

maior o número de Richardson menor a espessura da camada de vorticidade. Simulações numé-

ricas espaciais e bidimensionais, apresentadas no capítulo 5, e simulações temporais existentes

na literatura [94, 143, 22, 69, 134], corroboram esta influência. Comparando-se as Figuras

6.10a (simulação 3DS) e 5.8a (simulação 2DS), nota-se que a tridimensionalidade produz um

efeito diferenciado no crescimento da espessura de vorticidade. As figuras mostram que há um

alargamento da espessura de vorticidade a partir de x = 30 nas simulações 2DS enquanto que

nas simulações 3DS somente a partir de x = 40. Nas simulações bidimensionais em desenvol-

vimento espacial (cap. 5), os campos de vorticidade confinam-se em um plano, formando es-

truturas diferenciadas, quando comparadas com as simulações tridimensionais, principalmente,

após o emparelhamento. A organização dos vórtices na direção longitudinal tem uma forte

influência sobre as estruturas dos turbilhões na direção transversal [100, 11]. Enquanto, nas

simulações bidimensionais, o principal mecanismo na evolução da camada de mistura ocorre

através das interações entre os emparelhamentos, nas simulações tridimensionais, o mesmo não
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Figura 6.10: (a) Evolução espacial da espessura de vorticidade para diferentes estratificações,
0 ≤ RiH ≤ 0.10; (b) Vista lateral da isosuperfície do módulo da vorticidade ‖~ω‖ = 1.0 para
diferentes estratificações.

ocorre após a região de transição à turbulência.

Nas vistas laterais das isosuperfícies do módulo de vorticidade ‖~ω‖ = 1.0 (Fig. 6.10b), nota-

se o efeito da estratificação na diminuição do tamanho dos turbilhões de KH e na espessura de

vorticidade, conforme o RiH aumenta. O crescimento da estratificação desencadeia a dominân-

cia da força de empuxo, diminuindo o cisalhamento, que é uma fonte de energia cinética das

perturbações. A variação do gradiente longitudinal de densidade, ρx, reduz a vorticidade den-

tro do turbilhão. Esta redução, consequentemente, promove uma atenuação dos movimentos

geradores das instabilidades elíptica e translativa (Martinez, 2006 [94]).

A taxa da espessura de vorticidade, definida por Brown & Roshko (1974 [16]) para a camada

de mistura homogênea e aplicada nos casos estratificados 2D (cap. 5), é novamente aplicada

nas simulações tridimensionais para Ri > 0. Na tabela 6.2 são apresentadas as declividades

da espessura de vorticidade para 0 ≤ RiH ≤ 0.10, e suas respectivas regiões de cálculo. A

declividade (1/R)dδω/dx, normalizada pela razão R, configura a influência da estratificação na

evolução da espessura de vorticidade.

Uma outra forma de verificar o crescimento longitudinal da camada de mistura pode ser es-

timada pelo perfil médio de velocidade 〈u(x, yα)〉, definido na Eq. 2.17. A Figura 6.11 apresenta
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Tabela 6.2: Declividade da espessura de vorticidade.

RiH Intervalo (1/R)dδω/dx
0 60 ≤ x ≤ 140 0.201

0.025 60 ≤ x ≤ 140 0.172
0.05 60 ≤ x ≤ 140 0.159
0.07 60 ≤ x ≤ 140 0.118
0.10 60 ≤ x ≤ 140 0.062

a localização das ordenadas yα nos perfis médios de velocidade u. A taxa de alargamento (Eq.

5.1) da camada de mistura homogênea foi de Al(x) = 0.159 no intervalo 50 ≤ x ≤ 130. Apesar

deste resultado estar abaixo dos resultados dos autores, Patel [113] (Al(x) = 0.19) e Champagne

et al. [23] (Al(x) = 0.21), a taxa de alargamento é um referencial que indica o comportamento

do crescimento da camada de mistura e este indicativo poderá permitir um comparativo com os

casos estratificados.

O efeito da estratificação sobre o alargamento da camada de mistura, pode ser verificado na

Fig. 6.11a-e. O início da formação do modo fundamental de KH desloca-se para a direita, a

medida que o número de Richardson aumenta, e desta forma, diminui a região de turbulência.

As taxas Al(x), como era previsto, decrescem com o aumento da estratificação. Para os casos

em que 0 ≤ RiH ≤ 0.07, a origem hipotética do alargamento da camada de mistura é em torno

de x0 = 40, e para RiH = 0.10, é x0 = 3.61. A função f (RiH) = 0.159 × 10−7.75RiH , cujo gráfico

possui linha contínua, foi ajustada pelos resultados, onde 0.159 é igual ao valor da taxa para o

caso homogêneo (Fig. 6.11f).

Pierrehumbert & Widnall (1982) [117] investigaram a formação dos vórtices longitudinais

em camada não estratificadas. A teoria [117] sugere que a instabilidade translativa é a res-

ponsável pelo surgimento dos vórtices longitudinais. Tal instabilidade é caracterizada por uma

oscilação transversal em fase com os turbilhões de KH. Na Figura 6.12 são apresentadas as iso-

superfícies do critério Q, onde 0.025 ≤ Ri ≤ 0.10. Verificam-se que a instabilidade translativa

atua antes do emparelhamento e os vórtices longitudinais são mais evidentes para RiH ≤ 0.07

(Fig. 6.12). Ao final do domínio, parecem surgir algumas estruturas longitudinais para o caso

mais estratificado, quando RiH = 0.10 (Fig. 6.12d). As estruturas vorticais longitudinais são

estiradas entre os turbilhões de KH para o caso homogêneo (Fig. 6.9). Para RiH > 0, essas
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(a) RiH = 0 (b) RiH = 0.025

(c) RiH = 0.05 (d) RiH = 0.07

(e) RiH = 0.10 (f) Taxa de alargamento da camada de mistura.

Figura 6.11: Alargamento da camada de mistura. Simulações 3DS : (a)3DS 1A; (b)3DS 2A;
(c)3DS 3A; (d)3DS 4A; (e)3DS 5A; ( f ) Taxa de alargamento da camada de mistura (•) em função
do número de Richardson e a função de ajuste (−).
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estruturas são enfraquecidas devidas ao efeito da estratificação. O surgimento dessas estruturas

longitudinais também foram obtidas por Martinez et al. (2007 [97]), utilizando Simulação de

Grandes Escalas (LES) em uma configuração temporal. Os referidos autores utilizaram como

parâmetros adimensionais, Re = 2000 e RiH ≤ 0.05.

Comparando-se as figuras 5.8b e 6.12, nota-se que a instabilidade primária de KH se de-

senvolve de maneira bidimensional mas, após o primeiro emparelhamento, as configurações

das simulações bidimensionais e tridimensionais são completamente distintas. Enquanto nas

simulaçãoes bidimensionais formam-se a camada baroclínica, as instabilidades secundárias e

os vórtices contra-rotativos, nas simulações tridimensionais desenvolvem-se uma quantidade

maior de pequenas estruturas após o surgimento do primeiro modo subharmônico. Portanto, o

efeito da tridimensionalidade tem um papel preponderante na dinâmica da camada de mistura

estratificada. Nos testes numéricos tridimensionais, à medida que o número de Richardson au-

menta ocorre um aumento da quantidade de estruturas bidimensionais e uma diminuição das

pequenas estruturas.

No intuito de analisar o comportamento de oscilação da formação dos turbilhões de KH,

foram computados os sinais das componentes u, v e w da velocidade, ao longo do tempo em

y = 0 e nas posições x = 47, 59, 71, 83, 95, 107, 119 e 130. Estas sondas são definidas

por sondas S 1 a S 8, conforme a Fig. 6.13. Foi realizada uma média na direção transversal

para cada componente e, a partir destes sinais, calcula-se o espectro da energia cinética, obtida

a partir da transformada de Fourier. Na simulação da camada de mistura homogênea (Fig.

6.14a), distinguem-se picos com frequência aproximada de St= f δi/UC=0.14, em x = 47 e

x = 59, respectivamente nas sondas S 1 e S 2. O pico torna-se mais pronunciado em x = 59,

onde os turbilhões de KH estão bem formados. O valor da frequência fundamental confere

com estudos de Monkewitz & Huerre (1982) [106] e Ho & Huerre (1984) [56], que utilizaram

R = ∆U/(2UC) = 1/2. Em x = 83 (sonda S 4) e x = 119 (sonda S 7), posições respectivas

das frequências do primeiro e do segundo subharmônicos, as energias cinéticas não são tão

intensas em comparação com a posição, x = 59. Nas outras sondas aparecem outras frequências,

St=0.025 e St=0.0375, cujas energias cinéticas são menos intensas.

Na Tabela 6.3 são apresentadas as frequências do modo fundamental de KH para cada po-
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(a) RiH = 0.025

(b) RiH = 0.05

(c) RiH = 0.07

(d) RiH = 0.10

Figura 6.12: Isosuperfície do critério Q. Simulações 3DS : (a) RiH = 0.025, Q = 0.35; (b)
RiH = 0.05, Q = 0.35; (c) RiH = 0.07, Q = 0.35; (d) RiH = 0.10, Q = 0.20.
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Figura 6.13: Posições das sondas: S 1 à S 8.

sição (sondas S 1 a S 6) e para diferentes RiH. Assim como nas vistas laterais das isosuperfícies

do módulo de vorticidade (Fig. 6.10b), o crescimento de RiH possibilita o deslocamento da

formação do modo fundamental de KH, o mesmo está presente nos picos mais pronunciados

das frequências (St), cujos valores apresentam-se em negrito na Tab. 6.3.

O aumento da estratificação proporciona a diminuição da energia cinética posicionada nas

frequências abaixo de St=0.14 e intensifica o modo fundamental. Apesar da influência do nú-

mero de Richardson nas baixas frequências, o St do modo fundamental permanece 0.14, como

é ilustrado nas Figuras 6.14b-d e 6.15).

Tabela 6.3: Frequências do modo fundamental de KH para cada posição (sondas S 1 a S 6) e
para diferentes RiH. Em negrito destacam-se as frequências cujas energias cinéticas são mais
pronunciadas.

S 1 S 2 S 3 S 4 S 5 S 6
RiH = 0 0.14 0.14

RiH = 0.025 0.14 0.14 0.14
RiH = 0.05 0.14 0.14 0.14 0.14
RiH = 0.07 0.14 0.14 0.14 0.14 0.14
RiH = 0.10 0.14 0.14 0.14 0.14

Foi utilizado a equação

K(x, y) =
1
2

(〈u′2〉 + 〈v′2〉 + 〈w′2〉), (6.2)

para o cálculo da energia cinética máxima Kmax, onde u′ = u − 〈u〉. Para a média 〈u〉 utiliza-se

a Eq. 6.1. A Figura 6.16a apresenta a evolução espacial de Kmax para diferentes estratifica-

ções. Da mesma forma como ocorreu nas simulações bidimensionais (2DS ), nota-se que para

cada posição longitudinal fixa, no intervalo 60 ≤ x ≤ 130, a energia cinética Kmax diminui a
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(a) RiH = 0 (Simulação 3DS 1A) (b) RiH = 0.025 (Simulação 3DS 2A)

(c) RiH = 0.05 (Simulação 3DS 3A) (d) RiH0.07 (Simulação 3DS 4A)

Figura 6.14: Espectro da energia cinética para diferentes posições (sondas S 1 a S 8) e números
de Richardson 0 ≤ RiH ≤ 0.07. Simulações 3DS 1A, 3DS 2A, 3DS 3A e 3DS 4A.

Figura 6.15: Espectro da energia cinética para diferentes posições (sondas S 1 a S 8) para RiH =

0.10. Simulação 3DS 5A.
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medida que o número de Richardson (RiH) aumenta, já que a estratificação tende a diminuir os

movimentos verticais. Comparando-se as Figuras 6.16a, 6.16b e 6.17a, pode-se afirmar que a

queda de Kmax, no intervalo 115 ≤ x ≤ 140 para os casos em que 0 ≤ RiH ≤ 0.05, é devido

à diminuição das tensões de Reynolds 〈u′u′〉max e 〈v′v′〉max, neste mesmo intervalo. Na região

115 ≤ x ≤ 140 para 0 ≤ RiH ≤ 0.05, ocorre uma diminuição das tensões de Reynolds máximas

〈v′v′〉max, e para RiH = 0.025, as tensões de Reynolds máximas 〈u′u′〉max também diminuem. No

intervalo 110 ≤ x ≤ 140, como não ocorre diminuição considerável de 〈w′w′〉max (Fig. 6.17b),

este não interfere no decaimento de Kmax nesta mesma região.

(a) Kmax (b) < u′u′ >max

Figura 6.16: Evolução da energia cinética máxima e das tensões de Reynolds máximas 〈u′u′〉max

(0 ≤ RiH ≤ 0.10, θ = 0). Simulações: 3DS 1A, 3DS 2A, 3DS 3A, 3DS 4A e 3DS 5A (Tab. 6.1).

As posições do modo fundamental (MF) e do primeiro emparelhamento (E) são caracte-

rizadas pelos picos apresentados nas tensões de Reynolds máximas 〈u′v′〉max. O número de

Richardson interfere na intensidade desses picos ilustrados na Fig. 6.18a. Para analisar a mis-

tura no escoamento estratificado foi quantificado o fluxo turbulento vertical médio de massa

〈ρ′v′〉. O máximo desse fluxo, dado por 〈ρ′v′〉max na Fig. 6.18b, apresenta a influência da es-

tratificação. A redução de 〈ρ′v′〉max é causada pelo efeito do empuxo, que reduz a flutuação de

velocidade vertical v′. Para a camada de mistura homogênea esta influência não é importante,

visto que, a densidade é um escalar passivo. O modo fundamental de KH e o primeiro empare-

lhamento se destacam em 〈ρ′v′〉max para cada número de Richardson. A Figura 6.19 ilustra os

cortes longitudinais de densidade em z = 0 para diferentes números de Richardson. Na camada
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(a) 〈v′v′〉max (b) 〈w′w′〉max

Figura 6.17: Evolução das tensões de Reynolds máximas 〈v′v′〉max e 〈w′w′〉max (0 ≤ RiH ≤ 0.10,
θ = 0). Simulações: 3DS 1A, 3DS 2A, 3DS 3A, 3DS 4A e 3DS 5A.

(a) (b)

Figura 6.18: (a) Evolução espacial das tensões de Reynolds máximas < u′v′ >max para diferentes
RiH; (b) Fluxo turbulento vertical máximo de massa para diferentes RiH.

com alta estratificação (0.05 ≤ RiH ≤ 0.10) a distribuição da densidade é intensamente modi-

ficada pelo processo de enrolamento dos turbilhões de KH, que diminui o entranhamento do

fluido dentro do núcleo do vórtice. A forte estratificação (RiH = 0.10) enfraquece a formação

dos emparelhamentos.
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Figura 6.19: Cortes longitudinais de densidade para diferentes RiH (z = 0). Escala de valores
variando de -1.2 (azul) a 1.2 (vermelho).

6.4 Simulações a RiH = 0.05 e 0.02 ≤ θ ≤ 0.10

Um fluido denso que escoa ao longo de um fundo inclinado é um processo geofísico encon-

trado em muitos ambientes aquáticos naturais e na atmosfera. Prever a taxa com que a mistura

é realizada e a interação com os corpos d’água vizinhos é importante em estudos ambientais

e ecológicos, como a modelagem da qualidade da água e a poluição da mesma. Na interface

desses escoamentos se desenvolvem as instabilidades de Kelvin-Helmholtz, que conduzem a

mistura entre as camadas superior e inferior. Estes fenômenos afetam fortemente a qualidade

da água, bem como a circulação do escoamento em corpos d’água.

Utilizando RiH = 0.05, será analisado nesta seção a influência da declividade (0.02 ≤ θ ≤

0.10 ) na dinâmica da camada de mistura estavelmente estratificada. A evolução da espessura de

vorticidade, mostrada na Fig. 6.20, apresenta a mesma característica detectada nas simulações

bidimensionais 2DS 3 (Fig. 5.19), isto é, a espessura δω diminui a medida que o ângulo θ
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aumenta, na região 0 ≤ x ≤ 40.

Figura 6.20: Evolução espacial da espessura de vorticidade. Simulação a RiH = 0.05 (0 ≤ θ ≤
0.10)

O outro parâmetro que mede o crescimento longitudinal da camada de mistura é a taxa de

alargamento. Este parâmetro, que outrora era influenciado pela estratificação (Fig. 6.11), agora

apresenta uma variação muito pequena em relação à declividade que, em termos práticos, pode

ser desconsiderada. A Figura 6.21 ilustra o alargamento da camada de mistura para os casos

0 ≤ θ ≤ 0.10 As taxas Al(x) apresentadas na Tab. 6.4 estão próximas de 0.10 e a origem

hipotética da taxa de alargamento varia.

Tabela 6.4: Taxa de alargamento da camada de mistura (RiH = 0.05, 0 ≤ θ ≤ 0.10).

θ x0 Al(x) =
|y0.95 − y0.05|

x − x0
0. 41.34 0.077

0.02 46.47 0.097
0.05 44.73 0.105
0.10 39.80 0.106

As isosuperfícies do critério Q e de densidade são apresentadas na Fig. 6.22. Como a posi-

ção do modo fundamental desloca-se para a esquerda de acordo como o aumento da declividade

(0.02 ≤ θ ≤ 0.10), aumenta-se a região turbulenta. A declividade acelera o desenvolvimento da

instabilidade primária de KH e, portanto, afeta a localização do modo fundamental para cada
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(a) θ = 0 (b) θ = 0.02

(c) θ = 0.05 (d) θ = 0.10

Figura 6.21: Alargamento da camada de mistura. Simulações 3DS 3: (a)3DS 3A; (b)3DS 3B;
(c)3DS 3C; (d)3DS 3D.

caso. A instabilidade translativa, causada pela instabilidade elíptica que se manisfesta no núcleo

do turbilhão de KH, bem como o modo subharmônico estão presentes nas isosuperfícies do cri-

tério Q (Figuras 6.22a, 6.22c, 6.22e). E nas isosuperfícies de densidade (Figuras 6.22b, 6.22d,

6.22f) estão presentes as ondas de Kelvin-Helmholtz e os emparelhamentos. A declividade

acelera a formação do modo fundamental de KH e do modo subharmônico e proporciona a for-

mação das estruturas vorticais longitudinais. Comparando os campos de vorticidade transversal

das simulações bidimensionais a RiH = 0.05 e 0.02 ≤ θ ≤ 0.10 (Figuras 5.16, 5.17 e 5.18) com

as isosuperfícies do critério Q (Figuras 6.22a, 6.22c, 6.22e), nota-se que a instabilidade primá-

ria de KH ocorre de maneira bidimensional. Por outro lado, há uma grande diferença após a

formação do modo subharmônico. À medida que a declividade aumenta ocorre um aumento das
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(a) Q=0.35 (θ = 0.02) (b) ρ = 0.01ρ0 (θ = 0.02)

(c) Q=0.35 (θ = 0.05) (d) ρ = 0.01ρ0 (θ = 0.05)

(e) Q=0.30 (θ = 0.10) (f) ρ = 0.01ρ0 (θ = 0.10)

Figura 6.22: Isosuperfícies do critério Q e isosuperfícies de densidade (RiH = 0.05, 0.02 ≤ θ ≤
0.10, t = t0). Simulações: (a)(b )3DS 3B; (c)(d) 3DS 3C; (e)(f) 3DS 3D.

pequenas estruturas nas simulações tridimensionais em relação às simulações bidimensionais.

Nestas, a declividade interfere na formação das instabilidades secundárias e no estiramento da

camada baroclínica. Nos testes bidimensionais, a componente transversal do torque baroclínico,

dada por −(cosθ ρx + senθ ρy) (Eq. 3.7), modifica as estruturas longitudinais, principalmente

após o primeiro emparelhamento.

Na Figura 6.23 distinguem-se picos com frequência aproximada de St= f δi/UC=0.14, ape-

sar da variação da declividade. As frequências do modo fundamental de KH para as sondas

S 1 a S 4, e para diferentes ângulos, são apresentadas na Tab. 6.5. Em negrito destacam-se as

frequências cujas energias cinéticas são mais pronunciadas. Devido à declividade mais acentu-

ada da interface entre as camadas no intervalo 0 ≤ x ≤ 40 (Fig. 6.24), quando 0.05 ≤ θ ≤ 0.10,
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foram utilizadas posições verticais diferenciadas para as sondas (Tab. 6.5).

(a) θ = 0 (Simulação 3DS 3A) (b) θ = 0.02 (Simulação 3DS 3B)

(c) θ = 0.05 (Simulação 3DS 3C) (d) θ = 0.10 (Simulação 3DS 3D)

Figura 6.23: Espectro da energia cinética para diferentes posições (sondas S 1 a S 8) e ângulos
0 ≤ θ ≤ 0.10. Simulações 3DS 3A, 3DS 3B, 3DS 3C e 3DS 3D.

Figura 6.24: Corte longitudinal de densidade (RiH = 0.05, θ = 0.05). Escala de valores variando
de -1.2 (azul) a 1.2 (vermelho).

A evolução da energia cinética máxima e das tensões de Reynolds máximas (0 ≤ θ ≤

0.10, RiH = 0.05) estão apresentadas nas Figuras 6.25 e 6.26. Aumentando-se a declividade,

para cada posição x ocorre um crescimento da energia cinética máxima Kmax e das tensões de

Reynolds máximas 〈u′iu′i〉max. Entre x = 95 e x = 115, e para os ângulos 0.02 ≤ θ ≤ 0.10,
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Tabela 6.5: Frequências do modo fundamental de KH para cada posição (sondas S 1 a S 4) e
para diferentes ângulos (RiH = 0.05). Em negrito destacam-se as frequências cujas energias
cinéticas são mais pronunciadas.

Posições verticais das sondas S 1 S 2 S 3 S 4
θ = 0 y = 0 0.14 0.14 0.14 0.14

θ = 0.02 y = 0 0.14 0.14 0.14 0.14
θ = 0.05 y = −1.17 0.14 0.14 0.14 0.14
θ = 0.10 y = −2.33 0.14 0.14 0.14 0.14

(a) Kmax (b) 〈u′u′〉max

Figura 6.25: Evolução da energia cinética máxima e das tensões de Reynolds máximas 〈u′u′〉max

(0 ≤ θ ≤ 0.10, RiH = 0.05). Simulações: 3DS 3A, 3DS 3B, 3DS 3C e 3DS 3D (Tab. 6.1).

os picos nos gráficos de Kmax, 〈u′u′〉max e 〈w′w′〉max se destacam. Nas tensões de Reynolds

〈v′v′〉max, para estes mesmos ângulos, ocorrem a presença de dois picos. As identificações do

modo fundamental (MF) e do primeiro emparelhamento (E) também estão presentes ao incluir

a declividade. A posição do primeiro emparelhamento se localiza na região do pico da energia

cinética máxima (Fig. 6.25a) e das tensões de Reynolds máximas 〈u′u′〉max (Fig. 6.25b) e

〈w′w′〉max (Fig. 6.26b). Nas tensões 〈v′v′〉max (Fig. 6.26a) acrescenta-se a presença do pico

associado à posição do modo fundamental.

Na Fig. 6.27 são apresentados cortes longitudinais de densidade para ângulos (0 ≤ θ ≤

0.10), destacando as posições aproximadas da formação do modo fundamental (MF) e do pri-

meiro emparelhamento (E).

As tensões de Reynolds máximas (〈u′v′〉max) para cada declividade (0 ≤ θ ≤ 0.10) é ilustrada
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(a) 〈v′v′〉max (b) 〈w′w′〉max

Figura 6.26: Evolução das tensões de Reynolds máximas 〈v′v′〉max e 〈w′w′〉max (0 ≤ θ ≤ 0.10,
RiH = 0.05). Simulações: 3DS 3A, 3DS 3B, 3DS 3C e 3DS 3D (Tab. 6.1).

Figura 6.27: Cortes longitudinais de densidade para diferentes θ (z = 0). Escala de valores
variando de -1.2 (azul) a 1.2 (vermelho).
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na Fig. 6.28a. A intensidade dos picos do modo fundamental e do primeiro emparelhamento

cresce de acordo como o aumento da declividade θ. O aumento do ângulo acelera o desenvol-

vimento das instabilidades primária e secundária de Kelvin-Helmholtz.

O fluxo turbulento vertical de massa 〈ρ′v′〉 desempenha um papel importante na dinâmica do

escoamento estratificado, sendo que o processo de mistura é dependente desta grandeza. Peltier

& Caulfield (2003) [116] mostraram que este parâmetro quantifica a variação entre a energia

cinética total média do escoamento e a energia potencial total média. Durante o enrolamento

do turbilhão de KH a energia potencial é convertida em energia cinética, quando o fluido mais

denso, que foi erguido com a camada de vorticidade inicial, gira e move-se em direção ao centro

do vórtice [94]. Na Figura 6.28b é apresentado o fluxo turbulento vertical máximo de massa

para diferentes declividades. O termo RiHρsenθ presente na Eq. 3.1 intensifica os parâmetros

〈u′v′〉max e 〈ρ′v′〉max, e os níveis mais elevados, representados pelos picos, se destacam em ambas

Figuras (6.28a-b).

(a) (b)

Figura 6.28: (a) Evolução espacial das tensões de Reynolds máximas 〈u′v′〉max; (b) Fluxo tur-
bulento vertical máximo de massa para diferentes ângulos.



Capítulo 7

Conclusões e recomendações

O presente trabalho investigou como o grau de estratificação e a declividade influenciam

a amplificação das perturbações de uma camada de mistura estavelmente estratificada. Para

tal investigação foram empregadas análise de estabilidade linear, por meio de aproximações de

Chebyshev e Simulação Numérica Direta (DNS) das equações de Navier-Stokes, usando aproxi-

mação de Boussinesq e de transporte-difusão. A análise de estabilidade linear foi realizada em

uma configuração temporal e, nas simulações numéricas espaciais foram utilizados domínios

bidimensionais e tridimensionais.

As simulações em desenvolvimento espacial (Re = 1000, Pr = 1) apresentaram, para os

casos bidimensionais, a formação da camada baroclínica, e para os testes tridimensionais, o

desenvolvimento das instabilidades translativas e a formação dos vórtices longitudinais.

Durante a pesquisa os seguintes questionamentos, apresentados no primeiro capítulo, foram

respondidos:

• A estratificação e a declividade interferem nas taxas máximas de amplificação?

Sim. As taxas máximas de amplificação, analisadas através da análise de estabilidade linear,

são influenciadas pela estratificação e pela declividade. A análise temporal permitiu avaliar a

influência das perturbações infinitesimais na camada de mistura estavelmente estratificada e

inclinada.

Para o caso não inclinado, as taxas máximas de amplificação, determinadas via operadores

diferenciais de Chebyshev, apresentaram erros máximos da ordem de 10−4, quando comparadas

132
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com os resultados de Hazel (1972 [55]). As soluções do problema de autovalor generalizado

apresentam taxas que decaem com o aumento da estratificação. Os resultados obtidos por meio

de DNS em uma configuração temporal apresentaram uma boa concordância com a teoria de

estabilidade linear [55]. Os erros máximos foram de 0.21% para o caso não estratificado, 0.40%

para 0.01 ≤ RiH ≤ 0.1, e 7.2% para alta estratificação (RiH = 0.15 e RiH = 0.20). Os resultados

foram satisfatórios, considerando que neste tipo de análise (DNS), os termos viscosos não foram

cancelados.

As taxas obtidas via operadores de Chebyshev não são modificadas substancialmente pela

estratificação quando 0 ≤ θ ≤ 0.1. Para θ ≥ 0.05, a taxa máxima de amplificação cresce

de acordo com o aumento da declividade para cada RiH fixo mas diminui com o aumento do

número de Richardson até atingir RiH � 0.25, a partir daí, até RiH = 0.30, a taxa máxima ωi

permanece quase constante.

O termo RiH senθ, presente na equação de quantidade de movimento (direção x), é o fator

que determina a diferença entre os resultados obtidos analiticamente e os obtidos por meio de

DNS e modifica consideravelmente o escoamento base. A região de crescimento exponencial

da flutuação de velocidade vertical é bastante afetada para θ ≥ 0.01 quando RiH = 0.05 e

RiH = 0.10. As taxas máximas de amplificação para RiH = 0.01 resultam em diferenças de

1.25% quando θ = 0.01, e aumenta para 2.12% quando θ = 0.05.

• No escoamento bidimensional, os parâmetros adimensionais RiH e θ interferem na

dinâmica do escoamento?

Sim. O nível de estratificação interfere na dinâmica do escoamento, especialmente a geração

da camada baroclínica, a qual é intensificada quando o número de Richardson aumenta. O

aumento da inclinação propicia a intensificação das instabilidades secundárias que conduz a um

maior número de vórtices secundários de KH.

As simulações da camada de mistura bidimensional em desenvolvimento espacial mostra-

ram que a estratificação atenua a formação da instabilidade de Kelvin-Helmholtz, devido ao

gradiente longitudinal de densidade que reforça a vorticidade entre os vórtices de KH, for-

mando a camada baroclínica. Como reforça a vorticidade entre os turbilhões de KH, atenua a
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vorticidade no núcleo do turbilhão, evitando assim que amplifique. À medida que aumenta o

número de Richardson, o crescimento do subharmônico é retardado e também o processo de

emparelhamento dos turbilhões de Kelvin-Helmholtz.

Em escoamentos estratificados bidimensionais, a camada baroclínica, localizada entre os

vórtices de Kelvin-Helmholtz, é formada pelas camadas estiradas de vorticidade em conjunto

com as camadas de densidade. O gradiente longitudinal de densidade, gerada pela presença da

força de empuxo, contribui com um mecanismo extra para a geração da vorticidade na camada

estratificada bidimensional. Na simulação a RiH = 0.025, a camada baroclínica é enfraquecida

em virtude da formação da instabilidade subharmônica e, após o primeiro emparelhamento, a

camada baroclínica ganha força. As instabilidades secundárias que ocorrem na camada baroclí-

nica são menos intensos para alta estratificação (RiH = 0.10).

Outro mecanismo que ocorre na dinâmica do escoamento estratificado é a formação da ins-

tabilidade próxima ao núcleo do turbilhão de KH, que além de ser importante na formação da

instabilidade secundária de KH, desestabiliza a camada baroclínica. Quando RiH = 0.025, a

instabilidade próxima ao núcleo se propaga em direção à camada baroclínica, proporcionando

a formação de pares de vórtices contra-rotativos próximos ao ponto de estagnação da camada

baroclínica. Enquanto a instabilidade próxima ao núcleo ganha força antes do primeiro empa-

relhamento quando a estratificação é baixa (RiH = 0.025) ou média (RiH = 0.05), a mesma

instabilidade, para alta estratificação (RiH = 0.10), ocorre após o modo subharmônico.

O aumento da estratificação, além de intensificar a formação da instabilidade secundária,

diminui a espessura da camada de mistura ao longo do comprimento longitudinal, reduz o fluxo

vertical de massa e diminui a troca de energia cinética máxima entre os vórtices de KH e o

escoamento. A diminuição da energia cinética máxima ocorre pois a estratificação diminui os

movimentos verticais e tende a estabilizar o escoamento, enquanto a redução do fluxo vertical

de massa é causada pelo efeito do empuxo, que reduz a flutuação de velocidade vertical.

A taxa da espessura da vorticidade, definida para a camada de mistura homogênea [16], foi

estendida para o caso estratificado, sendo (1/R)dδω/dx = 0.15 para RiH = 0, cujo valor coincide

com a literatura (Browand & Latigo, 1979 [14]). Uma função exponencial, ajustada pelos

resultados, foi proposta neste trabalho. A taxa de alargamento é outro parâmetro que mede o
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crescimento longitudinal da camada de mistura. Assim como a taxa da espessura da vorticidade,

este parâmetro diminui com o aumento da estratificação, cujos resultados se relacionam com

uma função exponencial proposta.

Nas simulações a RiH = 0.05, a declividade apresenta um fator importante na aceleração do

desenvolvimento das instabilidades primárias e secundárias de Kelvin-Helmholtz. A presença

da componente horizontal de aceleração RiHρsenθ, presente na equação da quantidade movi-

mento (direção x), intensifica a formação das instabilidades secundárias conduzindo a um maior

número de vórtices secundários de Kelvin-Helmholtz. Quando θ = 0.05 e θ = 0.10, a forma

do turbilhão de KH, após o emparelhamento, não se sustenta devido à maior declividade. O

aumento da declividade propicia um estiramento maior na camada baroclínica localizada entre

dois emparelhamentos, principalmente quando a declividade é de 10%. Os estiramentos, que

estão associados à componente transversal do torque baroclínico, geram localmente gradientes

de densidades. Com o acréscimo da declividade, o torque baroclínico tem um papel importante

na formação dos vórtices longitudinais bidimensionais. A componente transversal do torque

baroclínico, −(cosθ ρx + senθ ρy), aumenta a vorticidade na camada baroclínica. Ao incluir a

inclinação, o termo extra da componente transversal do torque baroclínico, −senθ ρy, fornece

um mecanismo a mais na produção de vorticidade.

À medida que ocorre um aumento da declividade, a interface da camada de mistura se

inclina, aumenta a energia cinética máxima ao longo do comprimento longitudinal e interfere

na espessura inicial da camada de mistura. O aumento da energia cinética é caracterizado pelo

crescimento das tensões de Reynolds 〈v′v′〉. A taxa de alargamento também é influenciada pela

declividade, apresentando um crescimento linear de acordo com o aumento da inclinação (θ).

Aumentando-se a estratificação (RiH = 0.10) e a declividade (θ = 0.10), os vórtices são

fortemente deformados, ocorrendo o desenvolvimento de sucessivas instabilidades secundárias

na camada baroclínica. Nota-se também uma inclinação mais acentuada da interface entre as

camadas e uma modificação no processo de enrolamento dos vórtices de KH, interferindo na

distribuição de densidade e propiciando o crescimento longitudinal mais acentuado da camada

de mistura.
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• Nas simulações espaciais tridimensionais, a estratificação e a declividade influen-

ciam a formação das estruturas longitudinais e transversais?

Sim. Nos testes numéricos tridimensionais foi possível verificar a influência do número de

Richardson (RiH) e da declividade (θ) na formação das estruturas longitudinais e transversais.

A flutuabilidade reduz a taxa de crescimento das perturbações enquanto a inclinação acelera o

desenvolvimento de instabilidades. A competição entre os dois mecanismos resulta em vários

tipos de instabilidades dependendo da estratificação e da inclinação da camada de mistura.

O aumento da estratificação possibilita a dominância da força de empuxo, diminuindo o

cisalhamento, que é uma fonte de energia cinética das perturbações. A variação do gradiente

longitudinal de densidade (ρx) reduz a vorticidade dentro do turbilhão, e por consequência,

atenua os movimentos geradores das instabilidades elíptica e translativa [94].

Na camada de mistura homogênea tridimensional, o modo subharmônico, que se manifesta

duas vezes, permite o estiramento dos turbilhões, resultando em estruturas vorticais longitudi-

nais. As estruturas longitudinais concentram linhas de vorticidade que se esticam, devido ao

campo de tensão criado entre os vórtices de KH. Quando RiH > 0, os vórtices longitudinais

enfraquecem devido ao efeito da estratificação, mas podem ser observados até mesmo para

RiH = 0.10, o mais alto nível de estratificação aqui considerado.

Na camada de mistura não estratificada foi identificado indícios de auto-similaridade por

meio dos perfis médios de u e das tensões de Reynolds. Um dos adimensionais que quantifica

a influência da estratificação é a espessura da camada de mistura. A taxa da espessura da

vorticidade, dδω/dx, definida para a camada de mistura homogênea [16], foi estendida para o

caso estratificado 3D, sendo que a taxa determinada para o caso homogêneo está entre os valores

de referência [14, 58].

Comparando-se as simulações bidimensionais e tridimensionais, nota-se que a instabilidade

primária de KH se desenvolve de maneira bidimensional mas, após o primeiro emparelhamento,

as configurações dos escoamentos estratificados são completamente distintas. Enquanto nas si-

mulações bidimensionais formam-se a camada baroclínica, as instabilidades secundárias e os

vórtices contra-rotativos, nas simulações tridimensionais desenvolvem-se pequenas estruturas

caracterizando uma riqueza maior de escalas em relação aos testes bidimensionais. Portanto,
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o efeito da tridimensionalidade tem um papel preponderante na dinâmica da camada de mis-

tura estratificada. Nos testes tridimensionais, à medida que o número de Richardson aumenta

ocorre um aumento da quantidade de estruturas bidimensionais e uma diminuição das pequenas

estruturas.

Uma outra forma de verificar o crescimento longitudinal da camada de mistura estratificada

tridimensional pode ser estimada pela taxa de alargamento, que possibilitou uma comparação

com os casos estratificados. Um função que caracteriza o decaimento da taxa de alargamento à

medida que o número de Richardson aumenta foi definida neste trabalho.

A energia cinética máxima e a tensão de Reynolds 〈v′v′〉 apresentam os efeitos de amorte-

cimento com o aumento da estratificação. Esta atenuação ocorre pois a estratificação tende a

diminuir os movimentos verticais. Os efeitos de amortecimento também são notáveis nos valo-

res máximos das tensões de Reynolds 〈u′v′〉 e dos fluxos turbulentos verticais de massa 〈ρ′v′〉.

A redução de 〈ρ′v′〉max é causada pelo efeito do empuxo, que reduz a flutuação de velocidade

vertical v′.

Para caracterizar a influência da declividade a RiH = 0.05 na dinâmica da camada de mis-

tura estratificada foi analisado a evolução da espessura da vorticidade, no qual apresentou uma

diminuição na região 0 ≤ x ≤ 40. O mesmo ocorreu para o caso bidimensional. Já a taxa de

alargamento da camada cisalhante não é influenciada pela variação da declividade.

Nas simulações bidimensionais e tridimensionais a RiH = 0.05 e 0.02 ≤ θ ≤ 0.10, a ins-

tabilidade primária ocorre de maneira bidimensional, por outro lado, há uma grande diferença

após a formação do modo subharmônico. Nos testes bidimensionais, a inclinação interfere na

formação das instabilidades secundárias e no estiramento da camada baroclínica. Já nas simu-

lações tridimensionais, com o aumento da declividade, a região das pequenas escalas amplia

em relação às simulações bidimensionais. Após o primeiro emparelhamento, as estruturas lon-

gitudinais dos testes bidimensionais são modificadas pela componente transversal do torque

baroclínico, −(cosθ ρx + senθ ρy).

Os valores máximos da energia cinética e das tensões de Reynolds 〈u′iu′i〉 crescem para posi-

ção longitudinal, de acordo com o aumento da declividade. O fluxo turbulento vertical de massa

máximo 〈ρ′v′〉max e a tensão de Reynolds máxima 〈u′v′〉max são interferidos pelo aumento da in-
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clinação. O crescimento desses parâmetros é devido a presença do termo RiHρsenθ presente na

Eq. 3.1.

A posição do modo fundamental e do primeiro emparelhamento são perceptíveis no fluxo

turbulento vertical de massa máximo 〈ρ′v′〉max e na tensão de Reynolds máxima 〈u′v′〉max, seja

variando o número de Richardson ou mesmo, a declividade.

O número de Strouhal é o adimensional que representa a frequência de oscilação da forma-

ção do turbilhão primário de KH. O valor da frequência fundamental na camada de mistura

homogênea confere com a literatura [106, 56]. Esta mesma frequência se repetiu para os casos

estratificados e com variação da inclinação.

Diante dos resultados alcançados, pretende-se dar continuidade à pesquisa tendo em vista

as seguintes propostas:

• Analisar detalhamente a eficiência com que o escoamento estratificado é misturado pelos

processos turbulentos, em função do número de Richardson e da inclinação.

• Calcular os coeficientes de difusão e dispersão envolvidos em uma camada de mistura

estavelmente estratificada e inclinada.

• Investigar as instabilidades de Kelvin-Helmholtz que se formam em escomentos horizon-

talmente estratificados. Um exemplo deste tipo de escoamento, é o encontro dos rios

Negro e Solimões.

• Realizar testes numéricos tridimensionais a números de Reynolds mais altos, por meio de

uma configuração espacial e utilizando diferentes Ri e declividades.

• Aplicar a teoria de estabilidade linear em outros problemas como correntes de densidade,

plumas e "fingers".

• Estudar a camada de mistura estratificada sem utilizar a aproximação de Boussinesq,

visando maiores variações de densidade.
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