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Resumo

Nesta dissertacao realizou-se um experimento de Monte Carlo para re-
velar algumas caracteristicas das distribuicoes em amostras finitas dos esti-
madores Backfitting(B) e de Integragao Marginal(MI) para uma regressao
aditiva bivariada. Estéd-se particularmente interessado em fornecer alguma
evidéncia de como os diferentes métodos de selecao da janela h,, tais co-
mo os métodos plug-in, impactam as propriedades em pequenas amostras
dos estimadores. Estd-se interessado, também, em fornecer evidéncia do
comportamento de diferentes estimadores de h,, relativamente a seqiiéncia
6tima de h, que minimiza uma func¢ao perda escolhida. O impacto de
ignorar a dependéncia entre os regressores na estimacao da janela é tam-
bém investigado. Esta é uma préatica comum e deve ter impacto sobre o
desempenho dos estimadores. Além disso, ndo hd nenhuma rotina atual-
mente disponivel nos pacotes estatisticos/econométricos para a estimagao
de regressoes aditivas via os métodos de Backfitting e Integracao Marginal.
E um dos objetivos a criacio de rotinas em Gauss para a implementacio
pratica destes estimadores. Por fim, diferentemente do que ocorre atual-
mente, quando a utilizagdo dos estimadores-B e MI é feita de maneira
completamente ad-hoc, hd o objetivo de fornecer a usudrios informacao
que permita uma escolha mais objetiva de qual estimador usar quando se
estd trabalhando com uma amostra finita.

*O autor é responsdvel por quaisquer erros remanescentes.
fepsabino@fgv.br.
fcarlos.martins@orst.edu.



Abstract

In this thesis we conduct a Monte Carlo investigation to reveal some
characteristics of the small sample distributions of the Backfitting (B) and
Marginal Integration (MI) estimators for an additive bivariate regression.
We are particularly interested in providing some evidence on how different
data driven window width estimation procedures, such as some plug in
methods impact the small sample properties of the MI and B estimators.
We are also interested in providing evidence on the behavior of how the
differente window widths estimators impact the optimal sequence of win-
dow widths that minimizes a chosen loss function. The impact of ignor-
ing regressor dependency on window width estimation is also investigated.
This is common practice and should impact estimators’ performance. Be-
sides, nowadays there no available statistical/econometrical packages that
perform estimation of additive regression by Backfitting and Marginal In-
tegration. It’s an objective of our dissertation the creation of routines in
Gauss for the practical implementation of these estimators. Ultimately,
differently from what occurs at the present time, when the utilization of
the B e MI estimators is done in a way completely ad-hoc, our objective
is to provide applied researches with information that allows for a more
accurate comparison of these two competing alternatives in a finite sample
setting.
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1 Introducao

A estimagao de regressoes nao paramétricas tem sido objeto de varios artigos
recentes. Regressao nao paramétrica tornou-se um campo de rapido desenvolvi-
mento desde que se notou que regressao paramétrica nao era adequada para
muitos conjuntos de dados. Sem divida um dos problemas mais estudados em
Estatistica e Econometria estd relacionado a estimagao de funcoes paramétricas
de regressao. A necessidade, bem como a adequagao da modelagem de fungoes
de regressao paramétricas sao amplamente discutidas em um grande mimero de
livros, ver, por exemplo, Draper & Smith(1998), Johnston & Dinardo(1996) e
Greene(1999). Porém, as boas propriedades dos estimadores de maxima verossi-
milhanca e dos estimadores de minimos quadrados, dependem da forma funcional
paramétrica assumida estar corretamente especificada. Caso contrario, os esti-
madores de maxima verossimilhanca e de minimos quadrados nao serao eficientes,
assintoticamente normais e nem mesmo consistentes. Uma alternativa menos res-
trita para a estimacao de uma funcao de regressao é o modelo de regressao nao
paramétrica Y = E(Y | X = z)+¢€ = m(z) +¢, onde m(x) pertence a uma classe
de fungoes bem mais abrangente do que a de modelos paramétricos. Considera-se
neste cendrio d + 1 = p varidveis (Y, X) onde Y é o regressando e X é um vetor
(d x 1) de regressores' e estas p varidveis sao completamente caracterizadas pela
sua fungao densidade de probabilidade conjunta f(y; z1, ..., x4) = f(y, ) nos pon-
tos ¥, z. Assume-se também que {(yt, L1y eees xdt)'}le formam uma seqiiéncia de
realizagoes de um vetor aleatério 11D avaliado em R4 e {¢;}7_, é uma seqiiéncia
de realizagoes de uma v.a. com E(¢ | Xi,...,Xy) = 0e V(e | Xy, ..., Xg) = o2
Vt. Um grande nimero de procedimentos de estimacao foi sugerido, porém a es-
timagao da fungdo m = m(x) baseada em nicleo estimadores (kernel, em inglés)
ganhou uma maior aceitacao pelo fato de suas propriedades estatisticas estarem
bem estabelecidas sob véarios cendrios de geracao dos dados. A idéia em regressao
nao paramétrica é estimar a fungdo m(x) ( isto é, obter m(z)) de maneira pré-
xima a verdadeira fun¢ao, dada a amostra. Analisando o caso em que X é uma
varidvel aleatdria continua, m serd estimada através da ponderacao dos pontos
ys, correspondendentes aos pontos x; em um intervalo em torno do ponto onde
estd-se estimando z. Este intervalo conhecido como janela (ou largura da banda,
ou ainda parametro de suavizacdo) na literatura, determina quao local serd a
estimacao. A janela?, denotada por h,, pode ser vista como um parametro que
depende da amostra n e que deve convergir para zero quando n — o0.

!'Quando os regressores sdo aleatérios, chama-se o modelo de desenho aleatério, em contra-
posicao ao modelo de desenho fixo, onde os regressores x sao fixos. Igualmente ao caso dos
modelos de regressao usuais, em geral, os estimadores para os modelos de desenho aleatério e
fixo coincidem assintoticamente, veja Brown, Cai, Low and Zhang(2002).

2Como comentar-se-4 posteriormente, a escolha da janela ¢ um dos elementos de maior
importancia em estimacao nao paramétrica.



Contrastando com a abordagem paramétrica, nao é exigido dos estimadores
nao paramétricos da funcao de regressao que a forma funcional de m pertenca,
necessariamente, a uma classe limitada de funcées. Ao contrério, a estimacao nao
paramétrica é bastante flexivel, adaptando-se a amostra de maneira mais efetiva
do que a sua contrapartida paramétrica. Entretanto, existem alguns problemas
praticos e também tedricos que surgem quando se busca estimar um modelo mul-
tivariado. Infelizmente, a convergéncia dos estimadores nao paramétricos torna-se
mais lenta a medida que o vetor de regressores aumenta. Esta situacao faz com
que o problema de estimagao necessite uma grande quantidade de observagoes
quando temos muitos regressores, o que é freqiientemente impossivel na pratica.
Pode-se verificar que o niimero de elementos na amostra para fazer-se a estimacao
cresce exponencialmente quando o niimero de regressores aumenta, se a janela
for mantida constante. Demonstra-se® que a melhor taxa possivel de convergén-
cia & n~9/Catd) onde d é a dimensdo de X e m é uma funcio continuamente
diferencidvel ¢ vezes. Este problema é conhecido na literatura como maldigao
da dimensionalidade (curse of dimensionality, em inglés) e foi identificada por
Friedman & Stuetzle(1981). Outro problema surge quando se define vizinhangas
em dimensoes maiores ou iguais a 2 para a ponderacao local. Neste caso e-
xiste a necessidade de assumir algum tipo de métrica que é dificil de justificar
quando as varidveis sao medidas em diferentes unidades ou sao altamente cor-
relacionadas (Buja, Hastie & Tibshirani, 1989). Além disso, de uma perspectiva
préatica, suavizadores multivariados sao extremamente caros para computar, e a
habilidade para visualizar e/ou interpretar a relacdo quando temos mais de trés
regressores € virtualmente perdida. Desta forma, desde que um dos objetivos
de modelos econométricos/estatisticos é facilitar a interpretagao e isolar a con-
tribuicao de um regressor, mantendo todas as outras variaveis fixas, o uso de uma
regressao nao paramétrica irrestrita é freqiientemente indesejado.

Um meio de evitar os problemas citados acima é restringir o espago em que
ird se executar a estimagao, isto é, fazer alguma suposicao a priori sobre a na-
tureza da expectativa condicional. Quatro importantes métodos propostos na
literatura sao o modelo aditivo generalizado de Hastie & Tibshirani(1986, 1990),
o método de Friedman & Tukey(1974), conhecido como project pursuit regression
(PPR), o método de Breiman & Friedman(1985) e Friedman & Stuetzle(1981)
conhecido por ACE e os procedimentos de redes neurais desenvolvidos por Kuan
& White(1994). Todas estas suposicoes levam a taxas de convergéncia que sao
independentes do problema da dimensionalidade, apesar desta independéncia ser
possivelmente artificial, devido a imposicao de uma estrutura na funcao.

O modelo aditivo (AM), com varidvel resposta Y e varidveis explicativas X
€ R tem a forma

3Ibragimov e Hasminskii(1983), e Stone(1982) .



D
E(Y; | Xue = 214, Xot = T, -, Xap = Ta) = mo + Zmd(ﬂﬂdt); (1)
d=1
para t = 1,...n, onde E(Y) = my e as func¢oes univariadas, também chamadas
de componentes aditivos, mg obedecem a condigdo E[ mg(x,)] = 0, Vd para
identificagdo. Uma possivel extensao é o modelo aditivo generalizado (GAM).
Modelos aditivos generalizados sao da forma

D
E(Y; | X1t = x4, Xoy = vot, ... Xpr = 2pt) = G {mo + Zmd(ﬂfdt)} (2)
d=1

onde G é uma funcao de ligagao conhecida, m, tem as mesmas condigoes vistas
acima e my = G"1{E(Y)}. Casos especiais deste modelo sao os modelos de
regressao logit e probit. Pode-se notar que o modelo aditivo é uma generalizacao
de um modelo linear e, portanto, retém uma caracteristica importante deste
modelo, no qual a natureza do efeito de uma varidvel em uma superficie de
resposta nao depende dos valores de qualquer outra varidvel, ou seja, podemos
verificar a contribuicao de cada varidvel em predizer a resposta individualmente.
Como pode-se notar, modelos aditivos permitem a flexibilidade de uma regressao
nao paramétrica e garantem um comportamento assintético razodvel.

Atualmente dois estimadores sao alternativas vidveis para a estimacao de um
modelo nao paramétrico aditivo - o estimador Backfitting (estimador-B) e o es-
timador de Integragdo Marginal (estimador-MI). O estimador-B é baseado em
Friedman & Stuetzle(1981), porém ganhou popularidade através dos trabalhos
de Hastie & Tibshirani(1986,1990). Suas propriedades foram estudadas em Bu-
ja, Hastie & Tibshirani(1989) e Opsomer & Ruppert(1997). Atualmente, pouco
se sabe sobre as propriedades estatisticas do estimador-B. Em geral, ainda nao
é possivel construir intervalos de confianca vilidos assintoticamente para a re-
gressao estimada, mesmo quando h,, — 0 a uma taxa desejada. O conhecimento
das propriedades do estimador-B é ainda mais escasso, quando h,, é escolhida ao
minimizar as funcoes critério mais utilizadas na literatura. Conseqiientemente,
na pratica, pouco se sabe sobre as propriedades assintéticas e em amostras finitas
do estimador-B.

O estimador-MI foi introduzido através dos artigos seminais de Linton &
Nielsen(1995) e Linton & Hirdle(1996). Uma das propriedades mais atraentes do
estimador-MI é que se pode mostrar que ele é assintoticamente normal quando
a janela h, converge a zero a uma taxa pré-especificada. Entretanto, a sua dis-
tribuicao assintética é ainda desconhecida quando h,, é escolhida pelos métodos
disponiveis na literatura (dependentes dos dados), tais como validacao cruzada,
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e vérios métodos plug-in, incluindo aqueles propostos por Silverman(1986) e Op-
somer & Ruppert(1998). A dificuldade em estabelecer a normalidade assintética
tem duas fontes: primeiramente, tem-se seqiiéncias estocdsticas h, que podem
interagir de uma maneira perniciosa com os regressores e o regressando, o que cria
uma dificuldade adicional em estabelecer a normalidade assintética do estimador-
MI. Segundo, a janela h,, é escolhida minimizando uma fungao critério (perda ou
risco). Para a maioria das fungoes critério utilizadas, a seqiiéncia 6tima resultante
h,, nao converge a zero a taxa necessdria para obter a normalidade assintética.
Igualmente ao estimador-B, pouco se sabe, na prética, sobre as propriedades
assintoticas e em pequenas amostras do estimador-MI.

Para tornar os resultados acerca da distribuicao (assintética) atualmente dis-
poniveis titeis é necessério adapté-los ao caso em que h,, é uma seqiiéncia estocds-
tica que depende dos dados. Uma alternativa é fornecer evidéncia experimental
do desempenho dos estimadores baseados em varios métodos de selecao da janela
h,, através de um estudo Monte Carlo. Em decorréncia, nesta dissertacao ir-se-
4 conduzir um estudo de Monte Carlo para revelar algumas caracteristicas das
distribuicoes em pequenas amostras dos estimadores-B e MI para uma regressao
aditiva bivariada. Estd-se particularmente interessado em fornecer alguma evi-
déncia de como os diferentes métodos de selecao da janela h,,, tais como os méto-
dos plug-in impactam as propriedades em pequenas amostras dos estimadores.
Estéd-se interessado, também, em fornecer evidéncia do comportamento de dife-
rentes estimadores de h,, relativamente a seqiiéncia 6tima de h,, que minimiza uma
funcao perda escolhida. O impacto de ignorar a dependéncia entre os regressores
na estimacao da janela é também investigado. Esta é uma prética comum e deve
impactar a performance dos estimadores. Além disso, nao ha nenhuma rotina
atualmente disponivel nos pacotes estatisticos/econométricos para a estimagao
de regressoes aditivas via os métodos de Backfitting e Integracio Marginal. E
um dos objetivos a criacao de rotinas em Gauss para a implementagao praitica
destes estimadores. Por fim, diferentemente do que ocorre atualmente, quando
a utilizacao dos estimadores-B e MI é feita de maneira completamente ad-hoc,
héd o objetivo de fornecer a usudrios informacao que permita uma escolha mais
criteriosa de qual estimador usar quando se estd trabalhando com uma amostra
finita. Além da introdugao, esta dissertacao tem mais seis se¢oes. A secao 2 faz
uma breve revisao dos métodos a serem utilizados. A secao 3 descreve a especi-
ficacdo do modelo e os dois estimadores sob estudo em um formato unificado. A
secao 4 fornece um descricao dos métodos de selecao da janela h, utilizados. A
se¢cao 5 apresenta o processo de geracao dos dados a ser utilizado no estudo de
Monte Carlo. Na secao 6 discute-se os resultados da andlise. Por fim, na secao 7
faz-se as conclusoes.



2 Estimacgao Nao Paramétrica

A maneira mais comum de estimar-se uma fungao de regressao é optar por
um modelo paramétrico linear ou nao linear. Modelos paramétricos de regressao
sao ferramentas poderosas para modelar uma expectativa condicional, permitindo
previsoes para valores futuros de Y e a construcao de intervalos de confianca e
testes para os parametros.

Na abordagem paramétrica é possivel especificar-se uma familia de formas
funcionais para m de maneira errada. Este problema, desastroso para a abor-
dagem parameétrica, inexiste no enfoque nao paramétrico. Além disso, a adogao
de abordagens flexiveis para a estimacao de m pode levar a descoberta de carac-
teristicas consideradas insuspeitas quando da adocao de um modelo paramétrico.
Por esta razao, é de interesse explorar o que se pode aprender sobre a funcao m
sem restringi-la a modelos paramétricos®. O objetivo da regressao nao paramétri-
ca é aproximar m. Cabe comentar, no entanto, que existe um preco a pagar
pela flexibilidade da modelagem nao paramétrica. O tamanho da amostra para
conseguir-se a mesma eficiéncia serd maior no caso nao paramétrico do que no
caso paramétrico, quando o modelo paramétrico especificado for o correto, devido
as taxas de convergéncia dos estimadores nao paramétricos serem mais lentas do
que a dos estimadores paramétricos.

Os dois problemas mais abordados na literatura nao paramétrica sao a es-
timacao de densidades e a estimagao de uma funcgao de regressao. Um método
amplamente utilizado para estes fins sao os estimadores baseados em nticleo. Os
estimadores micleo sao simplesmente um modo de ponderar as observagoes, de
maneira que as mais proximas do ponto onde se deseja estimar recebam um peso
maior e as mais afastadas um peso menor. A func¢ao nicleo, denotada na disser-
tagao por K (-) serd uma funcgio real K(-) : ®¢ — R, continua, limitada, tal que
[OUTK(0)d¥ = p,(K)I, onde j1,(K) é um escalar e I ¢ uma matriz identidade
d x d - , com suporte compacto e simétrica, que integra a um, isto é:

+oo
K(¥)dv = 1. (3)
Além disso, todos os momentos de ordem fmpar de K sdo zero, ou seja, [ ‘I/lll‘lll22
‘IfildK(\If)d\If =0, Vi s, ..., 14 tal que a sua soma seja fmpar.

O estimador de densidades univariadas mais comum ¢ o histograma (Fix &

2

Hodges, 1951). A idéia bésica da estimacdo nao paramétrica é simplesmente

4A classe de funcdes a que m pode pertencer é bastante vasta, sendo a tnica restricio
imposta a de que m seja uma funcao continuamente diferencidvel.
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construir um histograma suave ajustado aos dados. Para isso, precisa-se de um
parametro de suavizagao, a janela, que é a dimensao do intervalo que utilizar-se-a
para conseguir a suavizacao. O histograma porém é uma medida um tanto rudi-
mentar, pelo fato de poder apresentar descontinuidades e saltos, quando a fungao
verdadeira for continua e suave. Isto ocorre, devido ao fato do histograma usar a
fungao indicadora como fungao de ponderacao (veja Pagan & Ullah, 1999, p.7).
Rosenblatt(1956) trocou a funcao indicadora por uma fungao micleo satisfazendo
as propriedades dadas acima. O estimador de uma fun¢ao densidade f, pode ser
escrito, entao, da seguinte forma:

o= g3k (25) = s e, )

onde z é o ponto no qual deseja-se estimar f , x; sao os elementos de uma
amostra de tamanho n e h,, € o comprimento fixo do intervalo (janela) utilizado
para obter-se a suavizacdo desejada. Em (4) pode-se ver os dois elementos impor-
tantes em estimacao de densidades nao paramétricas: a escolha de uma funcao
de ponderacao e de um “parametro” - a funcao nicleo e a janela.

Uma maneira rudimentar de escolher h,, é por tentativa e erro baseado no uso

~

de andlises gréficas. Este método consiste em olhar varios gréficos de f(x) contra
x, quando f(x) é calculado através de diferentes valores de h,,. Como os métodos
graficos disponiveis sao bastante avancados hoje em dia, este método pode ser
efetivo, embora seja vantajoso escolher h, de uma maneira mais objetiva. A
escolha de h,, é crucial na estimacao, pois dependendo da maneira como se escolhe
a janela, o estimador pode tomar formatos muito diferentes. A escolha da fungao
nicleo, em geral, é feita em funcao do custo computacional e da velocidade de

convergéncia dos estimadores. Comenta-se adiante os motivos.

Para fazer uma escolha automética de h, e/ou K(.) é necessério ter algum
critério. O objetivo é simplesmente avaliar se f(:v) ¢ um bom estimador para a
f(z). Os critérios mais populares envolvem a minimizagao de uma fun¢ao perda
ou risco quadratica, dentre as quais destacam-se: ISE (Integrated Squared Error),
MISE (Integrated Mean Squared Error), AMISE (Asymptotic Integrated Mean
Squared Error), ASE (Averaged Squared Error), MASE (Mean Averaged Squared
Error), AMSE (Asymptotic Mean Squared Error) e AMASE (Asymptotic Mean
Averaged Squared Error). Todos estes critérios podem ser escritos através do
viés e da varidncia da f As aproximacoes assintdticas permitem que se escreva o
critério a ser minimizado de uma maneira mais simples. Isto ¢ geralmente feito,
devido ao fato de que expressoes exatas para os critérios serem freqﬁentementg
dificeis de serem obtidas. Isto decorre do fato de que o viés e a variancia da f
serem fungdes complicadas de h,. O leitor pode consultar Simonoff(1996), Pagan
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& Ullah(1999) e Opsomer e Ruppert(1998) para ver exemplos de expressoes destes
critérios.

Como se pode notar pela discussao acima, é necessario que as preferéncias do
usudrio no que tange a viés e varidncia sejam refletidas de algum modo, quando
ele escolhe a fungao critério a ser minimizada. A variancia da f diminui quando
h, torna-se maior e vice-versa. O viés da f aumenta quando h, aumenta e
vice-versa, veja Simonoff(1996) e Pagan & Ullah(1999) para ver alguns exemplos.
Logicamente ao escolher uma fungao critério a ser minimizada o pesquisador
necessita fazer um tradeoff entre viés e variancia. Se h,, for escolhido grande estar-
se-4 suavizando muito a func@o, o que gera o fendbmeno conhecido na literatura
como oversmoothing. O contrério, isto é, h, muito pequeno, acarretard numa
funcao subsuavizada, gerando o fenémeno conhecido por undersmoothing. O ideal
é escolher h,, de maneira a nao gerar nenhum dos dois fenémenos descritos. Note
que h, é fixo’ na discussdo feita até agora. Logicamente, ndo h4 a necessidade
disso, podendo o valor da janela ser modificado, de acordo com o nimero de
dados disponiveis nas regioes de estimacgao. Na dissertacao o enfoque é baseado
em h, fixo dentro do suporte utilizado.

Mesmo quando um critério para a escolha de h,, e de K (-) tiver sido seleciona-
do, ainda existem duas maneiras de proceder-se. Na primeira, conhecida como
validagao cruzada, termos desconhecidos na funcao critério sao trocados por es-
timativas amostrais e entdo a minimizagao é feita com relagao a h,, e K(-). Este
método caracteriza-se por subsuavizar a funcao estimada. Na segunda alternati-
va, denominada de métodos plug-in, a funcao critério € minimizada analiticamente
e uma solugao para h, é encontrada, e na seqiiéncia, troca-se qualquer funcao
populacional por uma estimativa amostral. Jones, Marron & Sheater(1996) co-
mentam que os métodos plug-in sao superiores aos métodos de validagao cruzada,
em estudos de simulacao e assintoticamente®. Na secdo 4, os métodos utilizados
na dissertacao sao tratados de maneira especifica.

A escolha da fungao nicleo K (-), apesar de desempenhar papel fundamental
na estimacao nao paramétrica, ¢ uma tarefa de menor dimensao que a escolha de
h,,. Estudos demonstram que a fungao niicleo dita 6tima, no sentido que minimiza
as fungoes critério comumente utilizadas, leva a pequenas melhorias em relacao a
maioria das fungoes nicleo utilizadas. Conseqiientemente, a simplicidade, o custo
computacional, e a velocidade de convergéncia dos estimadores freqiientemente

®Diz-se que o intervalo h,, é fixo quando seu tamanho é mantido constante independente da
regiao de estimacao.

60s métodos plug-in demandam menos tempo computacional, ndo apresentam o problema,
de subsuavizagao do método de validagao cruzada e a taxa de convergéncia de (hn - hn) —0

quando iALn é escolhido por métodos plug-in é mais rdpida do que a taxa de convergéncia de
(hn - hn> — 0 quando h,, é obtido por validacao cruzada.
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determinam a escolha da funcao nicleo. A fung¢ao nicleo 6tima foi primeiramente
sugerida por Epanechnikov(1969) e é por isso, freqiientemente, chamada de fungao
niicleo Epanechnikov. A funcao micleo Epanechnikov (para o caso univariado) é
dada por:

0.75(1 — ¥?), se |¥| < 1,0 € R
0, caso contrario

K - { 5)

A funcao nicleo Epanechnikov’ tem formato quadratico, e pode ser vista em
Hiirdle(1990, p.26) e Silverman(1986, p.42). Outra funcdo nicleo comumente
utilizada e que nao apresenta descontinuidades é a funcao nicleo gaussiana, isto
é,

K(U) = ! exp{—%\lf2},—oo<\lf<+oo. (6)
Simonoff(1996, p.44) e Silverman(1986, p.43) mostram uma tabela onde se com-
param a eficiéncia das funcoes nicleo comumente utilizadas em relagao a funcao
Epanechnikov. Pode-se notar, que até a funcao nicleo mais “ingénua’, isto
é, a funcio uniforme® tem uma eficiéncia de aproximadamente 0.93 da funcao
Epanechnikov. Na dissertacao utilizar-se-4 apenas o niicleo gaussiano.

Tratar-se-a4 agora da estimagao de uma funcao de regressao. Utilizando a
notagao vista na pagina 5, o objetivo é a modelagem nao paramétrica de expec-
tativas condicionais, isto é, Y = m(z) +¢ = E(Y | X = z) + . O objetivo é
estimar a fun¢ao m(x). Por definigdo, pode-se escrever

m(z)=EY | X =)

+o0o
= /_ yfyix(y | z)dy

™ ferle)
—/_OO Y ) dy (7)

onde fx(z), fxy(z,v), e fyix(y | z) sdo as densidades marginais de X, a densi-
dade conjunta de X e Y, e a densidade condicional de Y dado X = x, respectiva-
mente. Estimando fxy(z,y) e fx(x) pode-se estimar m(x). Esta foi a idéia que
Nadaraya(1964) e Watson(1964) tiveram, o que gerou um estimador conhecido

"Esta funcdo pode apresentar problemas computacionais (overflow) se a amostra for muito
pequena, quando se estiver utilizando determinados estimadores em modelos de regressao, como
por exemplo o estimador linear local que serd discutido adiante.

SE dita “ingénua”, pois a ponderacio que recebem as observacoes que estdo mais préximas
do ponto onde se deseja estimar é a mesma dada aos pontos mais afastados, isto é, a ponderacao
independe da distancia.
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como Nadaraya-Watson. Uma estimativa micleo de fxy(z,y) ¢ uma extensao
bivariada de (4) e foi primeiramente extendida por Cacoullos(1966). Escreve-se
esta estimativa por:

- 1 & (- Y=y
= —— Kl? K .
fX,Y(x7 y) nhnxhny Zz; ( hn:ﬁ ) Y ( hny ) (8)

Usando (4) e (8), reparando que [ Ky(u)du = 1 e [uK,(u)du = 0, supon-
do que h,; = h,y, = h, e que a funcao nicleo é simétrica, pode-se escrever o
estimador de Nadaraya-Watson por:

Y K (52) v
Y K (52)

O estimador de Nadaraya-Watson pode ser visto como uma estimativa local de
m(z). Dentro da classe dos estimadores polinomiais locais (veja Simonoff, 1996
e Pagan & Ullah, 1999) se eu quiser um polindomio de ordem zero, myw otimiza
uma distancia em L? ponderado. No sentido de projecao este estimador serd,
entao, 6timo, fornecendo, portanto, a melhor estimativa local da m. A idéia
de ponderacgao local de m é 1til para ajudar a perceber algumas caracteristicas
desejaveis que um estimador deve ter. Para valores de x; que estao distantes
de z, mantendo constante a janela h,, ¥; serd “grande” e conseqiientemente K;
serd “pequeno”. Desta forma, estas observagoes receberao pouca importancia
na determinacao de m, tal como deveria ser. Desta forma, é necessdrio que
h, — 0 quando n — 00, de maneira que as observacoes que nao estao muito perto
de x recebam pouco peso ou nao participem’ da estimacao quando a amostra
aumentar. Outra caracteristica interessante, é que o formato da funcao nicleo
nao é muito importante dado que se d4 um peso pequeno as observagoes x; que
estao distantes do ponto x. Para entender melhor esta tultima questao, é 1til
pensar na situacao em que x; é uma v.a.discreta (veja Pagan & Ullah, 1999).
Seja um dos valores que x; pode assumir denotado por x e sejam as observagoes
correspondentes a este valor arranjadas como as primeiras n*. Desta forma, uma
maneira sensivel de estimar m(z) seria ponderar todos os y; correspondentes
aos s que sdo iguais a x, isto é, fazer m = (n*)"" > yi. Dado que m =
m+ (n*) " Z:”:l €, e E(e;) = 0. A aplicacdo de uma lei dos grandes nimeros
mostra que m é um estimador consistente de m desde que n* — oo quando
n — 0o.

A~

me(l')

9)

O estimador de Nadaraya-Watson tornou-se popular, pois assumindo-se algu-
mas condicoes a respeito da janela h,, este estimador tera propriedades desejéveis.
As condigoes mais importantes sao as de convergéncia, isto é, h, — 0 quando

9Depende da funcio niicleo utilizada.
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n — 00; sob determinadas condicoes na taxa de convergéncia de h,, para zero, m
¢ um estimador consistente para m e que (nh,)(m(z) — m(x)) converge em dis-
tribuicao para uma Normal. O leitor interessado pode consultar Simonoff(1996),
Pagan & Ullah(1999), Hirdle(1990) e Silverman(1996) para obter um tratamento
mais formal deste estimador. A conclusao de Nadaraya-Watson é importante em
termos tedricos, porém sua distribuicao assintética é questiondvel quando se es-
colhe h,, através da minimizagao de algum critério. A janela h,, 6tima encontrada
ao minimizar-se algum dos critérios jd citados, em geral, nao satisfaz a taxa de
convergéncia que dd a normalidade assintética deste estimador. Isto torna as
inferéncias baseadas neste estimador bastante problematicas.

Atualmente, o estimador de Nadaraya-Watson é pouco utilizado, devido prin-
cipalmente ao viés deste estimador nas fronteiras da distribui¢ao das observacoes
x; (veja Simonoff, 1996). Hoje em dia, os usudrios comumente utilizam esti-
madores polinomiais locais'® , tais como estimadores quadréticos ou linear local,
que corrigem automaticamente o viés na fronteira. Na préxima secao, tratar-
se-4 dos estimadores polinomiais com mais detalhes. Por fim, nesta secao, vai-
se comentar um pouco sobre regressao nao paramétrica multivariada irrestrita,
o modelo aditivo e as duas alternativas vidveis para estimar um modelo nao
paramétrico aditivo.

Como se comentou na introdugao a estimacao de uma regressao nao paramétri-
ca multivariada irrestrita é limitada pela caracteristica multidimensional do pro-
blema. E dificil visualizar as superficies de regressao quando temos mais de trés
regressores, assim como se torna uma tarefa dificil interpretar a estrutura com-
plexa que pode surgir. Além disso, a maldi¢ao da dimensionalidade implica que
quando o nimero de regressores aumenta, grandes quantidades de dados serao
necessarias para conseguir-se uma estimacao acurada. Uma maneira de evitar
estas dificuldades é restringir o formato da fungao de regressao m(x). Uma pos-
sibilidade natural é generalizar um modelo de regressao linear miiltipla para per-
mitir fungdes aditivas arbitrédrias do tipo visto em (1). Suavizadores univariados
podem ser utilizados para estimar as funcoes my, evitando assim a maldicao da
dimensionalidade!!, mas h& um custo crucial: se a forma aditiva dada em (1) nao

0Fan(1992), Fan, Gasser, Gijbels, Brockmann & Engel(1993) e Ruppert & Wand(1994)
demonstram que os estimadores polinomiais locais possuem propriedades tedricas e praticas
desejdveis em relagao a outros estimadores, incluindo o estimador de Nadaraya-Watson.

" Como comentado em Hastie & Tibshirani(1986) sabe-se que suavizadores multivariados
apresentam problemas em “grandes” dimensoes (em especial a maldigao da dimensionalidade).
A variancia de uma estimativa depende do mimero de pontos na vizinhanga. Quando se estd
trabalhando em uma “grande” dimensao as estimativas nao serao tao locais e podem ser muito
viesadas. Esta é uma grande motivacao para o uso de um modelo aditivo, pois, neste caso,
usam-se suavizadores univariados. Desta forma, na prética, pode-se incluir pontos suficientes
nas vizinhangas de forma a manter a variancia das estimativas “pequena” (as estimativas serdo
mais locais em cada coordenada comparativamente ao caso em que se usam suavizadores mul-
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for correta, o estimador 7 nao serd nem mesmo consistente!?. Porém, se m satis-
fizer (1), a taxa de convergéncia do estimador m serd igual a de um suavizador
unidimensional (se nao, a taxa de convergéncia serd equivalente a aproximagao
aditiva mais préxima no sentido de MSE), veja Stone(1985, 1986). Como es-
crito na péagina 6, existem atualmente duas alternativas vidveis para estimar um
modelo aditivo: o estimador de Backfitting (estimador-B) e o estimador de In-
tegracao Marginal (estimador-MI). Abaixo faz-se alguns comentérios sobre estes
dois estimadores, o que nao dispensa a leitura dos artigos seminais pelos leitores
mais interessados.

O estimador Backfitting projeta o problema de regressao multidimensional
dentro do espaco de modelos aditivos. O método estd sempre procurando pelo
modelo aditivo que melhor ajusta a regressao, seja o modelo verdadeiro aditivo
ou nao. Se o modelo verdadeiro for um modelo aditivo como o descrito em (1),
os funcionais estimados serao os componentes aditivos do modelo verdadeiro. Se
o modelo verdadeiro nao for aditivo, uma razao para o uso de Backfitting é o
seu efeito de reducao da dimensao em problemas de regressao multidimensio-
nais. Mesmo que o modelo verdadeiro nao seja de fato o modelo aditivo, o esti-
mador de Backfitting freqiientemente leva a uma regressao razodvel. Neste caso,
os componentes aditivos nao devem ser interpretados. Desde que o algoritmo
para a estimacao dos componentes aditivos é diretamente relacionado com toda
a regressao, nao é possivel estimar cada componente separadamente. A imple-
mentagao do procedimento iterativo é dada em Buja, Hastie & Tibshirani(1989),
Hastie & Tibshirani(1990) e envolve a solucao iterativa de equagoes nao lineares.
Sob algumas condigoes, é esperado que o algoritmo de Backfitting convirja para
uma tnica solucao. No caso em que se busca estimar nao parametricamente uma
regressao aditiva bivariada, o algoritmo de Backfitting converge para uma solucao
explicita, veja Opsomer & Ruppert(1997) e Opsomer & Ruppert(1998).

O estimador de Integracao Marginal, como indicado pelo seu nome, estima
a influéncia marginal de um regressor particular em um problema de regressao
multidimensional. Se o modelo verdadeiro é um modelo aditivo, o funcional a ser

tivariados). E claro que o modelo aditivo pode gerar uma estimativa viesada da verdadeira
superficie de regressao, porém, em geral, este viés serd muito menor do que o produzido quando
se usam suavizadores multivariados.

12Gozalo & Linton(2001) propoe testes para a suposi¢ao de aditividade dada em (1). A
hipétese nula de aditividade entre os regressores é testada por quatro diferentes estatisticas de
teste, implementadas por dois métodos diferentes: um baseado em um enfoque assintético e
outro em bootstrap. Um estudo de simulagao ¢ feito no artigo para comparar a performance das
estatisticas de teste utilizadas. Interpreta-se a rejeicao de Hy como evidéncia de a interagao
entre os regressores ser forte o suficiente para rejeitar a aditividade. Termos de interagao podem
ser facilmente colocados em um modelo aditivo nao paramétrico especificado, por exemplo,

D
EWerait,nzar) =mo+ Y, ma(xar) + mpi(2ie, 2ne).
d=1,dh,l
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estimado serd exatamente o componente aditivo. A idéia bésica do procedimento
de estimagao é estimar um pré-estimador da superficie de regressao multidimen-
sional e entao integrar em relacao as dimensoes que nao sao de interesse, mantendo
a direcao de interesse fixa. Ele requer, portanto, a escolha de uma medida de inte-
gragao. Linton & Hérdle(1996) descrevem o procedimento em detalhes. Segundo
eles a grande vantagem deste método é que se pode obter as suas propriedades
assintéticas. Porém, igualmente ao ja comentado na pagina 14 em relagao ao esti-
mador de Nadaraya-Watson, neste contexto, também, a taxa de convergéncia da
janela h, 6tima encontrada ao minimizar os critérios citados, em geral, também
nao satisfaz a taxa de convergéncia que acarreta a normalidade assintética deste
estimador. Linton & Nielsen(1995) apontam ainda como vantagens do método,
o fato dele ser mais simples de implementar do que o algoritmo de Backfitting e
que devido a sua construgao permitir a escolha entre um modelo aditivo e um
multiplicativo, pois ambas as estruturas sao consistemente estimadas pelo mesmo
procedimento.'® Porém, existem duas desvantagens principais do estimador-MI
em relacao ao estimador-B. Primeiramente, a demanda computacional deste es-
timador é superior a do estimador-B. Para estimar os componentes aditivos em
um modelo bivariado usando regressao linear local, ele necessita computar n?
regressoes suavizadoras avaliadas nos pares (X;, Z;), 4,j = 1,...,n cada uma das
quais requer O(nh,) operagdes quando a fung¢ao niicleo tem suporte compacto.
Logo, serd necessério computar O(nh,,) operagoes para estimar os componentes
aditivos (Kim, Linton & Hengartner, 1999).1*Para o estimador-B o tempo com-
putacional ¢ da ordem O(n?h,m) onde m é o nimero de iteragoes requeridas
para alcangar am convergéncia (em geral requer menos operacoes). Uma segunda
desvantagem é que o estimador-MI é estatisticamente ineficiente em relagao ao
estimador-B (Linton, Nielsen & Geer, 2000) de acordo com um critério MSE usu-
al, o que talvez seja a principal motivacao para a implementacao da metodologia
de Backfitting. Na préxima se¢ao vai-se escrever os dois estimadores sob estudo
em um formato unificado.

13 Além disso, o método de integracdo marginal é, talvez, mais facil de ser entendido por ndo
estatisticos, pelo fato de envolver ponderacoes ao invés da solucao iterativa de equacoes nao
lineares, como no algoritmo de Backfitting.

140 niimero de operacdes requeridas é desta ordem para outros estimadores, incluindo o
estimador de Nadaraya-Watson.

16



3 Especificacao do Modelo e os Estimadores sob
Estudo

O modelo de regressao que é considerado aqui pode ser genericamente des-

crito por
D

Y=Y ma(Xa)+ e (10)
d=1

para t = 1,...n. Assume-se que {(yt,xlt, ...,xdt)'}:zl formam uma seqiiéncia de
realizagoes de um vetor aleatério IID (Y, X1, ..., X,) avaliado em R™™ e {e:}]_,
¢ uma seqiiéncia de realizagoes de uma v.a. com E(e | Xi,...,Xq) =0 e V(e |
X1,..., Xg) = 02 Vt. Decorre que E(Y | X1 = 215, Xo = Xo, ..., Xg = 1g1) =
ml(Xl) + mQ(XQ) + ...+ md(Xd) e V(Y ’ X1 =2y, Xo =29, ..., Xg = .CL'dt) =02
Também, assume-se que E(e}) < co. Requere-se ainda que as fungoes mq(Xy), Vd
sejam mensurdveis (ver Buja, Hastie & Tibshirani, 1989) com E(m3(X,)) < oo
pertencendo a um espago de Hilbert H; com produto interno dado por E(mg(X,)

D
mq(Xy))Vd. Defini-se H* = > Hy; C H onde H é o espaco de funcoes arbitrarias
1

quadrado integrdveis e centradas de Xj,..., Xp. Busca-se uma fungdo g € H®
D

que minimiza E(Y — ¢(X))? com g(X1, ..., Xq) = >_ma(Xy). De fato, dado que
d=1

H*® & um subespaco fechado de H, g existe e é unico. Buja, Hastie & Tibshirani

D
(1989) mostram que o 6timo g(Xi, ..., X4) = > ma(X,4) deve satisfazer
d=1

m;(X;) = E (Y — ) ma(Xa) | Xj) (11)

d=1,d#j

para j = 1,...,D. Uma versao equivalente é obtida ao trocar em (11) as var-
iaveis aleatorias (Y, Xy, Xo, ..., Xy4) por suas realizagoes (y;; 1, To;, ..., Tg;) € as
expectativas condicionais E(- | X;) por suavizadores S; em z;, isto é,

m;(X;) = S; (Y — > ma(Xy) | Xj) (12)

d=1,d#j

onde x; é uma n—upla com os componentes z;; e S;(- | x;) ¢ uma matriz

suavizadora n X n associada com uma regressao nao paramétrica univariada,
D
onde z; é o regressor e o residuo parcial R; =y — > mg(x4) é o regressando
d=T,d#j
(veja Buja, Hastie & Tibshirani, 1989 e Martins-Filho & Bin, 1999 para mais

detalhes).
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Na presente dissertacao o modelo utilizado tem apenas dois regressores. Sendo
assim, é conveniente para os propdsitos da dissertacao definir os seguintes ve-
tores: Y = (Y1,..%), X = (X1,..X.), Z = (Z1,...,.2Z,), mi(X) =
(my (X1), ..,y (X,)), ma(Z2) = (ma(Zh),....,ma(Z,)), e = (0,...,1,...,0)
onde ef ¢ um vetor de comprimento k, e o ntimero um aparece na t-ésima posigao
do vetor, e para qualquer constante ¢, ¢ = (¢,...,c)" € um vetor de compri-
mento k. Denota-se por K; : R? — R uma funcao niicleo simétrica d—variada
com d = 1,2 e por hy, e hy, as janelas associadas com a estimacao de m; e mo
respectivamente. A atencao sera dada a um estimador (suavizador) polinomial
(linear) local.

Antes de especificar os dois estimadores em estudo em um formato unificado,
vai-se tratar, brevemente, da estimacao polinomial local. Utilizando célculo bési-
co, pode-se mostrar que o estimador de Nadaraya-Watson, myyw, ¢ a solu¢ao na-
tural de um problema de minimos quadrados ponderados, sendo o minimizador m

de oL {yi—mY K (%

n

onde K; = K (%) . Em decorréncia,

myw(x) = (Z Ki) ZKiyi =y. (13)

Alternativamente, myw (z) é o estimador de minimos quadrados do parametro
muyw na regressao ponderada de y; na unidade com pesos Kil/ 2 (veja Pagan &
Ullah, 1999). Logo, o estimador de myw, myw aproxima localmente m(x) por
uma constante. Isto sugere a utilizacao de polinémios locais de ordem superior,
desde que aproximacoes locais constantes sé fazem sentido, em geral, em pe-
quena vizinhangas. Stone(1977) e Cleveland(1979) sugeriram que se minimizasse

X

>, levando & equacdo normal > " v K, =Y ¢ | K;m,

S Ay —m— (v —2)m )P K (% com respeito a m e my. Esta estimativa
pode ser encontrada fazendo uma regressao de minimos quadrados ponderados
de y; contra z, = (1, (z; — x)) com pesos Kz-l/ ?. Logo, enquanto o estimador de
Nadaraya-Watson aproxima m(z) por uma constante, esta aproximagao, chama-
da de linear local, ajusta uma reta.

Uma vantagem do estimador linear local é que ele pode ser analisado com
técnicas padroes de regressao. Ele também tem as mesmas propriedades se x; é
estocdstico ou nao estocdstico. A légica da regressao linear local pode ser vista
expandindo m(z;) em torno de xz. Obtem-se

i) = mla) + 5 (a°) (2~ ), (14

onde x* estd entre os valores de z; e x. Isto pode ser expresso por:

m(z;) = m(z) +my (z%) (z; — z) . (15)
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Desde que E(y; | z;) = m(x;), afungdo objetivo Y | (yi—m () K; = > i (yi—
m(x) —my (x*) (z; — x))?K; é essencialmente a soma de quadrados dos resfduos
de uma regressao que usa somente observacoes préximas a x; = x. Note que
desta forma, m; (z*) serd muito préximo de uma constante, pois x* estd entre x;
e z. Neste caso, melhorias podem ser feitas, expandindo m(x;) por um polinémio
de ordem p em (z; — z). Um estimador de regressao polinomial local (p-ésima
ordem) ¢ o minimizador de

- 2 r—;
D yi—m— = my(x—2)"} K(h—> (16)
i=1 n
Definindo X, como a matriz de delineamento

1 z—x1 ... (z—x)

1 2—x .. (z—a,)

e fazendo W, = h,'diag [K <"’”;—Z“> ¢ <%>] ser a matriz de ponder-

n

acao; entao, se X, W, X, é invertivel, tem-se:
m = (X.W,X,) ' X.W,y. (17)

O estimador i, (z) ¢ 0 termo de intercepto 7, isto &,i,(z) = e (X W, X,) ™"
X!W,y. Mais geralmente, m("(z) = r!efi}l (X! W,X,) ' X! W,y é uma estima-
tiva da r-ésima derivada'® de m(z), ou seja, m™ (z).

O estimador (suavizador) linear local é acessivel computacionalmente, e é bas-
tante facil de interpreté-lo, desde que ele generaliza um dos métodos estatisticos
mais comuns; a regressao linear. Para mais detalhes consulte Simonoff(1996) e
Pagan & Ullah(1999).

15Uma das criticas ao estimador de Nadaraya-Watson ¢ a dificuldade de estimar as suas
derivadas, o que torna mais dificil a andlise e a interpretacao destes componentes.
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3.1 O Estimador Backfitting

Um procedimento conveniente para obter uma solugao para (12) é o algo-
ritmo de Backfitting'® . A implementacio deste algoritmo, na pratica, envolve
a especificagao de valores iniciais (m$,m3, ..., mj) para as fungdes a serem esti-
madas e a definicao de regressandos R, (chamados de residuos parciais) para a

m-ésima iteracao do algoritmo:

R§m) =y — Z my (m= 1) (18)

d=1 d=j+1

comj=1,..,d m=172 .em]} éum estimador de uma regressao univariada
de R; em x;, isto &, ﬁzl(im) = Fj; (Rg-m) | xj). Caso esteja-se trabalhando com uma
amostra finita trocam-se as expectativas condicionais no algoritmo de Backfitting
por suas estimativas (os suavizadores), isto é, ml(i ™ — =5; (R§m) | xj>. As iteragoes

continuam até que

> (-2 ) =3 (=)

d=1

nao mude ou seja menor que um nivel de tolerancia previamente especificado (veja
Hastie & Tibshirani, 1986). Breiman & Friedman(1985) provaram a convergéncia
do algoritmo, como definido, para operadores proje¢ao em um conjunto compacto.
A avaliacao de my requer a escolha de um suavizador a ser utilizado assim como o
grau de suavizacao a ser usado em cada uma das regressoes, normalmente repre-
sentado por um parametro de suavizacao h;,,7 = 1, ..., D. Como mencionado an-
teriormente, o suavizador polinomial local possui propriedades tedricas e praticas
desejaveis em relacao a outros suavizadores, incluindo o suavizador Nadaraya-
Watson.

No presente contexto ir-se-4 trabalhar com um modelo aditivo bivariado ajus-
tado por uma regressao linear local (no capitulo 5 tratar-se-4 em maiores detalhes
o processo de geragao dos dados). Utilizando a notagao introduzida anterior-
mente, defina duas funcoes ponderadoras!'” por:

s1(z) : R — R :s1(x) = ¢ (Rx(z) Vx(2)Rx(2)) " Rx(z)'Vx(z)

16Este algoritmo é uma aplicacao do conhecido algoritmo de Gauss-Seidel, veja Buja, Hastie
& Tibshirani, 1989.
17As fungdes s1(z) e sz(2) sdo suavizadores lineares locais avaliados nos pontos x e z.
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S2(2) : R — R” :s9(2) = €7 (Rz(Z)IVZ(Z)Rz(Z))_l R (2)'Vz(2), (19)

n —
onde (no caso de x) Vx(z) = diag {h—LKl (%) }t:f Rx(z) = ( 1,,X — ?)
Faca S; e Sy representarem as matrizes cujas linhas sao os suavizadores em X e
7, isto é,
s1(X1) s2(Z1)

SIZ . 682:

s (X,) 5 (Z,)

Defina o vetor de valores estimados nos pontos Xi,..., X,, por m = m; + mo,
onde m; e my sao as solugoes do seguinte sistema de equagoes:

I, S% m; | [ S}
{SE In]{ﬁh s )Y 20)
onde I, ¢ uma matriz identidade de tamanho n e S;=(I,—117/n) Sy, d = 1,2.'8
Na prética, o sistema é resolvido usando o algoritmo de Backfitting, porém no
caso bivariado, quando se usa o estimador linear local, o algoritmo de Backfitting
converge para uma solucio explicita para m;(X) e ms(Z) dadas por

m(X) = (I, — (L, - ${83) 7 (I, ~ 87)) Y

my(2) = (I, — (I, - $387) 7 (I, - $3) Y (21)

se as inversas existirem. Existéncia da solucao do algoritmo de Backfitting, assim
como as suas propriedades estocdsticas ainda sao em geral desconhecidas, no
entanto quando se usa o estimador linear local, Opsomer & Ruppert(1997, 1998)
derivaram uma série de resultados (para grandes amostras) que reproduzir-se-&
abaixo. No nosso caso uma solucao existe se:

Al: A funcao nicleo K é limitada, continua, com suporte compacto e sua
primeira derivada tem um mimero finito de mudancas de sinal sobre o seu suporte.
Além disso, p;(K) = [/ K (u)du = 0 para todo j fmpar e ji,(K) # 0.

A2: As densidades f(z,2), fx(x) e fz(z) s@o limitadas, continuas e tém
suporte compacto, e suas primeiras derivadas tém um nimero finito de mudancas

18Este ajuste dos suavizadores é necessdrio para assegurar unicidade das solugoes (se elas
existirem), veja Hastie & Tibshirani(1990).
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de sinal sobre o seu suporte. Além disso, fx(z) > 0e fz(z) > 0 para todo (z, 2)
€ suporte(f) e
f(z,2)

fx(2)f2(2)
A3: Quando n — o0, hiy,, ho, — 0 e nhy, | log(n), nha, | log(n) — oo.
A4: As segundas derivadas de m; e msy existem e sao limitadas e continuas.

sup —1| < 1.

3.2 O Estimador de Integracao Marginal

Para definir o estimador MI, considere m(z, z; hiy,, ha,) uma funcao real
definida por Mm(z, 2; hin, hey) = €3 (X(x, 2)W (z, 2) X (2, 2)) " W (2, 2) Y, onde
- — —
X(z,2) = <1n,X— v,z — z) e

Wz, 2) — diag { hlnlh% K, (hiln (X, —2), hi% (Z - z)) }n @)

t=1

Seja {(z,2) € R? 12 = X,z = Z,, com t,7 = 1,2,...,n} e defina a matriz

WX, 2) (X1 Zs) . . . WXy, Z)
(Xo, Z0) T(Xo, Zo) . . . (X, Zy)
m(X,Z) =
(X, Z0) Xy Z) o . . (X, Z)

O estimador MI para m;(X) e my(Z), utilizando a funcio identidade como

fungao de ligagao e sem considerar um intercepto (veja Linton & Nielsen, 1995), é
i —. . — N N AN

dado respectivamente por, m7"(X) = 2m(X,Z) 1, e my*(Z) = 2m(X,Z)' 1 ,.
As fungoes de ponderagao )1 e Q2 (veja Linton & Nielsen, 1995) utilizadas na
estimacao foram as fungdes de distribuicao empiricas F,,(z) e F,,(z) que con-
vergem em distribuicao para F'x(x) e Fz(z) respectivamente. As apro-ximagoes
dadas em Linton & Nielsen(1995, p.95) continuam validas quando se escreve as
fungoes empiricas no lugar de ). Em particular, quando z e z sao independentes,
as funcoes empiricas serao as funcoes de ponderacao étimas no sentido que elas
minimizarao as varidncias das aproximacgoes assintoticas.

As defini¢oes dadas acima tomam hy,, e ho, como seqiiéncias nao estocdsticas
conhecidas que convergem a zero a uma taxa especificada. Para o estimador-B,
Opsomer & Ruppert(1997) mostram que quando, n — 00, hip, hep, — 0 € nhin

logn?
% — 00 é possivel obter-se uma aproximacao assintética para o viés condicional
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e a variancia condicional de m%(X;) e mb(Z;), onde m4(X;) e m4(Z;) sdo os i-
ésimos elementos de m%(X) e mb(Z), respectivamente.'” Para o estimador-MI,
Linton & Nielsen(1995) mostram que quando hy,, ha, — 0 € nhy,h3,, nho,h?, —
00, entdo v/nhy, (M7 (X;) — E (M7 (X;))) e Vnha, (m3(Z;) — E (m5(Z;))) sdo
assintoticamente normais, onde m7"(X;) e m3¥(Z;) sdo os i-ésimos elementos de
m}"(X) e my*(Z), respectivamente.?’

YA aproximacdo é vélida sob mais trés suposicoes (veja Opsomer & Ruppert, 1997).

20Pode-se demonstrar que os métodos de selecio da janela dependentes dos dados atualmente
utilizados na literatura, incluindo validagao cruzada e vdrios métodos plug-in nao produzem
seqiiéncias {hi,} e {h2,} que convirjam a zero as taxas requeridas acima. Para a prova veja
Martins-Filho(2001).
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4 Meétodos de selecao automatica da janela h,

Como comentou-se no capitulo 2, um dos passos mais importantes na esti-
macao de modelos de regressao nao paramétrica é a escolha dos pardmetros de
suavizacao h,. Em esséncia, uma vez escolhido o suavizador a ser utilizado, a
escolha de h,, é basicamente a escolha do estimador, pois as estimativas para m;
variam consideravelmente em funcao de h,. Na dissertacao consideram-se dois
diferentes métodos de selegao automédtica da janela h,. Os dois sao variantes dos
métodos plug-in, que se utilizam de uma otimizacao analitica.

Um critério apropriado (veja Ruppert & Wand, 1994 e Ruppert, Sheater &
Wand, 1995) é o MISE ponderado condicional dado por (no caso de X)

MISE (my, (- hy) | X1, Xp) = E/ {0 (25 b)) — m(z)}? | X, o Xy fx(@)da
(23)

onde fx(z) representa a densidade de X com suporte [a,b]. Assuma que a va-

riancia dos erros é o2. Para p fmpar Ruppert & Wand(1994) mostram que

MISE (i, (- h) | X1, ..., X)) = [hp+1“p+l ] / (+1)( d
p \"y I'in 1y -y An) — m >IE+
(p+1)!
R(K b—
)00 o, i ) ] 28

onde ;(K) = [wK(u)du, Kpy(u) = {|My(u)| | |N,|} K(u), N, ¢ uma matriz
(p+1)x (p+1) com o (4, j) ésimo elemento igual a ju; , ; 5, Mp(u) é 0o mesmo que NV,

mas com a primeira coluna trocada por (1,u,u?, ...,uP) e R(K()) = i <K(2p)>.

O minimizador de (24) é assintoticamente

F | e+ )R(K(m) *(b—a)
20411 (K(p)) J @D ()2 fx (u)du

1](2p+3)
] (25)

se [ mP+D(u)? fx(u)du for diferente de zero. Um critério conveniente que utiliza
apenas valores ajustados aos pontos observados ¢ o MASE condicional, discutido
em Hirdle, Hall & Marron(1988). No caso univariado o MASE de m pode ser
escrito por

MASE (i, (-3 hn) | X1, o, X ZE{ (25 hy) — m(x)) | X1, o0y X}
(26)
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Note que (26) ¢ uma aproximagao discreta a (23).

O principio basico dos métodos plug-in é a substituicao direta de estimativas
de 02 e dos funcionais que aparecem nas expressoes que descrevem os parametros
de suavizagao h,,, apos ter sido minimizado o critério a ser utilizado na estimacgao
nao parameétrica.

O método plug-in proposto em Linton & Nielsen(1995) é baseado na seguinte
“regra de bolso” (ROT):

1/5
52R(K(1))(bz‘ —a;) n1/5

to(K1))? @1 +52>2

hinROT - ’ (27)

onde i = 1,2, b; e a; denotam o méximo e o minimo amostral do regressor de
interesse, 01 e 0y sdo os coeficientes de x?/2 e 2%/2 obtidos de uma regressao de
minimos quadrados ordindrios de y em uma constante, x, z, #2/2, 22/2 e xz e
52 ¢ obtido dos residuos desta regressio. Esta regra é étima com respeito ao
critério AMISE (veja 25), quando p = 1, = e z sao independentes e o modelo de
regressao bivariado m(x, z) é uma funcao quadrética. 9, e 0y sio simplesmente
aproximagoes para a derivada segunda que aparecerd em (25) quando p = 1.

Outro método plug-in que se utilizou foi proposto em Opsomer & Ruppert
(1998). Esté-se interessado em escolher hy,, ha, € R tal que

2
1 n n
MASE(hin, han | X,2Z) ==Y (E (Zm(xi, Z) —m(Xi, Z;) | X, z)
n
t=1 d=1

(28)
Do corolario 4.2 de Opsomer & Ruppert(1997), a aproximagao assintética para
o MASE condicional dado em (28), quando o modelo aditivo é ajustado por
regressao linear local (p = 1), denotada por AMASE, é dada por:

K 2
AMASE(hyy, hoy | X, 7) = M2E0) (h4,001 + B2, B2, 005 + b, 020 +
b, —a b, —a
2 K T T z z 9
g R( (1))< nhm + nh2n > ( 9)
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onde

n

1 2
01 = g Z (t;D2m1 + V;E (m?)(Xl) | Z)) ’

=1
1< ?
oo L5 (im0 )

1 n 2
01 = — > (4D%my + viE (m (X)) | 2) ) (ViD*my + 68 (m(Z) | X))
n

i=1

o . o -1
e t; e v, representam a i-ésima linha e a j-ésima coluna de (I — T7,) ", desde que
1 fxz(XeZj) 1

a inversa exista e [TT2]U = Em g

Denotando os valores das janelas que minimizam AMASE por hi,anmase €
honanase € supondo X e Z independentes, pode-se escrever

R(K))o® (b — ax))1'5

hin, =

R(Kqy)o? (b, — a.)\'P

npiy(K1))*022 > '
A estratégia de estimacao utilizada envolve obter estimativas para o2 e 0;;, 1 = 1,2
e substitui-las diretamente em (30). A regra plug-in (PI) que utilizou-se foi a
seguinte: o2 foi estimada através de 6> = LS (v — mb(X;) — ﬁlg(Zz))z onde

honarviase = < (30)

ml(X;) e m4(Z;) sao as solugoes do algoritmo de Backfitting dadas em (21) e 01,

~

e 0,y foram estimadas pela equacao (10) de Opsomer & Ruppert(1998), isto é,
011 = LTV Y YTV 6 Gy = L1V Y Y'VE onde

T n

Vi =8P (I, — 53877 (I, — 83), VP =87 (I, — 8785 ' (I, — 8}),
v = (@

—11/n) VP, v = 1 - 11 /n) VP (31)

/
e Sf) e Sg) representam as matrizes cujas linhas podem ser escritas por (S&Qz) =

!/
2le (R (¢) Vx (2)Rx (1)) Rx(2) Vix(@) e (s5)) = 2lel (R (=)' V()R (2)) ™
Rz(2)'Vz(z). Usou-se a “regra de bolso” (ROT') descrita na pédgina anterior para

!/ /
estimar as matrizes Vx(z) e Vz(2) que aparecem em (S%) e (sfﬁ) .
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5 O Processo de Geracao dos Dados

Os dados utilizados no estudo foram gerados por um modelo de regressao nao
paramétrica aditiva bivariada ajustada por regressao linear local com a correlacao
variando para avaliar a robustez a desvios de independéncia entre os regressores.
Assume-se que {(yt, Ty, zt)’}:;l formam uma seqiiéncia de realizagoes de um vetor
aleatério (Y, X, Z) avaliado em R%e {¢;};_, € uma seqiiéncia de realiza¢oes de uma
v.a. com distribuigdo N(0,1). O modelo utilizado é descrito por

Y = mi(Xy) + mae(Zy) + € (32)

onde my (X;) = —6X, + 36X2 — 53X? + 22X7, my(Z,) = sen(Z,), X, = Sy, Z =
57Wy, com {W;, S;} | sendo gerados por uma fungao densidade conjunta com
a correlagao desejada, com marginais dadas por uma distribuicao N(1/2,1/9).
Utilizou-se trés niveis de correlagao para investigar a robustez: 0 (independéncia),
.25 (correlagao “baixa”), .75 (correlagao “alta’”).

A existéncia de uma solugao do algoritmo de Backfitting é, de maneira geral,
desconhecida, mas no caso em que se utilizam estimadores de minimos quadrados
linear local, Opsomer & Ruppert(1997, 1998) derivaram uma série de condigoes
suficientes que garantem a existéncia de uma tnica solucao no caso bivariado
(veja na pagina 21).

Devido a A2 rejeitaram-se todas as observacoes para o qual um dos regres-
sores ultrapassou +1.50 da média (ou equivalentemente fora do intervalo [0,1]) e
neste caso trocaram-se por novas observagoes que estivessem fora destes limites.
Consideraram-se amostras de tamanho 100, 150 e 200, cada uma replicada 800,
600 e 400 vezes, respectivamente.

A fungao micleo utilizada no estudo foi a Gaussiana. Alguns resultados im-
portantes dentro do contexto sao dados a seguir. Para a fungao nicleo Gaussiana
obtém-se: 1, (K) =0, uy(K) =1 e R(Kq1y) = (2y/7) .

27



6 Resultados

Conduziu-se um estudo de simulacao para avaliar e comparar a performance
dos estimadores-B e MI em amostras finitas para uma regressao aditiva bivariada.
Tal estudo é necessariamente restritivo, pois existem muitas possibilidades para
a escolha da funcao de regressao, da densidade dos regressores, da correlagao
entre eles, da densidade do erro, do tamanho da amostra, do tipo de regressao
polinomial, da funcao niicleo, da janela escolhida, do tipo de fungao critério erro
quadrético utilizado, etc...

Olhando-se a figura 2 de Opsomer & Ruppert(1997, p.191) pode-se notar
que a correlacao 0.75 estd fora dos limites prescritos pela suposicao A2 do arti-
go referido (p.190), no caso em que se usa uma distribuicdo Normal bivariada.
Aparentemente isto nao afeta a convergéncia. Isto suporta a idéia de que a corre-
lacao dentro dos limites pedidos por A2, embora suficiente, nao ¢ uma condigao
necessdria para a convergéncia dos estimadores Backfitting. A fun¢ao ntcleo uti-
lizada também nao atende a condicao Al descrita na pagina 21. Da mesma
forma, aparentemente, isto nao afeta a aplicabilidade dos resultados derivados
por Opsomer & Ruppert(1997).

O interesse primario da dissertagao é comparar a performance dos estimadores-
B e MI em amostras finitas. Para isto, computou-se o erro quadrdtico médio
ASE = L1570 (u(Xy) + ma(Zy) — ma(Xy) — mo (Z;))? nos estudos de simu-
lagao. Em seguida calculou-se a média das replicagoes para estimar-se o M ASFE.
Comparando-se os valores das Tabelas 1 e 2 pode-se notar que os estimadores-B
apresentaram uma performance melhor do que os estimadores-MI.

Tabela 1. Estimativas de M ASE usando Backfitting com as janelas PI e as
verdadeiras AMASE

hpr hayase
n =100 n =150 n =200 n=100 n =150 n =200
p=0 0.606 0.470 0.397 0.327 0.284 0.261
p=0.25 0.600 0.479 0.395 0.323 0.288 0.261
p=0.75 0.596 0.470 0.399 0.321 0.279 0.260

21 A janela hg, pr apresentou problemas de overflow no estudo de simulacdo feito. O processo
de geragao dos dados foi repetido uma vez quando p = 0 e p = 0.75 e duas vezes quando
p = 0.25.
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Tabela 2. Estimativas de M ASE usando Integracao Marginal com as janelas
ROT e as verdadeiras AMASFE

hror harvase
n=100 n=150 n =200 n=100 n=150 n =200
p=0 1.799 0.802 0.645 0.587 0.500 0.367
p=0.25 5.133 1.036 3.173 0.694 0.460 0.385
p=0.75 14.967 5.297 12.028 3.385 2.228 2.525

Analisando as Tabelas 1 e 2 é possivel observar uma série de fatos impor-
tantes. Primeiramente, note que a quebra da suposicao de independéncia entre
os regressores nao afeta a estimacao feita via o algoritmo de Backfitting, seja a
correlagao entre os regressores baixa (p = 0.25) ou alta (p = 0.75). O mesmo nao
acontece quando se utiliza Integracao Marginal. Neste caso, o impacto de ignorar
a dependéncia altera em muito os resultados obtidos.

Note também que as janelas utilizadas neste estudo de Monte Carlo sao es-
colhidas de modo a minimizar M ASE. Desta forma a comparacao entre os
estimadores deve ser feita via o critério M ASE. Cabe, no entanto, comentar
que se for utilizado a mediana das replicacoes para comparar os estimadores os
resultados apresentam diferencas perceptiveis. Os resultados obtidos eram de
certa forma esperados. Opsomer & Ruppert(1997, p.198) comentam que uma
diferenca interessante entre os dois estimadores ocorre quando X e Z sao inde-
pendentes. Nesse caso é natural esperar que o viés assintético de estimadores de
um modelo aditivo para estimar uma das fung¢oes componentes nao dependa do
comportamento da outra funcao. Opsomer & Ruppert(1997) demonstram que o
estimador-B tem essa propriedade, enquanto que o estimador MI nao. A nao ser
que os efeitos de viés das fungoes componentes cancelem-se entre si, isto provavel-
mente resultard em um viés maior do estimador-MI em relacao ao estimador-B.
A comparacao entre as variancias assintéticas é mais direta, devido ao formato
semelhante das expressoes para os dois estimadores. Neste caso, pode-se de-
monstrar que a variancia assintética dos estimadores-B é sempre menor do que a
dos estimadores-MI, a nao ser que X e Z sejam independentes.

A comparacao entre os dois estimadores fica mais clara quando se utilizam
as verdadeiras janelas hipapase € honanase. Em um estudo de simulagao como
este nada ¢ desconhecido em (30), ou seja, ndo existird nenhum “ruido” inerente
ao processo de estimacao quando se comparar os dois estimadores. Nesse caso,
pode-se notar que existem fortes indicios da superioriedade dos estimadores-B.

Na tentativa de clarificar a superioriedade dos estimadores-B calculou-se o
MASE destes estimadores usando as janelas h;,ror, ¢ = 1,2, diretamente. Es-
tas janelas foram construidas em um formato apropriado para a estimagao via
Integracao Marginal. Suspeitava-se que mesmo usando uma regra apropriada
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para estimar via estimadores-MI a performance dos estimadores-B ainda seria
superior, o que realmente ficou evidenciado. Porém, um fato surpreendente acon-
teceu, como se pode reparar olhando a Tabela 3 comparativamente a Tabela 1

Aparentemente, a estimagao da segunda derivada feita em Opsomer & Rup-
pert(1998) em vez de melhorar a performance dos estimadores-B a deteriora em
pequenas amostras. Apesar de inesperado, o resultado é interessante, desde que
pouco se sabe sobre as propriedades em amostras finitas deste estimador.

Tabela 3. Estimativas de M ASFE usando
Backfitting com a janela ROT.
hnROT
n=100 n =150 n =200
p=0 0.440 0.376 0.334
p=0.25 0438 0.365 0.329
p=0.75 0438 0.364 0.329

As figuras 1 e 2 mostram as densidades®® de log (hinarrase) — log(hinpr) €
log(hinamase) —1og(hinror), © = 1,2 para os niveis de correlacao utilizados e as
amostras de tamanho 100, 150 e 200 cada uma replicada 800, 600 e 400 vezes,
respectivamente. Como se pode notar as densidades para os diferentes niveis de
correlagao estao bastante préoximas. Aparentemente o grau de correlagao entre
as covaridveis tem pouco efeito nas janelas estimadas, o que justifica o uso de
independéncia no computo de h,p; € h,ror. O estimador hi,p; apresenta um
pequeno viés (undersmoothing) na estimacao de m; (polindmio de baixo grau)
enquanto o estimador hi,ror apresenta um viés mais acentuado, causando um
oversmoothing na estimagao de m;. Neste caso, os estimadores apresentam uma
variabilidade similar. Os dois estimadores apresentam um grande viés na esti-
magao de my (undersmoothing)*, porém a magnitude do viés dos estimadores
hanpr € maior, além de serem mais varidveis. Os estimadores h,gror apresentam
uma variabilidade similar na estimacao de m; e my?*.

22 Estimadas através da janela de Sheather-Jones(1991).

2Isto provavelmente deve-se ao fato de msy ser uma fungio seno (portanto menos a afeita a
aproximagoes de primeira ordem do que myq).

24 Note, ainda, que a performance de ambos os estimadores melhora quando o tamanho da
amostra aumenta.
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Figura 1: Densidades dos Estimadores PI para os trés niveis de correlacao.
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Figura 2: Densidades dos Estimadores ROT para os trés niveis de correlagao.
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7 Conclusoes

A literatura atual propoe dois métodos para a estimagao de uma regressao
nao paramétrica aditiva: estimadores-B e MI. A comparacao feita via o estu-
do de Monte Carlo sugere que o estimador-B tem uma performance superior ao
estimador-MI. Embora o estudo de simulacao apresentado aqui seja um pouco pe-
queno, isto é confirmado em um estudo mais extensivo, ver Martins-Filho(2001).%

O estimador de Linton & Nielsen é baseado em uma 6tima idéia, porém en-
volve o produto das janelas. No caso bivariado, se as estimativas das duas janelas
forem subsuavizadas ou sobresuavizadas o efeito serd magnificado. Além disso,
como comentado na pagina 16 a estimacao via Integracao Marginal demanda mais
computacionalmente®®, o que é inconveniente para usudrios. De fato, o estimador-
MI apresenta problemas associados a regressoes multivariadas irrestritas o que é
indesejavel.

O objetivo principal da dissertacao era comparar os dois métodos atuais para
a estimacao de uma regressao nao paramétrica aditiva. Os principais pontos
encontrados estao resumidos abaixo.

1. A quebra da suposicao de independéncia entre os regressores nao afeta a
estimagao feita via o algoritmo de Backfitting. O mesmo nao ocorre quando se
utiliza Integracao Marginal.

2. Uma diferenga interessante entre o estimador-B e o estimador-MI acontece
quando os regressores X e Z sao independentes. Neste caso, espera-se que o viés
assintético de estimadores de um modelo aditivo quando se deseja estimar um
dos componentes aditivos nao dependa do comportamento do outro componente.
O estimador-B tem esta propriedade, enquanto que o estimador-MI nao a possui.
Em virtude disto, em geral, o estimador-MI apresentard um viés superior em
relagao ao estimador-B.

25 Além das janelas utilizadas nesta dissertacio, usam-se validacio cruzada e a janela hpps
(Opsomer & Ruppert 1998). Esta ultima é baseada em um método plug-in que aparentemente
apresenta um desempenho superior aos estimadores utilizados aqui.

26 A diferenca nos estudos de simulacdo feitos foi considerdvel. Para amostras de tamanho 100
uma replicagdo usando Integracdo Marginal demorou em média 33,7s. Usando Backfitting com
janela PI durou em média 2,1s e usando a janela ROT 1,2s. O equipamento utilizado foi um
Pentium IIT 500Mhz. Os programas foram feitos em Gauss versao 3.5 e serdo disponibilizados
pelo autor sob pedido.
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3. A variancia assintética dos estimadores-B é sempre menor do que a dos
estimadores-MI, a nao ser que os regressores sejam independentes.

4. O estimador-MI, em geral, necessita computar um nimero maior de o-
peracoes para estimar os componentes aditivos do que o estimador-B, isto é, a
demanda computacional do estimador-MI é superior a do estimador-B.

5. O estimador-MI, no caso bivariado, envolve o produto de 2 janelas. Se
as estimativas das janelas forem subsuavizadas ou sobresuavizadas o efeito serd
magnificado. Isto age de maneira semelhante a maldicao da dimensionalidade.
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