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RESUMO

Este trabalho apresenta a modelagem matemática para um manipulador móvel com-
posto por uma base móvel (o robô móvel Twil) e um manipulador (o manipulador WAM
da Barrett). Os modelos cinemático e dinâmico para a base móvel, manipulador e mani-
pulador móvel são apresentados.

Como o manipulador móvel é um sistema não linear, uma estratégia de controle base-
ada em linearização por realimentação da dinâmica da plataforma seguida por uma trans-
formação não suave para tratar a não holonomicidade do modelo cinemático é proposta.
Então o método debacksteppingé utilizado para obter as entradas do modelo dinâmico.
Um controlador de torque calculado é proposto para o manipulador, Estas técnicas de
controle são utilizadas simultaneamente para controlar o manipulador móvel.

A implementação dos controladores propostos, na forma depluginspara o gerenciador
de controladores é feita no ROS, assim os controladores são executados em tempo real.
A maioria dos controladores existentes no ROS são do tipo SISO baseados em controle
PID e independentes para cada junta, sendo que neste trabalho controladores MIMO não
lineares são implementados.

Palavras-chave: Manipuladores móveis, Controlador não suave, Linearização por
realimentação, Torque calculado, ROS.





ABSTRACT

This work presents a mathematical modelling for a mobile manipulator composed by
a mobile base (the Twil mobile robot) and a manipulator (the Barrett WAM manipulator).
The kinematic and dynamic models for the mobile base, the manipulator and the mobile
manipulator are presented.

As the the mobilie manipulator is a non-linear system, a control strategy based on
feedback linearization of the platform dynamics followed by a non-smooth transform to
handle the non-holonomicity of its kinematic model is proposed. Then, the backstepping
method is used to obtain the inputs for the dynamic model. A computed torque controller
is proposed for the manipulador. These control techniques are used simultaneously to
control the mobile manipulator.

The implementation of the proposed controllers is done in ROS as plugins for the
controller manager so that the controllers run in real-time. Most controllers existing in
ROS are independent joint SISO controllers based on the PID control law while in this
work MIMO non-linear controllers are implemented.

Keywords: Mobile manipulators, Non-smooth controller, Feedback linearization,
Computed torque, ROS.
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1 INTRODUÇÃO

1.1 Manipuladores Móveis

Um manipulador móvel é constituído basicamente por um manipulador montado so-
bre uma base móvel, com as pesquisas acerca deste tipo de sistema concentrando-se prin-
cipalmente sobre controle de movimento envolvendo sua cinemática e dinâmica (MAI-
LAH; PITOWARNO; JAMALUDDIN, 2005). Os manipuladores convencionais, que
possuem uma base fixa, são caracterizados por possuirem um espaço de trabalho limi-
tado. Desta forma, a idéia de acoplar os mesmos a uma plataforma móvel com rodas
propicia um ganho na mobilidade do conjunto e consequentemente um aumento espaço
de trabalho. Devido a sua maior mobilidade e habilidade, os manipuladores móveis
tornaram-se tópicos de pesquisa (YU; CHEN, 2002), onde a integração entre o manipula-
dor e o controle do movimento é o principal objetivo de estudo(FUKUSHIMA; HIROSE;
HAYASHI, 1998; YAMAMOTO; YUN, 1999).

Ainda que a teoria sobre manipuladores móveis já seja objetivo de pesquisa a mais
de uma década, trabalhos recentes mostram que o assunto possui uma ampla gama de
possibilidades de pesquisa, assim como pode-se observar emIDE et al. (2011), onde
um sistema de planejamento de trajetórias em tempo real é formulado como problema
de Programação Quadrática para otimizar as entradas de controle e em HAMNER et al.
(2010), que apresenta um manipulador móvel autônomo desenvolvido para realizar tarefas
em um ambiente de manufatura da linha automotiva empregandocontrole de coordenadas
junto com sitemas de visão e força para solucionar incertezas inerentes ao processo.

Considerar a manipulação e o movimento do manipulador móvelcomo problemas in-
dividuais torna a tarefa de criar o controle do sistema mais fácil (YAMAMOTO; YUN,
1999), porém uma tendência mostrada em trabalhos recentes,é tratar os manipuladores
móveis em uma perspectiva de controlar todo o corpo do robô (Whole Body Control)
como um único manipulador. Em NAGASAKA et al. (2010), propõe-se duas técnicas de
controle: a GID (Generalized Inverse Dynamics) considerada uma forma efetiva de con-
trole, que conforme resultado de simulações propicia aumento na capacidade da interação
física de um robô humanóide, e a IJU (Idealized Joint Unit) que permite uma resposta
mais precisa em relação ao torque. A aplicação destas técnicas tem por objetivo controlar
o manipulador móvel considerando o mesmo como um único manipulador frente às suas
restrições não holonômicas.

Um trabalho que demonstra a complexidade do assunto manipuladores móveis quando
considerando os mesmos como uma única entidade é apresentado em (DIETRICH et al.,
2012) onde é proposto o controle para um robô humanóide com 51graus de liberdade,
com restrições de projeto tais como evitar a colisão do robô com o próprio corpo e com
objetos presentes no ambiente de trabalho.
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1.2 ROS - Robot Operating System

ROS é um sistema baseado em mensagens, sendo composto por bibliotecas escritas
em C++ e Python. A filosofia de criação do ROS é baseada no sistema operacional UNIX
onde uma série de pequenas ferramentas são projetadas para trabalhar em conjunto. A
origem do ROS deve-se a uma parceria entre a Indústria e Universidades (COUSINS,
2010). O ROS pode ser compreendido como um Sistema Distribuído (WONG, 2011),
onde um determinado número de nós se comunica através de mensagens. Cada nó da
rede pode operar em modo cliente/servidor, que permite interação direta entre os nós, ou
ainda publicando/assinando mensagens, modo que é normalmente utilizado para uso com
sensores.

Alguns trabalhos que utilizam o ROS incluem: a verificação daviabilidade de um
algoritmo desenvolvido para planejamento do movimento de um robô móvel com chas-
sis ajustável (BRUNNER; BRÜGGEMANN; SCHULZ, 2012), o desenvolvimento do
controle de um robô móvel capaz de navegar de forma autônoma (ZAMAN; SLANY;
STEINBAUER, 2011), a localização de objetos por robôs autônomos utilizando RFID
(Radio Frequency Identification) (GONG et al., 2012) e a interface de sistemas para teste
de um Veículo Autônomo Subaquático (DEMARCO; WEST; COLLINS, 2011).

1.3 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo servir como referência na modelagem matemática
de manipuladores móveis, principalmente na modelagem da base móvel, além de de-
senvolver um controlador para a base móvel e para o manipulador, com as respectivas
implementações no laço de tempo real do ROS.

1.4 Estrutura da dissertação

Este trabalho está divido em seis capítulos, da seguinte forma: Introdução. Capítulo 2
com o desenvolvimento matemático para obtenção dos modeloscinemáticos e dinâmicos.
Capítulo 3 com a proposta do controlador para o manipulador móvel. Capítulo 4 com
a proposta de implementação dos modelos e do controlador no ROS. Capítulo 5 com os
resultados de simulação dos pacotes desenvolvidos no ROS. Capítulo 6 com as conclusões
e susgestões para trabalhos futuros.
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2 MODELAGEM DO MANIPULADOR MÓVEL

2.1 Introdução

Neste capítulo serão apresentados os modelos cinemático e dinâmico da base móvel e
do manipulador que constituem o manipulador móvel que é objeto de estudo desta disser-
tação (além dos modelos cinemático e dinâmico do manipulador móvel). O desenvolvi-
mento dos modelos cinemático e dinâmico da base móvel estão baseados no robô móvel
TWIL e os modelos do manipulador estão baseados no WAM (WholeArm Manipulator)
da Barrett.

2.2 Modelo Cinemático e Dinâmico da Base Móvel

Diversos trabalhos contemplam a modelagem cinemática e dinâmica de robôs mó-
veis (SICILIANO; KHATIB, 2008; SIDEK; SARKAR, 2008; GARCÍA, 2009; PETROV,
2010; DUŠEK; HONC; ROZSÌVAL, 2011), sendo que esta seção da dissertação vai se-
guir uma formulação semelhante à apresentada em (CAMPION; BASTIN; D’ANDRÉA-
NOVEL, 1993; SICILIANO; KHATIB, 2008), a qual fornece uma descrição geral para
robôs móveis com rodas, apresentando propriedades relativas à sua mobilidade.

Tal formulação supõe que as rodas do robô satisfazem a condição de rolar sem desli-
zar, ou seja, que a velocidade do ponto de contato da roda com osolo é nula. Pode-se fazer
tal suposição uma vez que para o modelo desenvolvido, efeitos dinâmicos rápidos como
os do deslizamento das rodas podem ser desconsiderados frente ao tempo dos efeitos di-
nâmicos do movimento global de toda a estrutura do robô móvel(SICILIANO; KHATIB,
2008).

Assume-se que o plano das rodas permanece na vertical durante a movimentação, com
a rotação se dando em torno de um eixo horizontal cuja orientação pode ser fixa ou variá-
vel com relação a um sistema de coordenadas associado ao corpo do robô,{Xc, Yc,Θc},
descrito em relação ao sistema inercial{X0, Y0,Θ0} como representado na Figura 1, com
θc sendo o ângulo que define a orientação do robô.

A partir da Figura 1 pode-se definir o vetor0ξc que contém as coordenadas da pose
do robô e a matriz0Rc que expressa a orientação do robô em relação ao sistema inercial
{X0, Y0,Θ0}.

0ξc =





xc
yc
θc



 (1)
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0Rc =





cos (θc) − sin (θc) 0
sin (θc) cos (θc) 0

0 0 1



 (2)

A velocidade do robô descrita em relação ao sistema inercialpode ser dada por:

0ξ̇c =





ẋc
ẏc
θ̇c



 (3)

e descrita no sistema{X0, Y0,Θ0} por:

cξ̇c =
cR0

0ξ̇c (4)

ComcR0 dado por:

cR0 =
0R−1

c = 0RT
c =





cos (θc) sin (θc) 0
− sin (θc) cos (θc) 0

0 0 1



 (5)

θc

X0

Y0

X cY c

xc

yc

Figura 1: Pose do robô em relação ao sistema inercial.

2.2.1 Tipos de Rodas

Dois tipos de rodas são considerados neste desenvolvimento: rodas convencionais (as-
sim como um pneu comum) e rodas universais (também conhecidas como rodas suecas,
as quais incluem em sua estrutura roletes ou esferas que permitem a movimentação da
roda em mais de uma direção). A Figura 2 apresenta alguns modelos de rodas univer-
sais disponíveis comercialmente. Destaca-se o fato de que aroda universal apresentada
na Figura 2(a) é um caso particular da roda universal da Figura 2(b), onde o ângulo da
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direção da velocidade nula do ponto de contato da roda com o solo é zero. Este ângulo é
representado pelo parâmetroγ 6= π/2. Em situações ondeγ = π/2 a roda universal passa
a se comportar como uma roda convecional já que vai estar sujeita a uma restrição de não
escorregamento.

(a) Roda universal (γ = 0), fabri-
cante Vex Robotics, modelo 2.75"
double roller, fonte: (VEXROBO-
TICS, 2013).

(b) Roda universal (γ 6= 0), fabricante:
Fingertech Robotics, modelo CG wheel,
fonte: (FINGERTECHROBOTICS, 2013).

Figura 2: Modelos de rodas universais.

Quatro casos particulares de rodas serão considerados, as rodas fixas, as rodas orien-
táveis centradas, as rodas orientáveis não-centradas e as rodas universais. A Figura 3
mostra o sistema de coordenadas definido para cada um dos tipos de rodas mencio-
nado. A Figura 3(a) representa tanto as rodas fixas como as rodas orientáveis centradas,
diferenciando-se as mesmas apenas pelo fato de que para as rodas orientáveis centradas
β é variável, ou seja, o ângulo de orientação do plano da roda pode mudar durante a
movimentação.

Também destaca-se a diferença fundamental entre uma roda orientável centrada e uma
não-centrada, que reside no fato de que a roda orientável centrada precisa de algum ele-
mento (um atuador elétrico por exemplo) que modifique seu ângulo β, enquanto que as
rodas orientáveis não-centradas, podem se posicionar naturalmente na direção do movi-
mento. Para cada roda foi associado um sistema{Xw, Yw,Θw}, com o eixoXw apontando
na direção do movimento da roda. A Figura 4 mostra uma roda orientável não-centrada
disponível comercialmente.

2.2.2 Modelagem das Rodas Fixas e Orientáveis Centradas

A velocidade do sistema de coordenadas{Xw, Yw,Θw} com relação ao sistema iner-
cial {X0, Y0,Θ0} descrita no sistema{Xc, Yc,Θc} é dada por LAGES (1998):

cξ̇w = cξ̇c +
cΘ̂c

cξ̇Tc
cΘ̂c ×

cPw (6)

onde× representa a operação de produto vetorial, e:

cPw =





l cosα
l sinα
Ψ



 (7)
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chassi

α

β

ϕ

Ψ

Xc

Yc

Xw

Yw

l

(a) Roda fixa e orientável centrada.

chassi

α

β

ϕ

Ψ

Xc

Yc

X
w

Y
w

l

d

d

(b) Roda orientável não-centrada.

α

β

γ Ψ

Xc

Yc

XwYw

l

(c) Roda universal.

Figura 3: Sistemas de coordenadas das rodas.
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Figura 4: Roda orientável não-centrada (BEARINGBOYS, 2013).

é a posição da origem do sistema{Xw, Yw,Θw} em relação a{Xc, Yc,Θc} e cΘ̂c é o
versor da coordenadaΘ representado no sistema{Xc, Yc,Θc}. Pode-se reescrever (6) no
sistema{Xw, Yw,Θw} associada ao centro da roda:

w ξ̇w = wRc
cξ̇c +

wRc
cΘ̂c

cξ̇Tc
cΘ̂c ×

cPw (8)

ondewRc é a matriz de rotação entre{Xw, Yw,Θw} e{Xc, Yc,Θc} dada por

wRc =





cosΨ sinΨ 0
− sinΨ cosΨ 0

0 0 1



 (9)

Ainda, pode-se reescrever (8) na forma:

w ξ̇w = wRc
cξ̇c +

cΘ̂c
cξ̇Tc

cΘ̂c ×
wRc

cPw (10)

Uma vez queΨ = α + β − π/2 (vide Figura 3(a))wRc pode ser reescrito como:

wRc =





sin (α + β) − cos (α+ β) 0
cos (α + β) sin (α + β) 0

0 0 1



 (11)

e utilizando-se (4) e substituindowRc e cPw, pode-se reescrever (10) na forma:

w ξ̇w =





sin (α+ β) − cos (α+ β) 0
cos (α + β) sin (α + β) 0

0 0 1





cR0
0ξ̇c +

cΘ̂c
cR0

0ξ̇c
cΘ̂c ×





l sin β
l cos β
Ψ



 (12)

O segundo termo de (12) pode ser escrito como:

cΘ̂c
cR0

0ξ̇c
cΘ̂c ×





l sin β
l cos β
Ψ



 =





0 0 0
0 0 0
0 0 1





cR0
0ξ̇c ×





l sin β
l cos β
Ψ



 =





0
0

θ̇c



×





l sin β
l cos β
Ψ





=





0 0 −l cos β
0 0 l sin β
0 0 0





cR0
0ξ̇c (13)

assim tem-se que

w ξ̇w =





sin (α+ β) − cos (α+ β) −l cos β
cos (α + β) sin (α + β) l sin β

0 0 1





cR0
0ξ̇c (14)
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Comow ξ̇w =
[

rϕ̇ 0 θ̇c
]T

, pode-se obter:





sin (α + β) − cos (α+ β) −l cos β
cos (α + β) sin (α + β) l sin β

0 0 1





cR0
0ξ̇c +





−rϕ̇
0

−θ̇c



 = 0 (15)

que representa as restrições do robô devido à utilização de rodas fixas ou orientáveis
centradas. Pode-se ainda desmembrar (15) em:

[

− sin (α + β) cos (α + β) l cos β
]

cR0
0ξ̇c + rϕ̇ = 0 (16)

[

cos (α + β) sin (α + β) l sin β
]

cR0
0ξ̇c = 0 (17)

que representam as restrições de movimento ao longo do planoda roda e ortogonal ao
plano da roda respectivamente.

2.2.3 Modelagem das Rodas Orientáveis Não-Centradas

As rodas orientáveis não centradas (vide Figura 3(b)) caracterizam-se pelo eixo verti-
cal de rotação do seu plano não passando pelo seu centro. Assim tem-se que a posição da
origem do sistema{Xw, Yw,Θw} em relação a{Xc, Yc,Θc} é dada por:

cPw =





l cosα+ d cosΨ
l sinα+ d sinΨ

Ψ



 =





l cosα + d sin (α + β)
l sinα− d cos (α + β)

Ψ



 (18)

e que a velocidade do sistema{Xw, Yw,Θw} em relação ao sistema inercial descrita no
sistema de coordenadas{Xc, Yc,Θc} pode ser dada por:

cξ̇w = cξ̇c +
cΘ̂c

cξ̇Tc
cΘ̂c ×

cPw + β̇cΘ̂c + β̇cΘ̂c ×
cPdw (19)

onde:

cPdw =





d cosΨ
d sinΨ

Ψ



 =





d sin (α+ β)
d cos (α + β)

Ψ



 (20)

é o deslocamento da origem do sistema{Xw, Yw,Θw} em relação ao centro de giro da
roda representado no sistema{Xc, Yc,Θc}.

Escrevendo (19) no sistema{Xw, Yw,Θw} tem-se:

w ξ̇w = wRc
cξ̇c +

wRc
cΘ̂c

cξ̇Tc
cΘ̂c ×

cPw + β̇cΘ̂c ×
cPdw + wRc

cΘ̂c ×
cPdwβ̇ (21)

ou

w ξ̇w = wRc
cξ̇c +

cΘ̂c
cξ̇Tc

cΘ̂c ×
wRc

cPw + β̇cΘ̂c ×
cPdw + cΘ̂c ×

wRc
cPdwβ̇ (22)

E, utilizando-se (4) e substituindocPw, wRc e cPdw, (22) pode ser reescrita como:
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wξ̇w =





sin (α+ β) − cos (α + β) 0
cos (α + β) sin (α + β) 0

0 0 1





cR0
0ξ̇c +

cΘ̂c
cR0

0ξ̇c
cΘ̂c ×





l sin β + d
l cos β
Ψ





+ β̇cΘ̂c +
cΘ̂c ×





d
0
Ψ



 β̇ (23)

Os três últimos termos de (23) podem ser escritos na forma:





0 0 0
0 0 0
0 0 1





cR0
0ξ̇c ×





l sin β + d
l cos β
Ψ



+





0
0

β̇



+





0

dβ̇
0



 =





0
0

θ̇c



×





l sin β + d
l cos β
Ψ



+





0

dβ̇

β̇



 =





0 0 −l cos β
0 0 l sin β + d
0 0 0





cR0
0ξ̇c +





0

dβ̇

β̇



 (24)

tem-se que

w ξ̇w =





sin (α + β) − cos (α + β) −l cos β
cos (α+ β) sin (α + β) l sin β + d

0 0 1





cR0
0ξ̇c +





0

dβ̇

β̇



 (25)

e comow ξ̇w =
[

rϕ̇ 0 θ̇c + β̇
]T

pode-se escrever:





sin (α + β) − cos (α + β) −l cos β
cos (α+ β) sin (α + β) l sin β + d

0 0 1





cR0
0ξ̇c +





0

dβ̇

β̇



+





−rϕ̇
0

−θ̇c − β̇



 = 0 (26)

que representa as restrições do robô devido à utilização de rodas orientáveis não centradas.
Esta expresão pode ser desmembrada em:

[

− sin (α + β) cos (α + β) l cos β
]

cR0
0ξ̇c + rϕ̇ = 0 (27)

[

cos (α + β) sin (α+ β) l sin β + d
]

cR0
0ξ̇c + dβ̇ = 0 (28)

que representam respectivamente as restrições de movimento ao longo do plano da roda e
ortogonal ao plano da roda respectivamente.

2.2.4 Modelagem das Rodas Universais

Para este tipo de roda é importante observar que o componenteXw não está mais
alinhado com a direção do plano da roda (vide Figura 3(c)) e sim com a direção do com-
ponente nulo de velocidade do ponto de contato da roda com o solo. A velocidade do
sistema de coordenadas{Xw, Yw,Θw} com relação ao sistema inercial descrita no sis-
tema{Xc, Yc,Θc} é dada por (6), e que representada no sistema{Xw, Yw,Θw} pode ser
escrita como:

w ξ̇w = wRc
cξ̇c +

cΘ̂c
cξ̇Tc

cΘ̂c ×
wRc

cPw (29)
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comcPw dado por (7).

A matriz de rotaçãowRc entre os sistemas{Xw, Yw,Θw} e{Xc, Yc,Θc} é dada por:

wRc =





sin (α + β + γ) − cos (α+ β) 0
cos (α + β + γ) sin (α + β) 0

0 0 1



 (30)

observando-se que agoraΨ = α+ β + γ − π/2 e consequentemente pode-se escrever:

wξ̇w =





sin (α + β + γ) − cos (α + β) 0
cos (α + β + γ) sin (α+ β) 0

0 0 1





cR0
0ξ̇c +

cΘ̂c
cR0

0ξ̇c
cΘ̂c ×





l sin (β + γ)
l cos (β + γ)

Ψ





(31)
O segundo termo de (31) pode ser escrito na forma





0 0 0
0 0 0
0 0 1





cR0
0ξ̇c ×





l sin (β + γ)
l cos (β + γ)

Ψ



 =





0
0

θ̇c



×





l sin (β + γ)
l cos (β + γ)

Ψ



 =





0 0 −l cos (β + γ)
0 0 l sin (β + γ)
0 0 0





cR0
0ξ̇c (32)

e assim:

w ξ̇w =





sin (α + β + γ) − cos (α+ β + γ) −l cos (β + γ)
cos (α + β + γ) sin (α + β + γ) l sin (β + γ)

0 0 1





cR0
0ξ̇c (33)

A velocidade do robô descrita no sistema{Xw, Yw,Θw} é dada por:

w ξ̇w =





rϕ̇ cos γ
w ξ̇wy

θ̇c



 (34)

e a restrição do movimento da roda pode ser descrita por:

[

− sin (α + β + γ) cos (α + β + γ) l cos (β + γ)
]

cR0
0ξ̇c + rϕ̇ cos γ = 0 (35)

Deve-se observar que neste caso a componente normal de velocidadew ξ̇wy é desco-
nhecida uma vez que a velocidade do ponto de contato nesta direção não é nula.

2.2.5 Rodas Esféricas

Além dos quatro tipos de rodas apresentadas, existem tambémas rodas esféricas. Uma
vez que este tipo de roda não possui um único eixo de rotação, aroda não impõe restri-
ções de movimento ao robô, ou seja, a roda pode movimentar-seem qualquer direção. As
expressões que modelam o movimento de uma roda esférica, podem ser obtidas conside-
rando os ângulos indicados na Figura 5, observando que o ângulo de rotação da roda em
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relação ao eixo de giro não é restrito a uma única direção podendo assim a roda deslocar-
se tanto na direçãox como na direçãoy. Assim, seguindo-se o mesmo desenvolvimento
para obter (16) e (17) pode-se escrever para as rodas esféricas:

w ξ̇w =





sin (α+ β) − cos (α+ β) −l cos β
cos (α + β) sin (α + β) l sin β

0 0 1





cR0
0ξ̇c

observando-se agora que

wξ̇w =





w ξ̇wx

w ξ̇wy

θ̇c





ou seja, a roda apresenta componentes de velocidade não nulas, tanto na direção paralela
(componentewξ̇wx) como na direção ortogonal (componentewξ̇wy) com relação ao seu
ponto de contato com o solo, que não podem ser determinadas. Desta forma, pode-se
concluir que as rodas esféricas não geram restrições de movimento e portanto a adição das
mesmas no robô não alteram suas características de movimentação. A Figura 6 mostra
uma roda esférica disponível comercialmente.

chassi

α

β

ϕxϕy

Ψ

Xc

Yc

Xw

Yw

l

Figura 5: Roda esférica oucaster ball.

Figura 6: Modelo de roda esférica (BUYHAFELE, 2013).

2.2.6 Modelo Cinemático de Pose

Considerando-se um robô com um número qualquer de rodasN , sendoNf rodas fixas,
Nc rodas orientáveis centradas,No rodas orientáveis não-centradas eNu rodas univer-
sais, pode-se reescrever as restrições (16, 17),(27, 28) e (35) na seguinte forma matricial
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para representar as restrições à mobilidade do robô (CAMPION; BASTIN; D’ANDRÉA-
NOVEL, 1993):

J1 (βc, βo)
cR0

0ξ̇c + J2ϕ̇ = 0 (36)

C1 (βc, βo)
cR0

0ξ̇c + C2β̇o = 0 (37)

com:

J1 (βc, βo) =









J1f
J1c (βc)
J1o (βo)
J1u









(38)

C1 (βc, βo) =





C1f

C1c (βc)
C1o (βo)



 (39)

C2 =





0
0
C2o



 (40)

Os elementosJ1f , J1c, J1o eJu possuem dimensõesNf × 3,Nc × 3,No × 3 eNu × 3
respectivamente, assim comoC1f , C1c eC1o possuem dimensõesNf × 3,Nc× 3,No× 3.
Ainda,J2 é uma matriz diagonal com o raio das rodas (para rodas universais os raios são
multiplicados porcos γ) eC2o é uma matriz diagonal com as distânciasd dasNo rodas
não-centradas.

Se forem consideradas apenas as restrições referentes às rodas fixas e rodas orientáveis
centradas, a partir de (37) pode-se escrever

C∗
1 (βc)

cR0
0ξ̇c = 0 (41)

com

C∗
1 (βc) =

[

C1f

C1c (βc)

]

(42)

e verifica-se de (41) quecR0
0ξ̇c pertence ao espaço nulo deC∗

1 (βc), bem como as limita-
ções à mobilidade do robô estão relacionadas comρ (C∗

1 (βc)) = rank deC∗
1 (βc).

Para seguir com o desenvolvimento do modelo cinemático de pose da base móvel,
utiliza-se as seguintes definições (CAMPION; BASTIN; D’ANDRÉA-NOVEL, 1993):

Definição 1 - Grau de Mobilidade de um robô móvel:é definido como

δm = dimN (C∗
1 (βc)) (43)

Definição 2 - Grau de Dirigibilidade de um robô móvel:é definido como o número
de rodas orientáveis centradas (Nc) que podem ser orientadas de maneira independente
para dirigir o robô.

δs = ρ (C1c (βc)) (44)
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É evidente o fato de queρ (C∗
1 (βc)) ≤ 3, sendo assim, no caso em queρ (C∗

1 (βc)) = 3
o robô não pode se movimentar pois obrigatoriamentecR0

0ξ̇c = 0 e portanto deve-se ter
ρ (C∗

1 (βc)) ≤ 2.
No caso em queρ (C1f ) = 2 têm-se que o robô móvel possui no mínimo duas rodas

fixas com planos não paralelos. A existência de mais que duas rodas fixas implica que
seus eixos concorram para o mesmo centro de rotação instantâneo, e uma vez que este
centro de rotação é fixo devido ao não paralelismo do plano dasrodas, verifica-se que o
único movimento possível do robô é a rotação em torno do centro de rotação instantâneo.

Elimina-se tal limitação impondo a condiçãoρ (C1f) ≤ 1 significando que nos casos
em que o robô móvel possuir mais de uma roda convencional fixa,as mesmas devem estar
posicionadas em um mesmo eixo.

Ainda,ρ (C∗
1 (βc)) ≤ ρ (C1f) + ρ (C1c (βc)), sendo que nos casos ondeρ (C∗

1 (βc)) <
ρ (C1f) + ρ (C1c (βc)) têm-se que as rodas orientáveis centradas estão posicionadas sobre
o mesmo eixo das rodas fixas, fato este que impede as rodas orientáveis centradas de atuar
na alocação do centro de rotação instantâneo, e assim para evitar esta situação assume-se
queρ (C∗

1 (βc)) = ρ (C1f) + ρ (C1c (βc)).
Também, para os casos onde o robô possua um número de rodas orientáveis centradas

superior aδs, o movimento dasNc − δs rodas deve ser coordenado com as demais de
maneira a garantir a existência do centro de rotação instantâneo.

A partir destas condições e das definições de (43) e (44) pode-se escrever as seguintes
restrições relativas à configuração das rodas do robô móvel:

1 ≤ δm ≤ 3 (45)

com o limite inferior indicando que somente os casos onde é possível o movimento do
robô são considerados.

0 ≤ δs ≤ 2 (46)

Considerando-se (46) o robô pode possuir no máximo duas rodas orientáveis centradas
independentes.

2 ≤ δm + δs ≤ 3 (47)

Ainda, em (47) verifica-se que o limite superior indica a condiçãoρ (C∗
1 (βc)) ≤ 2, e

assimδs = 2, consequentementeδm = 1. As configurações que permitem apenas rotação
em torno de um centro instantâneo fixo (δm + δs = 1) não serão consideradas.

Conforme as expressões (45), (46) e (47) a Tabela 1 indica o conjunto dos termosδm
e δs que satisfazem as restrições de configuração das rodas do robô móvel:

Tabela 1: Classificação de robôs móveis em função dos graus demobilidade(δm) e diri-
gibilidade(δs).

Parâmetro Valor
δm 3 2 2 1 1
δs 0 0 1 1 2
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Dos valores da Tabela 1, podem-se definir cinco classes de robôs móveis cada uma
denominada robô móvel classe(δm,δs):

Classe (3,0) -Nesta classe os robôs móveis não possuem rodas fixas ou rodas orientá-
veis centradas (ρ (C∗

1 (βc)) = 0), assim, podem mover-se instantaneamente com qualquer
orientação e em qualquer direção. Este tipo de robô é conhecido como robô omnidirecio-
nal. A Figura 7 mostra um exemplo deste tipo de robô disponível comercialmente.

Figura 7: Robô omnidirecional, fabricante: Nexus Robot, modelo RB-Nex-07,
fonte: (ROBOTSHOP, 2013a).

Classe (2,0) -A característica desta classe de robôs é a presença de uma ou mais rodas
fixas, sendo que a existência de mais de uma roda fixa implica que as mesmas estejam
posicionadas em um eixo comum, lembrando queρ (C∗

1 (βc)) = ρ (C1f) + ρ (C1c (βc)) e
comoρ (C1c (βc)) = δs = 0 tem-se obrigatoriamente queρ (C1f ) = 1. É comum que os
robôs desta classe operem em modo diferencial e exemplos típicos de estrutura similares a
esta classe de robôs são a cadeira de rodas e osSegwaysR©. A Figura 8 mostra um exemplo
deste tipo de robô disponível comercialmente. Ainda, este será o tipo de robô utilizado
como base móvel nesta dissertação.

Figura 8: Robô diferencial, fabricante: sgbotic, modelo RB-Das-09, fonte: (RO-
BOTSHOP, 2013b).

Classe (2,1) -Nesta classe os robôs possuem pelo menos uma roda orientávelcentrada
não possuindo rodas fixas, uma vez queρ (C1f) = 0. A existência de mais de uma roda
orientável centrada implica que o movimento das mesmas se dêde forma coordenada para
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garantirρ (C1c (βc)) = δs = 1.

Classe (1,1) -Nesta classe de robôs tem-seρ (C1f) = 1, e sendo assim, deve-se ter
uma roda fixa, ou várias sobre um mesmo eixo comum e uma ou mais rodas orientáveis
centradas com o eixo não coincidente com o das rodas fixas. Na existência de várias
rodas orientáveis centradas, deve-se garantir que seu movimento seja coordenado para
queρ (C1c (βc)) = δs = 1. Um exemplo típico desta classe são os robôs que possuem
uma estrutura com direção do tipo Ackerman (tipo carro). Umaestrutura de direção deste
tipo está representada na Figura 9.

Figura 9: Sistema de direção tipo Ackerman, adaptado de: (RCCRAWLER, 2013).

Classe (1,2) -Nesta classe os robôs não possuem rodas fixas, uma vez queρ (C1f ) =
0, possuindo duas ou mais rodas orientáveis centradas, sendoque neste caso, deve-se ga-
rantir que seu movimento seja coordenado para queρ (C1c (βc)) = δs = 2.

Considerando (41) tem-se quecR0
0ξ̇c pertence ao espaço nulo deC∗

1 (βc) e como
cR−1

0 = cRT
0 = 0Rc pode-se escrever:

0ξ̇c =
0RcΣ (βc) η (48)

com as colunas deΣ (βc) formando uma base do espaço nulo deC∗
1 (βc).

Ainda, verifica-se facilmente que as dimensões deΣ (βc) e η serão sempre3 × δm e
δm × 1 e definindo-seζ = β̇c, (48) pode ser aumentada:

{

0ξ̇c =
0RcΣ (βc) η

β̇c = ζ
(49)

representando o modelo no espaço de estados do sistema, ondeas variáveis de estado são
as coordenadas de pose (0ξc) e as coordenadas angulares (βc) e as entradas do sistema são
η e ζ . Nos casos em que o robô móvel não possuir rodas orientáveis centradas (Nc =
0) (48) não precisa ser aumentada uma vez queΣ não depende deβc.

O modelo cinemático de pose genérico para as cinco classes derobô apresentadas
pode ser escrito na forma:

ẋ = B (x) u (50)

onde,
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x =











0ξc , Nc = 0
[

0ξc

βc

]

, Nc ≥ 0

B (x) =











0RcΣ , Nc = 0
[

0RcΣ (βc) 0

0 I

]

, Nc ≥ 0

u =











η ,Nc = 0
[

η

ζ

]

, Nc ≥ 0

sendo este modelo de pose no espaço de estados o mais simples,capaz de fornecer uma
descrição global do robô do ponto de vista do usuário.

2.2.7 Modelo Cinemático de Configuração

O modelo cinemático de configuração permite uma descrição docomportamento ci-
nemático de todo o robô incluindo todas as variáveis de configuração. Uma vez que
o modelo cinemático de pose foi obtido utilizando-se apenasum subconjunto de (36)
e (37), que correspondem às restrições (41) impostas pelas rodas fixas e rodas orientáveis
centradas, os ângulosβo eϕ não foram considerados.

Assim, o modelo cinemático de configuração utiliza as demaisrestrições para obter
expressões que incluam estas variáveis. A partir de (36) e (37) pode-se escrever:

β̇o = −C−1
2o C1o (βo)

cR0ξ̇ (51)

ϕ̇ = −J−1
2 J1 (βc, βo)

cR0ξ̇ (52)

Definindo-se:

D (βo) = −C−1
2o C1o (βo) (53)

E (βc, βo) = −J−1
2 J1 (βc, βo) (54)

e substituindo0ξ̇c de (48), pode-se escrever:

β̇o = D (βo)Σ (βc) η (55)

ϕ̇ = E (βc, βo)Σ (βc) η (56)

Dado o vetor de coordenadas de configuração:

q =









ξ
βc
βo
ϕ









(57)

é possível reescrever (49), (55) e (56) como:
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q̇ = S (q)u (58)

que é o modelo cinemático de configuração. Onde:

S (q) =









0RcΣ (βc) 0
0 I

D (βo)Σ (βc) 0
E (βc, βo)Σ (βc) 0









(59)

u =

[

η
ζ

]

(60)

2.2.8 Modelo Dinâmico de Configuração

O modelo dinâmico de configuração permite descrever a dinâmica do robô incluindo
os torques gerados por atuadores, além de permitir uma análise da configuração destes
atuadores.

Os modelos cinemáticos apresentados previamente descrevem o comportamento do
robô em função das velocidades das rodas. Porém fisicamente,as variáveis de entrada de
um robô móvel são os torques produzidos pelos motores, que por sua vez são considerados
nos modelos dinâmicos.

Este modelo será desenvolvido utilizando-se o formalismo de Lagrange, a partir do
qual pode-se escrever que a dinâmica de um robô móvel com rodas é dada (LAGES,
1998; SICILIANO; KHATIB, 2008) por:

(

d

dt

(

∂L

∂ξ̇

)

−
∂L

∂ξ

)T

= 0RcJ
T
1 (βc, βo) λ1 +

0RcC
T
1 (βc, βo)µ1 (61)

(

d

dt

(

∂L

∂β̇o

)

−
∂L

∂βo

)T

= CT
2 µ1 + τo (62)

(

d

dt

(

∂L

∂ϕ̇

)

−
∂L

∂ϕ

)T

= JT
2 λ1 + τϕ (63)

ondeτϕ e τo representam respectivamente os torques aplicados para rotação das rodas e
orientação das rodas não-centradas. Ainda,L é a função de Lagrange dada por:

L = T − P (64)

ondeT é a energia cinética eP é a energia potencial. Uma vez que considera-se que o
robô móvel vai se deslocar somente em uma superfície plana noplano horizontal, não
há variação de energia potencial e assim pode-se considerarL = T nas expressões re-
lacionadas ao robô móvel. Ainda,λ1, µ1, são os coeficientes de Lagrange associados
respectivamente às restrições representadas por (36) e (37).

Agora, pré multiplicando-se a expressões (61), (62), e (63)pelos termoscR0,DT (βo)
eET (βc, βo) e realizando a soma das expressões resultantes, obtém-se:
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cR0

(

d

dt

(

∂T

∂ξ̇

)

−
∂T

∂ξ

)T

+DT (βo)

(

d

dt

(

∂T

∂β̇o

)

−
∂T

∂βo

)T

+

ET (βc, βo)

(

d

dt

(

∂T

∂ϕ̇

)

−
∂T

∂ϕ

)T

= (J1 (βc, βo) + J2E (βc, βo))
T λ1 +

(C1 (βc, βo) + C2D (βo))
T µ1 +DT (βo) τo + ET (βc, βoc) τϕ

(65)

Utilizando (53) e (54) e das definições deDT (βo) e deET (βc, βo) pode-se escrever:

J1 (βc, βo) + J2E (βc, βo) = 0 (66)

C1 (βc, βo) + C2D (βo) = 0 (67)

e assim, os coeficientes de Lagrange (λ1 eµ1) são multiplicados por0, sendo eliminados
de (65) que resulta em:

cR0

(

d

dt

(

∂T

∂ξ̇

)

−
∂T

∂ξ

)T

+ DT (βo)

(

d

dt

(

∂T

∂β̇o

)

−
∂T

∂βo

)T

+

ET (βc, βo)

(

d

dt

(

∂T

∂ϕ̇

)

−
∂T

∂ϕ

)T

= DT (βo) τo + ET (βc, βo) τϕ (68)

A energia cinéticaT de um robô móvel é dada por (vide apêndice B):

T =
1

2
0ξ̇Tc

cRT
0

[

M (βo)
cR0

0ξ̇c + 2V (βo) β̇o

]

+
1

2
β̇o

T
Iββ̇o +

1

2
ϕ̇T Iϕϕ̇ (69)

ondeM (βo), V (βo), Iβ, e Iϕ são funções dos parâmetros de massa e inércia dos vários
corpos rígidos que constituem o robô.

Substituindo-se (69) em (68), eliminando as velocidades e aceleraçõeṡξ, β̇o, ϕ̇, β̇c,
ξ̈, β̈o, ϕ̈, β̈c através da utilização de (49), (55), e (56) bem como de suas derivadas (vide
apêndices C e D) e substituindo os resultados das derivadas da energia cinética (vide
apêndice C) em cada um dos três termos do lado esquerdo de (68)pode-se escrever:

cR0

(

d

dt

(

∂T

∂ξ̇

)

−
∂T

∂ξ

)T

= M (βo)
cR0

0ξ̈c +M (βo)Q
cR0θ̇c

0ξ̇c

+
d

dt
(M (βo))

cR0
0ξ̇c +QT θ̇cM (βo)

cR0
0ξ̇c

+ V (βo) β̈o +
d

dt
V (βo) β̇o +QT θ̇cV (βo) β̇o

− cR0K
T
v (ξ)M (βo)

cR0
0ξ̇c −

cR0K
T
v (ξ)V (βo) β̇o

DT (βo)

(

d

dt

(

∂T

∂β̇o

)

−
∂T

∂βo

)T

= 0ξ̈Tc
cRT

0 V (βo) +
0ξ̇Tc

d

dt

(

cR0
T
)

V (βo)

+ β̈o
T
Iβ −

1

2
0ξ̇Tc

cRT
0Gβ (fM)− 0ξ̇Tc

cRT
0Gβ (fV )

+ 0ξ̇Tc
cRT

0

d

dt
(V (βo))
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ET (βc, βo)

(

d

dt

(

∂T

∂ϕ̇

)

−
∂T

∂ϕ

)T

= ϕ̈T Iϕ

e realizando a substituição destes resultados em (68) pode-se escrever:

M (βo)
cR0

0ξ̈c +M (βo)Q
cR0θ̇c

0ξ̇c +
d

dt
(M (βo))

cR0
0ξ̇c +

QT θ̇cM (βo)
cR0

0ξ̇c +DT (βo)
d

dt

(

V T (βo)
)

cR0
0ξ̇c + V (βo) β̈o +

QT θ̇cV (βo) β̇o −
cR0K

T
v (ξ)M (βo)

cR0
0ξ̇c −

cR0K
T
v (ξ)V (βo) β̇o +

DT (βo) V
T (βo)

cR0
0ξ̈c +DT (βo)V

T (βo)Q
cR0θ̇c

0ξ̇c +

DT (βo) Iββ̈o −
1

2
DT (βo)G

T
β (fM) cR0

0ξ̇c −DT (βo)G
T
β (fV )

cR0
0ξ̇c

+
d

dt
V (βo) β̇o + ET (βc, βo) Iϕϕ̈ = DT (βo) τo + ET (βc, βo) τϕ (70)

De (48) e (55) tem-se que:

0ξ̇c =
0RcΣ (βc) η = cRT

0 Σ (βc) η

β̇o = D (βo)Σ (βc) η

E substituindo-se0ξ̇c e β̇o em (70):

M (βo)
cR0

0ξ̈c +M (βo)Q
cR0θ̇c

cRT
0 Σ (βc) η +

d

dt
(M (βo))

cR0
cRT

0Σ (βc) η +

QT θ̇cM (βo)
cR0

cRT
0Σ (βc) η + V (βo) β̈o +

d

dt
V (βo)D (βo) Σ (βc) η +

QT θ̇cV (βo)D (βo) Σ (βc) η −
cR0K

T
v (ξ)M (βo)

cR0
cRT

0Σ (βc) η −
cR0K

T
v (ξ)V (βo)D (βo)Σ (βc) η +DT (βo) V

T (βo)
cR0

0ξ̈c +

DT (βo)V
T (βo)Q

cR0θ̇c
cRT

0Σ (βc) η +DT (βo)
d

dt

(

V T (βo)
)

cR0
cRT

0Σ (βc) η +

DT (βo) Iβ β̈o −
1

2
DT (βo)G

T
β (fM) cR0

cRT
0Σ (βc) η + ET (βc, βo) Iϕϕ̈−

DT (βo)G
T
β (fV )

cR0
cRT

0Σ (βc) η = DT (βo) τo + ET (βc, βo) τϕ (71)

Observando-se quecR0
cRT

0 resulta em uma matriz identidade3 × 3 pode reescre-
ver (71) como:
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M (βo)
cR0

0ξ̈c +M (βo)Qθ̇cΣ (βc) η +
d

dt
(M (βo))Σ (βc) η +

QT θ̇cM (βo)Σ (βc) η + V (βo) β̈o +
d

dt
V (βo)D (βo) Σ (βc) η +

QT θ̇cV (βo)D (βo)Σ (βc) η −
cR0K

T
v (ξ)M (βo)Σ (βc) η −

cR0K
T
v (ξ)V (βo)D (βo) Σ (βc) η +DT (βo) V

T (βo)
cR0

0ξ̈c +

DT (βo) V
T (βo)Qθ̇cΣ (βc) η +DT (βo)

d

dt

(

V T (βo)
)

Σ (βc) η +

DT (βo) Iββ̈o −
1

2
DT (βo)G

T
β (fM) Σ (βc) η −DT (βo)G

T
β (fV ) Σ (βc) η +

ET (βc, βo) Iϕϕ̈ = DT (βo) τo + ET (βc, βo) τϕ (72)

Substituindo-se os resultados da derivadas de segunda ordem das variáveis0ξc, βo e

ϕ (vide apêndice D) em (72) e definindo-seM1

(

βo, β̇o

)

= d
dt
(M (βo)) eV1

(

βo, β̇o

)

=
d
dt
(V (βo)) tem-se:

M (βo)Q
T θ̇cΣ (βc) η +M (βo) fs (βc, ζ) η +M (βo) Σ (βc) η̇ +

M (βo)Qθ̇cΣ (βc) η +M1

(

βo, β̇o

)

Σ (βc) η +QT θ̇cM (βo)Σ (βc) η +

V (βo) fd (βc, ζ)Σ (βc) η + V (βo)D (βo) fs (βc, ζ) η +

V1

(

βo, β̇o

)

D (βo)Σ (βc) η +
cR0K

T
v (ξ)V (βo)D (βo) Σ (βc) η +

QT θ̇cV (βo)D (βo) Σ (βc) η −
cR0K

T
v (ξ)M (βo) Σ (βc) η −

DT (βo)V
T (βo)Q

T θ̇cΣ (βc) η +DT (βo)V
T (βo) fs (βc, ζ) η +

DT (βo)V
T (βo)Qθ̇cΣ (βc) η +DT (βo)V

T
1

(

βo, β̇o

)

Σ (βc) η +

DT (βo) Iβfd (βc, ζ)Σ (βc) η +DT (βo) IβD (βo) fs (βc, ζ) η +

DT (βo)V
T (βo)Σ (βc) η̇ +DT (βo) IβD (βo) Σ (βc) η̇ −

1

2
DT (βo)G

T
β (fM)Σ (βc) η −DT (βo)G

T
β (fV )Σ (βc) η +

ET (βc, βo) Iϕfe

(

βc, ζ, βo, β̇o

)

Σ (βc) η + V (βo)D (βo)Σ (βc) η̇ +

ET (βc, βo) IϕE (βc, βo) fs (βc, ζ) η +

ET (βc, βo) IϕE (βc, βo)Σ (βc) η̇ = DT (βo) τo + ET (βc, βo) τϕ (73)

Multiplicando-se agora os dois lados de (73) pelo termoΣT (βc) e definindo-se:
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f1 (βc, βo, η, ζ) = ΣT (βc)M (βo)Q
T θ̇cΣ (βc) η + ΣT (βc)M (βo) fs (βc, ζ) η +

ΣT (βc)M (βo)Qθ̇cΣ (βc) η + ΣT (βc)M1

(

βo, β̇o

)

Σ (βc) η +

ΣT (βc)V (βo) fd (βc, ζ)Σ (βc) η + ΣT (βc) V (βo)D (βo) fs (βc, ζ) η +

ΣT (βc)V1

(

βo, β̇o

)

D (βo)Σ (βc) η + ΣT (βc)
cR0K

T
v (ξ)V (βo)D (βo) Σ (βc) η +

ΣT (βc)Q
T θ̇cV (βo)D (βo) Σ (βc) η − ΣT (βc)

cR0K
T
v (ξ)M (βo)Σ (βc) η −

ΣT (βc)D
T (βo)V

T (βo)Q
T θ̇cΣ (βc) η + ΣT (βc)D

T (βo)V
T (βo) fs (βc, ζ) η +

ΣT (βc)D
T (βo)V

T (βo)Qθ̇cΣ (βc) η + ΣT (βc)D
T (βo)V

T
1

(

βo, β̇o

)

Σ (βc) η +

ΣT (βc)D
T (βo) Iβfd (βc, ζ)Σ (βc) η + ΣT (βc)D

T (βo) IβD (βo) fs (βc, ζ) η −
1

2
ΣT (βc)D

T (βo)G
T
β (fM )Σ (βc) η − ΣT (βc)D

T (βo)G
T
β (fV )Σ (βc) η +

ΣT (βc)E
T (βc, βo) Iϕfe

(

βc, ζ, βo, β̇o

)

Σ (βc) η +

ΣT (βc)E
T (βc, βo) IϕE (βc, βo) fs (βc, ζ) η + ΣT (βc)Q

T θ̇cM (βo) Σ (βc) η (74)

e com:

H1 (βc, βo) = ΣT (βc)
[

M (βo) +DT (βo) V
T (βo) + V (βo)D (βo)

+ DT (βo) IoD (βo) + ET (βc, βo) IϕE (βc, βo)
]

Σ (βc) (75)

pode-se escrever:

H1 (βc, βo) η̇ + f1 (βc, βo, η, ζ) = ΣT (βc)
[

DT (βo) τo + ET (βc, βo) τϕ
]

(76)

As expressões (49), (55), (56) e (76) formam o modelo dinâmico de configuração para
um robô móvel com rodas genérico, sendo que neste modelo, os torquesτϕ eτo, represen-
tam os torques que podem ser aplicados para rotação e orientação das rodas. Para um robô
real, apenas alguns dos torques citados são efetivamente aplicados, já que geralmente o
número mínimo de atuadores necessários é utilizado.

Os vetoresτϕ e τo podem possuir componentes identicamente nulos com a condição
de que a rotação e orientação das rodas às quais os torques estão associados possa ser efe-
tuada através do acionamento das demais rodas do robô. O vetor dos torques fornecidos
para rotação e orientaçãoτm das rodas não centradas do robô pode ser obtido de:

[

τo
τϕ

]

= Pτm (77)

sendoP uma matriz(No +N) ×Nm que seleciona os componentes do vetor
[

τo τϕ
]T

,
que são efetivamente utilizados como entradas de controle.Desta forma (76) pode ser
reescrita como:

H1 (βc, βo) η̇ + ΣT (βc)V (βo) ζ̇ + f1 (βc, βo, η, ζ) = B (βc, βo)Pτm (78)
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ondeB (βc, βo) = ΣT (βc)
[

DT (βo)E
T (βc, βo)

]

.
O número mínimo de atuadores que devem ser utilizados para uma determinada classe

de robô móvel, está relacionada comρ (B (βc, βo)P ), ou seja, orank desta matriz deve
ser completo para todos os valores deβc e βo. Nos casos onde esta condição não for
satisfeita, vão existir valores deβc e βo para os quais o robô se tornará sub-atuado (não
haverá graus de liberdade suficientes nas entradas de controle para determinar a alocação
do centro instantâneo de rotação do robô). Para um robô da classe (2,0), o número mínimo
de atuadores a ser utilizado é dois.

Definindo-se (LAGES, 1998; SICILIANO; KHATIB, 2008):

β =

[

βc
βo

]

(79)

q =





ξ
β
ϕ



 (80)

u =

[

η
ζ

]

(81)

H (β) =

[

H1 (βc, βo) ΣT (βc) V (βo)
V T (βo) Σ (βc) Ic

]

(82)

f (β, u) =

[

f1 (βc, βo, η, ζ)
f2 (βc, βo, η, ζ)

]

(83)

G (β) =

[

B (βc, βo)P 0
0 I

]

(84)

τ0 =

[

τm
τc

]

(85)

pode-se reescrever o modelo dinâmico de configuração de forma simplificada como:
{

q̇ = S (q)u

H (β) u̇+ f (β, u) = G (β) τ0
(86)

sendo queq̇ = S (q) u representa a cinemática do robô móvel tendo como entrada as
componentes deu e como saída a posição do robô (obtida pela integração deq̇). Ainda,
H (β) u̇ + f (β, u) = G (β) τ0 representa a dinâmica do robô, onde observa-se que a
entrada do modelo é o torque e as saídas são as componentes deu.
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2.2.9 Modelo Dinâmico de Pose

Geralmente, para aplicações de controle o que interessa sãobasicamente as coorde-
nadas de pose do robô0ξc, sendo que os valores das variáveis internasβo eϕ podem ser
ignorados, uma vez que não são de interesse. Assim, pode-se escrever o modelo dinâmico
de pose do robô móvel como:

{

ẋ = B (x) u

H (β) u̇+ f (β, u) = G (β) τ0
(87)

sendo que este modelo descreve a dinâmica entre as coordenadas de posex e entradas
de controleτ0. As variáveisβo e ϕ aparentemente desaparecem do modelo, mas de-
pendendo da classe do robô as mesmas permanecem implicitamente na realimentação de
estados (193).

2.2.10 Modelo do robô móvel Twil

O robô móvel Twil pertence a classe (2,0) e possui duas rodas fixas e uma roda de
apoio do tipocastor wheel(vide Figura 3(b)) que caracteriza-se como uma roda orientável
não centrada. Assim, tem-se queN = 3, Nf = 2, eNnc = 1 e desta forma, vão existir 6
expressões que representam as restrições de mobilidade do robô: expressões (16) e (17)
para cada uma das rodas fixas e expressões (27) e (28) para a roda orientável não centrada.

A Figura 10 representa a estrutura do robô móvel proposto e a Tabela 2 apresenta os
parâmetros geométricos e das rodas do mesmo. Deve-se observar que para o robô móvel
Twil, o sistema de coordenadas{Xc, Yc} está posicionado no centro do eixo das rodas.

Tabela 2: Parâmetros das rodas do robô móvel Twil.
Roda 1 2 3
l b b c
d 0 0 d3
α −π

2
π
2

π
β π 0◦ β3

Observando a Figura 10 e considerando-se as restrições (17)para as rodas fixas e (28)
para a roda não-centrada, pode-se escrever:





cos (α1 + β1) sin (α1 + β1) l1 sin β1
cos (α2 + β2) sin (α2 + β2) l2 sin β2
cos (α3 + β3) sin (α3 + β3) l3 sin (β3) + d3





cR0
0ξ̇c +





0
0
d3



 β̇3 = 0 (88)

e substituindo os parâmetros das rodas tem-se:




0 1 0
0 1 0

− cos (β3) − sin (β3) l3 sin (β3) + d3





cR0
0ξ̇c +





0
0
d3



 β̇3 = 0

que está na forma matricial proposta em (37). Considerando-se apenas as restrições refe-
rentes às rodas fixas (uma vez que o robô não possui rodas centradas), obtém-se de (42):

C∗
1 (βc) =

[

0 1 0
0 1 0

]

= C∗
1
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Figura 10: Estrutura do robô móvel Twil.
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Assim como citado anteriormente, o robô móvel Twil pertencea classe (2,0), sendo
que pode-se comprovar esta classificação verificando queρ (C∗

1 ) = 1 e assimδm =
dimN (C∗

1) = 3− 1 = 2, eδs = ρ (C1c (βc)) = 0.
De (48), tem-se que as colunas deΣ (βc) formam uma base do espaço nulo deC∗

1 (βc),
e portanto:

[

0 1 0
0 1 0

]





σ1
σ2
σ3



 = 0

e assim, tem-se queσ =
[

σ1 σ2 σ3
]T

tal queσ2 = 0, e por sua vezΣ é escolhido como:

Σ =





1 0
0 0
0 1



 (89)

atendendo a condiçãoσ2 = 0 e com rank completo. E assim o modelo cinemático de pose
do robô móvel Twil é:

0ξ̇c =
0RcΣη =





cos (θc) − sin (θc) 0
sin (θc) cos (θc) 0

0 0 1









1 0
0 0
0 1



 η =





cos (θc) 0
sin (θc) 0

0 1



 η (90)

Deve-se observar que para o caso do robô móvel TwilB(x) = 0RcΣ =





cos (θc) 0
sin (θc) 0

0 1





uma vez queNc = 0. De (90) pode-se escrever:





ẋc
ẏc
θ̇c



 =





cos θcη1
sin θcη1
η2



 (91)

ou seja, conforme representação da Figura 11, a velocidade linear do robô é dada por:

vl =
√

ẋ2c + ẏ2c =
√

cos θ2cη
2
1 + sin θ2cη

2
1 = η1

e para a velocidade angular:

ω = θ̇c = η2

Se forem consideradas agora as restrições (16) e (27) para cada roda, pode-se escrever
na forma matricial:





− sin (α1 + β1) cos (α1 + β1) l1 cos (β1)
− sin (α2 + β2) cos (α2 + β2) l2 cos (β2)
− sin (α3 + β3) cos (α3 + β3) l3 cos (β3)





cR0
0ξ̇c +





r1 0 0
0 r2 0
0 0 r3



 ϕ̇ = 0 (92)

e substituindo os parâmetros da Tabela 2 pode-se escrever:
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ẏc

ẋc

vl

ω

Figura 11: Velocidade linear e angular do robô móvel Twil.





− sin
(

α1 +
π
2
− α1

)

cos
(

α1 +
π
2
− α1

)

l1 cos
(

π
2
− α1

)

− sin
(

α2 +
π
2
− α2

)

cos
(

α2 +
π
2
− α2

)

l2 cos
(

π
2
− α2

)

− sin (π + β3) cos (π + β3) l3 cos (β3)





cR0
0ξ̇c +





r1 0 0
0 r2 0
0 0 r3



 ϕ̇ = 0

ou:




−1 0 l1 sin (α1)
−1 0 l2 sin (α2)

sin (β3) − cos (β3) l3 cos (β3)





cR0
0ξ̇c +





r1 0 0
0 r2 0
0 0 r3



 ϕ̇ = 0

A partir da Figura 10 pode-se verificar quel1 sin (α1) = −b e l2 sin (α2) = b, e assim
tem-se





−1 0 −b
−1 0 b

sin (β3) − cos (β3) l3 cos (β3)





cR0
0ξ̇c +





r1 0 0
0 r2 0
0 0 r3



 ϕ̇ = 0

que está na forma (36). Utilizando (55) pode-se escrever

D (βnc) = −C−1
2ncC1nc (β3) = D (β3) =

−
1

d3

[

− cos (β3) − sin (β3) l3 sin (β3) + d3
]

D (β3) =
[

cos(β3)
d3

sin(β3)
d3

− l3 sin(β3)
d3

− 1
]

ainda,

β̇3 = D (β3)Ση



55

De (56) pode-se escrever:

E (βc, βnc) = E (β3) = −J−1
2 J1 (βc, βnc)

= −





1
r1

0 0

0 1
r2

0

0 0 1
r3









−1 0 −b
−1 0 b

sin (β3) − cos (β3) l3 cos (β3)





= −







1
r1

0 b
r1

1
r2

0 − b
r2

− sin(β3)
r3

cos(β3)
r3

−l3
cos(β3)

r3







e

ϕ̇ = E (β3) Ση

Definindo-se agora o vetor de coordenadas de configuraçãoq:

q =













0ξc
β3
ϕ1

ϕ2

ϕ3













(93)

pode-se escrever o modelo cinemático de configuração do robômóvel Twil:

q̇ = S(q)η =

























cos (θc) 0
sin (θc) 0

0 1
cos(β3)

d3
−
(

l3
d3
sin (β3) + 1

)

1
r1

b
r1

1
r2

− b
r2

− sin(β3)
r3

−
(

l3
r3

)

cos (β3)

























η (94)

O modelo dinâmico do robô móvel Twil pode ser obtido utilizando-se (78), porém
será utilizado a seguir o modelo desenvolvido em (LAGES, 1998):

ẋ =

[

Sν
f2

]

+

[

0
(

STMS
)−1

]

τ (95)

com o estadox definido como

x =

[

q
ν

]

=





















xc
yc
θ
ϕr

ϕl

ϕ̇r

ϕ̇l





















(96)
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e:

f2 =
(

STMS
)−1
(

−STMṠν − STV
)

(97)

M =













m 0 mcd sin (θ) 0 0
0 m −mcd cos (θ) 0 0

mcd sin (θ) −mcd cos (θ) Ip 0 0
0 0 0 Iw 0
0 0 0 0 Iw













(98)

V =
[

mcdθ̇
2 cos (θ) mcdθ̇

2 sin (θ) 0 0 0
]T

(99)

S =













c (d sin (θ) + b cos (θ)) c (b cos (θ)− d sin (θ))
c (b sin (θ)− d cos (θ)) c (b sin (θ) + d cos (θ))

c −c
1 0
0 1













(100)

Observa-se agora das definições da seção 2.2.7 que o estado é dado por:

x =

[

q
u

]

(101)

comq eu definidos respectivamente em (57) e (60).
Uma vez que os estados são diferentes, faz-se necessário umamudança de variáveis

que permita obter uma versão de (95) em função da variávelu ao invés deν, consequen-
temente obtendo o modelo do robô móvel Twil com o estado (101). Este procedimento é
mais simples do que a obtenção do modelo proposto por (78), através dos cálculos de (61)
a (63).Deve-se observar que agorac = r

2b
e d é a distância entre a origem do sistema de

coordenadas inercial{Xc, Yc} e o centro de gravidade do robô,b permanece sendo a dis-
tância das rodas ao eixo de simetria.

Neste modelo o acoplamento entre a dinâmica e a cinemática dorobô é realizada por
ν =

[

ϕ̇r ϕ̇l

]T
, enquanto que em (86) o acoplamento é feito porη =

[

vl ω
]T

, sendo que
estas relações são influenciadas diretamente pela escolha deΣ. Assim para transformar
o modelo (95) no modelo (86) é necessário fazer uma mudança devariáveis como será
desenvolvido a seguir.

As duas últimas linhas de (95), representam a dinâmica do robô, e as linhas anteriores
representam sua cinemática. Este modelo pode ser interpretado como uma cascata entre a
dinâmica do robô (entradaτ e saidaν) e sua cinemática (entradaν e saidaq) assim como
representado na Figura 12.

Ainda, considerando-se somente a dinâmica do robô (95) pode-se escrever:

ν̇ = f2 + (STMS)−1τ (102)

Desenvolvendof2 utilizando (97) tem-se que:
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replacements

τ ν q

Robô Móvel

Dinâmica Cinemática

Figura 12: Representação em blocos do modelo do robô móvel.

STMS =

[

c (d sin (θ) + b cos (θ)) c (b sin (θ)− d cos (θ)) c 1 0
c (b cos (θ)− d sin (θ)) c (b sin (θ) + d cos (θ)) −c 0 1

]













m 0 mcd sin (θ) 0 0
0 m −mcd cos (θ) 0 0

mcd sin (θ) −mcd cos (θ) Ip 0 0
0 0 0 Iw 0
0 0 0 0 Iw

























c (d sin (θ) + b cos (θ)) c (b cos (θ)− d sin (θ))
c (b sin (θ)− d cos (θ)) c (b sin (θ) + d cos (θ))

c −c
1 0
0 1













(103)

STMS =

[

s11 s12
s21 s22

]

(104)

onde:

s11 = s22 = c2d2m+ c2b2m+ 2c2d2mc + Ipc
2 + Iw

s12 = s21 = c2b2m− c2d2m− 2c2d2mc − Ipc
2

Calculando a inversa de (104) tem-se:

(

STMS
)−1

=

[

K1 K2

K2 K1

]

(105)

com

K1 =
c2d2m+ c2b2m+ 2c2d2mc + Ipc

2 + Iw
K11

K2 = −
c2b2m− c2d2m− 2c2d2mc − Ipc

2

K11
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K11 = 4c4b2d2m2 + 2c2d2mIw + 8c4b2d2mmc + 4c4b2mIp + 2c2b2mIw

+ 4c2d2mcIw + 2IpIwc
2 + I2w

Tem-se também:

Ṡ =
∂

∂θ
Sθ̇ =













cd cos (θ)− cb sin (θ) −cb sin (θ)− cd cos (θ)
cb cos (θ) + cd sin (θ) cb cos (θ)− cd sin (θ)

0 0
0 0
0 0













θ̇ (106)

e portanto

−STMṠν − STV =

[

c2bdmc 2c2bdm+ c2bdmc

−2c2bdm− c2bdmc −c2bdmc

] [

ϕ̇r

ϕ̇l

]

θ̇

−

[

cbdmc

cbdmc

]

θ̇2 (107)

Uma vez que:

θ̇ = c (ϕ̇r − ϕ̇l) (108)

tem-se:

− STMṠν − STV =

[

c2bdmc

2
−c2bdm− c2bdmc

2

−c2bdm− c2bdmc

2
c2bdmc

2

] [

ϕ̇2
r − ϕ̇rϕ̇l

ϕ̇2
l − ϕ̇rϕ̇l

]

−

[

cbdmc

4
(ϕ̇2

r − ϕ̇rϕ̇l − ϕ̇rϕ̇l + ϕ̇2
l )

cbdmc

4
(ϕ̇2

r − ϕ̇rϕ̇l − ϕ̇rϕ̇l + ϕ̇2
l )

]

=

[

c2bdmc

2
− cbdmc

4
−c2bdm− c2bdmc

2
− cbdmc

4

−c2bdm− c2bdmc

2
− cbdmc

4
c2bdmc

2
− cbdmc

4

] [

ϕ̇2
r − ϕ̇rϕ̇l

ϕ̇2
l − ϕ̇rϕ̇l

]

(109)

Assim, pode-se escrever:

f2 =

[

K1 K2

K2 K1

] [

cbd
(

cmc

2
− mc

4

)

cbd
(

−cm− cmc

2
− mc

4

)

cbd
(

−cm− cmc

2
− mc

4

)

cbd
(

cmc

2
− mc

4

)

] [

ϕ̇2
r − ϕ̇rϕ̇l

ϕ̇2
l − ϕ̇rϕ̇l

]

(110)

ou ainda,

f2 =

[

K3 K4

K4 K3

] [

ϕ̇2
r − ϕ̇rϕ̇l

ϕ̇2
l − ϕ̇rϕ̇l

]

(111)
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com

K3 = cbd
(

K1

(cmc

2
−
mc

4

)

+K2

(

−cm−
cmc

2
−
mc

4

))

K4 = cbd
(

K1

(

−cm−
cmc

2
−
mc

4

)

+K2

(cmc

2
−
mc

4

))

K3 = K1
c2bdmc

2
−K1

cbdmc

4
−K2c

2bdm−K2
c2bdmc

2
−K2

cbdmc

4

=
c4b3dm2 − c4bd3m2 − 2c4bd3mmc − Ipc

4bdm

K11

+
2c4b3dmmc + Iwc

2bdmc − c4bd3m2
c

K12
−
Iwcbdmc

K13

K12 = 8c4b2d2m2 + 4c2d2mIw + 16c4b2d2mmc + 8c4b2mIp + 4c2b2mIw

+ 8c2d2mcIw + 4IpIwc
2 + 2I2w

K13 = 16c4b2d2m2 + 8c2d2mIw + 32c4b2d2mmc + 16c4b2mIp + 8c2b2mIw

+ 16c2d2mcIw + 8IpIwc
2 + 4I2w

K4 = −K1c
2bdm−K1

c2bdmc

2
−K1

cbdmc

4
+K2

c2bdmc

2
−K2

cbdmc

4

= −
c4bd3m2 + c4b3dm2 + 2c4bd3mmc + Ipc

4bdm+ Iwc
2bdm

K11

−
2c4b3dmmc + Iwc

2bdmc

K12

−
2c3bd3dmmc + 4c3bd3m2

c + 2Ipc
3bdmc + Iwcbdmc

K13

De (102):

ν̇ =

[

ϕ̈r

ϕ̈l

]

=

[

K3 K4

K4 K3

] [

ϕ̇2
r − ϕ̇rϕ̇l

ϕ̇2
l − ϕ̇rϕ̇l

]

+

[

K1 K2

K2 K1

] [

τr
τl

]

(112)

e uma vez que (LAGES, 1998):

v =
r (ϕ̇r + ϕ̇l)

2
(113)

ω = c (ϕ̇r − ϕ̇l) (114)

tem-se:
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ϕ̇r =
v

r
+
ω

2c
(115)

ϕ̇l =
v

r
−
ω

2c
(116)

e:

ϕ̈r =
v̇

r
+
ω̇

2c
(117)

ϕ̈l =
v̇

r
−
ω̇

2c
(118)

Assim, substituindo-se (115), (116), (117) e (118) em (112)tem-se:

[

v̇
r
+ ω̇

2c
v̇
r
− ω̇

2c

]

=

[

K3 K4

K4 K3

] [

vω
rc

+ ω2

2c2

−vω
rc

+ ω2

2c2

]

+

[

K1 K2

K2 K1

] [

τr
τl

]

(119)

Somando-se e subtraindo-se as duas equações de (119) e substituindoc = r
2b

obtem-se

[

v̇
ω̇

]

=

[

0 2K3b
2

r
+ 2K4b

2

r
2K3

r
− 2K4

r
0

] [

vω
ω2

]

+

[

K1r
2

+ K2r
2

K1r
2

+ K2r
2

K1r
2b

− K2r
2b

−K1r
2b

+ K2r
2b

] [

τr
τl

]

(120)

[

v̇
ω̇

]

=

[

0 K5

K6 0

] [

vω
ω2

]

+

[

K7 K7

K8 −K8

] [

τr
τl

]

(121)

com

K5 =
2K3b

2

r
+

2K4b
2

r
= −

8c4b3d3mmc + 4Ipc
4b3dm+ 2Iwc

2b3dm

r (K11)

−
2c4b3d3m2

c

r (K12)
−

4c3b3d3dmmc + 8c3b3d3m2
c + 4Ipc

3b3dmc + 4Iwcb
3dmc

r (K13)

K6 =
2K3

r
−

2K4

r
=

2c4b3dm2 + Iwc
2bdm

rK14
+

4c4b3dmmc + 2Iwc
2bdmc − c4bd3m2

c

r (K11)
+

2c3bd3dmmc + 4c3bd3m2
c + 2Ipc

3bdmc

r (K12)

K14 = 2c4b2d2m2 + c2d2mIw + 4c4b2d2mmc + 2c4b2mIp + c2b2mIw

+ 2c2d2mcIw + IpIwc
2 +

I2w
2

K7 =
K1r

2
+
K2r

2
=
r (2c2d2m+ 4c2d2mc + 2Ipc

2 + Iw)

K12
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K8 =
K1r

2b
−
K2r

2b
=
r (2c2b2m+ Iw)

K15

K15 = 8c4b3d2m2 + 4c2bd2mIw + 16c4b3d2mmc + 8c4b3mIp + 4c2b3mIw

+ 8c2bd2mcIw + 4bIpIwc
2 + 2bI2w

E utilizando (86) e (121), o modelo dinâmico de configuração do robô móvel Twil
pode ser expresso por:











q̇ = S (q) u

u̇ =

[

0 K5

K6 0

][

u1u2

u22

]

+

[

K7 K7

K8 −K8

]

τ
(122)

que pode ser reescrita na forma proposta em (86), como:

{

q̇ = S (q) u

u̇ = −f (u) +Gτ
(123)

onde:

f (u) = −

[

0 K5

K6 0

] [

u1u2
u22

]

G =

[

K7 K7

K8 −K8

]

com os termosK5, K6, K7 eK8 sendo constantes dependendo apenas dos parâmetros
geométricos e de inércia do robô.

2.3 Modelo Cinemático do Manipulador Barrett WAM

Um manipulador pode ser representado por uma cadeia cinemática de elos que podem
ser conectados entre si por diferentes tipos de juntas, principalmente juntas rotacionais
e prismáticas. Considera-se que uma das pontas da cadeia cinemática vai estar fixa, en-
quanto que a outra ponta pode movimentar-se.

O movimento de toda a cadeia cinemática é determinado pela composição do movi-
mento de cada elo com referência ao elo anterior, assim por exemplo, para verificar qual a
posição de um objeto manipulado no espaço é necessário descrever a posição e orientação
do elo terminal com relação à base. Dois problemas principais são estudados dentro da
cinemática do robô: o problema da cinemática direta e o problema da cinemática inversa.
O problema da cinemática direta busca determinar a pose do elo terminal do manipulador
com relação a um sistema de coordenadas base, dados o vetor dos ângulos dasn juntas
q (t) =

[

q1 (t) q2 (t) · · · qn (t)
]T

e os demais parâmetros geométricos dos elos. Já o
problema da cinemática inversa parte de uma pose desejada para o elo terminal do mani-
pulador e busca obter os ângulos de junta, o problema pode tervárias soluções ou não ter
solução.
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Há uma grande diversidade de literatura técnica compreendendo a teoria cinemática
de manipuladores como pode ser encontrado em livros clássicos como (PAUL, 1981;
CRAIG, 2005; FU; GONZALES; LEE, 1987; SICILIANO et al., 2009; SPONG; HUT-
CHINSON; VIDYASAGAR, 2006), dentre outros.

2.3.1 Notação de Denavit e Hartenberg

A notação de Denavit e Hartenberg é uma convenção de como estabelecer os sistemas
de coordenadas para cada elo, de forma a sistematizar o processo de obtenção da cine-
mática direta do manipulador (FU; GONZALES; LEE, 1987). Utilizando-se a mesma
é possível descrever a relação entre dois sistemas de coordenadas, utilizando-se apenas
quatro parâmetros.

2.3.1.1 Regras Básicas

A partir da Figura 13 podem-se estabelecer (FU; GONZALES; LEE, 1987) as seguin-
tes regras referentes ao eixos

[

x y z
]

associados a um sistema de coordenadas:

1. O eixozi−1 está ao longo do eixo de movimentação da i-ésima junta;

2. O eixoxi é normal azi−1 e aponta no sentido que se afasta do mesmo;

3. O eixoyi deve ser disposto de forma a completar o sistema de coordenadas obede-
cendo a regra da mão direita.

Figura 13: Sistema de coordenadas dos elos e respectivos parâmetros de Denavit e Har-
tenberg, adaptado de (FU; GONZALES; LEE, 1987).

2.3.1.2 Atribuição dos Sistemas de Coordenadas

1. Sistema de coordenadas da base:o sistema de coordenadas da basex0, y0, z0 deve
ser estabelecido na base de apoio do robô sendo que o eixoz0 deve estar sobre o
eixo da junta 1 apontando para o ombro do robô. Os eixosx0 e y0 podem ser
estabelecidos de maneira conveniente desde que formem um sistema ortonormal;
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2. Sistema de coordenadas das juntas:para cada uma das juntasi = 1 · · · (n− 1) do
robô, repita:

(a) Eixo da junta -alinharzi com o eixo da juntai+ 1 (rotacional ou prismática;

(b) Origem do sistemai - localize a origem do sistema i na intersecção dezi com
zi−1 ou na intersecção da normal comum azi e zi−1 e o eixozi;

(c) Eixo xi - estabelecerxi = ±(zi−1 × zi)/ ‖ zi−1 × zi ‖ ou sobre a normal
comum entrezi−1 e zi no caso em que os mesmos são paralelos;

(d) Eixo yi - estabeleceryi = +(zi × xi)/ ‖ zi × xi ‖ de forma a completar o
sistema.

3. Sistema de coordenadas da garra:é comum que a n-ésima junta do robô seja ro-
tacional. Alinhezn na mesma direção quezn−1 apontando no sentido de se afastar
do robô. Alinharxn para que seja normal azn−1 e azn. Ainda,yn deve completar
o sistema.

4. Parâmetros das juntas e do elos:para cadai = 1 · · ·n repita:

(a) di - é a distância da origem do sistemai− 1 até a intersecção dos eixoszi−1 e
xi, medida sobrezi−1. É a variável de junta no caso da juntai ser prismática;

(b) ai - é a distância da intersecção dezi−1 exi até a origem do sistema i, medida
sobrexi;

(c) θi - é o ângulo de rotação em torno dezi−1 medido dexi−1 atéxi. É a variável
de junta no caso da juntai ser rotacional;

(d) αi - é o ângulo de rotação em torno dexi medido dezi−1 à zi.

2.3.1.3 Transformação entre Sistemas de Coordenadas a partir dos Parâmetros de De-
navit e Hartenberg

Das definições dos parâmetros de Denavit e Hartenberg tem-seque para um pontoPi

expresso no sistema de coordenadasi, o mesmo poderá ser expresso em um outro sistema
de coordenadasi− 1 através da seguinte sequência de transformações:

1. Rotação de um ânguloθi em torno dezi−1, para alinharxi−1 comxi;

Tz,θi =









cos (θi) − sin (θi) 0 0
sin (θi) cos (θi) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1









(124)

2. Translação dedi ao longo dezi−1 para fazerxi−1 conincidente comxi;

Tz,di =









1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 di
0 0 0 1









(125)
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3. Translação deai ao longo dexi para fazer as origens e os eixosx conincidentes;

Tx,ai =









1 0 0 ai
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1









(126)

4. Rotação de um ânguloαi em torno dexi para fazer os dois sistemas conincidentes;

Tx,αi
=









1 0 0 0
0 cos (αi) − sin (αi) 0
0 sin (αi) cos (αi) 0
0 0 0 1









(127)

Logo, pode-se escrever:

i−1Ti = Tz,diTz,θiTx,aiTx,αi

=









cos (θi) − cos (αi) sin (θi) sin (αi) sin (θi) ai cos (θi)
sin (θi) cos (αi) cos (θi) − sin (αi) cos (θi) ai sin (θi)

0 sin (αi) cos (αi) di
0 0 0 1









(128)

e para a transformação inversa:

i−1T−1
i = iTi−1 =









cos (θi) sin (θi) 0 −ai
− cos (αi) sin (θi) cos (αi) cos (θi) sin (αi) −di sin (αi)
sin (αi) sin (θi) − sin (αi) cos (θi) cos (αi) −di cos (αi)

0 0 0 1









(129)

2.3.2 Modelo Cinemático Direto do Manipulador Barrett WAM

Este trabalho é baseado no manipulador Barrett WAM. A Figura14 mostra o manipu-
lador utilizando como elemento terminal uma garra com três dedos.

A cinemática direta do manipulador Barrett WAM pode ser obtida utilizando-se os
parâmetros de Denavit e Hartenberg da Tabela 3, juntamente com a aplicação da matriz
de transformação homogênea (128) entre cada um dos sistemasde coordenadas de cada
um dos elos do manipulador (BARRETT TECHNOLOGY, 2006). Assim, tem-se para a
cinemática direta do manipulador:

baseTgarra =
baseT0

0T1
1T2

2T3
3T4

4T5
5T6

6T7
7Tgarra (130)

A relação entre o sistema de coordenadas da base e o sistema decoordenadas do elo
0 nao obedecem a convenção de Denavit e Hartenberg, podendo ser representada pela
transformação:
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Figura 14: Manipulador Barrett WAM, adaptado de (BARRETT TECHNOLOGY, 2006).

baseT0 =









1 0 0 0.22
0 1 0 0.14
0 0 1 0.346
0 0 0 0









(131)

onde os valores de translação podem ser obtidos de BARRETT TECHNOLOGY (2006)).
A Figura15 representa a definição dos sistemas de coordenadas do manipulador.

Tabela 3: Parâmetros de Denavit e Hartenberg para o manipulador Barrett WAM configu-
rado para sete graus de liberdade.

Elo i ai(m) αi(rad) di(rad) θi(rad)
0 0 −π 0 0
1 0 −π

2
0 θ1

2 0 π
2

0 θ2
3 0.045 −π

2
0.55 θ3

4 −0.045 π
2

0 θ4
5 0 −π

2
0.3 θ5

6 0 π
2

0 θ6
7 0 0 0.06 θ7

garra 0 0 0

2.3.3 Modelo Cinemático Inverso do Manipulador Barrett WAM

O modelo Cinemático Inverso do manipulador Barrett WAM apresentado nesta se-
ção segue a proposta de SINGH; CLAASSENS (2010), onde o modelo é desenvolvido
utilizando método geométrico (FU; GONZALES; LEE, 1987).

O problema cinemático inverso de um manipulador caracteriza-se em encontrar as
variáveis de junta (θ1 aθ7 neste caso) dadas a posição (baseP d

garra) e orientação (baseRd
garra)

desejada da garra do manipulador. Para a proposta apresentada, a posição desejada do
punho do robô pode ser obtida utilizando-se:

baseP d
5org =

baseP d
garra −

baseRd
garradgarra

garraẐgarra (132)
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Figura 15: Sistemas de coordenadas do manipulador Barrett WAM, adaptado de BAR-
RETT TECHNOLOGY (2006).
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A análise das possíveis posições do manipulador é realizadatendo como base o es-
quema representado na Figura 16. Nesta análise geométrica,considera-se que as partes
inferior e superior do manipulador geram um volume de trabalho correspondente a uma
casca esférica, sendo que a intersecção destas, pode gerar uma circunferência, um ponto
ou um conjunto nulo (neste caso a posição desejada para o punho do robô não é atingível).
A parte inferior do manipulador corresponde aos elementos compreendidos da base até a
junta 4, e a parte superior do manipulador compreende os elementos da junta 4 até a ferra-
menta. Todas as possíveis soluções são calculadas considerando-se a posição normalizada
do punho do manipulador posicionado verticalmente acima dajunta da base.

O pontosO eB representados na Figura 16 estão localizados na origem do sistema 1
e na origem do sistema 5 respectivamente, ainda, o pontoA é a origem do sistema 3, que
coincide com a origem do sistema 4.

RC

dC

B

O

AC

d

L1

L2

γ1

γ2

Figura 16: Geometria de intersecção dos volumes das partes inferior e superior do mani-
pulador WAM, adaptado de SINGH; CLAASSENS (2010).

Se os segmentosL1 e L2 pudessem girar livremente em torno dos pontosO e B
respectivamente, a ponta de cada segmento geraria uma cascaesférica com centros em
O eB. Mas uma vez que os segmentos estão conectados no pontoA, a única solução
possível é a intersecção das cascas esféricas geradas, sendo que esta intersecção pode
resultar em uma circunferência, um ponto (que é equivalentea uma circunferência com
raio zero) ou nula, sendo que interpreta-se a intersecção nula como um caso onde não há
solução para o problema cinemático inverso.

Ou seja, as possíveis posições do pontoA descrevem um circulo de raioRC em torno
do pontoC que está a uma distânciadC do pontoO.

dC = L1 cos(α1) = d− L2 cos(α2) (133)

RC = L1 sin(α1) = L2 sin(α2) (134)

Da geometria apresentada na Figura 16, os ângulosγ1 eγ2 podem ser calculados como
segue:
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γ2 = cos−1
[(

d2 + L2
2 − L2

1

)

/ (2dL2)
]

(135)

γ1 = sin−1 [L2 sin (γ2) / (L1)] (136)

O comprimento do segmentoL1 é calculado em relação aos sistemas de coordenadas
1, sendo que o valor resultante é uma constante que não depende das variáveis de junta:

L1 = |1P3org −
1P1org | (137)

1P1org =









0
0
0
1









(138)

1P3org =
1T2

2T 3
3P3org =









cos (θ2) 0 sin (θ2) 0
sin (θ2) 0 − cos (θ2) 0

0 1 0 0
0 0 0 1

















cos (θ3) 0 − sin (θ3) a3 cos (θ3)
sin (θ3) 0 cos (θ3) a3 sin (θ3)

0 −1 0 d3
0 0 0 1

















0
0
0
1









=









cos (θ2) a3 cos (θ3) + sin (θ2) d3
sin (θ2) a3 cos (θ3)− cos (θ2) d3

a3 sin (θ3)
1









(139)

portanto:

L1 =
√

a23 + d23 (140)

e o comprimento do segmentoL2 é calculado em relação aos sistemas de coordenadas
3, sendo que da mesma forma que para o segmentoL1, o resultado é uma constante que
portanto não depende das variáveis de junta:

L2 = |3P5org −
3P3org | (141)

3P3org =









0
0
0
1









(142)

3P5org =
3T4

4T 5
5P5org =









cos (θ4) 0 sin (θ4) a4 cos (θ4)
sin (θ4) 0 − cos (θ4) a4 sin (θ4)

0 1 0 0
0 0 0 1

















cos (θ5) 0 − sin (θ5) 0
sin (θ5) 0 cos (θ5) 0

0 −1 0 d5
0 0 0 1

















0
0
0
1









=









d5 sin (θ4) + a4 cos (θ4)
−d5 cos (θ4) + a4 sin (θ4)

0
0









(143)
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L2 =
√

a24 + d25 (144)

Ainda, para calcular o valor do comprimento do segmentod utilizam-se as coorde-
nadas dos pontosB e O, sendo que o mesmo é independente das variáveis de juntas,
dependendo apenas de0P d

5org, que pode ser calculado de (132).

d = |B − O| (145)

1B = 1P d
5org =

1T0
0P d

5org (146)

E considerando que0P d
5org vai ter a forma

[

0xd5org
0yd5org

0zd5org 1
]T

pode-se escre-
ver:

1B =























cos (θ1) sin (θ1) 0 0
0 0 −1 0

− sin (θ1) cos (θ1) 0 0
0 0 0 1













































0xd5org
0yd5org
0zd5org
1























=























cos (θ1)
0xd5org + sin (θ1)

0yd5org
−0zd5org

− sin (θ1)
0xd5org + cos (θ1)

0yd5org
1























(147)

E com:

1O = 1P1org =









0
0
0
1









(148)

tem-se parad:

d =
√

(0xd5org)
2 + (0yd5org)

2 + (0zd5org)
2 (149)

Para calcular os ângulos de juntasθ1 àθ7, são consideradas as geometrias apresentadas
nas Figuras 18 e 17 que representam respectivamente o manipulador configurado com o
cotovelo para fora e para dentro, e onde pode-se verificar as posições dos pontosLJ eUJ .

As possíveis posições para os pontosLJ e UJ também descrevem circunferências
semelhantes a descrita pelas possíveis posições do pontoA. A partir deste ponto do tra-
balho, somente o pontoLJ será considerado uma vez que não há necessidade de analisar
o pontoUJ para resolver o problema cinemático inverso. A circunferência referente aLJ

tem raioRLJ e está a uma distânciadLJ do pontoO.
Observando a Figura 17 pode-se verificar que:

dLJ = dc − lL sin(θL) (150)

RLJ = Rc + lL cos(θL) (151)
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dLJ

RLJ

RC

dC

UJ

LJ

B

O

A
C

d

L1

L2

γ1

γ2

γ3

γ4

θU
θL

Figura 17: Posição do manipulador WAM com o cotovelo para fora, adaptado de SINGH;
CLAASSENS (2010).

dLJ

RLJ

RC

dC

UJ

LJ

B

O

AC

d

L1

L2

γ1

γ2

γ3
γ4

θU
θL

Figura 18: Posição do manipulador WAM com o cotovelo para dentro, adaptado
de SINGH; CLAASSENS (2010).
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ondelL é o tamanho do "ofsset" do elo, ou seja, a distância do pontoA ao pontoLJ , e
lL = 0.06364m (BARRETT TECHNOLOGY, 2006).

Para a posição com o cotovelo para fora tem-se que:

γ3 =
π

2
− atan2 (|a4|, d5) (152)

γ4 =
π

2
− atan2 (a3, d3) (153)

θL = π −
(π

2
− γ1

)

− γ3 (154)

θU = π −
(π

2
− γ2

)

− γ4 (155)

E para a posição com o cotovelo para dentro tem-se:

θL = γ3 −
(π

2
− γ1

)

(156)

θU = γ4 −
(π

2
− γ2

)

(157)

Deve-se observar que as possíveis posições para o pontoA descrevem uma circun-
ferência centrada no pontoC, com raioRC a uma distânciadC do pontoO, e que as
possíveis posições para o pontoLJ descrevem uma circunferência centrada emCLJ , com
raioRLJ a uma distânciadLJ do pontoO. Ainda, as Figuras 16, 17 e 18 se referem a uma
posição normalizada do robô sendo que o eixoOB pode estar em qualquer orientação
espacial (diferente da vertical).

As circunferências descritas pelas possíveis posições dospontosA eLJ são paralelos
e em torno do eixoOB. Pode-se parametrizar os mesmos através de seu raioR, dis-
tânciaD ao pontoO e ânguloφ ∈ [−π, π]. Ou seja, tem-se cada ponto sobre uma das
circunferências dada por:

Cn(R,D, φ) =





R cos(φ)
R sin(φ)

D



 (158)

Assim, as possíveis posições para o pontoA na configuração normalizada são dadas
porCn(Rc, dc, φ) e as possíveis posições para o pontoLJ são dadas porCn(RLJ , dLJ , φ),
sendo que considerando-se o fato de que o eixoOB em geral não está na vertical, as
circunferências normalizadas precisam ser rotacionadas para a sua posição real.

SendoRn a matriz de rotação que move a posição desejada do punho do manipulador
para a posição normalizada equivalente (Figura 16), tem-se:





0
0
d



 = Rn
0P d

5org (159)

A matriz Rn é a matriz de rotação que rotaciona um ponto em torno de um eixo
arbitrário, transformando-o em outro, cujo cálculo é mostrado no apêndice F. Assim, as
possíveis posições para o pontoA são dadas por:



72

0A = RT
nCn(Rc, dc, φ) =





xA
yA
zA



 (160)

e as possíveis posições para o pontoLJ são dadas por:

0LJ = RT
nCn(RLJ , dLJ , φ) =





xLJ
yLJ
zLJ



 (161)

Uma vez queγ3, γ4, θL eθU foram calculados, pode-se seguir:

θ1 = arctan (yLJ , xLJ) (162)

θ2 = arccos

(

zLJ
d3

)

(163)

θ3 = atan2 (sin (θ3) , cos (θ3)) (164)

Comsin (θ3) e cos (θ3) calculados de:





cos (θ1) cos (θ2) − sin (θ1)
sin (θ1) cos (θ2) cos (θ1)

− sin (θ2) 0





[

cos (θ3)
sin (θ3)

]

=









xLJ
yLJ
zLJ



−





xA
yA
zA









1

a3
(165)

θ4 = (θU + θL) , cotovelo para fora (166)

θ4 = − (θU + θL) , cotovelo para dentro (167)

Os ângulosθ5 eθ6 podem ser calculados a partir do deslocamento da posição desejada
da garra em relação a posição desejada do punho, representada no sistema de coordenadas
4, ou seja:

4D5
garra = 4Tbase

baseP d
garra −

4Tbase
baseP d

5

= 4Rbase (
baseP d

garra −
baseP d

5 ) =









xD
yD
zD
1









(168)

E:

θ5 = atan2 (yD, xD) + π, cotovelo para fora (169)

θ5 = atan2 (yD, xD) , cotovelo para dentro (170)

θ6 = atan2

(

zD,
√

x2D + y2D

)

−
π

2
, cotovelo para fora (171)

θ6 = π − atan2

(

zD,
√

x2D + y2D

)

, cotovelo para dentro (172)
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Observando que
[

xD yD zD
]T

pode ser calculado de (168). Para proceder com o
cálculo deθ7, tem-se de (130):

baseRd
garra =

baseR0
0Rd

6
6Rd

7
7Rgarra (173)

E deve-se observar quebaseRd
garra é especificado e conhecido,baseR0 e 7Rgarra são

constantes e conhecidos e0Rd
6 pode ser calculado a partir deθ1 · · · θ6 que já foram deter-

minados. E de (173) pode-se obter:

6Rd
7 =

6Rd
0

0Rbase
baseRd

garra
garraR7 (174)

Por outro lado, dado quea7 = α7 = 0 tem-se:

6Rd
7 =









cos (θ7) − sin (θ7) 0 0
sin (θ7) cos (θ7) 0 0

0 0 1 d7
0 0 0 1









=









r11 r12 0 0
r21 r22 0 0
0 0 1 d7
0 0 0 1









(175)

e portanto

θ7 = atan2(r21, r11) (176)

2.4 Modelo Dinâmico do Manipulador Barrett WAM

O modelo dinâmico do manipulador Barrett WAM será desenvolvido utilizando-se o
equacionamento de Lagrange-Euler, que em conjunto com a notação de Denavit-Hartenberg
propicia a obtenção de um algoritmo de descrição de forma compacta para as equações
de movimento do manipulador (FU; GONZALES; LEE, 1987). O algoritmo proposto
é representado por operações matriciais e facilita tanto a implementação como a análise
computacional.

Para obter o modelo dinâmico para um manipulador den graus de liberdade utiliza-se
o equacionamento de Lagrange-Euler:

d

dt

(

∂L

∂q̇i

)

−
∂L

∂qi
= τi i = 1, 2, · · · , n (177)

onde,

L - Função de Lagrange a qual representa a diferença entre a energia cinéticaT e a
energia potencialP (L = T − P );

T - Energia cinética total do manipulador;

P - Energia potencial total do manipulador;

qi - Coordenadas generalizadas do manipulador;

τi - Torque generalizado aplicado no manipulador na juntai para acionamento do eloi.
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2.4.1 Velocidades de Juntas

O equacionamento de Lagrange-Euler exige o conhecimento daenergia cinética do
sistema, assim, faz-se necessário também o conhecimento das velocidades envolvidas.
Sendo conhecido um ponto fixo do manipulador dado por:

iri =









xi
yi
zi
1









(178)

sua velocidade pode ser obtida conforme expressão (179).

0vi ≡ vi =
d

dt

(

0ri
)

=
d

dt

(

0Ai
iri
)

=

(

i
∑

j=1

∂0Ai

∂qj
q̇j

)

iri (179)

A matriz 0Ai tem a forma:

i−1Ai =









cos (θi) − cos (αi) sin (θi) sin (αi) sin (θi) ai cos (θi)
sin (θi) cos (αi) cos (θi) − sin (αi) cos (θi) ai sin (θi)

0 sin (αi) cos (αi) di
0 0 0 1









para o caso de juntas rotacionais. E:

i−1Ai =









cos (θi) − cos (αi) sin (θi) sin (αi) sin (θi) 0
sin (θi) cos (αi) cos (θi) − sin (αi) cos (θi) 0

0 sin (αi) cos (αi) di
0 0 0 1









para o caso de juntas prismáticas.

A derivada parcial de0Ai em relação aqj pode ser calculada pela utilização do opera-
dorQ, que para o caso de juntas rotacionais tem a forma:

Q =









0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0









e para o caso de juntas prismáticas:

Q =









0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0











75

Assim, pode-se escrever:

∂0Ai

∂qj
=

{

0A1
1A2 · · · j−2Aj−1Qj

j−1Aj · · · i−1Ai paraj ≤ i

0 paraj > i

Para simplificação pode-se definirUij ,
∂0Ai

∂qj
, e assim:

Uij =

{

0Aj−1Qj
j−1Ai paraj ≤ i

0 paraj > i

A velocidade de um ponto fixo do manipulador pode ser reescrita na forma:

vi =

(

i
∑

j=1

Uij q̇j

)

iri (180)

O efeito da interação entre as juntas do manipulador pode serexpresso por:

∂Uij

∂qk
, Uijk =











0Aj−1Qj
j−1Ak−1Qk

k−1Ai parai > k > j
0Ak−1Qk

k−1Aj−1Qj
j−1Ai parai > j > k

0 parai < j ou i < k

(181)

que pode ser interpretada como os efeitos das juntasj ek para cada ligamentoi.

2.4.2 Energia Cinética do Manipulador

Calculada a velocidade da junta de cada um dos elos do manipulador, é possível
realizar-se o cálculo da energia cinética dos mesmos. SejaTi a energia cinética do elo
i comi = 1, 2, · · · , n e dTi a energia cinética de uma partícula de massa diferencialdm,
pode-se escrever

dTi =
1

2

(

ẋ2i + ẏ2i + ż2i
)

dm =
1

2
Tr
(

viv
T
i

)

dm

dTi =
1

2
Tr

[

i
∑

p=1

i
∑

r=1

Uip

(

iridm
irTi
)

UT
ir q̇pq̇r

]

A energia cinética total será obtida pela soma da energia cinética de cada um dos
termos diferenciais sendo representada assim pela integral

Ti =

∫

dTi =
1

2
Tr

[

i
∑

p=1

i
∑

r=1

Uip

(
∫

iri
irTi dm

)

UT
ir q̇pq̇r

]

com o termo
∫

iri
irTi dm representando o momento de inércia do ligamentoi. Assim

pode-se definir
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Ji =

∫

iri
irTi dm =









∫

x2i dm
∫

xiyidm
∫

xizidm
∫

xidm
∫

xiyidm
∫

y2i dm
∫

yizidm
∫

yidm
∫

xizidm
∫

yizidm
∫

z2i dm
∫

zidm
∫

xidm
∫

yidm
∫

zidm
∫

dm









e escrever para a energia cinética do manipulador

T =
1

2

n
∑

i=1

i
∑

p=1

i
∑

r=1

[

Tr
(

UipJiU
T
ir

)

q̇pq̇r
]

(182)

2.4.3 Energia Potencial do Manipulador

A energia potencial do manipulador será representada pela letraP , e para cada elo do
manipulador tem-se:

Pi = −mig
0r̄i = −mig

(

0Ai
ir̄i
)

comg representando a gravidade. Calculando agora para cada elo do manipulador têm-se
que:

P =

n
∑

i=1

Pi =

n
∑

i=1

−mig
(

0Ai
ir̄i
)

2.4.4 Equações de Movimento do Manipulador

Conforme definição da função de Lagrange tem-se queL = T − P que permite
escrever:

L =
1

2

n
∑

i=1

i
∑

j=1

i
∑

k=1

[

Tr
(

UijJiU
T
ik

)

q̇j q̇k
]

+
n
∑

i=1

mig
(

0Ai
ir̄i
)

(183)

E aplicando o equacionamento de Lagrange-Euler em (183) obtém-se:

τi =
d

dt

(

∂L

∂q̇i

)

−
∂L

∂qi
=

n
∑

j=1

j
∑

k=1

Tr
(

UjkJjU
T
ji

)

q̈k +

n
∑

j=1

j
∑

k=1

j
∑

m=1

Tr
(

UjkmJjU
T
ji

)

q̇kq̇m −
n
∑

j=1

mjgUji
j r̄j (184)

que parai = 1, 2, · · · , n pode ser expressa de forma simplificada como:

τi =

n
∑

k=1

Dikq̈k +

n
∑

k=1

n
∑

m=1

hikmq̇kq̇m + ci (185)
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ou ainda na forma matricial

τ (t) = D (q (t)) q̈ (t) + h (q (t) , q̇ (t)) + c (q (t)) (186)

Ainda,D (q (t)) representa uma matriz simétrica (n × n) relacionada aos elementos
inerciais do manipulador e dada por:

Dik =
n
∑

j=max(i,k)

Tr
(

UjkJjU
T
ji

)

i, k = 1, 2, · · · , n (187)

h (q (t) , q̇ (t)) é um vetor de dimensõesn × 1 contendo informações sobre as forças
centrífugas e de Coriolis com os elementos dados por:

h (q, q̇) =
[

h1 h2 · · · hn
]T

hi =
n
∑

k=1

n
∑

m=1

hikmq̇kq̇m i, k = 1, 2, · · · , n

hikm =
n
∑

j=max(i,k,m)

Tr
(

UjkmJjU
T
ji

)

i, k,m = 1, 2, · · · , n (188)

E c (q (t)) é um vetor relativo à força gravitacional com dimensõesn× 1 dado por:

c (q) =
[

c1 c2 · · · cn
]T

ci =

n
∑

j=1

(

−mjgUji
j r̄j
)

(189)

2.5 Modelo Cinemático do Manipulador Móvel

O modelo cinemático do manipulador móvel pode ser obtido utilizando-se uma tras-
formação de coordenadas que relacione o modelo cinemático do manipulador com o mo-
delo cinemático da base móvel.

De (130) tem-se a transformação de coordenadas do manipulador Barrett WAM da
garra para a base. Para formar o manipulador móvel, propõe-se a instalação do mani-
pulador Barrett WAM sobre o chassi do robô móvel Twil, assim pode-se definir uma
transformação que relacione este acoplamento na forma:

chassiTbase =









cos (θbase) − sin (θbase) 0 xbase
sin (θbase) cos (θbase) 0 ybase

0 0 1 zbase
0 0 0 1









(190)

ondexbase, ybase e zbase indicam a posição do sistema de coordenadas da base do mani-
pulador em relação ao sistema de coordenadas do topo da plataforma do robô móvel. As
medidas em relação aos eixosx e y (BARRETT TECHNOLOGY, 2006), indicam que
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o sistema de coordenadas está referenciado em uma da arestasda base do manipulador.
Assim, para centralizar o manipulador em relação ao robô móvel é necessário que se con-
siderem estes deslocamentos. Já a medida relativa ao eixoz se refere à expessura da chapa
metálica do disco superior do robô móvel Twil e ao fato de que osistema de coordenadas
está localizado no plano central em relação à expessura da chapa.

Faz-se necessário também definir uma relação entre o sistemada base-chassi em rela-
ção ao sistema inercial de coordenadas. Assim, da transformação do robô móvel Twil (2)
pode-se escrever:

0Tchassi =









cos (θc) − sin (θc) 0 xc
sin (θc) cos (θc) 0 yc

0 0 1 0
0 0 0 1









(191)

E então pode-se escrever para o modelo cinemático da manipulador móvel que:

0Tgarra =
0Tchassi

chassiTbase
baseTgarra (192)
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3 PROPOSTA DE CONTROLE

3.1 Introdução

Neste capítulo será apresentada uma proposta de controle para o manipulador mó-
vel. Serão apresentadas estratégias de controle utilizando linearização, controle não su-
ave, ebacksteppingpara controle da base móvel, bem como uma análise de estabilidade
do sistema utilizando a teoria de Lyapunov. Com relação ao controle do manipulador,
apresenta-se a lei de torque calculado. Ainda, será apresentado um experimento para
identificação de parâmetros necessários no modelo da base móvel.

3.2 Estratégias de Controle

3.2.1 Linearização por Realimentação da Dinâmica

Utilizando a realimentação de estados:

τ0 = G† (β) (H(β)v + f(β, u)) (193)

ondeG† (β) denota uma pseudo-inversa à esquerda deG (β). O modelo dinâmico de
configuração de um robô móvel com rodas pode ser simplificado,assumindo a forma:

{

ẋ = B (x) u

u̇ = v
(194)

Para o robô móvel Twil a realimentação de estados proposta em(193) pode ser calcu-
lada, verificando que no presente casoG é inversível, e sendo assim tem-se que:

τ = G−1 (v + f(u)) (195)

com:

G−1 =

[ 1
2K7

1
2K8

1
2K7

− 1
2K8

]

(196)

3.2.2 Transformação de coordenadas

É de interesse estabilizar o robô em um ponto arbitrárioxr, para qualquer posição e
orientação

[

xr1 xr2 xr3
]T

. Isto pode ser realizado através da transformação de coorde-
nadas̄x(x, xr), estabelecendo um novo sistema referencial de coordenadas{Xr1, Xr2} na
posição de referência

[

xr1 xr2
]T

com ânguloxr3 assim como apresentado na Figura 19.
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Assim, a transformação de coordenadas de{X1, X2} para{Xr1, Xr2} consiste em
uma translação e uma rotação do ânguloxr3 . Pode-se verificar quēx3 = x3−xr3 e então,
a tranformação de coordenadasx̄(·, ·) é obtida por:

x̄ =

[

R(xr3) 0
0 1

]

(x− xr) (197)

ondeR(xr3) é uma matriz de rotação de duas dimensões, ou seja:

R(xr3) =

[

cosxr3 sin xr3
− sin xr3 cosxr3

]

(198)

Portanto, para o sistemā̇x = f (x̄, g(x̄)) sendo estável em̄x = 0, tem-seẋ =
f (x, g(x)) estável emx = 0. Assim, para estabilizar o sistema em um ponto arbitrá-
rio qualquerxr utilizando uma lei de controleg que conduz o estado à origem, basta
utilizar g(x̄).

O X1

X2

Xc1 , u1

Xc2

x1

x2

X

x3, u2

x̄1

x̄2

x̄2

x̄3

xr1

xr2

xr3

xr3

Xr1

Xr2

Xr

Figura 19: Sistema de coordenadas do robô móvel Twil com relação a um sistema de
referência.

3.2.3 Controlador não suave

Robôs móveis com sistema de acionamento diferencial (caso do robô móvel Twil) são
sistemas não-holonômicos (CAMPION; BASTIN; D’ANDRÉA-NOVEL, 1993). Uma
importante definição sobre o controle de sistemas não-holonômicos foi feita por Broc-
kett (BROCKETT, 1982) que demonstrou que não é possível estabilizar assintoticamente
um sistema em um determinado ponto arbitrário através de umalei de controle suave com
realimentação e invariante no tempo, por mais que o sistema seja controlável (ASTOLFI,
1994).
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Os meios para estabilizar assintoticamente um sistema conforme as condições de
Brockett são sistemas de controle do tipo variantes no tempo(POMET et al., 1992; TEEL;
MURRAY; WALSH, 1995; GODHAVN; EGELAND, 1997; REHMAN; RAFIQ; RAZA,
2011), controle não-suave (ASTOLFI, 1994; SØRDALEN, 1993;CANUDAS DE WIT;
SØRDALEN, 1992) e leis de controle híbridas (LUCIBELLO; ORIOLO, 2001).

Neste trabalho, será obtido um controlador não suave baseado na transformação não
suave de coordenadas (197), com restrições que estão associadas à cinematica, mas não à
dinâmica do robô móvel Twil. Considerando a transformação de coordenadas (BARROS;
LAGES, 2012):

e =
√

x̄21 + x̄22 (199)

ψ = atan2(x̄2, x̄1) (200)

α = x̄3 − ψ (201)

η1 = u1 (202)

η2 = u2 (203)

(87) pode ser reescrita na forma:






























ė = cosαη1

ψ̇ = sinα
e
η1

α̇ = − sinα
e
η1 + η2

η̇1 = v1

η̇2 = v2

(204)

Para o projeto do controlador não suave, serão utilizadas apenas as primeiras três
expressões de (204), tomando como entrada a variávelη. Na seção 3.2.4 será utilizada a
técnica debacksteppingpara voltar a considerar a entrada como sendov assim como na
expressão (204). Considerando agora:











ė = cosαη1

ψ̇ = sinα
e
η1

α̇ = − sinα
e
η1 + η2

(205)

será utilizada a análise de Lyapunov para verificar a estabilidade do sistema. Escolhendo
como função candidata:

V =
1

2

(

λ1e
2 + λ2α

2 + λ3ψ
2
)

(206)

tem-se que:

V̇ = λ1eė + λ2αα̇+ λ3ψψ̇ (207)

V̇ = λ1e cosαη1 − λ2α
sinα

e
η1 + λ2αη2 + λ3ψ

sinα

e
η1 (208)

Agora, para quėV seja positiva definida pode-se fazer a escolha das entradas de con-
trole:
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η1 , −γ1e cosα (209)

e

η2 , −γ2α− γ1 sinα cosα + γ1λ3ψ
sinα

λ2α
cosα (210)

assim, pode-se reescrever (208) como:

V̇ = −γ1λ1e
2 cos2 α− γ2λ2α

2 ≤ 0 (211)

Lembrando queV é limitada inferiormente, e como pode-se observar de (211),V
é não crescente, aindȧV é uniformemente contínua pois̈V é limitada. Baseando-se
no lema de Barbalat (POPOV, 1973) tem-se queV̇ → 0 e de (211) pode-se escrever
−γ1λ1e2 cos2 α − γ2λ2α

2 → 0. Uma vez queγ2 e λ2, são termos positivos, para que
γ2λ2α

2 → 0 é necessário queα → 0. Fazendoα = 0 em−γ1λ1e2 cos2 α− γ2λ2α
2 → 0

tem-se que−γ1λ1e2 → 0 e comγ1 e λ1 sendo termos positivos pode-se concluir que
e→ 0.

Ainda faz-se necessário verificar a convergência para zero da variávelψ. Para isto
segue a análise do sistema em malha fechada, dado por:



















ė = −γ1e cos
2 α

ψ̇ = −γ1 sinα cosα

α̇ = −γ2α + γ1
λ3
λ2
ψ
sinα

α
cosα.

(212)

Tem-se quëα < ∞ e consequentementeα̇ é uniformemente contínua. Comoα → 0
pelo lema de Barbalat tem-seα̇ → 0. Agora comα → 0 e α̇ → 0 pode-se reescrever a
terceira expressão de (212) como:

γ1
λ3
λ2
ψ
sinα

α
cosα = 0 (213)

e uma vez queγ1, λ2 eλ3 são termos positivos, pode-se concluir que:

ψ → 0. (214)

3.2.4 Backstepping

A técnica debacksteppingpermite o desenvolvimento de controladores que buscam
estabilizar sistemas dinâmicos não lineares, estando dentre as técnicas mais importantes
para controle de sistemas não lineares (TANNER; KYRIAKOPOULOS, 2003) sendo uti-
lizada em diversas aplicações, a exemplo do trabalho apresentado em FIERRO; LEWIS
(1995).

Ainda que (209-210) possam estabilizar a primeira expressão de (87), as mesmas
não podem estabilizar (87) totalmente uma vez que sua entrada é v e nãou. Pode-se
observar entretanto que (87) pode ser visto como uma cascataentre dois subsistemas e
neste caso é possível utilizar a técnica debackstepping(KOKOTOVIĆ, 1992) para obter
uma expressão parav a partir deu.

Aplicando as transformações (199-201,197) à (87) é possível escrever:
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ė = cosαu1 (215)

ψ̇ =
sinα

e
u1 (216)

α̇ = −
sinα

e
u1 + u2 (217)

u̇1 = v1 (218)

u̇2 = v2 (219)

E somando-secosα(η1−η1) a (215),sinα
e
(η1−η1) a (216) e− sinα

e
(η1−η1)+(η2−η2)

a (217), as expressões permanecem inalteradas:































ė = cosαu1 + cosα(η1 − η1)

ψ̇ = sinα
e
u1 +

sinα
e
(η1 − η1)

α̇ = − sinα
e
u1 + u2 −

sinα
e
(η1 − η1) + (η2 − η2)

u̇1 = v1

u̇2 = v2

(220)

podendo as mesmas serem rearranjadas na forma:











































ė = cosαη1 + cosα(u1 − η1)

ψ̇ =
sinα

e
η1 +

sinα

e
(u1 − η1)

α̇ = −
sinα

e
η1 + η2 −

sinα

e
(u1 − η1) + (u2 − η2)

u̇1 = v1

u̇2 = v2

(221)

e definindo-se:

e1 , u1 − η1 (222)

e2 , u2 − η2 (223)

v̄1 , v1 − η̇1 (224)

v̄2 , v2 − η̇2 (225)

obtém-se:











































ė = cosαη1 + cosαe1

ψ̇ =
sinα

e
η1 +

sinα

e
e1

α̇ = −
sinα

e
η1 + η2 −

sinα

e
e1 + e2

ė1 = v̄1

ė2 = v̄2

(226)

Agora, substituindo-seη1 e η2 de (209) e (210) pode-se escrever:
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ė = −γ1e cosα
2 + cosαe1

ψ̇ = −γ1 sinα cosα +
sinα

e
e1

α̇ = −γ2α + γ1
λ3
λ2

cosα
sinα

α
ψ −

sinα

e
e1 + e2

ė1 = v̄1

ė2 = v̄2

(227)

Seja a seguinte candidata à função de Lyapunov:

V1 =
1

2

(

λ1e
2 + λ2α

2 + λ3ψ
2 + λ4e

2
1 + λ5e

2
2

)

(228)

Sua derivada temporal é dada por:

V̇1 = λ1eė + λ2αα̇ + λ3ψψ̇ + λ4e1ė1 + λ5e2ė2 (229)

e substituindo-se agora as expressões (227) em (229) resulta em:

V̇1 = −γ1λ1e
2 cos2 α− γ2λ2α

2 + λ1e cosαe1

− λ2α
sinα

e
e1 + λ3ψ

sinα

e
e1

+ λ4e1v̄1 + λ2αe2 + λ5e2v̄2 (230)

Então, escolhendo-se:

v̄1 , −γ4e1 −
λ1
λ4

cosα +
λ2
λ4
α
sinα

e

−
λ3
λ4
ψ
sinα

e
(231)

v̄2 , −γ5e2 −
λ2
λ5
α (232)

obtém-se como resultado:

V̇1 = −γ1λ1e
2 cos2 α− γ2λ2α

2 − γ4λ4e
2
1

− γ5λ5e
2
2 ≤ 0 (233)

que prova queV1 é de fato uma função de Lyapunov para o sistema (227). Além disto,
como V̇1 é uniformemente contínua, tem-se do lema de Barbalat (POPOV, 1973) que
V̇1 → 0, o que implica quee → 0, α → 0, e1 → 0 e e2 → 0. Resta ainda provar queψ
converge para zero. Aplicando o lema de Barbalat paraα̇ segue-se quėα → 0 em (227),
o que implica queψ → 0.

Assim, a lei de controle para o sistema (87) é dada por:

v1 = v̄1 + η̇1 (234)

v2 = v̄2 + η̇2 (235)
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e com:

η̇1 = γ21e cos
3 α− γ1γ2eα sinα

+ γ21
λ3
λ2
e cosα

sin2 α

α
ψ (236)

η̇2 = γ22α− 2γ1γ2
λ3
λ2
ψ
sinα

α
cosα

+ γ1γ2α cos2 α− γ21
λ3
λ2

cos3 α
sinα

α
ψ

− γ1γ2α sin2 α + γ21
λ3
λ2

cosα
sin3 α

α
ψ

− γ21
λ3
λ2

cos2 α
sin2 α

α
− γ1γ2

λ3
λ2
ψ

+ γ21
λ23
λ22

cos3 α
sinα

α2
ψ2 + γ21

λ23
λ22

cosα
sin3 α

α2
ψ2

+ γ21
λ23
λ22

cos2 α
sin2 α

α3
ψ2 (237)

tem-se:

v1 = −γ4e1 −
λ1
λ4

cosα +
λ2
λ4
α
sinα

e

+ γ21e cos
3 α− γ1γ2eα sinα

+ γ21
λ3
λ2
e cosα

sin2 α

α
ψ (238)

v2 = −γ5e2 −
λ2
λ5
α

+ γ22α− 2γ1γ2
λ3
λ2
ψ
sinα

α
cosα

+ γ1γ2α cos2 α− γ21
λ3
λ2

cos3 α
sinα

α
ψ

− γ1γ2α sin2 α + γ21
λ3
λ2

cosα
sin3 α

α
ψ

− γ21
λ3
λ2

cos2 α
sin2 α

α
− γ1γ2

λ3
λ2
ψ

+ γ21
λ23
λ22

cos3 α
sinα

α2
ψ2 + γ21

λ23
λ22

cosα
sin3 α

α2
ψ2

+ γ21
λ23
λ22

cos2 α
sin2 α

α3
ψ2 (239)

3.2.5 Identificação de parâmetros

O modelo (122) não é o mesmo descrito em URDF (Unified Robot Description For-
mat), por ser mais simples e não incluir alguns detalhes construtivos do robô como peças
com distribuição de massa não uniforme como a CPU, placas de controle, cabeamento,
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etc. Para contornar a dificuldade de obter um modelo algébrico tal como (122) conside-
rando estes detalhes, propõe-se a identificação destes parâmetros (AGUIRRE, 2007) a fim
de garantir uma maior precisão nos dados utilizados para projeto do controlador do robô.
Do modelo de configuração (122) do robô móvel Twil tem-se:

u̇ =

[

0 K5

K6 0

] [

u1u2
u22

]

+

[

K7 K7

K8 −K8

]

τ (240)

sendo que (240) pode ser desmembrada em:

u̇1 = K5u
2
2 +K7 (τ1 + τ2) (241)

u̇2 = K6u1u2 +K8 (τ1 − τ2) (242)

Assim, utilizando as duas expressões (241) e (242) pode-se identificar dois parâmetros
em cada uma das expressões, sendo este processo mais simplesque realizar a identificação
simultânea dos quatro parâmetrosK5,K6,K7 eK8.

y1(k + 1) = u̇1(k) ≃
u1(k + 1)− u1(k)

T
= K5u

2
2(k) +K7(τ1(k) + τ2(k)) (243)

y1(k + 1) =

[

u22(k)
τ1(k) + τ2(k)

]T [

K5

K7

]

(244)

e definindo-se:

φ1(k) =

[

u22(k)
τ1(k) + τ2(k)

]

(245)

θ1(k) =

[

K5

K7

]

(246)

pode-se reescrever (244) como:

y1(k + 1) = φT
1 (k)θ1(k) (247)

y2(k + 1) = u̇2(k) ≃
u2(k + 1)− u2(k)

T
= K6u1(k)u2(k) +K8(τ1(k)− τ2(k)) (248)

y2(k + 1) =

[

u1(k)u2(k)
τ1(k)− τ2(k)

]T [

K6

K8

]

(249)

e definindo-se:
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φ2(k) =

[

u1(k)u2(k)
τ1(k)− τ2(k)

]

(250)

θ2(k) =

[

K6

K8

]

(251)

pode-se reescrever (249) como:

y2(k + 1) = φT
2 (k)θ2(k) (252)

Utilizando o algoritmo de mínimos quadrados recursivo (AGUIRRE, 2007) pode-se
estimarθi através de:

ŷi(n+ 1) = φT
i (n)θ̂i(n) (253)

Ki(n) =
Pi(n− 1)φi(n)

1 + φT
i (n)P (n− 1)φi(n)

(254)

θ̂i(n+ 1) = θ̂i(n) +Ki(n) (yi(n + 1)− ŷi(n− 1)) (255)

Pi(n) =
(

I −Ki(n)θ
T
i (n)

)

Pi(n− 1) (256)

3.3 Controlador do robô móvel Twil

O controlador proposto para o robô Twil será implementado (no ROS) conforme dia-
grama de blocos apresentado na Figura 20, com o bloco da linearização sendo implemen-
tado com base na formulação da Seção 3.2.1, o bloco de transformação de coordenadas
será implementado seguindo o desenvolvimento apresentadona Seção 3.2.2, o bloco de
transformação descontínua será implementado seguindo o desenvolvimento apresentado
nas Seções 3.2.2 e 3.2.3 e o bloco do controladorbacksteppingserá implementado se-
guindo o desenvolvimento da Seção 3.2.4.

ξref ξ̄

ξξ

Coordenadas Descontínua
TransformaçãoTransformação

Backstepping
Controladore, α, ψ v

u

τ TwilLinearização

Figura 20: Diagrama de blocos do controlador a ser implementado para o robô móvel
Twil.
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3.4 Controle do manipulador Barrett WAM

Para o controle do manipulador Barrett WAM, será utilizada alei de controle por
torque calculado (FU; GONZALES; LEE, 1987):

τ(t) = Dn(q) [q̈r(t) +Kd(q̇r(t)− q̇(t)) +Kp(qr(t)− q(t))]

+ hn(q(t), q̇(t)) + cn(q(t)) (257)

ondeqr é o vetor de referência das variáveis de junta eKd eKp são respectivamente as
matrizes de ganhos derivativo e proporcional do controlador. Substituindoτ(t) da lei de
controle (257) em (186) tem-se:

D (q (t)) q̈ (t) + h (q (t) , q̇ (t)) + c (q (t)) = (258)

Dn(q) [q̈r(t) +Kd(q̇r(t)− q̇(t)) +Kp(qr(t)− q(t))] + hn(q(t), q̇(t)) + cn(q(t))

Se

D(q) = Dn(q)

h(q(t)q̇(t)) = hn(q(t)q̇(t))

c(q(t)) = cn(q(t))

e definindo-see(t) , qr(t) − q(t) e ė(t) , q̇r(t) − q̇(t) a expressão (258) se reduz à
forma:

D(q)[ë(t) +Kdė(t) +Kpe(t)] = 0 (259)

Sendo a matrizD(q) sempre não singular, as matrizes dos ganhosKd eKp podem
ser escolhidas apropriadamente de forma que as raízes do polinômio característico de
(259) possuam a parte real negativa e assim o vetor de erroe(t) pode ser levado à zero
assintoticamente.
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4 IMPLEMENTAÇÃO NO ROS ( ROBOT OPERATING SYS-
TEM)

4.1 Introdução

Neste Capítulo será apresentado o ROS (Robot Operating System), assim como os
conceitos básicos sobre modelagem URDF (Unified Robot Description Format) neces-
sários para criar o modelo do manipulador móvel. A estruturados pacotes criados para
implementar os controladores no ROS é apresentada com uma descrição detalhada da
implementação dentro do laço de tempo real do ROS bem como suaestrutura geral de
controladores.

4.2 ROS

O ROS é umframeworkpara desenvolvimento desoftwarepara robôs. É constituído
por uma coleção de ferramentas, bibliotecas e convenções que buscam simplificar a ta-
refa de criar comportamentos complexos e robustos para robôs em diversas plataformas
robóticas (QUIGLEY et al., 2009). Foi desenvolvido para promover a colaboração entre
desenvolvedores de robótica, permitindo por exemplo que diferentes grupos de pesquisa
possam cooperar através da troca de experiências reutilizando código.

O ROS é um sistema baseado em mensagens, sendo composto por bibliotecas es-
critas em linguagens como C++ e Python. A filosofia de criação do ROS é baseada
no sistema operacional UNIX onde uma série de pequenas ferramentas são projetadas
para trabalhar em conjunto. A origem do ROS deve-se a uma parceria entre a Indústria
e Universidades (COUSINS, 2010). O ROS pode ser compreendido como um sistema
distribuído (WONG, 2011), onde um determinado número de nós, cada um rodando de-
terminada aplicação se comunica através de mensagens.

O ROS é um dos sistemas operacionais disponíveis para robôs mais utilizado (KERR;
NICKELS, 2012) com trabalhos sendo desenvolvidos tanto no ambiente industrial (RO-
BOT OPERATING SYSTEM, 2014a) como no ambiente acadêmico a exemplo de cursos
que ensinam conceitos básicos de robótica utilizando o ROS como um dos componentes
de um laboratório virtual (CORRELL; WING; COLEMAN, 2013). Aversão do ROS
utilizada neste trabalho é a FUERTE.

4.2.1 Pacotes do ROS

A sistemática de operação do ROS está baseada nos pacotes, osquais contém por
exemplo códigos-fonte e arquivos executáveis, oferecendouma camada de abstração para
programação onde os arquivos estão organizados de maneira apropriada e podem ser facil-
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mente localizados (GITHUB, 2014). Sendo um sistema operacional baseado em pacotes
sua principal característica é a de que arquivos podem referenciar outros arquivos de ma-
neira simples, neste caso, definindo que determinado pacoteA possui dependência de
outro pacote B. A estrutura de um pacote está representada naFigura 21.

nome_do_pacote

src/ .............................................................Códigos-fonte
bin/ .......................................................Arquivos executáveis
lib/ ..................................................Bibliotecas compartilhadas
build/ ....................................................Arquivos compilados
launch/ ......................................Arquivos de inicialização do pacote
include/ ................................................Arquivos de cabeçalho
manifest.xml ....................................Informações básicas do pacote
CMakelist.txt ..................................Definições sobre a compilação

Figura 21: Estrutura de um pacote no ROS.

4.2.2 Stacks do ROS

O stacké o principal mecanismo de distribuição de software utilizado no ROS, sendo
que os pacotes do ROS são organizados emstacks. Assim como o objetivo da utilização
dos pacotes é criar uma coletânea de códigos que facilitem sua reutilização, o objetivo de
um stacké a simplificação do compartilhamento destes códigos (ROBOTOPERATING
SYSTEM, 2014b).

Cadastackpossui um número de versão associado podendo declarar dependência com
relação a outrosstacks, e esta dependências também possuem um número de versão ga-
rantindo maior estabilidade de desenvolvimento. Ainda, osstacksreúnem pacotes que
de forma conjunta proporcionam funcionalidades como navegar entre diferentesstackse
manipular os mesmos.

A criação de umstackno ROS pode ser efetuada de forma manual ou utilizando a
ferramentaroscreate-stackde geração automática, sendo que a criação manual é extre-
mamente simples uma vez que umstacké simplesmente um diretório dependente das va-
riáveis de ambienteROS_ROOT ou ROS_PACKAGE_PATH com uma arquivostack.xml
associado e todos os arquivos contidos neste diretório são considerados como parte do
stack.

4.2.3 Nodos do ROS

Um nodo é um processo capaz de realizar tarefas como cálculospor exemplo. Em
um robô por exemplo, estima-se utilizar uma grande quantidade de nodos, onde pode-se
ter um nodo controlando os motores das rodas, um nodo realizando localização, um nodo
atualizando a visualização gráfica do sistema, e assim sucessivamente (ROBOT OPERA-
TING SYSTEM, 2014b). A utilização dos nodos no ROS traz uma série de benefícios
ao sistema de forma geral, como por exemplo uma maior tolerância à falhas uma vez que
problemas com um único nodo são isolados ao mesmo.

Ainda, a complexidade de código associada a um nodo é inferior quando comparada
com uma implementação monolítica. Os detalhes de implementação dos nodos são ocul-
tados de maneira apropriada uma vez que os mesmos fornecem uma API (Application
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Programming Interface) simplificada que permite implementações alternativas mesmo
em outras linguagens de programação.

4.2.4 Mecanismos de comunicação entre nodos do ROS

O ROS utiliza mecanismos que permitem que os nodos possam se comunicar. Dentre
estes mecanismos estão os tópicos, os serviços e osaction servers.

4.2.4.1 Tópicos

Os tópicos são um mecanismopublisher/subscriberatravés do qual os nós podem
trocar mensagens (ROBOT OPERATING SYSTEM, 2014b), possuindo uma semântica
anônima com relação a qual o nodo que publica ou subscreve a mensagem, assim o nodo
não possui a informação de qual o seu parceiro na comunicação.

Ao invés disso o nodo que precisar de um determinado dado em específico deve subs-
crever no tópico apropriado, assim como nodos que publicam dados devem publicar no
tópico apropriado. Um único tópico pode ter uma série de nodos publicando e subscre-
vendo ao mesmo tempo.

4.2.4.2 Serviços

Os nodos são destinados à transmissão unidirecional de dados, e para os casos onde
há a necessidade de execução de alguma RPC por parte do nodo, ou seja, receber uma
confirmação em relação a um pedido o nodo deve utilizar um serviço para tal fim (ROBOT
OPERATING SYSTEM, 2014b).

O modelopublisher/subscriberde mensagens é extremamente flexível mas a grande
quantidade de trocas unidirecionais não é apropriada para requisições do tipo RPC ou
interações do tipo requisição/resposta que são geralmentesolicitadas em sistemas dis-
tribuídos. Neste caso, o ROS oferece um serviço, que é um processo que possui uma
estrutura do tipo requisição/resposta, permitindo tambémoperações do tipo RPC entre
nodos (ROBOT OPERATING SYSTEM, 2014b).

No ROS os serviços são identificados por um nome (umastring), permitindo que um
cliente faça uma chamada ao serviço enviando uma mensagem e esperando pela resposta.

4.2.4.3 Action Servers

Em sistemas de grande porte baseados no ROS ocorrem situações onde um usuário
pode querer enviar uma requisição a um nodo a fim de executar determinada tarefa, e
também receber uma resposta referente a requisição enviada. Este procedimento pode ser
obtido através de utilização de serviços.

Porém, nos casos em que um serviço exige um longo tempo de execução, o usuário
pode querer cancelar a requisição enviada durante sua execução ou receber informações
sobre ostatusde execução da requisição. Assim é possível a criação deaction servers
utilizando o pacoteactionlibque fornece ferramentas para a criação dos mesmos.

Osaction serversexecutam tarefas de longo período de execução que podem ser pre-
emptadas e fornecem também uma interface para que clientes possam enviar solicitações.

4.2.5 Controladores do ROS

O ROS ainda não possui uma boa capacidade para implementaçãode controladores
avançados assim como o proposto neste trabalho. A princípio, o ROS não é um sistema
de tempo real apesar de que pode apresentar algumas características de tempo real se for
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executado em um sistemaLinux comPREEMPT_RT kernel patch. Mesmo neste caso,
existe um único laço de tempo real onde todos os controladores serão supervisionados
por um gerenciador de controladores (pertencente à classeControllerMannager).

Este laço de tempo real roda a uma taxa fixa de 1kHz, a qual não é adequada para aten-
der todas as tarefas de tempo real em um sistema complexo. Neste caso, uma alternativa
para sistemas que necessitem executar muitas tarefas de tempo real com diferentes taxas
é a utilização doframeworkOROCOS (Open Robot Control Software) (BRUYNINCKX,
2001) como uma camada de baixo nível para implementação da etapa de tempo real do
sistema.

Do ponto de vista da engenharia de controle, o ROS apresenta algumas particulari-
dades quando se quer implementar um controlador. Uma delas éa nomenclatura, pois
o que o ROS chama de controlador não é necessariamente um controlador na nomen-
clatura de um sistema de controle. No ROS um controlador é umplugin para o geren-
ciador de controladores que está implementando a interfacede controle, a qual tipica-
mente possui uma interface para ajoint command interfacee, ou joint state interface.
Observe que um controlador no ROS pode efetuar uma função quenão é necessaria-
mente a função de um controlador em um sistema de controle. Como exemplo têm-se
o joint_state_controller, que por sua nomenclatura poderia ser interpretado
como um controlador das juntas no espaço de estados, porém trata-se de umpublisher
dos valores das posições e velocidades das juntas.

Outro problema é que aparentemente a infraestrutura do ROS foi concebida para con-
troladores com apenas uma entrada e uma saída (SISO -Single-Input-Single-Output) que
gerenciam apenas uma valor escalar de referência, o valor deum sensor e geram uma
saída escalar.

Além disso, há discussões em fóruns de desenvolvedores do ROS que assumem a pos-
sibilidade de desenvolver controladores com múltiplas entradas e múltiplas saídas (MIMO
- Multiple-Input-Multiple-Output) através da composição de controladores SISO. O que
não se aplica. Leis avançadas de controle de robôs são intrinsecamente do tipo MIMO
e não podem ser decompostas em um conjunto de leis do tipo SISO, sem falar no pro-
blema de sincronizar muitos controladores SISO, de forma a se comportarem como um
único controlador MIMO. Entretanto neste trabalho, a implementação de um controlador
no ROS é apresentada, buscando um melhor entendimento das capacidades e limitações
do ROS com relação a implementação de controladores de baixonível. Implementações
similares utilizando oframeworkOROCOS para implementar capacidades de tempo real
podem ser verificadas em IORIS; LAGES; SANTINI (2012); LAGES; IORIS; SANTINI
(2014); SANTINI; LAGES (2010).

A Figura 22 mostra a arquitetura de baixo nível dos controladores no ROS. Os contro-
ladores sãopluginscarregados pelo gerenciador de controladores, o qual pode carregar,
descarregar, ativar e desativar os controladores. A seção 4.2.6 traz o detalhamento da
arquitetura apresentada na Figura 22.

Cada ciclo de controle é realizado a uma frequência de 1kHz. Em cada ciclo a função
update() de cada um dos controladores ativos é invocada sequencialmente e assim cada
controlador pode realizar sua tarefa dentro do ciclo. Se o controlador tiver que executar
em uma taxa menor, o mesmo deverá implementar uma subamostragem independente.
Do ponto de vista de controle digital, o modelo é o de um controlador de tempo contínuo
implementado em um computador digital com uma taxa de amostragem tão rápida que
os efeitos da digitalização podem ser ignorados. Deve-se notar entretanto que a taxa de
1kHz nem sempre é suficiente para desconsiderar os efeitos dadigitalização em qualquer
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Figura 22: Arquitetura de controladores de baixo nível no ROS.

sistema robótico, principalmente nos que implementam controle de força e controle de
impedância.

O modelo de um controlador de tempo contínuo é apropriado para controladores não
lineares, assim como o controlador proposto neste trabalho. A funçãoupdate() do
controlador proposto neste trabalho implementa a lei de controle definida por (197), (199-
201), (238),(239) e (257).

4.2.6 Laço de tempo real do ROS

A Figura 23 mostra um diagrama do laço de controle no ROS. Os blocos retangulares
representam as classes envolvidas na implementação deste laço e as setas as invocações
de funções ou acesso de variáveis através de ponteiros. No caso de funções, a ponta da
seta indica a classe que implementa a função e a origem da setaa classe que invoca a
função.

No caso de ponteiros, a ponta da seta indica a classe que armazena a variável. As
elipses representam tópicos que são publicados ou assinados pelas classes mostradas no
diagrama. Os blocos em azul são as classes que precisam ser implementadas especifica-
mente para um determinado robô através da derivação das classes base representadas no
diagrama. As demais classes são as mesmas para qualquer robô.

A classeRobotHW, implementa a interface do ROS com ohardwaredo robô. No
caso de uma simulação, como neste trabalho, esta classe é derivada para uma classe
RobotSim, que implementa a interface com o simulador Gazebo. Por sua vez, a classe
RobotSim, é derivada para a classeRobotSimTwil, que implementa as particularida-
des da interface do ROS com a simulação do robô Twil, e para a classeRobotSimWam,
que implementa as particularidades da interface do ROS com asimulação do robô Barrett
WAM.
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Figura 23: Laço de tempo real do ROS, adaptada de (MACIEL, 2014).

A classeGazeboRosControlPlugin implementa o sincronismo de tempo entre
o simulador Gazebo e o ROS, em particular com o gerenciador decontroladores do ROS.
Quando se está trabalhando em simulação isto é necessário porque o tempo é simulado
pelo simulador Gazebo e portanto o ROS deve operar com base notempo simulado e não
com base no tempo real.O gerenciador de controladores do ROSé implementado pela
classeControllerManager.

A sua função é executar um a um, em sequência, os controladores que encontram-se
ativos a cada instante de controle. Cabe ressaltar que na nomenclatura do ROS controlador
não é exatamente o mesmo que controlador na nomenclatura da teoria de sistemas de
controle. Para o ROS, controlador é qualquer classe que é carregada pelo gerenciador de
controladores (e para tanto é obrigado a implementar determinadas funções) e tem a sua
funçãoupdate() invocada a cada instante de controle.

Não necessariamente esta classe implementa uma lei de controle ou aciona algum con-
trolador, pode simplesmente amostrar um sensor e publicar os dados, ou ter qualquer outra
função no sistema. No diagrama da Figura 23, as classesJointStatePublisher e
Controller são controladores. A classeJointStatePublisher apenas publica
o estado do robô no tópico/joint_states e não tem a função de um controlador no
sentido de sistemas de controle. Já a classeControllers implementa um controlador
no sentido de sistemas de controle.

A referência é recebida através do tópico/controller/command. Na realidade,
esta classe é derivada, dependendo do caso, para a classeJointEffortController,
que implementa para cada junta umforwardda referência para comando do atuador, man-
tendo o sistema em malha aberta, ou para a classeCartLinearizingController,
que implementa a linearização (195).

Ou para a classeNonSmoothBackstepController, que implementa o contro-
lador não suave descrito no Capítulo 3, ou ainda para a classeComputedTorque que
implementa o controlador por torque calculado descrito no Capítulo 3.

A classeJointHandle implementa uma abstração das juntas do robô, disponibi-
lizando funções para leitura da posição, velocidade e esforço nas juntas do robô e para
aplicação de esforços nas juntas. Estas funções acessam através de ponteiros as respec-
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tivas variáveis nos objetos da classeRobotHW, que implementam efetivamente o acesso
aohardwareou à simulação do robô.

Na nomenclatura do ROS, a estrutura de controle mostrada na Figura 23 é denomi-
nado laço de tempo real e opera com um período constante. É importante notar que só
existe um laço de tempo real no qual todos os controladores são executados e portanto, to-
dos os controladores executam com a mesma frequência. Se algum controlador tiver que
ser executado com uma frequência menor, ele próprio deve implementar uma subamos-
tragem, o que força os períodos dos diversos controladores serem múltiplos do período
do controlador de menor período.

A operação do laço de tempo real segue a seguinte sequência:

1. O simulador Gazebo é o elemento responsável pelo tempo simulado. E a cada
vencimento do período de controle é invocada pelo Gazebo a funçãoupdate()
da classeGazeboRosControlPlugin.

2. A funçãoupdate() da classeGazeboROSControlPlugin invoca a função
readSim() da classeRobotSim (derivada da classeRobotHW).

3. A funçãoreadSim() da classeRobotSim faz a leitura dos sensores do robô,
através das funçõesgetAngle() egetVelocity() da biblioteca do Gazebo
e armazena estas leituras em variáveis internas.

4. A funçãoupdate() da classeGazeboROSControlPlugin invoca a função
update() da classeControllerManager.

5. A funçãoupdate() da classeControllerManager invoca, em sequência, as
funçõesupdate() de todos os controladores ativos.

6. A funçãoupdate() de cada controlador ativo, que são implementados por classes
derivadas da classeController, obtém a leitura dos sensores tipicamente atra-
vés das funçõesgetPosition() e getVelocity da classeJointHandle,
calcula a lei de controle a aciona os atuadores através da funçãosetCommand()
da classeJointHandle.

7. As funçõesgetPosition() e getVelocity da classeJointHandle ape-
nas retornam valores que foram armazenados pela funçãoreadSim() e a função
setCommand() apenas armazena o valor do comando para ser usado pela função
writeSim() da classeGazeboRosControlPlugin. No caso de ser usado
o robô real, estas funções acessariam os sensores e atuadores reais. No caso da
classeRobotSimTwil, derivada da classeRobotSim para o robô Twil, a função
setCommand() também armazena o esforço na variáveleff, para simular um
sensor de esforço na junta já que esta simulação não é feita pelo Gazebo.

8. A funçãoupdate() da classeGazeboROSControlPlugin é responsável por
invocar a funçãowriteSim() da classeRobotSim (derivada da classeRobotHW)

9. A funçãowriteSim() da classeRobotSim obtém o esforço a ser aplicado na
junta de sua variável interna e usa a funçãosetForce() da biblioteca do Gazebo
para aplicar o esforço na junta.



96

Cabe ressaltar que esta mesma estrutura, inclusive as mesmas classes, seriam utiliza-
das em caso de acionamento do robô real ao invés de simulação.Apenas os blocos Gazebo
(simulador) eGazeboRosControlPlugin não existiriam e a classeRobotHW seria
especializada pela classe (RobotHWTwil, por exemplo) responsável por acionar direta-
mente ohardwaredo robô e implementar o período de controle através da chamada da
funçãoupdate() pertencente à classeControllerManager. O restante do sistema
permaneceria exatamente o mesmo.

4.2.7 Unified Robot Description Format - URDF

O URDF é um formato XML para representação de modelos de robôs(ROBOT OPE-
RATING SYSTEM, 2014c) utilizado para descrever propriedades cinemáticas e dinâmi-
cas. Uma grande quantidade de robôs já foram modelados (ROBOT OPERATING SYS-
TEM, 2014d) utilizando este formato, como por exemplo os robôs Denso VS060, Pioneer
P3DX e Robotino. Utilizando-se o formato URDF é possível simular um robô dentro
de ambientes de simulação específicos como o Gazebo e o V-REP,assim como realizado
em MICHIELETTO; ZANIN; MENEGATTI (2013), onde um modelo proposto para o
robô NAO foi testado com o ROS.

Um arquivo URDF descreve a forma como os diferentes elos e juntas de um robô
estão conectados entre si, além de apresentar propriedadesfísicas dos mesmos, como a
geometria e momentos de inércia. Uma propriedade importante de um arquivo URDF
é a possibilidade de descrever a geometria de um robô utilizando formas simples como
cubos, esferas e cilindros, porém nem sempre estas formas conseguem descrever robôs
reais com geometrias complexas (como o robô móvel Twil).

Nos casos onde é necessário descrever uma geometria mais complexa é possível utili-
zar arquivos gerados em ferramentas de CADComputer Aided Design, como por exemplo
o SolidWorksR© que foi utilizado para desenhar os componentes do robô móvelTwil. A
conversão dos arquivos do SolidWorksR© para URDF foi efetuada através da utilização
de umadd-in (ROS.ORG, 2013). A Figura 24 mostra a ferramenta SolidWorksR© com
o modelo 3D do robô móvel Twil. Ainda, um trecho do código URDFgerado pode ser
observado na Figura 25 onde os seguintes elementos podem seranalisados:

• <robot name="twil" >: definição do nome do robô;

• <link name="chassis" >: define um elo do robô (o elo chassis neste caso),
propriedades físicas como a massa (<mass value="6.4923"/>) e a inércia
(<inertia= ... >) podem ser associadas ao elo;

• <geometry> <mesh filename="package://twil/meshes/chassis.STL"/>
</geometry>: este item referencia um arquivo do tipo STereoLithography(STL),
o qual descreve somente a geometria da superfície de um objeto tridimensional, sem
representar cor, textura ou outra propriedade comum aos arquivos de CAD (WIKI-
PEDIA, 2014). Através deste arquivo o simulador Gazebo podeconstruir o objeto
gráfico que vai representar o elo;

• <joint name="right_wheel_suport_joint"type="fixed" >: de-
fine uma junta fixa (sem movimento) do robô, neste caso a junta do suporte de uma
roda fixa.

Durante a simulação o Gazebo interpreta as informações referentes aos elementos da
geometria do robô (elos e juntas por exemplo) utilizando estas informações para exibir
graficamente a estrutura do robô.
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Figura 24: Edição do modelo 3D do robô móvel Twil no SolidWorksR©.

4.3 Pacote do robô móvel Twil

O software desenvolvido no ROS é organizado na forma de pacotes. Sendo que um
pacote pode conter códigos fonte e executáveis de nodos do ROS, bibliotecas do ROS,
arquivos de configuração dente outros arquivos que possam ser agrupados de forma ló-
gica. Um pacote do ROS é simplesmente um diretório no sistemaoperacional corrente
que contém um arquivopackage.xml. Um pacote é a menor parte da estrutura de uma
versão de software no ROS.

Para simplificar a forma como o código é compartilhado, os pacotes são organizados
emstacksdo ROS, que são coleções de pacotes que de forma conjunta provêem determi-
nada funcionalidade. De forma similar aos pacotes, osstackssão diretórios do sistema
operacional corrente que possui um arquivo do tipostack.xml, sendo que os pacotes con-
tidos neste diretório são considerados como parte dostack. é importante observar que
os nomes dos pacotes devem ser únicos em todo o sistema, o que significa que dois ou
mais pacotes não podem possuir o mesmo nome, ainda que os pacotes estejam emstacks
diferentes.

A Figura 26 mostra ostackdo robô móvel twil, o qual foi criado para agrupar o soft-
ware do robô móvel Twil. Os arquivosCMakelist.txt e Makefile são utilizados
pelo sistema debuild do ROS que é baseado nocmake, o arquivostack.xml define
o stack e suas dependências, com os diretórios sendo pacotes que estão incluídos no
stack.

No diretóriotwil_control_gazebo está a implementação da interface entre o
ROS e a simulação do robô móvel Twil no Gazebo, no diretóriotwil_controllers
está a implementação dos controladores propostos na seção 3. Ainda, no diretóriotwil_
description está a descrição URDF do robô móvel Twil e a implementação do nodo
do ROS que efetua a identificação de parâmetros está no diretório twil_ident.

4.3.1 Pacotetwil_control_gazebo

O pacotetwil_control_gazebo apresentado na Figura27 implementa a inter-
face entre o ROS e a simulação do robô móvel Twil no Gazebo. Novamente,CMakelist.
txt e Makefile são arquivos utilizados pelo sistema debuild, manifest.xml é o
arquivo que define o pacote,robot_sim_plugins.xml é o arquivo que descreve a
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1 <robotname="twil" >
2 <link name="chassis">
3 <inertial>
4 <origin xyz="6.3955E−06−2.1963E−17 0.27338"rpy="0 0 0" />
5 <massvalue="6.4923"/>
6 <inertiaixx="0.67525"ixy="0.0014553"ixz="−0.00017525"
7 iyy="0.69058"iyz="−6.3289E−18" izz="0.28611"/>
8 </inertial>
9 <visual>

10 <origin xyz="0 0 0" rpy="0 0 0" />
11 <geometry>
12 <meshfilename="package://twil/meshes/chassis.STL"/>
13 </geometry>
14 <materialname="">
15 <color rgba="0.75294 0.75294 0.75294 1"/>
16 </material>
17 </visual>
18 <collision>
19 <origin xyz="0 0 0" rpy="0 0 0" />
20 <geometry>
21 <meshfilename="package://twil/meshes/chassis.STL"/>
22 </geometry>
23 </collision>
24 </link>
25 .
26 .
27 .
28 <joint name="right_wheel_suport_joint"type="fixed">
29 <origin xyz="0 −0.161−0.002"rpy="0 0 0" />
30 <parentlink="chassis"/>
31 <childlink="right_wheel_suport"/>
32 <axis xyz="0 0 0" />
33 </joint>
34 .
35 .
36 .
37 </robot>

Figura 25: Descrição URDF do robô móvel Twil.

twil/
CMakelist.txt
Makefile
stack.xml
twil_control_gazebo/
twil_controllers/
twil_description/
twil_ident/

Figura 26: Estrutura do pacotetwil.
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interface entre o ROS e o Gazebo,robot_sim_twil.cpp é o código fonte que define
RobotSimTwil que é a implementação da classeRobotHW apresentado na Figura 23.
O diretóriolib contém as bilbiotecas compartilhadas com os arquivos binários para a
classeRobotSimTwil.

twil_control_gazebo/
CMakeLists.txt
lib/

libtwil_control_gazebo.so
Makefile
manifest.xml
robot_sim_plugins.xml
src/

robot_sim_twil.cpp

Figura 27: Pacotetwil_control_gazebo.

4.3.2 Pacotetwil_controllers

O pacotetwil_controllers apresentado na Figura 28 implementa o controle
proposto na seção 3. Os arquivos contidos no diretórioconfig especificam parâmetros
como as juntas do robô, ganhos e taxa de atualização para os controladores.Os arquivos do
diretóriosrc são a implementação dos controladores descritos nas seções3.2.1 e 3.2.4.
As classesCartLinearizingControllereNonSmothBackstepController
implementam os respectivos controladores. Estas classes são ambas derivadas da classe
Controller como mostra a Figura 23, enquanto o diretórioinclude contém os ar-
quivos com a declaração destas classes.

O diretóriolib contém as bilbiotecas compartilhadas com os arquivos binários para
estas classes. Ainda, o arquivotwil_controllers_plugins.xml especifica que
as classes que implementam os controladores são plugins para o gerenciador de controla-
dores do ROS. Os arquivos contidos no diretóriolaunch são utilizados para carregar os
controladores com seus respectivos arquivos de configuração.

4.3.3 Pacotetwil_description

O pacotetwil_description apresentado na Figura 29 contém a descrição no
formato URDF para o robô móvel Twil assim como detalhado na seção 4.2.7. Os ar-
quivos contidos no diretórioxacro descrevem os parâmetros geométricos e de massa
dos diferentes corpos que compõem o robô móvel Twil e o diretório meshes contém os
arquivos no formato STL (STereoLithography) que descrevem o formato dos corpos.

Os arquivos do diretóriolaunch são utilizados para carregar o modelo do robô móvel
Twil no servidor de parâmetros do ROS. O arquivotwil.launch carrega o modelo do
robô móvel Twil no servidor de parâmetros sendo utilizado com o robô atual que estiver
sendo simulado, enquanto que o arquivotwil_sim.launch carrega o modelo do robô
móvel Twil no servidor de parâmetros e roda o simulador Gazebo.

4.3.4 Pacotetwil_ident

O pacotetwil_ident apresentado na Figura 30 é um nodo do ROS que implementa
a identificação de parâmetros descrita na seção 3.2.5. Novamente o código fonte está no
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twil_controllers/
CMakeLists.txt
config/

effort_control.yaml
linearizing_control.yaml
nonsmooth_backstep_control.yaml

include/
twil_controllers/

cart_linearizing_controller.h
nonsmooth_backstep_controller.h

launch/
cart_linearizing.launch
joint_effort.launch
nonsmooth_backstep.launch

lib/
libtwil_controllers.so

Makefile
manifest.xml
src/

cart_linearizing_controller.cpp
nonsmooth_backstep_controller.cpp

twil_controllers_plugins.xml

Figura 28: Pacotetwil_controllers.

diretóriosrc, e há um arquivo para carregar o nodo no diretóriolaunch. Entretanto,
como este pacote implementa um nodo do ROS e não umpluginhá também um diretório
bin com o código executável do nodo.

4.4 Pacote do manipulador Barrett WAM

Para permitir a simulação do manipulador Barrett WAM no simulador Gazebo com
o controlador sendo executado pelo ROS o pacoteufrgs_wam foi criado. A estrutura
do pacote está apresentada na Figura 31. O diretóriowam_control_gazebo pos-
sui arquivos de interface de comunicação entre o ROS e o Gazebo, o diretóriowam_
controllers possui os arquivos para implementação do controlador de torque calcu-
lado e o diretóriowam_description possui os arquivos de descrição da estrutura do
manipulador.

Assim como para o robô móvel twil, o pacote do manipulador Barrett WAM contém
arquivosCMakelist.txt eMakefile utilizados pelo sistema debuild, e um arquivo
stack.xml que define ostack e suas dependências. No diretóriowam_control_
gazebo está a implementação da interface entre o ROS e a simulação domanipulador
Barret WAM, no diretóriowam_controllers está a implementação dos controladores
propostos na seção 3, mais especificamente do controlador detorque calculado, e no
diretóriowam_description está a descrição URDF do manipulador.
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twil_description
launch/

twil.launch
twil_sim.launch

Makefile
manifest.xml
meshes/

battery_bosch_12v.stl
castor_base.stl
castor_support.stl
castor_wheel.stl
chassis.stl
cpu.stl
fixed_wheel.stl
fixed_wheel_support.stl
left_wheel_support.stl
right_wheel_support.stl

xacro/
battery_bosch_12v.urdf.xacro
castor_base.urdf.xacro
castor_support.urdf.xacro
castor_wheel.urdf.xacro
chassis.urdf.xacro
cpu.urdf.xacro
eurocard.urdf.xacro
fixed_wheel_support.urdf.xacro
fixed_wheel.urdf.xacro
twil.urdf.xacro
twil_wam.urdf.xacro

Figura 29: Pacotetwil_description.

twil_ident/
bin/

ident
CMakeLists.txt
launch/

ident.launch
Makefile
manifest.xml
src/

ident.cpp

Figura 30: Pacotetwil_ident.
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ufrgs_wam/
CMakelist.txt
Makefile
stack.xml
wam_control_gazebo/
wam_controllers/
wam_description/

Figura 31: Estrutura de diretórios do pacote do manipuladorBarrett WAM.

4.4.1 Pacotewam_control_gazebo

O pacotewam_control_gazebo apresentado na Figura32 implementa a inter-
face entre o ROS e a simulação do manipulador Barret WAM no Gazebo. Novamente,
CMakelist.txteMakefile são arquivos utilizados pelo sistema debuild,manifest.
xml é o arquivo que define o pacote,robot_sim_plugins.xml é o arquivo que des-
creve a interface entre o ROS e o Gazebo,robot_sim_wam.cpp é o código fonte que
defineRobotSimWam que é a implementação da classeRobotHW apresentado na Fi-
gura 23. O diretóriolib contém as bilbiotecas compartilhadas com os arquivos binários
para a classeRobotSimWam.

wam_control_gazebo/
CMakeLists.txt
lib/

libwam_control_gazebo.so
Makefile
manifest.xml
robot_sim_plugins.xml
src/

robot_sim_wam.cpp

Figura 32: Pacotewam_control_gazebo.

4.4.2 Pacotewam_controllers

O pacotewam_controllers apresentado na Figura 33 implementa o controle pro-
posto na seção 3. Os arquivos contidos no diretórioconfig especificam parâmetros
como as juntas do robô, ganhos e taxa de atualização para os controladores.Os arqui-
vos do diretóriosrc são a implementação do controlador descrito na seção 3.4. A
classeComputedTorqueController implementa o respectivo controlador. Esta
classe é derivada da classeController como mostra a Figura 23, enquanto o dire-
tório include contém os arquivos com a declaração destas classes.

O diretóriolib contém as bilbiotecas compartilhadas com os arquivos binários para
estas classes. Ainda, o arquivowam_controllers_plugins.xml especifica que as
classes que implementam os controladores são plugins para ogerenciador de controlado-
res do ROS. Os arquivos contidos no diretóriolaunch são utilizados para carregar os
controladores com seus respectivos arquivos de configuração.
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wam_controllers/
CMakeLists.txt
config/

computed_torque_control.yaml
include/

wam_controllers/
computed_torque_controller.h

launch/
computed_torque.launch

lib/
libwam_controllers.so

Makefile
manifest.xml
src/

computed_torque_controller.cpp
wam_controllers_plugins.xml

Figura 33: Pacotewam_controllers.

4.4.3 Pacotewam_description

O pacotewam_description apresentado na Figura 34 contém a descrição no for-
mato URDF para o manipulador Barrett WAM assim como detalhado na seção 4.2.7. Os
arquivos contidos no diretórioxacro descrevem os parâmetros geométricos e de massa
dos diferentes corpos que compõem o manipuladore o diretório meshes contém os ar-
quivos no formato STL (STereoLithography) que descrevem o formato dos corpos.

Os arquivos do diretóriolaunch são utilizados para carregar o modelo do manipu-
lador no servidor de parâmetros do ROS. O arquivowam.launch carrega o modelo do
manipulador no servidor de parâmetros sendo utilizado com orobô atual que estiver sendo
simulado, enquanto que o arquivowam_sim.launch carrega o modelo do manipulador
no servidor de parâmetros e roda o simulador Gazebo.
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wam_description
launch/

wam.launch
wam_sim.launch

Makefile
manifest.xml
meshes/

wam1.stl
wam2.stl
wam3.stl
wam4.stl
wam5.stl
wam6.stl
wam7.stl
wambase.stl

xacro/
wam_base.urdf.xacro
wam_bhand.urdf.xacro
wam_j1.urdf.xacro
wam_j2.urdf.xacro
wam_j3.urdf.xacro
wam_j4.urdf.xacro
wam_j5.urdf.xacro
wam_j6.urdf.xacro
wam_j7.urdf.xacro
wam_tool_plate.urdf.xacro
wam.urdf_original.xacro
wam.urdf.xacro

Figura 34: Pacotewam_description.
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5 EXPERIMENTOS

5.1 Introdução

Neste capítulo serão apresentados os resultados das simulações efetuadas no Gazebo
com os controladores sendo executados no ROS. São apresentados os resultados para o
robô móvel Twil com controle em malha aberta, controle por linearização, identificação
de parâmetros e controladorbackstepping. Também para o manipulador Barrett WAM é
apresentado o resultado da simulação com o controlador de torque calculado.

5.2 Simulação do robô móvel Twil com controle em malha aberta

Nesta simulação, o robô móvel Twil é acionado via controladores do ROS, que imple-
mentam apenas umbypass(effort_controllers) da referência para a saída. Isto
equivale a acionar o robô móvel Twil em malha aberta.

Figura 35: Robô móvel Twil no Gazebo.

Nesta simulação são apresentados os resultados com o robô Twil operando em malha
aberta, ou seja, utilizando o controlador padrãoJointEffortController do ROS.
Este controlador leva o sinal de referência para a saída de controle, assim, utilizar este
controlador tem o mesmo efeito do robô operando em malha aberta. A entrada do sistema



106

utilizada foi um degrau de torque aplicado nas rodas. A Figura 35 mostra o robô móvel
Twil no Gazebo e a Figura 36 mostra o diagrama de nodos e tópicos. Os nodos são
representados por elipses e os tópicos por retângulos.

O controlador não é representado como um nodo pois o mesmo configura-se como
um plugin que é carregado pelo gerenciador de controladores e assim é incluído no nodo
/gazebo que representa o simulador Gazebo. Os tópicos que iniciam com /gazebo/
são intrínsecos ao simulador e utilizados para na configuração e monitoramento de seu
comportamento, não sendo utilizados neste trabalho.

Os tópicos/twil/right_wheel_joint_effort_controller_command
e /twil/left_wheel_joint_effort_controller_command são utilizados
pelos controladores das rodas direita e esquerda respectivamente para receber suas refe-
rências.

O controladorJointEffortController é utilizado, com os tópicos sendo os
comandos de torque para as rodas. O tópico/joint_states é onde os estados das
juntas são publicados peloJointStateController, sendo que usualmente o estado
é somente a posição e velocidade das juntas.

Figura 36: Diagrama de nodos da simulação em malha aberta do robô móvel Twil.

A Figura 37 mostra o degrau de torque aplicado e as Figuras 38,39, 40 mostram res-
pectivamente a posiçãoX x Y , as posições individuais nos eixosX eY e as velocidades
das rodas do robô móvel Twil.

Figura 37: Degrau de torque na roda esquerda.
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Figura 38: Posiçãox(t)× y(t).

Figura 39:x(t) ey(t).
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Figura 40: Velocidades das rodas.

A Figura 41 mostra o degrau de torque aplicado e as Figuras 42,43, 44 mostram res-
pectivamente a posiçãoX x Y , as posições individuais nos eixosX eY e as velocidades
das rodas do robô móvel Twil.

Figura 41: Degrau de torque na roda direita.

Pode-se verificar pela análise dos gráficos que o comportamento do robô móvel Twil
com os sinais de torque aplicados em malha aberta apresentaram resultados condizentes
com o esperado, assim como pode-se concluir por exemplo das Figuras 38 e 42 cujo
gráfico descreve trajetórias elípticas, uma vez que há torque aplicado somente em uma
roda do robô para cada caso.

A Figura 45 mostra o degrau de torque aplicado e as Figuras 46,47, 48 mostram res-
pectivamente a posiçãoX x Y , as posições individuais nos eixosX eY e as velocidades
das rodas do robô móvel Twil.

Na Figura 46 pode-se observar que o robô inicialmente descreve uma trajetória elíptica
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Figura 42: Posiçãox(t)× y(t).

Figura 43:x(t) ey(t).
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Figura 44: Velocidades das rodas.

Figura 45: Degrau de torque nas rodas esquerda e direita.
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Figura 46: Posiçãox(t)× y(t).

Figura 47:x(t) ey(t).
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Figura 48: Velocidades das rodas.

e posteriormente segue uma reta já que conforme pode-se observar na Figura 45 há um
atraso entre a aplicação de torque na roda direita e roda esquerda, fazendo assim com o
robô primeiro inicie a trajetória elíptica e só então quandoos torques são iguais comece a
descrever uma trajetória em linha reta.

5.3 Identificação de parâmetros do robô móvel Twil

Esta seção apresenta os resultados da simulação do identificador de parâmetros pro-
posto para o robô móvel Twil conforme descrito na seção 3.2.5do Capítulo 3. Os resul-
tados apresentados são referentes aos parâmetros identificadosK5, K6, K7 eK8, assim
como os valores das diagonais das matrizes de covariância correspondentes. A Figura 49
mostra o diagrama de nodos da identificação de parâmetros.

Figura 49: Diagrama de nodos da identificação de parâmetros do robô móvel Twil.

As Figuras 50, 51, 52 e 53 mostram respectivamente as curvas dos valores identifi-
cados para os parâmetrosK5, K6, K7 eK8. Deve-se observar que o horizonte do tempo
de simulação das Figuras 50 e 51 é diferente dos demais, pelo fato de que os valores de
pico destas duas figuras apresentam-se nos momentos iniciais de simulação e assim foi
utilizada uma ampliação para que estes valores possam ser visualizados.
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Figura 50: Evolução do valor estimado paraK5.

Figura 51: Evolução do valor estimado paraK6.
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Figura 52: Evolução do valor estimado paraK7.

Figura 53: Evolução do valor estimado paraK8.
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Nas Figuras 54, 55, 56 e 57 são apresentadas as curvas dos valores das matrizes de co-
variância relativas ao parâmetros. Os valores utilizados na implementação do controlador
linearizante são apresentados na Tabela 4.

Figura 54: Diagonal da matriz de covariância referente ao parâmetroK5.

Tabela 4: Parâmetros identificados e valores das diagonais das matrizes de covariância.
Parâmetro Valor Covariância
K5 0.0043125446 7.04281951252e−12

K6 0.1851039578 1.08705914620e−09

K7 18.7807217774 1.96179198744e−06

K8 −14.3839401898 1.94971312561e−06

5.4 Simulação do robô móvel Twil utilizando linearização

Nesta simulação, o robô móvel Twil é acionado utilizando a linearização (195). As
entradas da simulação são as acelerações lineares e angulares. A Figura 58 mostra o
diagrama de nodos da simulação.

A primeira simulação realizada consistiu na aplicação de umsinal com aceleração
linear constante (0.075m/s2) e aceleração angular nula. A Figura 59 mostra as posições
individuais nos eixosX eY e a Figura 60 mostra a posiçãoX × Y , a análise desta figura
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Figura 55: Diagonal da matriz de covariância referente ao parâmetroK6.
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Figura 56: Diagonal da matriz de covariância referente ao parâmetroK7.
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Figura 57: Diagonal da matriz de covariância referente ao parâmetroK8.

Figura 58: Diagrama de nodos da simulação da linearização dorobô móvel Twil.
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permite concluir que o robô se desloca em um trajeto que se aproxima de uma linha reta.
O trajeto não é o de uma linha reta pois a linearização não é perfeita uma vez que é baseada
no modelo do robô móvel Twil, o qual também não é exato e possuialguns parâmetros
que não são conhecidos exatamente. Deve-se observar que mesmo na simulação o modelo
utilizado para a linearização (121) não é exato uma vez que o simulador Gazebo utiliza
seu próprio modelo de robô móvel calculando os parâmetros diretamente da descrição
URDF do mesmo.

Figura 59: Posições nos eixosX e Y , na simulação da linearização do robô móvel Twil
com aceleração linear constante e aceleração angular nula.

Figura 60: PosiçãoX × Y , na simulação da linearização do robô móvel Twil com acele-
ração linear constante e aceleração angular nula.

A segunda simulação realizada consistiu na aplicação de um sinal com aceleração
angular constante (0.075m/s2) e aceleração linear nula. A Figura 61 mostra as posições
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individuais nos eixosX eY e a Figura 62 mostra a posiçãoX × Y , a análise desta figura
permite concluir que o robô descreve uma trajetória circular condizente com o fato de
possuir apenas aceleração angular aplicada.

Figura 61: Posições nos eixosX e Y , na simulação da linearização do robô móvel Twil
com aceleração angular constante e aceleração linear nula.

Figura 62: PosiçãoX × Y , na simulação da linearização do robô móvel Twil com acele-
ração angular constante e aceleração linear nula.

A terceira simulação realizada consistiu na aplicação de umsinal com aceleração
linear e acelração angular constantes (0.075m/s2). A Figura 63 mostra as posições indi-
viduais nos eixosX e Y e a Figura 64 mostra a posiçãoX × Y , a análise desta figura
permite concluir que o robô descreve uma trajetória em espiral, uma vez que a aplicação
tanto de sinais de aceleração linear como angular, faz com que o robô afaste-se cada vez
mais de seu ponto de origem pois nesta situação a componente de aceleração linear faz
com que cada circulo descrito pelo robô tenha um acrescimo noraio descrito.
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Figura 63: Posições nos eixosX e Y , na simulação da linearização do robô móvel Twil
com aceleração linear e angular constantes.

Figura 64: PosiçãoX × Y , na simulação da linearização do robô móvel Twil com acele-
ração linear e angular constantes.



122

5.5 Simulação do robô móvel Twil utilizando o controladorbackstep-
ping

Nesta simulação foram verificados os resutlados referentesao controladorbackstep-
ping proposto na seção 3.2.4, sendo que as Figuras 65, 66, 67, 68, 69 e 70 mostram
respectivamente os torques nas rodas do robô, a posição do robô no eixoX, a posição do
robô no eixoY , a posiçãoX × Y do robô, a orientação do robô e a evolução dos sinais
η1, η2, u1 eu2.

Pode-se concluir da análise das figuras que o controlador apresenta resultados con-
dizentes uma vez que o erro apresentado é pequeno e em parte deve-se à qualidade da
estimação da pose do robô, baseada em odometria. Ainda, na Figura 70 tem-se que os
sinaisu tendem a convergir para os sinaisη em concordância com a teoria do controle
backstepping.

Figura 65: Simulação do controladorbackstepping- torque nas rodas.

5.6 Simulação do manipulador Barrett WAM

Esta seção mostra a simulação do manipulador Barrett WAM como controlador de
torque calculado. A Figura 71 mostra o diagrama de nodos ondeé possível observar quais
são os tópicos que publicam e subscrevem no ROS e no Gazebo e a Figura 72 mostra o
manipulador no Gazebo.

As Figuras 73 e 74 mostram respectivamente os resultados dasposições das juntas e
os torques aplicados em cada junta durante a simulação. Partindo-se de uma condição
inicial com todas as juntas em zero, foi aplicado um degrau de0.05 radianos na referência
de posição de cada junta para evitar que o controlador por toque calculado gerasse valores
muito elevados de torque. Para realizar grandes deslocamentos e evitar torques elevados
deve-se usar um gerador de trajetória.
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Figura 66: Simulação do controladorbackstepping- posiçãoX.

Figura 67: Simulação do controladorbackstepping- posiçãoY .
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Figura 68: Simulação do controladorbackstepping- posiçãoX × Y .

Figura 69: Simulação do controladorbackstepping- orientação.
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Figura 70: Simulação do controladorbackstepping- η1, η2, u1 eu2.

Figura 71: Diagrama de nodos da simulação do manipulador Barrett WAM.

Figura 72: Manipulador Barrett WAM no Gazebo.
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Figura 73: Posição das juntas.

Figura 74: Torque aplicado nas juntas.
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6 CONCLUSÕES

Este trabalho apresentou a modelagem matemática de um manipulador móvel. Os
modelos matemáticos obtidos expressam as propriedades cinemáticas e dinâmicas do ma-
nipulador móvel. Utilizando os modelos desenvolvidos, também foi possível propor uma
estratégia de controle para o manipulador móvel.

As ferramentas matemáticas disponibilizadas, permitem que novas análises sejam re-
alizadas, como por exemplo, adequar a formulação da energiacinética da base móvel para
permitir a integração de um número qualquer de rodas orientáveis centradas e rodas uni-
versais. A obtenção das expressões do modelo dinâmico da base móvel apresentado está
totalmente descrito, podendo ser utilizado como referência para futuros trabalhos, sendo
que durante o desenvolvimento deste modelo, observou-se que existem poucas referên-
cias que apresentem a formulação para obtenção do modelo dinâmico no que se trata de
literatura de robôs móveis, diferentemente da literatura referente a robôs manipuladores,
a qual possui vasta quantidade de material. Pode-se associar a este fato também a questão
de que poucos trabalhos utilizam o modelo dinâmico de robôs móveis para desenvolver o
controle, ao invés disso utilizando o modelo cinemático.

A modelagem matemática desenvolvida permitiu que as técnicas de controle de linea-
rização por realimentação,backsteppinge torque calculado fossem estudadas, juntamente
com os tópicos de transformação linear e sistemas não holonômicos.

O sistema operacional para robôs ROS foi utilizado para testar a proposta de controle,
sendo que os resultados apresentados na etapa de linearização e identificação permitem
concluir que o controle proposto apresentou desempenho satisfatório uma vez que o mo-
delo matemático desenvolvido para o manipulador é diferente do modelo simulado pelo
ROS, sendo assim, esta diferença entre os modelos exige uma boa performance do con-
trolador. Ainda uma descrição detalhada do funcionamento do laço de tempo real do
ROS foi apresentada, sendo que a propria documentação do ROSnão traz este nível de
detalhamento.

Ao mesmo tempo, os controladores apresentados no ROS são em sua grande maioria,
baseados em controladores PID e do tipo SISO, sendo que nestetrabalho um controlador
não linear do tipo MIMO foi desenvolvido, atendendo as características de sistema não
holonômico apresentadas pelo robô móvel. Este tipo de implementação no ROS ainda é
pouco difundido, sendo que este trabalho serve como base para futuras implementações
que busquem utilizar o ROS como plataforma de desenvolvimento.

Os pacotes desenvolvidos para o robô móvel Twil e para o manipulador Barrett WAM
servem como base para futuros desenvolvimentos, tanto do ponto de vista de documenta-
ção como de códigos de referência. Por mais que a documentação sobre o ROS seja vasta,
ainda são poucos os trabalhos que exploram diferentes estratégias de controle e o modo
de como implementar os mesmos.
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Como trabalhos futuros propõe-se: o estudo de uma estratégia de controle adaptativo
similar ao apresentado na Figura 75 que permita controlar a base móvel e o manipulador
simultaneamente. Uma vez que o manipulador seja acoplado sobre o robô móvel Twil, os
parâmetros de massa e inércia do manipulador móvel vão mudarem função da configura-
ção do manipulador, sendo que estas alterações não foram consideradas na modelagem.

A indentificaçãoon-linedos parâmetros do modelo permitiria ajustá-los para as vari-
ações provocadas pelo movimento do manipulador, e alteracões nos parametros só será
efetuada quando a covariância associada for pequena, para garantir a confiabilidade dos
novos valores.

ξref ξ̄

ξξ

Coordenadas Descontínua
TransformaçãoTransformação

Backstepping
Controladore, α, ψ v

u

u

θ1, θ2, P1,P2

τ

τ TwilLinearização

Identificação

Figura 75: Diagrama de blocos do controlador adaptativo proposto para o manipulador
móvel.

Ainda, o desenvolvimento de um modelo dinâmico conjunto da plataforma móvel
com o manipulador pode permitir o desenvolvimento de novas estratégias de controle que
venham a aumentar a robustez do sistema. Propõe-se também testar as estratégias de
controle com o manipulador móvel real para verificação de desempenho e propostas de
melhoria.
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APÊNDICE A REGRAS DE DERIVAÇÃO DE VETORES E
MATRIZES

A obtenção das expressões demonstradas neste trabalho são basedas nas regras de
derivação apresentadas neste apêndice. Estas regras foramformuladas seguindo as pro-
postas de BARNES (2006) e MURRAY; LI; SASTRY (1994).

1. Vetores

Exceto em casos específicos, por definição todos os vetores utilizados serão vetores
coluna. Assim, para um dado vetorx comn componentes tem-se

x =











x1
x2
...
xn











2. Derivada de um vetor com relação a outro vetor

Dados os vetoresx e y com dimensõesn × 1 em× 1 respectivamente, a derivada
dey em relação ax será dada por

∂y

∂x
=











∂y1
∂x1

∂y1
∂x2

· · · ∂y1
∂xn

∂y2
∂x1

∂y2
∂x2

· · · ∂y2
∂xn

...
...

. . .
...

∂ym
∂x1

∂ym
∂x2

· · · ∂ym
∂xn











3. Derivada de um escalar com relação a um vetor

Dados um escalarα e um vetorx com dimensãon× 1, a derivada deα em relação
ax será dada por

∂α

∂x
=
[

∂α
∂x1

∂α
∂x2

· · · ∂α
∂xn

]

4. Derivada de um escalar com relação a uma matriz

Dados um escalarα e uma matrizA com dimensõesm × n, a derivada deα em
relação aA será dada por
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∂α

∂A
=











∂α
∂a11

∂α
∂a12

· · · ∂α
∂a1n

∂α
∂a21

∂α
∂a22

· · · ∂α
∂a2n

...
...

. . .
...

∂α
∂am1

∂α
∂am2

· · · ∂α
∂amn











5. Derivada de uma matriz com relação a um escalar

Dados um escalarα e uma matrizA com dimensõesm × n, a derivada deA em
relação aα será dada por

∂A

∂α
=











∂a11
∂α

∂a12
∂α

· · · ∂a1n
∂α

∂a21
∂α

∂a22
∂α

· · · ∂a2n
∂α

...
...

. . .
...

∂am1

∂α
∂am2

∂α
· · · ∂amn

∂α











6. Derivada de um vetor com relação a um escalar

Dados um vetorx com dimensãon× 1 e um escalarα, a derivada dex em relação
aα será dada por

∂x

∂α
=











∂x1

∂α
∂x2

∂α
...

∂xn

∂α











7. Derivada de termos quadráticos de um vetor

Dado um vetorx com dimensãon× 1 tem-se que

∂xTx

∂x
= 2xT

Prova:
Considerando-se que o termoxTx é uma função do vetorx na forma

xTx = f (x) = f (x1, x2, · · · , xn) = x21 + x22 + · · ·+ x2n

pode-se escrever

∂f (x)

∂x
=

[

∂f(x)
∂x1

∂f(x)
∂x2

· · · ∂f(x)
∂xn

]

=
[

∂(x2

1
+x2

2
+···+x2

n)
∂x1

∂(x2

1
+x2

2
+···+x2

n)
∂x2

· · ·
∂(x2

1
+x2

2
+···+x2

n)
∂xn

]

=
[

2x1 2x2 · · · 2xn
]

= 2
[

x1 x2 · · · xn
]

= 2xT

8. Derivada envolvendo o produto de termos quadráticos de um vetor por uma matriz

Dado um escalarα na forma quadráticaα = xTAx comx tendo dimensãon× 1 e
aA tendo dimensõesn× n, ondeA não depende dex, tem-se que
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∂α

∂x
= xT

(

A + AT
)

e no caso particular ondeA é simétrica

∂α

∂x
= xT

(

A + AT
)

= xT (A+ A) = 2xTA

Prova:
Conforme definição deα pode-se escrever

α =

n
∑

j=1

n
∑

i=1

aijxixj

derivando-seα com relação ao k-ésimo (k = 1, 2, · · · , n) termo dex tem-se

∂α

∂xk
=

n
∑

j=1

akjxj +

n
∑

i=1

aikxi

e consequentemente

∂α

∂x
= xTAT + xTA = xT

(

A + AT
)

9. Derivada do produto de dois vetores

Dado um vetorx com dimensãon × 1 e um vetory com dimensãom × 1 tem-se
que

∂xT y

∂x
= yT

Prova:
Considerando-se que o termoxTy é uma função dos vetoresx ey na forma

xTy = f (x, y) = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnym

pode-se escrever

∂f (x, y)

∂x
=

[

∂f(x,y)
∂x1

∂f(x,y)
∂x2

· · · ∂f(x,y)
∂xn

]

=
[

∂(x1y1+x2y2+···+xnym)
∂x1

∂(x1y1+x2y2+···+xnym)
∂x2

· · · ∂(x1y1+x2y2+···+xnym)
∂xn

]

=
[

y1 y2 · · · ym
]

= yT
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10. Derivada envolvendo produto de vetores com uma matriz

Para um escalarα dado porα = yTAx ondey tem dimensãom×1, x tem dimensão
n× 1, A tem dimensãom× n, y ex são funções do vetorz eA não depende dez,
tem-se que

∂α

∂z
= xTAT ∂y

∂z
+ yTAT ∂x

∂z

No caso particular ondex = y, tem-seα dado porα = xTAx tem-se

∂α

∂z
= xT

(

A+ AT
) ∂x

∂z

e ainda, seA for simétrica tem-se que

∂α

∂z
= 2xTA

∂x

∂z
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APÊNDICE B ENERGIA CINÉTICA DA PLATAFORMA MÓ-
VEL

Este desenvolvimento demonstra a obtenção de (69) que expressa a energia cinética
da base móvel do manipulador móvel que é objetivo deste trabalho. A energia cinéticaT
da base móvel, pode ser expressa pela soma das energias cinéticas individuais do chassi
(Tc), de cada uma das rodas fixas (Tf ) e de cada uma das rodas não centradas (To). Assim,
pode-se escrever

T = Tc +

nf
∑

i=1

Tfi +

no
∑

i=1

Toi .

Para cada uma destas parcelas, utiliza-se a definição da energia cinética na forma
1
2
vTmv, verificando-se qual a velocidadev e a matriz relativa às massasm de cada parte

da base móvel.

B.1 Energia Cinética do Chassi

A energia cinética relativa ao chassi do robô móvel pode ser expressa por

Tc =
1

2

(

cR0
0ξ̇c

)T

Mc
cR0

0ξ̇c =
1

2
0ξ̇Tc

cRT
0Mc

cR0
0ξ̇c

onde

Mc =





mc 0 0
0 mc 0
0 0 Ic





commc sendo a massa eIc o momento de inércia do chassi em torno do eixoZc.

B.2 Energia Cinética de uma Roda Fixa

Para a energia cinética de cada uma das rodas fixas utiliza-se:

Tf =
1

2
w ξ̇TwMf

w ξ̇w +
1

2
ϕ̇T
f Ifŷϕ̇f

onde
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Mf =





mf 0 0
0 mf 0
0 0 Ifẑ





commf sendo a massa de cada uma das rodas fixas,Ifŷ o momento de inércia da roda em
relação ao eixoy, Ifẑ o momento de inércia da roda em relação ao eixoZc ewξ̇w expressa
a velocidade à qual cada uma das rodas fixas do robô está submetida (14). Assim, tem-se
que:

Tf =
1

2
0ξ̇Tc

cRT
0





sin (αf + βf) cos (αf + βf ) 0
− cos (αf + βf ) sin (αf + βf) 0
−l cos (βf) l sin (βf) 1









mf 0 0
0 mf 0
0 0 Ifẑ









sin (αf + βf) − cos (αf + βf ) −l cos (βf )
cos (αf + βf) sin (αf + βf) l sin (βf)

0 0 1





cR0
0ξ̇c +

1

2
ϕ̇T
f Ifŷ ϕ̇f

E efetuando-se a multiplicação das três matrizes, obtém-se

Tf =
1

2
0ξ̇Tc

cRT
0





mf 0 − sin (αf ) lmf

0 mf cos (αf) lmf

− sin (αf) lmf cos (αf) lmf l2mf + Ifẑ





cR0
0ξ̇c +

1

2
ϕ̇T
f Ifŷ ϕ̇f

Ainda, definindo-se

Mf =





mf 0 − sin (αf) lmf

0 mf cos (αf ) lmf

− sin (αf ) lmf cos (αf ) lmf l2mf + Ifẑ





pode-se escrever

Tfi =
1

2
0ξ̇Tc

cRT
0Mfi

cR0
0ξ̇c +

1

2
ϕ̇T
fi
Ifŷi ϕ̇fi

B.3 Energia Cinética de uma Roda Não Centrada

A energia cinética de cada uma das rodas não centradas do robôpode ser obtida
utilizando-se (25) que expressa a velocidade à qual cada umadestas rodas está subme-
tida. Assim:

To =
1

2
wξ̇TwMo

wξ̇w +
1

2
ϕ̇T
o Ioŷ ϕ̇o

onde

Mo =





mo 0 0
0 mo 0
0 0 Ioẑ
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observando-se quemo compreende a massa da roda e do mecanismo de sustentação da
mesma (o qual caracteriza o tipo de movimentação da roda), além disso, o cálculo de
Ioẑ considera apenas a massa da roda. Substituindo-sew ξ̇w de (25) no primeiro termo da
expressão deTo obtém-se:

To =
1

2





0ξ̇Tc
cRT

0





sin (αo + βo) cos (αo + βo) 0
− cos (αo + βo) sin (αo + βo) 0
−l cos (βo) l sin (βo) + d 1



+
[

0 dβ̇o β̇o
]









mo 0 0
0 mo 0
0 0 Ioẑ













sin (αo + βo) − cos (αo + βo) −l cos βo
cos (αo + βo) sin (αo + βo) l sin βo + d

0 0 1





cR0
0ξ̇c +





0

dβ̇o
β̇o









+
1

2
ϕ̇T
o Ioŷ ϕ̇o

To =
1

2





0ξ̇Tc
cRT

0





sin (αo + βo)mo cos (αo + βo)mo 0
− cos (αo + βo)mo sin (αo + βo)mo 0
−l cos (βo)mo (l sin (βo) + d)mo Ioẑ





+
[

0 dβ̇omo β̇oIoẑ
])









sin (αo + βo) − cos (αo + βo) −l cos βo
cos (αo + βo) sin (αo + βo) l sin βo + d

0 0 1





cR0
0ξ̇c

+





0

dβ̇o
β̇o







+
1

2
ϕ̇T
o Ioŷ ϕ̇o

Considerando agora as seguintes definições

MO (βo) =





m11 m12 m13

m21 m22 m23

m31 m32 m33





onde

m11 = mo

m12 = m21 = 0

m13 = m31 = −lmo sin (αo) +mod cos (αo + βo)

m22 = mo

m23 = m32 = lmo cos (αo) +mod sin (αo + βo)

m33 = l2mo + 2l sin (βo) dmo + d2mo + Ioẑ

V (βo) =





cos (αo + βo)mod
sin (αo + βo)mod

l sin (βo)mod+mod
2 + Ioẑ
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Iβẑ =
(

d2mo + Ioẑ
)

tem-se que

To =
1

2

(

0ξ̇Tc
cRT

0MO (βo)
cR0

0ξ̇c +
0ξ̇Tc

cRT
0 V (βo) β̇o +

0ξ̇Tc
cRT

0 V (βo) β̇o + β̇o
T
Iβẑβ̇o

)

+
1

2
ϕ̇T
o Ioŷϕ̇o

E assim, pode-se escrever para a energia cinética de cada umadas rodas orientáveis
não centradas:

Toi =
1

2
0ξ̇Tc

cRT
0MOi

(βoi)
cR0

0ξ̇c +
0ξ̇Tc

cRT
0 V (βoi) β̇oi +

1

2
β̇T
oi
Iβẑiβ̇oi +

1

2
ϕ̇T
oi
Ioŷi ϕ̇oi

B.4 Energia Cinética Total

Para o caso genérico de uma base móvel que contenha um número qualquer de rodas
fixas e rodas orientáveis não centradas, a energia cinética total será calculada pela soma
das parcelas da energia cinética do chassi, de cada uma das rodas fixas e de cada uma das
rodas orientáveis não centradas, assim, pode-se escrever

T = Tc +

nf
∑

i=1

Tfi +
no
∑

i=1

Toi

=
1

2
0ξ̇Tc

cRT
0Mc

cR0
0ξ̇c +

1

2
0ξ̇Tc

cRT
0

nf
∑

i=1

Mfi
cR0

0ξ̇c +
1

2

nf
∑

i=1

ϕ̇T
fi
Ifŷi ϕ̇fi

+
1

2
0ξ̇Tc

cRT
0

no
∑

i=1

MOi
(βoi)

cR0
0ξ̇c +

0ξ̇Tc
cRT

0

no
∑

i=1

V (βoi) β̇oi +
1

2

no
∑

i=1

β̇T
oi
Iβẑiβ̇oi

+
1

2

no
∑

i=1

ϕ̇T
oi
Ioŷi ϕ̇oi (260)

Colocando agora o termo1
2
0ξ̇Tc

cRT
0 em evidência e definindo-se

M (βo) ,Mc +

nf
∑

i=1

Mfi +
no
∑

i=1

MOi
(βoi) (261)

β̇o =







β̇o1
...

β̇ono






(262)

V (βo) =
[

V1 (βo1) · · · Vn (βono
)
]

(263)
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ϕ̇ =



















ϕ̇f1
...

ϕ̇fnf

ϕ̇o1
...

ϕ̇ono



















(264)

Com 264 considerando apenas rodas fixas e orientáveis não centradas.

Iϕ = diag
(

Ifŷi , Ioŷi

)

(265)

Iβ = diag (Iβẑi) (266)

e observando-se que

no
∑

i=1

V (βoi) β̇oi =
[

V1 (βo1) · · · Vn (βono
)
]







β̇o1
...

β̇ono






= V (βo) β̇o

pode-se reescrever (260) na forma

T =
1

2
0ξ̇Tc

cRT
0

[

M (βo)
cR0

0ξ̇c + 2V (βo) β̇o

]

+
1

2
β̇o

T
Iββ̇o +

1

2
ϕ̇T Iϕϕ̇ (267)
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APÊNDICE C DERIVADAS DA ENERGIA CINÉTICA DA
PLATAFORMA MÓVEL

Este desenvolvimento demonstra a obtenção das derivadas daenergia cinéticaT dadas
por (61), (62) e (63) utilizando as regras de derivação do apêndice A.

C.1 Derivadas da energia cinética em relação aξ e ξ̇

∂T

∂ξ̇
=

∂

∂ξ̇

(

1

2
0ξ̇Tc

cRT
0

[

M (βo)
cR0

0ξ̇c + 2V (βo) β̇o

]

+
1

2
β̇o

T
Iββ̇o +

1

2
ϕ̇T Iϕϕ̇

)

e sendo:

∂

∂ξ̇

(

1

2
β̇o

T
Iββ̇o

)

= 0

∂

∂ξ̇

(

1

2
ϕ̇T Iϕϕ̇

)

= 0

pode-se escrever:

∂T

∂ξ̇
=

∂

∂ξ̇

(

1

2
0ξ̇Tc

cRT
0M (βo)

cR0
0ξ̇c +

0ξ̇Tc
cRT

0 V (βo) β̇o

)

Uma vez que o termocRT
0M (βo)

cR0 é simétrico e utilizando-se a regra de derivação 8
do apêndice A obtém-se:

∂T

∂ξ̇
= 0ξ̇Tc

cRT
0M (βo)

cR0 + β̇T
o V (βo)

T cR0 (268)

E derivando de (268) com relação ao tempo resulta em:
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d

dt

(

∂T

∂ξ̇

)

= 0ξ̈Tc
cRT

0M (βo)
cR0 +

0ξ̇Tc
d

dt

(

cRT
0

)

M (βo)
cR0

+ 0ξ̇Tc
cRT

0

d

dt
(M (βo))

cR0 +
0ξ̇Tc

cRT
0M (βo)

d

dt
(cR0)

+ β̈o
T
V T (βo)

cR0 + β̇o
T d

dt
V T (βo)

cR0

+ β̇o
T
V T (βo)

d

dt
(cR0) (269)

com as derivadasd
dt
(cR0), d

dt

(

cR0
T
)

, d
dt
(M (βo)) e d

dt
(V (βo)) dadas conforme (270),

(271), (272) e (273) respectivamente.

Para o termod
dt
(cR0) a operação de derivação em relação ao tempo pode ser substi-

tuída por uma multiplicação de matrizes (FU; GONZALES; LEE,1987) e seguindo-se o
desenvolvimento proposto obtém-se:

d

dt
(cR0) =

∂

∂θc
(cR0) θ̇c =

∂

∂θc









cos (θc) sin (θc) 0
− sin (θc) cos (θc) 0

0 0 1







 θ̇c =





− sin (θc) cos (θc) 0
− cos (θc) − sin (θc) 0

0 0 0



 θ̇c =





0 1 0
−1 0 0
0 0 0









cos (θc) sin (θc) 0
− sin (θc) cos (θc) 0

0 0 1



 θ̇c

E definindo-se o operadorQ =





0 1 0
−1 0 0
0 0 0



, pode-se escrever:

d

dt
(cR0) = QcR0θ̇c (270)

d

dt

(

cR0
T
)

=

(

d

dt
(cR0)

)T

= cR0
TQT θ̇c (271)

Para a derivada do termod
dt
(M (βo)), observa-se a definição da matrizM (βo):

M (βo) , MC +

nf
∑

i=1

MFi
+

no
∑

i=1

MOi
(βoi)

assim, tem-se:

d

dt
(M (βo)) =

d

dt
MC +

nf
∑

i=1

d

dt
MFi

+

no
∑

i=1

d

dt
MOi

(βoi)

sendo que as derivadas dos termos relativos às matrizesMC eMF resultam em zero uma
vez que estas matrizes possuem apenas termos constantes. Então:

d

dt
(M (βo)) =

no
∑

i=1

d

dt
MOi

(βoi) =

no
∑

i=1

(

∂MOi
(βoi)

∂βoi
β̇oi

)

(272)
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Como a matrizM (βo) é simétrica tem-se que:

MT (βo) =M (βo)

e:

(

d

dt
(M (βo))

)T

=
d

dt

(

MT (βo)
)

=
d

dt
(M (βo))

Assim, pode-se reescrever:

(

d

dt

(

∂T

∂ξ̇

))T

= cRT
0M (βo)

cR0
0ξ̈c +

cRT
0M (βo)Q

cR0θ̇c
0ξ̇c

+ cRT
0

d

dt
(M (βo))

cR0
0ξ̇c +

cR0
TQT θ̇cM (βo)

cR0
0ξ̇c

+ cRT
0 V (βo) β̈o +

cRT
0

d

dt
V (βo) β̇o

+ cR0
TQT θ̇cV (βo) β̇o

Para a derivada do termod
dt

(

V T (βo)
)

, conforme (263) pode-se escrever:

d

dt
V (βo) =

[

d
dt
V1 (βo1) · · · d

dt
Vn (βono

)
]

=
[

∂(V1(βo1))
∂βo1

β̇o1 · · · ∂(Vno(βono))
∂βono

β̇ono

]

(273)

Derivada do termo∂T
∂ξ

∂T

∂ξ
=

∂

∂ξ

(

1

2
0ξ̇Tc

cRT
0

[

M (βo)
cR0

0ξ̇c + 2V (βo) β̇o

]

+
1

2
β̇o

T
Iββ̇o +

1

2
ϕ̇T Iϕϕ̇

)

e observando-se que:

∂

∂ξ

(

1

2
β̇o

T
Iββ̇o

)

= 0

∂

∂ξ

(

1

2
ϕ̇T Iϕϕ̇

)

= 0

pode-se escrever:

∂T

∂ξ
=

∂

∂ξ

(

1

2
0ξ̇Tc

cRT
0M (βo)

cR0
0ξ̇c +

0ξ̇Tc
cRT

0 V (βo) β̇o

)

Definindo-sef (ξ) = cR0
0ξ̇c e fV (βo) = V (βo) β̇o tem-se:
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∂T

∂ξ
=

∂

∂ξ

(

1

2
f (ξ)T M (βo) f (ξ) + f (ξ)T fV (βo)

)

com:

∂

∂ξ

(

1

2
f (ξ)T M (βo) f (ξ)

)

= 2
1

2
f (ξ)T M (βo)

∂f (ξ)

∂ξ

e:

∂

∂ξ

(

f (ξ)T fV (βo)
)

= f (ξ)T
∂fV (βo)

∂ξ
+ fV (βo)

T ∂f (ξ)

∂ξ

assim tem-se que:

∂T

∂ξ
= f (ξ)T M (βo)

∂f (ξ)

∂ξ
+ fV (βo)

T ∂f (ξ)

∂ξ

= 0ξ̇Tc
cRT

0M (βo)
∂
(

cR0
0ξ̇c

)

∂ξ
+ β̇T

o V
T (βo)

∂
(

cR0
0ξ̇c

)

∂ξ
(274)

Observando-se que:

cR0
0ξ̇c =





cos (θc) + sin (θc) 0
− sin (θc) cos (θc) 0

0 0 1









ẋc
ẏc
θ̇c



 =





cos (θc) ẋc + sin (θc) ẏc
− sin (θc) ẋc + cos (θc) ẏc

θ̇c





obtém-se para a derivada
∂(cR0

0ξ̇c)
∂ξ

:

∂
(

cR0
0ξ̇c

)

∂ξ
=







∂(cos(θc)ẋc+sin(θc)ẏc)
∂xc

∂(cos(θc)ẋc+sin(θc)ẏc)
∂yc

∂(cos(θc)ẋc+sin(θc)ẏc)
∂θc

∂(− sin(θc)ẋc+cos(θc)ẏc)
∂xc

∂(− sin(θc)ẋc+cos(θc)ẏc)
∂yc

∂(− sin(θc)ẋc+cos(θc)ẏc)
∂θc

∂θ̇c
∂xc

∂θ̇c
∂yc

∂θ̇c
∂θc







=





0 0 − sin (θc) ẋc + cos (θc) ẏc
0 0 − cos (θc) ẋc − sin (θc) ẏc
0 0 0





E definindo-se:

Kv (ξ) =





0 0 − sin (θc) ẋc + cos (θc) ẏc
0 0 − cos (θc) ẋc − sin (θc) ẏc
0 0 0





pode-se reescrever (274) como:

∂T

∂ξ
= 0ξ̇Tc

cRT
0M (βo)Kv (ξ) + β̇T

o V
T (βo)Kv (ξ) (275)
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C.2 Derivadas da energia cinética em relação aβo e β̇o

Derivada do termo∂T
∂β̇o

∂T

∂β̇o
=

∂

∂β̇o

(

0ξ̇Tc
cRT

0 V (βo) β̇o +
1

2
β̇o

T
Iββ̇o

)

= 0ξ̇Tc
cRT

0 V (βo) + β̇o
T
Iβ (276)

Derivando-se (276) em relação ao tempo obtém-se:

d

dt

(

∂T

∂β̇o

)

= 0ξ̈Tc
cRT

0 V (βo) +
0ξ̇Tc

d

dt

(

cR0
T
)

V (βo) +
0ξ̇Tc

cRT
0

d

dt
(V (βo))

+ β̈o
T
Iβ (277)

(

d

dt

(

∂T

∂β̇o

))T

= V T (βo)
cR0

0ξ̈c + V T (βo)
d

dt
(cR0)

0ξ̇c +
d

dt

(

V T (βo)
)

cR0
0ξ̇c

+ ITβ β̈o

= V T (βo)
cR0

0ξ̈c + V T (βo)Q
cR0θ̇c

0ξ̇c +
d

dt

(

V T (βo)
)

cR0
0ξ̇c

+ Iββ̈o

Para derivar o termo∂T
∂βo

, define-sefM (βo) =M (βo)
cR0

0ξ̇c e assim:

∂T

∂βo
=

∂

∂βo

(

1

2
0ξ̇Tc

cRT
0M (βo)

cR0
0ξ̇c +

0ξ̇Tc
cRT

0 V (βo) β̇o

)

=
∂

∂βo

(

1

2
0ξ̇Tc

cRT
0 fM (βo) +

0ξ̇Tc
cRT

0 fV (βo)

)

=
1

2
0ξ̇Tc

cRT
0

∂fM (βo)

∂βo
+ 0ξ̇Tc

cRT
0

∂fV (βo)

∂βo
(278)

com ∂fM (βo)
∂βo

e ∂fV (βo)
∂βo

dadas respectivamente por (282) e (284)

∂fM (βo)

∂βo
=
∂
(

M (βo)
cR0

0ξ̇c

)

∂βo

e utilizando-se a definição deM (βo) pode-se escrever

∂fM (βo)

∂βo
=

∂

∂βo

(

MC
cR0

0ξ̇c

)

+
∂

∂βo

(

nf
∑

i=1

MFi

cR0
0ξ̇c

)

+
∂

∂βo

(

no
∑

i=0

MOi
(βoi)

cR0
0ξ̇c

)

(279)
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Observando queMC , MFi
, cR0 e 0ξ̇c não dependem do termoβo suas derivadas são

nulas, e assim, pode-se reescreever (279) como

∂fM (βo)

∂βo
=

∂

∂βo

(

no
∑

i=0

MOi
(βoi)

cR0
0ξ̇c

)

(280)

E utilizando-se a regra de derivação 2 do apêndice A, pode-sereescrever a expres-
são (280) na forma

∂fM (βo)

∂βo
=

[

∂

∂βo1

(

no
∑

i=0

MOi
(βoi)

cR0
0ξ̇c

)

· · ·
∂

∂βon

(

no
∑

i=0

MOi
(βoi)

cR0
0ξ̇c

)]

(281)

Uma vez que apenas um dos termos de cada somatório não resultará em zero devido
à derivação em relação a apenas um ânguloβoi para cada termo do vetor, tem-se que

∂fM (βo)

∂βo
=

[

∂

∂βo1
MO1

(βo1)
cR0

0ξ̇c · · ·
∂

∂βon
MOn

(βon)
cR0

0ξ̇c

]

(282)

∂fV (βo)

∂βo
=

∂
(

V (βo) β̇o

)

∂βo
=

∂

∂βo

(

no
∑

i=1

V (βoi) β̇oi

)

=
[

∂
∂βo1

(

∑no

i=1 V (βoi) β̇oi

)

· · · ∂
∂βon

(

∑no

i=1 V (βoi) β̇oi

)]

(283)

E também para esta caso, apenas um dos termos de cada somatório não resultará em
zero devido à derivação em relação a apenas um ânguloβoi e assim pode-se reescre-
ver (283) como:

∂fV (βo)

∂βo
=

[

∂
∂βo1

V (βo1) β̇o1 · · · ∂
∂βon

V (βon) β̇on

]

(284)

E definindo-se as notações:

Gβ (fM) =
∂fM (βo)

∂βo

Gβ (fV ) =
∂fV (βo)

∂βo

pode-se reescrever (278) como:

∂T

∂βo
=

1

2
0ξ̇Tc

cRT
0Gβ (fM) + 0ξ̇Tc

cRT
0Gβ (fV ) (285)
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C.3 Derivadas da energia cinética em relação aϕ e ϕ̇

Derivada do termo∂T
∂ϕ̇

∂T

∂ϕ̇
=

∂

∂ϕ̇

(

1

2
ϕ̇T Iϕϕ̇

)

= ϕ̇T Iϕ (286)

Derivando-se (286) em relação ao tempo obtém-se:

d

dt

(

∂T

∂ϕ̇

)

= ϕ̈T Iϕ (287)

E para a derivada deT com relação aϕ tem-se:

∂T

∂ϕ
= 0 (288)

C.4 Resumo das Expressões

Para o desenvolvimento do modelo dinâmico da base móvel utilizam-se as expres-
sões (269), (275), (277), (285), (287) e (288):

Expressão (269):

d

dt

(

∂T

∂ξ̇

)

= 0ξ̈Tc
cRT

0M (βo)
cR0 +

0ξ̇Tc
d

dt

(

cRT
0

)

M (βo)
cR0

+ 0ξ̇Tc
cRT

0

d

dt
(M (βo))

cR0 +
0ξ̇Tc

cRT
0M (βo)

d

dt
(cR0)

+ β̈o
T
V T (βo)

cR0 + β̇o
T d

dt
V T (βo)

cR0

+ β̇o
T
V T (βo)

d

dt
(cR0)

Expressão (275):

∂T

∂ξ
= 0ξ̇Tc

cRT
0M (βo)Kv (ξ) + V T (βo)Kv (ξ) β̇o

Expressão (277):

d

dt

(

∂T

∂β̇o

)

= 0ξ̈Tc
cRT

0 V (βo) +
0ξ̇Tc

d

dt

(

cR0
T
)

V (βo) +
0ξ̇Tc

cRT
0

d

dt
(V (βo))

+ β̈o
T
Iβ

Expressão (285):

∂T

∂βo
=

1

2
0ξ̇Tc

cRT
0Gβ (fM) + 0ξ̇Tc

cRT
0Gβ (fV )
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Expressão (287):

d

dt

(

∂T

∂ϕ̇

)

= ϕ̈T Iϕ

Expressão (288):

∂T

∂ϕ
= 0



153

APÊNDICE D DERIVADAS DE SEGUNDA ORDEM DAS
VARIÁVEIS 0ξC , βO E ϕ

No apêndice C, foram obtidas as derivadas de segunda ordem0ξ̈c, β̈o e ϕ̈. E con-
forme (48), (55) e (56), pode-se escrever:

0ξ̈c =
d

dt
0ξ̇c =

d

dt

(

0RcΣ (βc) η
)

β̈o =
d

dt
β̇o =

d

dt
(D (βo)Σ (βc) η)

ϕ̈ =
d

dt
ϕ̇ =

d

dt
(E (βc, βo) Σ (βc) η)

Para seguir com o desenvolvimento das derivadas de segunda ordem, algumas defini-
ções referentes as derivadas de primeira ordem são apresentadas. A derivada de primeira
ordem do termoΣ (βc) é definida como uma função da variávelβc e de sua derivada de
primeira ordemβ̇c = ζ

d (Σ (βc))

dt
= fs

(

βc, β̇c

)

= fs (βc, ζ) (289)

Para a derivada do termoD (βo), também define-se uma função dependente das variá-
veisβc e β̇c, sendo assim, tem-se que:

dD (βo)

dt
=

d
(

−C−1
2o C1o (βo)

)

dt
= −C−1

2o

d (C1o (βo))

dt

= −C−1
2o

d

dt







C1o1 (βo1)
...

C1ono
(βono

)






= −C−1

2o









∂C1o1(βo1)
∂βo1

β̇o1
...

∂C1ono (βono)
∂βono

β̇ono









desta forma pode-se definir a funçãofd (βc, ζ)

fd (βc, ζ) = fd

(

βc, β̇c

)

= −C−1
2o









∂C1o1(βo1)
∂βo1

β̇o1
...

∂C1ono (βono)
∂βono

β̇ono









(290)
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Para a derivada do termo(E (βc, βo)), deve-se observar que conforme (38), cada uma
de suas linhas depende apenas deβc ou deβo e assim pode-se escrever

d

dt
(E (βc, βo)) =

d

dt

(

−J−1
2 J1 (βc, βo)

)

= −J−1
2

d

dt
(J1 (βc, βo)) =

−J−1
2

d

dt

















J1f
J1c (βc)
J1o (βo)
J1u

















= −J−1
2

d

dt















































J1f1
...

J1fnf

J1c1 (βc1)
...

J1cnc
(βcnc

)
J1o1 (βo1)

...
J1ono

(βono
)

J1u1

...
J1unu















































= −J−1
2



































0nf × 3
∂J1c1(βc1)

∂(βc1)
β̇c1

...
∂J1cnc(βcnc)

∂(βcnc)
β̇cnc

∂J1o1(βo1)
∂(βo1)

β̇o1
...

∂J1ono (βono )
∂(βono)

β̇ono

0nu × 3



































e define-se então a funçãofe
(

βc, ζ, βo, β̇o

)

fe

(

βc, ζ, βo, β̇o

)

= −J−1
2



































0nf × 3
∂J1c1(βc1)

∂(βc1)
β̇c1

...
∂J1cnc (βcnc)

∂(βcnc)
β̇cnc

∂J1o1(βo1)
∂(βo1)

β̇o1
...

∂J1ono(βono)
∂(βono)

β̇ono

0nu × 3



































(291)

Agora, utilizando (289), (290) e (291) tem-se para0ξ̈c, β̈o e ϕ̈

0ξ̈c =
cR0

TQT θ̇cΣ (βc) η +
cR0

Tfs (βc, ζ) η +
cR0

TΣ (βc) η̇ (292)

β̈o = fd (βc, ζ)Σ (βc) η +D (βo) fs (βc, ζ) η +D (βo)Σ (βc) η̇ (293)

ϕ̈ = fe

(

βc, ζ, βo, β̇o

)

Σ (βc) η + E (βc, βo) fs (βc, ζ) η + E (βc, βo) Σ (βc) η̇ (294)
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APÊNDICE E DESENHOS DO ROBÔ MÓVEL TWIL

Figura 76: Estrutura do Robô Móvel TWIL.
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APÊNDICE F MATRIZ DE ROTAÇÃO QUE RELACIONA
DOIS PONTOS

SejaPn um ponto obtido a partir da rotação de um pontoP em torno de um eixo
arbitrário. Deseja-se determinarRn tal que

Pn = RnP (295)

Inicialmente, nota-se queRn não altera o módulo dos vetores que representam os
pontos, portanto é conveniente continuar o desenvolvimento com vetores unitários:

P1 =
P

|P |
(296)

P2 =
Pn

|Pn|
(297)

A partir dos vetores unitários, o cosseno e o seno do ângulo derotação entre eles pode
ser obtido por:

cos(φ) = P1 · P2 = P T
1 P2 (298)

sin(φ) = |P1 × P2| (299)

onde· e× representam respectivamente os produtos escalar e vetorial entre os dois veto-
res. Por outro lado, o eixo em torno do qual é feita a rotação pode ser obtido por:

r =
1

sin(φ)
(P1 × P2) =





rx
ry
rz



 (300)

A partir do seno e cosseno do ângulo de rotação e do eixo de rotação é possível obter
a matriz de rotação, que tem a forma (FU; GONZALES; LEE, 1987):

Rn =





r2x vers(φ) + cos(φ) rxry vers(φ)− rz sin(φ) rxrz vers(φ) + ry sin(φ)
rxry vers(φ) + rz sin(φ) r2y vers(φ) + cos(φ) ryrz vers(φ)− rx sin(φ)

rxrz vers(φ)− ry sin(φ) ryrz vers(φ) + rx sin(φ) r2z vers(φ) + cos(φ)



 (301)

ondevers(φ) = 1− cos(φ)


