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RESUMO

Esta pesquisa tratou de investigar o papel dos registros de representacao semidtica
na construcdo do conceito de funcdo, em particular daquelas do tipo afim e
quadratica. Parte da pesquisa também foi investigar de que forma o uso de um
software de matemética dindmica, o GeoGebra, pode ajudar o processo de
aprendizagem do tépico em questdo. A metodologia de pesquisa utilizada é
inspirada nos moldes da Engenharia Didatica de Artigue. E através das atividades
da sequéncia didatica projetada e implementada em 2013, com turma de alunos do
primeiro ano do Ensino Médio de uma escola estadual de Porto Alegre, que vamos
mostrar como aconteceu o desenvolvimento de conexdes multiplas entre as diversas
representacbes de uma funcédo (algébrica, grafica e numérica), bem como a
importancia do software GeoGebra como recurso pedagoégico quando se quer
trabalhar com mudltiplas representacdes. As respostas apresentadas, pelos alunos,
foram analisadas tendo como referéncia a Teoria dos Registros de Representacao
Semidtica de Duval. A observacdo de relacbes entre variaveis a partir da
manipulagdo de pontos em uma constru¢cdo no Geogebra propiciou a compreensao
do conceito de funcdo e grafico, através de constante processo de conversao de

registros.

Palavras-chave: Funcdo, Matematica Dinamica, Representacdo Semiotica,

Engenharia Didatica, Geogebra.



ABSTRACT

This research aims to investigate the role of semiotic representation registers in the
construction of the concept of function, in particular those of the affine and quadratic
type. Part of the research was also to investigate how the use of a dynamic
mathematics software GeoGebra can help the learning process. The research
methodology is inspired by the lines of Didactic Engineering. Through a instructional
sequence designed and implemented in 2013, with a group of students of the first
year of high school to a state school in Porto Alegre, it is shown how they developed
the connections between different registers of representations (algebraic , graphical
and numerical). The experience has also shown the importance of GeoGebra as a
tool to explore the different registers of representation. The production of students
were analyzed taking into acount the theory of semiotic representations of Duval and
it was posible to identify their understanding of the concept of variable, function and

graph, through the an active process of conversion of registers.

Keywords: Function, Dynamics Mathematics, Representation Semiotics, Teaching

Engineering, Geogebra.
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho surgiu da constatacdo, na nossa pratica docente, das
dificuldades apresentadas por muitos dos alunos do 1° ano do Ensino Médio em
compreender o conceito de funcdo. Dentro do conteudo “Fung¢des”, escolhemos
como tema desta dissertacdo o conteudo “Funcdes Afim e Quadratica”, nisso
levando em consideragao nao so as dificuldades dos alunos mas também o curriculo
de matematica do Ensino Médio.

Nossa vivéncia escolar e o uso de livros didaticos em nosso trabalho
pedagogico, nos levou a perceber que, em geral, a forma mais usada para introduzir
o conceito de funcéo é baseada ou na ideia de par ordenado, ou no desenho de dois
conjuntos e flechas estabelecendo relacdo ou por férmulas analiticas. Essas formas
de proceder para introduzir esse conceito, a nosso ver, ndo parece ser a melhor
opcao, pois exige muita abstracdo. Mas mesmo com as dificuldades que se
apresentam no ensino deste assunto, consideramos que quando o professor leva
em conta os pré-requisitos para aprender (ou ensinar) um determinado assunto, as
dificuldades de aprendizagem (ou mesmo de ensino) podem ser minimizadas. Mas
ndo basta s6 levar isso em consideracdo. E preciso deixar que o aluno atue,
efetivamente, para sua aprendizagem. Temos percebido que no ambito escolar, no
geral, nas aulas de matematica quem mais fala € o professor, enquanto a maioria
dos alunos parece néo compreender o que esta sendo explicado.

Sentimos que existe uma tensao entre o “ensinar do professor” e o “aprender
do aluno”, relacionada com a preocupagao excessiva, por parte do professor, em
vencer os conteudos do programa, em detrimento do processo de aprendizagem do

aluno. Silva (2002) também fala desta nossa percepc¢ao:

E dificl o professor que consegue se convencer de que seu objetivo
principal no processo educacional € o maior aproveitamento possivel dos
alunos, e que esse objetivo fica longe de ser atingido quando a sua meta
passa a ser cobrir a maior quantidade possivel de matéria em aula (SILVA,
2002, p. 67).

A reducéo da tenséo, nos parece, depende de uma outra forma de ensino.
Seria trabalhar, com os alunos, dentro da premissa da descoberta, do ensino que

ensina a pensar, a problematizar. Uma alternativa seria a elaboracdo de tarefas em
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gue o aluno tenha um papel mais ativo na compreenséo dos conceitos, de forma a
se tornar mais autbnomo em relacdo a sua aprendizagem. Pouco adianta uma lista
de tarefas bem planejadas, se o professor ndo acompanha o desenvolvimento
cognitivo dos estudantes, em relacdo ao contetdo que deseja ensinar.

Na pesquisa bibliografica realizada, identificamos possibilidades que podem
ajudar a repensar a prética didatica de modo a melhor acompanhar o processo de
aprendizagem dos alunos. Destacamos como de importancia para o nosso trabalho
a teoria dos registros de representacao semiotica (DUVAL, 2003; 2011) e o potencial
semidtico dos softwares de matematica dinamica (GRAVINA & SANTAROSA, 1998;
GRAVINA, 2001).

Uma das dificuldades que se apresenta para os alunos é fazer a associagao
entre a representacao algébrica da funcdo e a representagdo geométrica. Duval
defende que a apreensdo do objeto matematico € constituido a partir da
conceitualizagdo e a coordenacdo, pelo aluno, entre varios registros de
representacio. A teoria dos registros de representagcao semiotica ajuda a entender a
complexidade do processo de aprendizagem do conceito de fungdo e indica que
pode haver maior éxito no processo se o professor considera as diferentes

dificuldades que nele se apresentam:

v' Dificuldade em entender o significado de fungdo como relagcédo entre
grandezas;

v Dificuldade em fazer a correspondéncia entre informacdes do campo
algébrico para o campo geométrico e vice-versa;

v Dificuldade em reconhecer a mesma fungdo, em duas representagdes
diferentes;

v Dificuldade em entender o significado da linguagem simbolica que
envolve o estudo de funcgdes; em particular, dificuldade em tratar letras como

numeros generalizados e/ou interpreta-las como variaveis.

Quanto aos softwares de matematica dinamica, concordamos com Gravina
(2001) ao dizer que eles “desencadeiam alguma das primeiras agbes mentais
caracteristicas do pensar matematico - o estabelecer relagbes e conjecturar”.
Acreditamos que este processo de desencadeamento se d& pelas inUmeras

possibilidades que estes softwares permitem, entre as quais, destaco algumas que
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serdo fundamentais para o entendimento do conceito de funcéo: a visualizacdo®
simultanea de diferentes registros de representacdo de um mesmo objeto;
exploracdo qualitativa das relagdes matematicas que se evidenciam no dinamismo
da representacao, através de manipulacfes de pontos da figura; obtencédo do grafico
da funcdo antes mesmo de determinar a expressdo analitica e além disso, ele
permite, através do gréafico, que se tenha uma estimativa do resultado do problema,
ja que este so6 sera obtido de forma exata a partir de sua expresséao algeébrica.
Estabelecidos a escolha do tema a ser ensinado aos alunos e o0s
pressupostos quanto ao papel dos sistemas de representacdo no processo de
aprendizagem da matemética , enunciamos a questao que € objeto de investigacao

neste trabalho:

As articulagbes entre os diferentes registros de representacao
semibtica, aliadas a situacdes geométricas e ao software de matemaética

dinamica, podem ajudar o processo de aprendizagem do conceito de fungéo?

Na busca de resposta a esta questdo, elaboramos uma sequéncia de

atividades e fomos conduzidas pelos seguintes objetivos:

v Utilizar situagdes geométricas como um meio para a construgdo da
ideia de variavel independente e dependente;

v Propiciar andlise qualitativa da variabilidade nas situacées geométricas,
visando estabelecer relagdes entre variaveis.

v' Elaborar atividades para estudo de funcbes afim e quadratica que
possibilitassem a transigdo entre distintas representagcdes, bem como o
tratamento em uma mesma representacao;

v' Procurar meios para solucionar ou amenizar as dificuldades de

compreensao enfrentadas pelos alunos no estudo de fungdes.

A pesquisa feita se organiza dentro dos principios da Engenharia Didatica. A

A expresséao visualizagdo ndo deve ser entendida no sentido restrito das representacdes graficas,
pelo contrario, o sentido amplo inclui a visdo tanto dos gréaficos, como das equagfes, como das
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partir de analises prévias, foi elaborada a sequéncia de atividades, acompanhada de
analise a priori, tendo como o propdsito apresentar uma nova abordagem para o
ensino e aprendizagem das fungdes afim e quadratica, utilizando o software
GeoGebra. Foi feita uma experiéncia de ensino e através de analise a posteriori da
sequéncia de atividades buscou-se obter subsidios para responder a questdo de
pesquisa; como instrumento de analise da construcdo de conhecimento, por parte
dos alunos, ao longo da experiéncia utilizamos a teoria dos registros de
representagao semiotica.

A organizagao dos capitulos que compdem a dissertacdo refletem de que
forma os principios da Engenharia Didatica se fizeram presentes no desenrolar da
pesquisa.

No capitulo dois, apresentamos as analises prévias; elas tratam de aspectos
tedricos que vao fundamentar a concepcao da experiéncia e dizem respeito a teoria
das representacdes semioticas e ao potencial semiético do software GeoGebra, um
software de matematica dinamica.

No capitulo trés, também como parte das analises prévias, fazemos reflexdes
de natureza histérica, epistemologica e cognitiva. Em linhas muito gerais,
apresentamos a forma como evoluiu o conceito de funcdo e a importancia que as
varias representacdes desse conceito tiveram ao longo do seu desenvolvimento.
Relatamos algumas consideracdes, sobre esse conceito, através da posicao critico
reflexiva de Caraca (1978). Ao abordar as dificuldades, constatamos que na
producéo desse conhecimento, no ambito escolar, ha uma forte preocupa¢édo com o
formal em detrimento da utilizacdo da intuicdo, por exemplo, ao considerar fungéo
como um subconjunto de uma relacdo, que por sua vez é um subconjunto de um
produto cartesiano. No que diz respeito aos modos de representacdo desse objeto
matematico verifica-se que ndo ha articulacéo entre elas, sendo privilegiada a forma
analitica ou algébrica. Constatamos também através de pesquisas realizadas nessa
area que, os fatores apontados sado, entre outros, causas de dificuldades de
aprendizagem do conceito de fungéao.

Neste capitulo também analisamos os documentos oficiais com o intuito de
verificar como eles sugerem que se faca o estudo de fungcbes no Ensino Médio;
também colocamos um olhar sobre os livros didaticos escolares para ver como

abordam o tema, em particular, como é feita a integracdo entre representacdes
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algébrica e geométrica. No final do capitulo nos concentramos na apresentacdo de
algumas experiéncias de ensino, que fazem uso ou n&o de tecnologia.

No capitulo quatro, apresentamos a metodologia de pesquisa utilizada, que é
inspirada nos moldes da Engenharia Didatica de Artigue (1996, apud Machado,
1999). O capitulo trata da concepgdo de uma sequéncia de atividades e de sua
analise a priori, feita a luz da teoria dos registros de representagcdo semidtica;
analisamos as possibilidades de resolu¢cao de cada atividade, prevendo possiveis
comportamentos na direcdo de evidenciar aspectos do processo de aprendizagem.

No capitulo cinco, descrevemos a experiéncia realizada; fazemos um relato
dos diferentes encontros e analisamos as atitudes dos alunos frente as atividades
propostas e suas resolugdes. Para esta analise a posteriori usamos as observacgdes
realizadas durante a aplicagao das atividades e as produgdes dos alunos.

No capitulo seis, apresentamos as conclusdes que sintetizam os resultados

obtidos na pesquisa.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Discutiremos aqui os aspectos da fundamentacdo tedrica dessa pesquisa.
Nosso estudo sobre funcdes afim e quadrética baseia-se nos trabalhos de
Raymond Duval sobre a Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica, em
gue procuramos abordar os aspectos cognitivos que devem ser levados em conta
em uma atividade matematica. E, para melhor compreender sobre o potencial dos
ambientes de Mateméatica Dinadmica, encontramos nos trabalhos de Gravina e
Santarosa (1998) e Gravina (2001) contribuicGes, através de suas experiéncias,
gue ajudaram a refletir sobre as atividades elaboradas de forma a explorar os

recursos semioticos do software GeoGebra.

2.1 A TEORIA DOS REGISTOS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA

A Matematica trabalha com objetos abstratos, ou seja, seus conceitos, suas
propriedades, suas estruturas, suas relacdées ndo sdo palpaveis, necessitam para
sua compreensao do uso de uma representagao.

Nos dias atuais, no ambito educacional, cada vez mais se valoriza o papel
das representagdes semiodticas nas situagdes de ensino e aprendizagem. O trabalho
de Colombo, Flores e Moretti (2008), sobre pesquisas que vem sendo feitas no
Brasil e que tratam de dificuldades de aprendizagem, apontam para uma tendéncia

ao uso da teoria dos registros de representagdao semiética de Duval:

Os dados coletados permitem dizer que as pesquisas estao articuladas em
torno das principais dificuldades apresentadas por alunos - sejam estes do
Ensino Fundamental, Médio ou Superior - que, ao utilizarem a nogao de
registros de representagdo semidtica, buscam possiveis solugdes para
minimizar tais dificuldades (COLOMBO; FLORES; MORETTI, 2008, p.19).
Segundo Duval (1993), um registro de representagao semidtica € um sistema
de signos que tem por objetivo trés fungdes: a comunicagdo, o tratamento da
informacgao e a objetivagéo. E mais, as representagdes semioticas apresentam dois

aspectos: sua forma (o0 representante) e seu contetdo (o representado). Para ele
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“[...] as representagdes (semidticas) ndo s&o, somente, necessarias para fins de
comunicacdo®, elas sdo igualmente essenciais para as atividades cognitivas do
pensamento” (DUVAL, 1993, p. 39). E é preciso levar em consideragdo que as
representacdes semioticas “sdo produgdes constituidas pelo emprego de signos
pertencentes a um sistema de representacdo®, os quais tém suas dificuldades
préprias de significado e de funcionamento” (idem, p.39).

Segundo Duval (2003) “ha uma pluralidade de registros de representagao de
um mesmo objeto, e a articulacdo desses diferentes registros € condicdo para
compreensao em matematica” (DUVAL, 2003, p.31). Desta forma, o autor sinaliza a
importancia de cuidadoso trabalho com as representacbes nas situagdes de
aprendizagem. Pois, segundo (DUVAL, 1993 apud MORETTI, 2012, p. 283) a
auséncia de coordenacdo ndo impede toda a compreensao. Mas esta compreensao,
limitada ao contexto semidtico de um registro apenas, ndo favorece as
transferéncias e aprendizagens posteriores. E necessario, no ensino da matematica,
considerarmos as diferentes representagdes semidticas de um mesmo objeto
(figuras, graficos, lingua natural) evitando com isso a confusédo entre o objeto e sua
representacdo. Devemos também levar em conta a transigdo entre estas
representagdes, pois estes procedimentos provocam as atividades cognitivas do
pensamento. Ao pretender pesquisar sobre como o aluno articula os diferentes
registros de representagcdo para o entendimento das fung¢des afim e quadratica,
através de problemas em contexto geométrico, estaremos abordando ndo s6 o
aspecto conceitual destes objetos, mas também formas de elaborar, resolver e
representa-los matematicamente. E, nestas resolugbes e representagbes, o
pensamento matematico € inseparavel do desenvolvimento de simbolismos
especificos usados para representar os objetos e suas relagdes (GRANGER, 1979,
p. 21).

No quadro 1, abaixo, trazemos alguns exemplos de registros de

representacdo semidtica que serao utilizados na nossa proposta de ensino.

2 Funcéo de comunicacdo das representacdes mentais.

® E um sistema gue além de representar conceitos e ideias, tem regras de funcionamento, que
permitem a realizacdo de processos matematicos que levam a novos conceitos e ideias.



Quadro 1: Exemplos de Registros de Representacéo Semidtica.
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Lingua natural- textos escritos em lingua
portuguesa. Com regras convencionais de
comunicacdo que permitem encontrar as
informacGes ou dados para resolver o
problema

Da chapa metélica quadrada ABCD, com
area 16m2, deseja-se retirar a regido
triangular IMN, a fim de se obter uma
chapa vazada. O corte sera feito de
modo que o vértice | coincida com o
ponto médio do segmento AB, e tal que
AM = DN. Onde devemos colocar M,
para que o triangulo IMN tenha area
minima?

Geomeétrico (figura): quando temos
figuras geométricas. Com regras de
tratamento que levam a identificacdo dos
elementos pertinentes de uma figura.

area

Geométrico (gréfico): quando temos
gréaficos, no nosso caso cartesiano. Com
regras de tratamento que permitem a
identificacdo dos intervalos onde a funcéo

cresce/decresce e antecipacdo do : !
resultado. 2 :

o :G .oy
Algébrico: quando temos a escrita

algébrica. Com suas regras de tratamento
levam a resolucédo do problema.

Fonte: A autora

Segundo Duval (2003), conforme ja mencionado, a condicdo necessaria para

a compreensdo em matematica depende de coordenacdo de pelo menos dois
registros de representagdo. Para bem analisar o funcionamento cognitivo da
compreensao matematica, ele destaca dois tipos de transformacdes que se fazem
presentes quando se trabalha com sistemas de representagéo: o tratamento de uma

representacao e a conversao entre representagoes.
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7

- Quanto ao tratamento de uma representacdo: € a transformacdo de uma
representacdo em outra, dentro de um mesmo registro; ou seja, € uma
transformacdo interna a um registro. Por exemplo: efetuar célculos ficando
estritamente no mesmo sistema de representacdo dos numeros; resolver uma
equacao ou sistema de equacdes; ou acrescentar novos elementos geomeétricos em
uma figura, quando se quer avancar na demonstracao de uma propriedade.

No que segue, apresentamos um exemplo de tratamento, a ser utilizado em
nossa proposta de ensino. Partimos da expressao algébrica da fungdo quadratica e
através do procedimento de “completar quadrados” obtemos sua expressao
algébrica na forma canbnica. Com esse tratamento, temos uma expressdo da
funcdo em que é possivel determinar com facilidade as coordenadas do vértice da
parabola que é o grafico da funcédo. Esse tratamento esta detalhado na figura 1

abaixo:

x2
A(x)=7—x+4

1
Alx) = E(x2 —2x+8)
1
A(x)=z(x2—2x+1—1+8)
1
A(x) = E[(x2 —2x+1)+7]
_ 1 2,7
Alx) = E(x—l) +§

17
=3 = —
v =013

Figura 1: Exemplo da operagé&o de tratamento.
Fonte: A autora

- Quanto a conversdo entre representagcdes - é a transformacdo de uma
representacdo que implica na mudancga de registro; ou seja , € uma transformagao
que é exterior ao registro de partida. O que Duval (2003) quer dizer € que duas
representagdes diferentes nao explicitam o mesmo conteudo do objeto; ou seja, a
representacdo da funcado no registro de chegada, nao tera o mesmo conteudo que
sua representagao no registro de partida.
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No esquema da figura 2, temos trés representagdes diferentes do mesmo
objeto (funcdo) e cada uma dessas representagdes tem conteudo diferente:
conteudo geométrico na composig¢ao retangulo com triangulo, conteudo geométrico

no grafico no sistema cartesiano e conteudo algébrico na “lei”.

Registro Geométrico - - Registro Geomeétrico
{fgura) (gréfico)

\ Registra Algébrico /

liv_12 27
2(xl)+2

Figura 2: Exemplo da operag&o de converséo.
Fonte: A autora

E importante ressaltar que é na passagem de um registro para outro que se
pode observar a importancia das formas de representacdo. A mudanca de registro
pode propiciar a descoberta de diferentes aspectos de um mesmo objeto; também
pode propiciar, no novo registro, tratamentos mais econdémicos e/ou mais potentes;
ou ainda, ter-se no segundo registro um suporte ou guia para melhor proceder no
primeiro registro.

Duval (2004a) destaca que cada representacdo tem suas peculiaridades e
que elas precisam ser observadas como tais, embora se tratando do mesmo objeto
matematico; e mais, ele considera que nenhuma das representacdes € suficiente
para esgotar todas as informacdes possiveis do objeto em questdo. Os diferentes
registros de representacdo se diferenciam ndo sé pela natureza de seus
significados, mas também pelo sistema de regras que autoriza associacdes entre
registros e pelo nimero de dimensdes em que pode efetuar-se essa associacao.

Estas duas dultimas diferenciagbes fundamentam a flexibilidade e forca da
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diversidade dos registros quando se esta em frente de uma atividade complexa: tem-
se nao somente a possibilidade de efetuar tratamentos equivalentes com custos
menores, mas também tem-se a complementaridade dos tratamentos transitando
entre registros e permitindo ir além dos limites inerentes a cada registro.

O processo de conversao entre representacdes traz a tona o fendmeno que é
denominado por Duval (2003) de congruéncia seméantica. Com este conceito, ele
identifica o grau de transparéncia que existe entre representagdes de um mesmo
objeto matematico. Tal fenbmeno se torna mais agudo na transformacédo de
conversao por se tratar de mudancga de registros; para que o objeto seja reconhecido
em dois sistemas distintos, é necessario também conhecer as regras de
funcionamento semiotico em cada um desses sistemas.

Quando a representacao terminal (no registro de chegada) transparece de
certa forma na representacdo de partida e a conversdo se assemelha a uma
situagdo de simples codificacdo, entdo ha congruéncia (ha correspondéncia
semantica das unidades de significado entre os dois registros); ou seja, € quando
podemos “ver’ , facilmente, nos registros de partida e de chegada o mesmo objeto
matematico. Se a representagao terminal ndo transparece absolutamente no registro
de partida, entdo ha o fendmeno da n&do congruéncia; ou seja, € quando ha certo
bloqueio ou confus&o para a passagem de um registro a outro.

Para ajudar a clarificar a ideia de congruéncia e nao congruéncia, um
exemplo classico € a conversao de registros no esbogo de curvas. A dificuldade
encontrada pelos alunos € quanto a conversao do registro grafico da curva, dada no
plano cartesiano, para o registro algébrico e vice versa. Sendo que a maior
dificuldade esta na conversado da geometria para a algebra.

O exemplo, da figura 3, extraido de Moretti e Thiel (2012), traz a situacao de

conversdo numérica para conversdo grafica da curva parabola y = 2x? — 4x + 6.

Y A

\ [
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»

-1 12 3 X

Figura 3: Curva tragada a partir de pontos.
Fonte: Moretti e Thiel (2012, p. 388).
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No esboco de curvas, o procedimento que mais se observa no Ensino Basico
€ 0 uso de uma tabela de pontos obtida por atribuicdo de valores na expressao
matematica da curva (SILVA, 2008 apud MORETT]I; THIEL, 2012, p 388).

Na figura 3, cada par ordenado determina um ponto no sistema de
coordenadas cartesianas que pertence ao grafico da fungdo, e é a partir destes
pontos que é tragcado o grafico. Segundo Moretti e Thiel (2012) ha muitos defeitos
nesta conversao: a curva passa a ser um aglomerado de alguns pontos; o aluno
perde de vista a percepgéao global da curva.

Aqui a conversdo se da no sentido de conjunto de pares ordenados de
nuameros reais para pontos que sdo tomados como representativos do grafico a ser
produzido. E a partir da juncédo destes pontos que é tracado o gréafico da funcdo. N&o
raro, no caso das parabolas, o vértice esta fora desse conjunto de pontos e entdo
algum outro ponto é forcado, no desenho da curva, a se tornar o vértice. Nesta
conversao, existe congruéncia semantica entre pares de numeros e pontos do
grafico apenas para alguns pontos: um par dado pela tabela € congruente com um
ponto no grafico. Mas a parabola € uma curva continua, enquanto na tabela, por
maior que seja, tem-se apenas um certo numero de pares de numeros.

A conversao no outro sentido, da fungdo em sua forma geométrica (grafico)
para a numérica (tabela), é altamente nao congruente, pois nesse modo nao ha
ligacao entre o grafico e a expressao algébrica da fungao correspondente, ou seja,
nao ha um entendimento global da relagdo entre as coordenadas dos pontos que
pertencem a curva desenhada, para estabelecer a equacao correspondente.

A conversao realizada dessa maneira (ponto a ponto) ndo contribui para a
percepcao de interpretacdo global e qualitativa, seria como aplicar uma regra na
qual um ponto esta associado a um par de nimeros num plano cartesiano. Sobre

esse procedimento, Duval nos fala que:

[...] Tal visdo € superficial e enganadora ndo somente nos fatos
concernentes as aprendizagens]...], mas igualmente de um ponto de vista
tedrico, pois a regra de codificagcdo permite somente uma leitura pontual das
representacdes graficas. Essa regra ndo permite uma apreensao global e
qualitativa.(DUVAL, 2003, p.17)

E é justamente essa apreensdo global e qualitativa que se faz necessaria

para extrapolar, interpolar, ou para utilizar os gréficos para fins de controle
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relacionado ao tratamentos algébricos. Para esse mesmo autor, ha conversao entre
graficos e equacBes € necessario que se levem em conta as variaveis visuais
proprias dos graficos (concavidade e interseccdo com 0S eixos) e as unidades
simbdlicas significativas da equacéo (coeficientes positivos ou negativos, maior,

menor ou igual a 1), como pode ser visto no quadro 2.

Quadro 2: Esquema das representacdes graficas.

REGISTRO GRAFICO
Correspondéncia entre

pontos marcados pelo

campo quadriculado e par .~
de nimeros.

Figura-fundo: campo quadriculado
{materialmente ou virtualmente)

— determinado por uma orientagio
bidimensional & pela escolha de

y uma unidade de graduagao.

7 ——

/ //.,j____,-—— — _:?::%a,\
-
~TOCALIZACAO DE POSICOES ™ A’. CALCULO para encontrar a
Correspondente aos valores numfricos\‘ﬂ uagic a partir de valores
.!' obtidos a partir de uma equagio. n :Lco<
|

Figura-forma:
tragado(s) reto(s) |g >
tragado(s) curvo(s)

Escrita simbélica
de uma selegio

B. APRRENSA O GLOBAL dos valores

visuais oposicionais e de valores REGISTRO SIMBOLICO
escalares correspondentes na escrita

simbdlica.

Fonte: Duval ( 2003, p. 18).

Duval explica que a organizacdo, mostrada no quadro acima, permite trés
tipos de tratamento e dois de conversao com o registro simbdlico. As ligacdes A e A’
permitem somente uma leitura pontual dos gréaficos. Somente a coordenacao de B
permite uma apreensao global qualitativa.

E importante ressaltar, que é na passagem de um registro para outro que se
pode observar a importancia da forma de representacao, pois mudar de registro nao
consiste apenas em mudar o modo de tratamento, mas também em explicar as
propriedades ou os aspectos diferentes de um mesmo objeto. Para investigar essas
dificuldades, Duval (1988) sugere uma descricdo sistematica das variaveis visuais
levando em consideragcao o procedimento de interpretagéo global das propriedades
figurais, em que o conjunto tracado/eixo forma uma figura que representa um objeto
descrito por uma expressao algébrica. Vale ressaltar que esse procedimento
possibilita identificar as modificacdes realizadas na figura e na expresséo algeébrica.

Isso implica sair de um tratamento focado na associacdo um ponto < par ordenado
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para a associacao variavel visual da representacao < unidade significativa da escrita
algébrica.

Para exemplificar este procedimento de esbocgo de curvas, Duval relaciona as
variaveis visuais e a correspondente unidade simbdlica, no estudo de funcdes
polinomiais de 1° grau, y =ax+ b, onde sdo variaveis visuais a inclinacao,
interseccdo com os eixos, etc; e suas unidades simbélicas correspondentes* sdo os
coeficientes positivos ou negativos, maior, menor ou igual a 1.

Seguindo essa perspectiva, a articulacdo entre a representacdo grafica da
funcdo quadrética e as trés formas padrdes (fatorada, desenvolvida e canfnica) de
escrita algébrica se realizara pelas associacbes entre as informacbes dos
coeficientes na forma algébrica e informacdes geométricas observadas na
representacédo gréfica.

Na funcdo quadrética, cada uma dessas formas de representacao algébrica
tem sua funcionalidade, ou seja, cada forma da funcdo quadratica fornece
informacBes que dizem respeito a diferentes informacdes da sua representacao
geomeétrica, tais como: a interseccao com 0 eixo das abscissas, com 0 eixo das
ordenadas, as coordenadas do vértice, ou ainda, a orientacdo da curva.

Dessa forma, os tratamentos realizados na fungdo terdo como finalidade
acessar as diversas informacfes especificas, tanto no que diz respeito as escritas
algébricas, quanto a representacao geométrica da funcao quadratica.

Na segunda etapa do nosso trabalho, queremos que o aluno encontre a
resposta exata dos problemas de maximo e minimo, que ja havia sido antecipado
graficamente (na primeira etapa), através do vértice da pardbola. Assim,
privilegiamos a forma canbnica da funcdo quadratica pois nela, pela simples
observacédo da expressao algébrica, podemos ver com facilidade as coordenadas do
vértice da parabola.

Analogamente ao trabalho de Duval (1998), o nosso ponto de partida para o
estudo das articulacdes entre o registro de representacédo algébrica e o geomeétrico
(gréfico) consiste na descrigdo sistematica das variaveis visuais e correspondentes
unidades simbolicas significativas. E sobre isto, encontramos em Maia (2007) um

estudo sobre a representacdo algébrica e grafica da funcdo quadratica em que a

* Em Duval (2003) o autor usa valores escalares da equacdo ao invés de unidades simbodlicas
correspondentes.
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autora destaca as variaveis visuais pertinentes ao grafico e as correspondentes
unidades simbdlicas relacionadas a representacao algébrica da funcdo quadratica

em sua forma canbnica, como mostram os dois quadros abaixo.

Quadro 3 — Unidades simbdlicas correspondentes as variaveis visuais.

Unidades simbodlicas
Variaveis visuais Valores das variaveis visuais correspondentes
Parametro a>0 ( auséncia de
Concavidade da parabola Voltada para cima sinal -)
Voltada para baixo Parametro a<0 (presenca de
sinal +)
Maior curvatura O<lal<1
Curvatura da pardbola
Menor curvatura lal>1

Fonte: Adaptado de (MAIA 2007, p. 65).

Quadro 4: Unidades simbdlicas correspondentes as variaveis visuais.

Variaveis visuais Valores das variaveis visuais Unidades simbolicas

correspondentes
Posicao do vértice da parabola Acima do eixo [>0
com relagdo ao eixo das Na origem =0
abscissas(translacéo vertical) Abaixo do eixo <0
Posicao do vértice da parabola A esquerda do eixo k>0
com relagdo ao eixo das Na origem k=0
ordenadas(translagéo A direita do eixo k<O
horizontal)

Fonte: Adaptado de (MAIA 2007, p. 65).

Assim, temos quatro variaveis visuais relacionadas a analise da
representacdo algébrica canbnica y = a(x — k)* + L.

As duas primeiras dizem respeito a concavidade e a abertura da parébola e
tém como unidade simbdlica correspondente o coeficiente a. As duas ultimas
correspondem aos movimentos de translacdo horizontal e vertical da parabola
y = x? e tém como unidades simbolicas correspondentes K e [ .

Voltando ao exemplo da figura 3, os autores Moretti e Thiel (2012) usam o
recurso de translacdo no esboco de curvas pois consideram que, desta forma, o
aluno conseguira compreender melhor a situagdo estabelecendo relacdes entre o

aspecto do grafico e os coeficientes de sua expressao algébrica.
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Agora a curva f(x)=2x?—4x+ 6, é tratada globalmente e apenas um
ponto se destaca: o vértice da parabola. Eles afirmam que esse procedimento traz
uma grande economia da atividade do esboco, uma vez que grande parte do
trabalho esta fundamentada na translacdo de uma curva cuja forma ja é conhecida.
Assim, o grafico resultante da expressdo f(x) = 2x? — 4x + 6 pode ser vista como
o deslocamento de f(x) = 2x? , a saber: através do “completamento” de quadrados
realiza-se um tratamento na escrita algébrica da primeira equacao, obtendo-a na sua
forma candnica f(x) =2(x—1)?+4. Seu grafico pode ser obtido por meio de dois
movimentos de translacdo da parabola de equacdo f(x) = 2x?: horizontal a direita
em 1 unidade e vertical para cima em 4 unidades. O vértice que tinha coordenadas
(0,0) passa para (1,0) e em seguida para (1,4), conforme mostra a figura 4.

7 2 2
y=2x" y =2(x-1) y-4=2(x-1)
¢ Translagdo horizontal o t Translagdo vertical R i
a direita em 1 unidade para cima em 4 unidades
V (0, 0) vV (1, 0)

Figura 4: Esquema da representacédo graficade y = 2x*— 4x + 6ou(y — 4) = 2(x —1)2
Fonte: Moretti e Thiel (2012, p. 390).

No esquema da figura 4, observa-se que movimentos horizontais e verticais
efetuados na curva sao percebidos de forma simultanea nas representacdes grafica
e algébrica. Assim, como sugere Duval (1988), faremos uso da translacédo em nosso
trabalho como recurso, visando favorecer uma relacdo mais direta entre a expressao
algébrica e o esboc¢o da curva no plano cartesiano como um todo.

Este modo de proceder para esbogar a curva permite que modificagdes
possam ser percebidas nos dois sentidos da conversdo e isso contribui para a
percepcao de interpretagdo global de que fala Duval (2011a, apud MORETTI,
THIEL, 2012, p 392).
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2.1.1 Caracterizacdo da atividade matematica do ponto de vista cognitivo

Uma das diferencas entre o funcionamento do pensamento em matematica e
o funcionamento do mesmo em outras areas do conhecimento cientifico encontra-se
nos registros de representagao semiotica que séo utilizados. Duval (2003) destaca
que a atividade cognitiva requerida no estudo da matematica é diferente daquelas
requeridas em outros dominios do conhecimento. Esta diferenga deve ser procurada
em duas caracteristicas: na importancia das representagdes semioéticas, ou seja, as
possibilidades de tratamento matematico dependem do sistema de representacao
utilizado e de que os objetos matematicos n&o sédo objetos diretamente perceptiveis
ou observaveis com a ajuda de instrumentos; e na grande variedade de
representacbes semidticas utilizadas na matematica, tais como sistemas de
numeracdo, figuras geométricas, escritas algébricas, representagdes graficas e
linguagem natural. E as conversdes exigem uma operagao cognitiva mais complexa
do que a transformacdo do tipo tratamento. Para os alunos, a variagdo na
congruéncia nas conversdes € uma das maiores causas da incompreensao ou de
erros de interpretagcado dos enunciados dos problemas. Segundo Duval (2011, p.103):
“[...] os alunos ficam sem argumentos se as conversdes a realizar ndo sao
congruentes e se os tratamentos a efetuar ndo sdo uma aplicagdo automatica de
algoritmos de calculo” .

Ainda de acordo com Duval (2003), devemos entender a complexidade
cognitiva do ensino da matematica ndo somente analisando os erros dos alunos,
mas também procurando entender os funcionamentos cognitivos que concorrem
para a compreensao e o controle da diversidade dos processos matematicos que lhe

sao propostos em situacado de ensino. Nos diz ele:

Para ver e para ensinar a matematica de outra forma é preciso, ao contrario,
ter consciéncia dos processos cognitivos especificos que requer o
pensamento matematico e desenvolvé-los com os alunos, mesmo que,
fazendo isso, os professores tenham a impressao de ndo mais fazer
(momentaneamente) matematica (DUVAL, 2011.p. 9).

E mais, é preciso considerar que a causa dos bloqueios de compreensao que
muitos alunos possuem, podem estar nos conceitos matematicos, por vezes, muitos

abstratos; mas também podem ter origem nas complexidades epistemolodgicas, as
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quais podem ser explicadas através da histéria da matematica, no contexto das

descobertas, dos avangos e das hesitagdes:

“[...] os problemas especificos de compreensao que os alunos enfrentam na
aprendizagem da matematica tém sua origem na situagcao epistemoldgica
particular do conhecimento matematico, e ndo somente nas questbes de
organizacao pedagogica das atividades”. (DUVAL, 2011, p. 9).

E interessante observar que o préprio desenvolvimento da matematica
depende de sistemas de representacdo semiética. E tal a importancia dos sistemas
que basta imaginar o que teria acontecido com o desenvolvimento dessa ciéncia se
nao tivesse surgido o sistema posicional de numeragdo. Além dos sistemas de
numeracao (decimal, binario, etc.), as figuras geométricas, as notagdes algébricas,
os simbolos matematicos, os graficos e a lingua materna sdao exemplos dessa
grande variedade de representagdes.

No caso do estudo das fungdes afim e quadratica temos, naturalmente, um
sistema semidtico que é de natureza algébrica e outro de natureza geométrica. Ao
colocar como ponto de partida, na sequéncia de atividades, problemas em contexto
geométrico, estaremos utilizando também o registro discursivo na forma de
linguagem natural e/ou simbdlica, e o registro geométrico na forma de figuras.

Nesta seg¢do tratamos de questdes tedricas que vao nos ajudar a
compreender as dificuldades que se apresentam para nossos alunos do primeiro
ano do Ensino Médio, no estudo das fun¢gdes afim e quadratica. Com a teoria dos
registros de representagdo de Duval fica mais clara a complexidade da atividade
matematica sob o ponto de vista cognitivo.

Na proxima secao trataremos do potencial dos ambientes de Matematica
Dindmica, e para a andlise a ser feita vamos considerar a teoria de registros de

representacido de Duval .

2.2 OS REGISTROS DE REPRESENTACAO DINAMICOS

Todos reconhecem o papel fundamental das instituicbes escolares no

desenvolvimento intelectual, social e afetivo do individuo. Assim, em uma sociedade
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de bases tecnoldgicas, com mudangas continuas, em ritmo acelerado, ndo € mais
possivel ignorar as alteragdes que as tecnologias da informagédo e da comunicagao
(TICs) provocam na forma como as pessoas veem e apreendem o mundo.

Também é reconhecido que a constru¢do de conceitos e ideias matematicas
€ questdo de fundamental importancia nas praticas de ensino e que € um dos
importantes aspectos que fazem parte do processo de aprendizagem. E com esse
vinculo estreito entre ensino e aprendizagem, e agora também olhando para o
potencial semiotico de software de matematica dinamica, que vamos tratar de
questbes relativas a construcdo de conceitos e ideias, no que segue.
Argumentaremos que ndo se pode mais desprezar o potencial pedagdgico que se
tem nas tecnologias, quando elas séo incorporadas a educacao.

Tomamos como ponto de partida para nossa reflexdo as contribuicdes de
Gravina (2001) e Gravina & Santarosa (1998). Segundo Gravina (2001), os
ambientes de geometria dindmica sao ferramentas que oferecem régua e compasso
virtuais, permitindo a construgcdo de objetos geométricos a partir das propriedades
que os definem. Mas o mais importante, segundo a autora, € que estes ambientes
podem auxiliar os alunos a transpor as barreiras dos raciocinios empiricos para
aqueles de natureza hipotético-dedutivo, estes baseados em argumentagdes e néo

mais apenas na observagao e experimentacio:

Na transigdo do conhecimento empirico para o que tem teoria matematica,
mostra-se necessaria uma crucial reestruturagdo de forma de pensar, e a
tecnologia informatica pode muito bem intermediar o desenvolvimento das
habilidades cognitivas que ai entram em jogo (GRAVINA, 2001, p. 5).

O software de geometria dinamica escolhido pela autora, em seu trabalho de
investigacdo, foi o Cabri-Geometry Il. A escolha desse software justificou-se,
segundo ela por ser: “um dos mais versateis quanto a recursos de construgéo e de
manipulacdo dindmica de objetos geométricos, além de disponibilizar interface em
portugués” (GRAVINA, 2001, p. 5). E, ela ainda destaca mais um recurso que o
software permite que € a manipulagdo das figuras diretamente na tela do

computador :

O “desenho em movimento” torna-se revelador dos invariantes que sao
decorréncias implicitas da construcao feita. De imediato percebe-se parte
da potencialidade do ambiente: ao permitir a construgcdo e manipulagao de
objetos concreto-abstratos, ele desencadeia algumas das primeiras agdes
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mentais caracteristicas do pensar matematico- o estabelecer relagdes e
conjecturar- e o faz de forma contundente, se comparado as possibilidades
apresentadas pelo desenho estatico, em papel (GRAVINA, 2001, p. 6).

O software escolhido por nés, para ser analisado e usado no momento da
experiéncia, foi o GeoGebra. Ele possui todas as caracteristicas atribuidas ao
software Cabri, e também incorpora a possibilidade de trabalho em registro algébrico ,
sincronizado com registro geométrico e grafico, como veremos . O proprio nome
GeoGebra , Geo para geometria e Gebra para algebra, sinaliza este potencial, e assim
ele pode ser considerado um interessante e rico exemplar de software de matematica
dinamica. Além disso, ele tem as vantagens de ser um software livre e pode ser
instalado em computador com qualquer sistema operacional. Outras informacgdes e
download podem ser obtidos em: http://www.geogebra.org/cms.

A interface do GeoGebra é dinamica e interativa. Ela permite que o aluno
transite, ao mesmo tempo, entre os diferentes registros de representagcdo de um
objeto; este recurso do software propicia uma constante interpretacdo das acdes
sobre as diferentes representacdes que se descortinam, de forma simultanea, na tela

do computador .
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Figura 5: Interface do GeoGebra.

Conforme ja discutido na seg¢do anterior, uma exploragdo em que o aluno
consiga visualizar e identificar o0 mesmo objeto em suas diferentes representacdes é

uma das condigbes para a compreensao em matematica. Quanto ao potencial das
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multiplas representagdes, nos diz Gravina:

Considerando que um mesmo objeto matematico pode receber diferentes
representagdes e que estas registram diferentes facetas do mesmo, uma
exploracdo que transita em diferentes sistemas torna-se significativa no
processo de construgdo do conceito. Por exemplo, a uma fungdo pode-se
associar uma representagao grafica que evidencia variagdes qualitativas,
[...] ou ainda um fendbmeno cujo comportamento é dado pela fungédo. Ou
ainda, pode-se estudar familia de fungbes sob o ponto de vista de
operagbes algébricas e correspondentes movimentos geométricos nos
graficos associados. O aluno pode concentrar-se em interpretar o efeito de
suas acgoes frente as diferentes representacdes, até de forma simultanea, e
nao em aspectos relativos a transigdo de um sistema a outro, atividade que
geralmente demanda tempo (GRAVINA, 2001, p. 14).

Vale aqui registrar que a autora sinaliza que o processo de construgao
geométrica também esta relacionado com o conceito de fungéo e que é essa relagéo
funcional que promove o dinamismo estavel das figuras: “as variaveis independentes
correspondem aos objetos que podem ser movimentados e sdo esses que dao
dinamismo a figura” (GRAVINA, 2001, p. 85). Ela nos traz um exemplo com a
construcdo de um quadrado a partir do segmento AB. O segmento AB
corresponderia a variavel independente e o quadrado (construgéo final) a variavel
dependente. As figuras mostram, respectivamente, a construgdo do quadrado
usando procedimentos geométricos e a relacdo funcional que existe quando

fazemos essa construgao:

Figura 6: Desenho de quadrado com procedimento geomeétrico.
Fonte: Gravina (2001, p. 85).
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Figura 7: Relag&o funcional entre objetos, armazenada pelo software.
Fonte: Gravina (2001, p. 85).

No nosso trabalho vamos propor uma experiéncia de ensino sobre funcdes
afim e quadratica, na qual o software GeoGebra se torna um recurso tecnolégico de
fundamental importancia. Isto porque ele apresenta a possibilidade de manipulagao
simultanea de diferentes registros de representagao.

A ideia geral das atividades a serem propostas € a seguinte: ao aluno sera
apresentada uma construcdo geométrica, ja pronta. E importante dizer que as
construgcées geométricas nao séo o proposito da experiéncia, mas sim que € atraves
delas que os alunos vao entender a ideia de variabilidade, crucial no conceito de
funcdo. Valendo-se dos recursos dindmicos do software, os alunos véao
observar/explorar, inicialmente de forma qualitativa, relagcbes de dependéncia entre
variaveis. Nas construgcbes geométricas a serem propostas, vao ser exploradas
varidveis que correspondem a grandezas geométricas, tipo medidas de
comprimento, de area, de perimetro. Apds esta exploracdo qualitativa da construcéo
geométrica, sera feita a construgcao do grafico. E como ultima parte da atividade,
sera feito o estudo da “lei” da fungao.

Os recursos do GeoGebra tornam possivel tal tipo de atividade.
Consideramos que estamos trazendo uma abordagem inovadora, ainda pouco
explorada no ensino de fungdes; na escola, no geral, o estudo das fungdes inicia
com as suas “leis”.

A figura 8 ilustra o “espirito” das atividades propostas. De inicio, os alunos
exploraram qualitativamente as relacbes matematicas que podem ser percebidas a
partir do dinamismo da representagao, de carater visual — na figura 8, o pentagono

cor de rosa muda de forma. Esse dinamismo é obtido através da manipulagao direta,
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no caso o ponto extremo do segmento destacado em azul sobre a figura, que se
apresenta na tela do computador. Com esta exploragao qualitativa espera-se que os
alunos percebam relagdes entre variaveis e que estabelegam as caracteristicas de
crescimento/decrescimento entre as variaveis, que fagam uma previsdo de como

sera o grafico, que estimem os pontos de maximo ou minimo, etc.
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Figura 8: Grafico da fungédo a partir do movimento do ponto M.
Fonte: A autora

Depois desta exploracgao inicial, sera feita a construgcao do grafico sem que se
tenha a necessidade da mediagdo de expressdes algébricas ou tabelas,
diferentemente do que encontramos nos livros didaticos. Nos livros, a apresentacéo
do conceito de funcao é feita através da sua forma analitica, e a partir dela é
construida uma tabela numérica correspondente e com estes dados é feito um
esbocgo da representacdo grafica no plano cartesiano. Com os recursos de medida
de segmento e medida de area sdo construidos os pontos que correspondem as
variaveis independente e dependente, sobre o eixos OX e QY; depois € construido o

ponto que pertence ao grafico e que poder ter seu “Rastro” habilitado — € a curva
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vermelha na Figura 8. O tragado® do grafico vai sendo desenhado conforme o ponto
M, um dos extremos do segmento azul no poligono cor de rosa, é manipulado.

A tela do GeoGebra nos da, também, a possibilidade de observar
empiricamente as mudangas nos valores numéricos das variaveis, que ocorrem
quando movimentamos o ponto M. Podemos acompanhar as atualizagcbes de
valores de medida do segmento azul e de area do poligono rosa, na janela de
algebra do software, conforme muda a forma do pentagono, na janela de

visualizagao do software, conforme ilustra a Figura 9.

Janela de Algebra Janela de Visualizagéo
Dy P c
7]
| == D.Ei?l drea
area = 10.11
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darea = 12
h [l B

5Aqui usamos a funcéo rastro do GeoGebra.
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Figura 9: Registro numérico e geométrico (figura).
Fonte: A autora

Conforme ja discutido na segéo 2.1, para que um aluno aprenda matematica é
necessario que ele tenha dominio de pelo menos dois registros de representagao
(DUVAL, 2003). A escolha do segundo registro € metodologicamente importante pois
permite reconhecer se duas representacoes, pertencentes a dois registros diferentes
sdo, ou ndo, representagcdes de um mesmo objeto.

Em trabalho mais recente, Duval (2011) fala da importancia de situar a
contribuicdo que o computador, com seus softwares, proporciona aos modos de
producao de representagdes semidticas. Ele afirma que os computadores nao
constituem um novo registro de representagdo, pois as representagbes que eles
exibem sdo as mesmas que aquela que séo produzidas graficamente no papel para
uma apreensao visual. Para esse mesmo autor, ver a figura geométrica no monitor
ou vé-la no papel exige que nosso olhar fagca a mesma desconstru¢gao dimensional,
exige que antecipemos as mesmas operag¢des mentais de processamento da figura.
Analogamente, ver graficos em um monitor exige que sejamos capazes de
reconhecer os valores visuais matematicamente pertinentes e coordena-los com os
termos da equacdo. Sobre os ganhos que se tem com este novo suporte para

representacdes , nos diz Duval:

No entanto, eles constituem um modo fenomenolégico de produgéo
radicalmente novo, fundamentado na aceleragdo dos tratamentos. Eles
exibem no monitor tdo rapidamente quanto a producdo mental, mas com
uma poténcia de tratamento ilimitada em comparagédo com as possibilidades
da modalidade grafico-visual. Obtemos, imediatamente, muito mais que
tudo o que poderiamos obter a mao livre apds, talvez, varios dias de
escritas e calculos ou construcao de figuras (DUVAL, 2011, p. 137).
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Ainda em relacdo ao uso do computador, Duval (2011) diz que 0 mais
espetacular € que “as representacfes semioticas ndo discursivas tornam-se
manipulaveis como objetos reais. Podemos deslocéa-las, fazé-las rodar, ou estendé-
las a partir de um ponto” (p.137). O autor considera esse aspecto “dindmico” apenas
uma consequéncia da poténcia ilimitada do tratamento, ou seja, fazer
transformacdes dentro de um mesmo registro.

Acreditamos que os softwares de matematica dinamica podem contribuir
muito para explorar a transformacédo de conversdo, na sala de aula, pois eles
possibilitam a representacdo de um mesmo objeto, em diferentes registros de
representacdo. O exemplo a seguir mostra a representacdo de uma situagao, que
explora intuitivamente o conceito de funcdo. Trata-se de uma atividade em que o0s
alunos movimentam um ponto pré-determinado na figura e, em consequéncia, a
forma dessa figura muda. Num primeiro momento, queremos que o aluno perceba
que o valor associado a area do pentagono depende da posicdo desse ponto
(segmento azul, nomeado de [). Através do registro numérico (janela da algebra), o
aluno pode ver a atualizacdo de valores, provocado pelo movimento na figura e, ao
mesmo tempo, ele pode, através do registro geométrico (grafico), explorar a
situacdo, determinando os intervalos em que a &rea estd crescendo e/ou
decrescendo e também fazer uma previsdo de onde ela € maxima e/ou minima.

Conforme mostra a figura 10.
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Figura 10: Area do pentagono vista nas trés representacdes.
Fonte: A autora
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Na figura 10 temos, na janela de visualizagdo, a representacdo da area de um
pentdgono representado geometricamente (figura e grafico) e numericamente na
janela da algebra. Neste caso, além de permitir a representacdo, o software de
matematica dinamica permite a interacdo sobre o objeto matematico através da
representacdo geométrica (figura), representacdo geométrica (grafico) e
representacdo numérica. Este é um fato importante, pois privilegia os dois sentidos
da transformacao de conversao, permitindo uma compreensdo mais aprofundada do
objeto funcéo.

Com o GeoGebra, também é possivel partir de registro geométrico grafico
obter o registro algébrico. O gréfico obtido como a trajetéria de um ponto, na figura
10 também pode ser obtido utilizando a ferramenta “Lugar Geométrico” e o menu de
construcdo de cobnicas. Para que a equacdo seja informada pelo GeoGebra, é
necessario que se construa a conica correspondente ao gréfico obtido como lugar
geométrico. A equacdo do grafico € encontrada apenas nos casos onde esse gréafico
€ uma reta, uma circunferéncia ou uma conica.

Além disso, o dinamismo do software proporciona que a constru¢cdo do
conhecimento seja produzida por acbes mentais, associado a ideias de exploracéo,
estabelecimento de relacfes, levantamento de hipoteses e reflexdo, diferente
daquele conhecimento mais tedrico, formal, a partir de processos empiricos ou por
transmissao oral onde s6 o professor fala. Uma outra caracteristica do potencial
semidtico do software é a possibilidade de visualizarmos diferentes representacdes
de um mesmo objeto, numa Unica tela, e com a possibilidade de articulacdo entre
essas representacdes em tempo real.

E tirando proveito das representacdes dindmicas que vamos propor uma
sequéncia de atividades que pretende minimizar as dificuldades, dos alunos, no que
se refere a interpretacdo e compreensao de situagdes que envolvam as distintas
representacdes de funcdes afim e quadratica. O detalhamento da sequéncia sera
feito no capitulo 4. No proximo capitulo ainda vamos tratar de questdes que vao nos
ajudar a esclarecer as escolhas que fundamentam o desenho da sequéncia de

atividades.
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3 FUNCAO: REFLEXOES SOBRE O TOPICO DE INTERESSE

Neste capitulo, na primeira seg¢do, fazemos uma breve reflexdo sobre a
histéria do conceito de fungdo, com o objetivo de apresentar alguns acontecimentos
no desenvolvimento da matematica que influenciaram nas suas representacoes.
Depois tratamos de questdes conceituais que podem ser origem de dificuldades no
processo de aprendizagem, tomando como referéncia a posi¢cao critica de Caraga
(1978). Dificuldades especificas de aprendizagem s&o elencadas, a partir de artigos
que tratam do topico em questao.

Nos documentos oficiais, tratamos de observar como esta sendo proposto o
ensino de fungcdes no Ensino Médio e nos livros didaticos escolares analisamos as
abordagens de ensino que estdo sendo propostas. Na ultima seg¢do do capitulo
elencamos algumas experiéncias de ensino que foram realizadas tratando do ensino

de fungdes, e que fazem uso ou nao de tecnologia.

3.1 REFLEXOES DE NATUREZA HISTORICA, EPISTEMOLOGICA E
COGNITIVA

3.1.1 Sobre aevolucédo do conceito de funcao

O conceito de fungao, considerado um dos mais importantes e essencial as
areas relacionadas das ciéncias passou por evolugdes relevantes. Segundo Ponte
(1990) nédo se trata de uma nogao abstrata muito antiga; seu surgimento como
conceito abstrato individualizado e como objeto de estudo em matematica remonta
aos finais do século XVII.

Mas é claro que podemos encontrar aspectos simples desse conceito, como
por exemplo, na mais elementar operagdo de contagem, em épocas anteriores.
Embora haja pouco consenso sobre a origem do conceito de funcdo, a ideia de

dependéncia entre quantidades é atribuida aos babil6bnios e o uso de tabelas é
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atribuido aos gregos, nas suas conexdes entre Matematica e a Astronomia.
Segundo Zuffi (2001, p.11):

[...] ndo parece existir consenso entre os autores, a respeito da origem do
conceito de fungao talvez pelo seu préprio aspecto intuitivo. Alguns deles
consideram que os Babilénios (2000 a.C.) ja possuiam um instinto de
funcionalidade[...] em seus calculos com tabelas sexagesimais de
quadrados e de raizes quadradas [...] que eram destinadas a um fim pratico.
As tabelas, entre os gregos, que faziam a conexao entre a Matematica e a
Astronomia, mostravam evidéncia de que estes percebiam a ideia de
dependéncia funcional, pelo emprego de interpolagédo linear.

Youschkevitch (1976) destaca trés momentos da evolugdo do conceito de
funcdo. Na Antiguidade, ha o estudo de casos particulares de dependéncia entre
duas variaveis, ndao havendo, contudo, a nogdao geral de quantidade variavel e
funcdes. Ja na ldade Média, estas nogdes gerais sdo expressas pela primeira vez
sob a forma geométrica e mecanica, mas na qual cada caso concreto de
dependéncia entre duas quantidades é definido por uma descri¢cao verbal ou por um
grafico. E s6 no periodo Moderno, final do século XVI, que expressdes analiticas® e
funcbes comegam a prevalecer. Estes estagios refletem, na realidade, o caminho
percorrido pelo homem através da Histéria rumo a generalizagdo e a formalizagéo
do conceito de fungdo. O processo de abstracdo demonstra uma real e profunda
compreensao do conceito, ao mesmo tempo, que é fator de construgdo desta
compreensao.

Na Idade Média, Nicole Oresme (1323-1382) destacou-se entre varios
estudiosos da matematica que, por quase um século antes de seu tempo, vinham
discutindo a quantificacdo das “formas” variaveis. Segundo Boyer (1974) essas
formas podiam representar a velocidade de um objeto moével e a variagdo da
temperatura, de ponto para ponto, num objeto com temperatura ndo uniforme.

Para esse mesmo autor essas discussfes eram muito extensas e ndo havia
instrumentos adequados para fazer a analise de tais formas. Apesar dessa falta, os
l6gicos do Merton College obtiveram um teorema sobre o valor médio de uma forma
“‘uniformemente disforme”, isto €, uma em que a taxa de variacdo da taxa de
variacdo é constante. Sobre esse pensamento, Oresme comecgou a se questionar

sobre a possibilidade de tracar uma figura ou gréafico da maneira pela qual as coisas

°E uma expressdo matematica que apresenta uma relacdo entre quantidades variaveis e
constantes.’
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variam’. Conforme ressalta Boyer (1974, p.192): “vemos aqui, é claro, uma sugest&o
antiga daquilo que agora chamamos representacéo grafica de fungdes”.

De fato, temos nos estudos de Oresme a primeira representagao grafica no
sentido funcional e, ainda o conceito de variagdo de duas quantidades esta ligado a
ideia de continuidade.

Para Oresme, a mensurabilidade podia ser representada de maneira continua
tracando um grafico de velocidade versus tempo para um corpo que se move com
aceleracdo constante. Nessa perspectiva, Boyer (1974) comenta que o grafico de

Oresme foi tragado:

Ao longo de uma reta horizontal ele marcou pontos representando instantes
de tempo (ou longitudes), e para cada instante ele tragou perpendiculares a
reta de longitudes um segmento de reta (latitude) cujo comprimento
representava a velocidade (BOYER, 1974, p. 192).

Segundo esse mesmo autor, Oresme também percebeu que as extremidades
dos segmentos, que representavam a velocidade, ficavam alinhados, formando uma
reta e, ainda que, se 0 movimento uniformemente acelerado partisse do repouso, a
totalidade dos segmentos velocidade, encheria um triangulo retangulo. Apesar de
ndo fornecer explicacdo para esse fato, Oresme afirmava que a area do tridngulo
representava a distancia percorrida. De acordo com o ponto de vista de Boyer (1974,
p.193), “é provavel que [Oresme] pensasse na area [do tridngulo] como sendo
formada de muitos segmentos verticais ou indivisiveis, cada um dos quais
representava uma velocidade que se mantinha por um tempo muito curto”. De
acordo com Boyer (1974, p.193) “Oresme forneceu uma verificagcdo geométrica da
regra de Merton, pois a velocidade no ponto médio do intervalo de tempo é a metade

da velocidade final.” A figura 11 ilustra a representacéo grafica de Oresme.

” Mesmo havendo divergéncias quanto a antecipagdo do conceito de funcdo por Oresme.

BOYER(1974) sugere que Oresme, foi o primeiro a ter essa ideia pois, mesmo que tenha sido
encontrado registros mais antigos a exposi¢cdo de Oresme era superior em clareza e influéncia
comparada ao registo anterior.
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Figura 11: Representacgao gréafica utilizada por Oresme.
Fonte: Boyer (1974, p.193).

Essa representacao gréfica, conhecida como a latitude de formas, representa
por si s6 uma forma complexa e repleta de predicados para representacdo de um
conceito, principalmente no que diz respeito as funcdes.

A lei proposta por Oresme foi estudada durante mais de duzentos anos. A
demonstracdo que celebrizou Galileu (1564-1642), sobre a lei do movimento
uniformemente variado, € a mesma que foi utilizada por Oresme. Por seu lado,
Galileu estabeleceu uma lei que relacionava o tempo e o espago percorrido por um
corpo em queda livre. A lei, como sabemos, estabelece que o espacgo percorrido &
diretamente proporcional ao quadrado do tempo da queda, considerando também
que o corpo esta sujeito a acdo da gravidade. A relagcao de proporcionalidade entre
as duas quantidades, o espaco e o tempo, sao relacionadas por Galileu de forma
verbal, que privilegia esta representacdo do conceito de fung¢do. Ainda nos tempos
de Galileu, tal como na antiguidade, as leis que relacionavam duas quantidades
eram definidas por descri¢cdes verbais e graficos.

Galileu apresenta a proporcionalidade de tempo em relacdo a velocidade
geometricamente, como mostra a figura® 12. Ele atribui dimensdes fisicas de
velocidade, espaco e tempo que podem descrever tanto movimentos uniformes

guanto movimentos naturalmente acelerados.

A notacdo (*) foi colocada para facilitar a compreensé@o das grandezas fisicas representadas na
mesma, segundo Ribeiro Junior et al (2012, p.4).



44

F—C A

3 (B

G 3 -

I

Illr Q
/
[

H E D -|I-B
*Velocidade

Figura 12: Comparagéo entre os movimentos.
Fonte: Ribeiro Junior et al (2012, p.4).

Na figura 12 acima, o movimento uniforme é descrito pelo retdngulo CDEF,
onde é possivel notar que velocidade, segmentos de reta horizontais dentro do
retangulo, ndo aumentam com o tempo. JA no movimento acelerado, caracterizado
pelo triangulo CDH, percebe-se que a velocidade aumenta de maneira constante.

Galileu procurou reunir os diferentes conceitos com auxilio das leis inspiradas
na experiéncia e observacdo. A insisténcia em estudar os movimentos de forma
quantitativa, por intermédio da experimentagao, muito contribuiu para a evolugao da
nogao de fungdo: lidou de forma funcional concreta com as causas e efeitos, e esta
necessidade é essencial a concepcgao de variaveis independentes e dependentes.

Segundo Palaro (2008, p. 2), “Ja no Periodo Moderno, mais precisamente no
século XVI e especialmente no século XVII, as expressfes analiticas das funcoes
comecam a prevalecer em detrimento das descri¢cdes verbais ou representacdes”.

A ideia de se introduzir analiticamente uma funcao é desenvolvida de maneira
mais detalhada por Descartes (1596-1650) no terceiro apéndice de seu tratado
filosofico Discours de la Méthode pour Bien Conduire la Raison et Chercher la Vérité
dans les Sciences, parte de sua obra intitulada La géométrie (1637). Segundo Boyer
(1974), esta obra é voltada para a aplicacdo da Algebra a Geometria, e nesta
aproximacao os elementos-chave foram a introducdo de variaveis e a expressao da
relacdo entre as varidveis através das equacdes. E com os trabalhos de Descartes,
e também de Fermat (1602-1665), que se considera o inicio da “algebrizacdo” da

Geometria, pois € a partir deste momento que se estabelece uma relacéo estreita
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entre a representacao algébrica e a representagcdo geométrica, que culminou com a
moderna Geometria Analitica. Esta aparicdo de novas ideias materializa uma
mudanca radical no desenvolvimento da Matematica, uma vez que segundo Palaro
(2008) “a utilizagcao de expressdes analiticas e as operagdes que as produzem a
partir de regras especificas, conferem ao estudo das fungbes um carater de
verdadeiro calculo” (PALARO, 2008, p. 2). Além disso, conforme afirma
Youschkevitch (1981, apud PALARO, 2008, p. 2) “o método analitico para expressar
dependéncia funcional se tornou tdo eficiente que a nogédo de fungdo passou a
assumir um lugar central em todas as ciéncias exatas”.

Nesta época, mas ja no século XVII, as contribuicbes mais importantes ao
desenvolvimento do conceito de funcdo s&o dadas por Newton (1642-1727) e
Leibniz (1646-1716), respectivamente, com a publicacdo de Method of Fluxions
(1736) e Nova methodus pro maximis et minimis, itemque tangentibus, qua nec
irrationales quantitates moratur (1684). Newton, apesar de fazer pesquisas mais
voltadas para a fisica, contribuiu para o conceito de funcdo, sendo o primeiro
matematico a mostrar que uma funcdo poderia ser escrita como uma série de
poténcias. Esse mateméatico também criou o método dos fluxos, no qual uma curva
era gerada pelo movimento continuo de um ponto. Feita essa suposi¢ao, a abscissa
e a ordenada de um ponto gerador passam a ser quantidades variaveis, que
recebiam o nome de fluente e a taxa de variacao de fluxo. (EVES, 2002).

Ponte (1990, p.3) diz que: “Newton também utilizou os termos “relata” para
designar a variavel dependente e “genita” para uma quantidade obtida através de
outras pela utilizacdo das quatro operacdes aritméticas fundamentais.

Leibniz indicava a forma de se encontrarem 0s maximos e 0s minimos de
curvas e, também, as tangentes em pontos dados (COOKE, 1974 apud
FIGUEIREDO, 2010, p. 12). Destaca-se que foi Leibniz que pela primeira vez usou o
termo “funcdo” com o mesmo sentido que é utilizado atualmente e que as definicbes
das fungdes utilizadas eram feitas a partir de equagdes. Tanto Newton como Leibniz
utilizavam expressoes algébricas (representacdo algébrica) para encontrar curvas
(representacdo geométrica) e os calculos destinavam-se a descrever e determinar
aspectos graficos das curvas em estudo. Ambos contribuiram de forma decisiva para
a anadlise infinitesimal e diferencial através dos seus estudos de curvas e respectivas
equacdes. Foram Leibniz e Newton que descobriram o desenvolvimento em séries

infinitas, sendo esta descoberta tida como a mais notavel e fecunda até a época,
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pois tornou possivel representar analiticamente toda a relagdo funcional estudada
até entdo (BOUTROX,1920, apud PALARO, 2008, p. 2).

Segundo Kleiner (1989) a importancia das formulas e das equacdes que
descrevem curvas comecaram a ter uma importancia cada vez maior nos finais do
século XVII. Essa importancia fez com que a atengéo se deslocasse para o papel
dos simbolos que aparecem nas equacdes e, por isso, nas relacdes que se
estabelecem entre esses simbolos, independentemente da curva que esta
associada a equacao. A correspondéncia trocada entre Leibniz e Johann Bernoulli
expOe a auséncia de um termo geral para representar a relagdo que se estabelece
entre quantidades que dependem de outras naquelas formulas e equacdes, fazendo
surgir o uso do termo “fun¢cdes” tal como aparece na definicdo de Bernoulli em 1718:
“Chamamos funcédo de uma variavel a quantidade constituida de qualquer forma por
esta variavel e por constantes”. Esta foi a primeira definicdo formal de funcao.
(KLEINER, 1989, p.3).

Contudo, o método analitico criado para representar funcbes, comeca a
apresentar as suas debilidades e limitacfes. Segundo Kleiner (1989), pode-se dizer
que foi com Euler que o conceito de funcdo obteve maior notoriedade quando da
publicacdo de Introductio in analysin infinitorum. No preféacio, Euler afirma que a
andlise matemética € a geral ciéncia de varidveis e suas fungfes. Ele define uma
funcdo como uma “expressao analitica” (isto €, uma "férmula") da seguinte maneira:
‘Uma funcdo de quantidade varidvel € uma expressdo analitica composta de
qualguer forma a partir da quantidade varidvel e de numeros ou quantidades
constantes” (KLEINER, 1989, p.3).

Por comparacéo de definicbes podemos observar que Euler apenas deu um
retoque final a definicdo de Bernoulli, trocando o termo “quantidade” por “expressao
analitica” (PONTE, 1990, p. 4).

Foi com Euler (1707-1783) que o conceito de funcdo sofreu uma ampliagao
no seu significado por meio do estudo de processos infinitos (BRAGA, 2009, p.28).

Também € atribuido a Euler a notagcdo mais bem sucedida de todos os
tempos: f(x) como uma fungdo de x (BOYER, 1974, p. 326-327). No campo das
funcdes, aquelas a que Euler deu mais atengao, foram as fungdes exponenciais e as
logaritmicas e foi com ele que as quantidades trigonométricas tiveram uma

abordagem funcional, deixando de ser apenas linhas relacionadas com o circulo.
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A ideia de que uma funcgao podia ser pensada como uma expressao analitica
definida por uma série de poténcias foi sendo posta em causa, ainda no século
XVIII, a medida que varios problemas da matematica aplicada mostravam o carater
restrito de tal conceito de dependéncia funcional.

O conceito de funcéo continua o seu processo de evolugdo quando Fourier
(1768-1830) afirmou que qualquer funcdo pode ser representada por uma série
trigonométrica, num intervalo apropriado (PONTE, 1990). Estes resultados foram
obtidos pelo estudo da propagacdo do calor nos objetos materiais (em que a
temperatura do corpo é funcdo de duas variaveis, o tempo e o espago). “Fourier
conjecturou a certa altura que para qualquer fungédo seria possivel obter um
desenvolvimento em série trigonométrica, num intervalo apropriado” (PONTE, 1990,
p. 4). A prova informal que Fourier apresentou aos seus contemporaneos, inaceitavel
nos dias de hoje, foi a promotora do impulso dado ao conceito de fungéo.

Lejeune Dirichlet (1805-1859), numa tentativa de dar uma definicdo de funcao
ampla o suficiente a ponto de englobar a relacdo que Fourier tratava, chegou a

seqguinte formulacao:

[...] Uma variavel € um simbolo que representa qualquer um dos elementos
de um conjunto de numeros; se duas variaveis x e y estao relacionadas de
maneira que, sempre que se atribui um valor a x, corresponde
automaticamente, por alguma lei ou regra, um valor a y, entdo se dizque y é
uma fungdo (univoca) de x. A variavel x, a qual se atribuem valores a
vontade, é chamada variavel independente e a variavel y, cujos valores
dependem dos valores de x, € chamada variavel dependente. Os valores
possiveis que x pode assumir constituem o campo de definicdo de fungao e
os valores assumidos por y constituem o campo de valores da funcéo.
(EVES, 2002, p. 661).

Repare-se que a definigdo de funcao relaciona valores numéricos, mas nao
impde uma representacao especifica; a relacdo pode ser através de uma tabela
numérica, de um grafico ou de uma equacéo. Esta forma de definir fungéo atinge um
grau de generalidade que nao tinha até entdo. Esta definicAo € a primeira a
apresentar o conceito de funcdo como uma correspondéncia entre valores
numeéricos, € nao como uma formula. A referida definicdo € semelhante a utilizada
hoje em dia, estabelecendo a correspondéncia entre dois conjuntos numéricos. No
entanto, naquela época, ndo haviam sido estabelecidas as nog¢des de conjunto e de

numero real.
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Finalmente, com o desenvolvimento da teoria dos conjuntos, iniciada por
Cantor (1845-1918), a nogao de fungéo acabaria por ser estendida ja no século XX,
de forma a incluir tudo o que fossem correspondéncias arbitrarias entre quaisquer
conjuntos numéricos ou ndo (PONTE, 1990, p. 4).

Relativamente aos fundamentos da teoria das funcdes reais, Cantor deu
importante contribuicdo através do desenvolvimento da teoria de conjuntos.
Contudo, o conceito de fungao, tal como o conhecemos hoje, deve-se a Bourbaki em
1939, tendo como suporte os desenvolvimentos da teoria de conjuntos. O seu
conceito ndo apresenta mais um aspecto verbal, sendo apresentada simbdlica e
formalmente, atingindo o mais alto grau de abstragdo. Na teoria dos conjuntos, uma
funcdo f €, por definicdo, um conjunto qualquer de pares ordenados de elementos,
pares esses sujeitos a condi¢cdo seguinte: se (a;,b,) € f,(a,, by) € f e a; = a,, entdo
b; = b,. O conjunto A dos primeiros elementos dos pares ordenados chama-se
dominio da fungcdo e o conjunto B de todos os segundos elementos dos pares
ordenados se diz imagem da funcao (EVES, 2002, p.3). Segundo Zuffi (2001), essa
definicdo de funcao, é formada como uma sintese de dois aspectos, a sua lei e 0
seu valor, acrescida dos conceitos de dominio e de contradominio. Perde-se assim a
ideia intuitiva de fungdo apresentada por Dirichlet. Escondem-se, por meio da
algebra de conjuntos, as nogdes de variagao e correspondéncia entre quaisquer
entes matematicos, e ndo apenas entre conjuntos.

Percebe-se nesse breve estudo historico que o conceito de fungéo passou por
relevantes mudangas, tanto na forma como no conteudo, desde a antiguidade até a
Idade Moderna. Constata-se, também nesse processo evolutivo que: sempre existiu
a necessidade de definir cabalmente o conceito de funcao; a definicdo e as
representagbes, embora intimamente ligadas, eram pensadas e apresentadas
separadamente.

Na proxima subsecédo apresentamos algumas consideragdes atuais sobre o
conceito de fungao e as possibilidades de compreensao, quando se pensa no ensino

escolar.
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3.1.2 Sobre o conceito de funcao na escola

O que é uma boa definicdo? Para o fildsofo ou para o cientista, é
uma definicdo que se aplica a todos os objetos a serem definidos,
e aplica-se apenas a esses; € aguela que satisfaz as regras da
l6gica. Mas em educacdo ndo € isso; é aquela que pode ser

compreendida pelos alunos. (Poincaré)

Dentro da educacédo formal instituida hoje, em nosso pais, o assunto inicial
dos programas de matematica na maioria das escolas de formacdo geral, no
primeiro ano do ensino médio, é o estudo das fungdes.

Eves (2002), de maneira explicita e breve, apresenta a importancia desse

conceito:

O conceito de fungdo permeia grande parte da matematica e, desde as
primeiras décadas do século presente, muitos matematicos vem advogando
seu uso como principal central e unificador na organizagdo do cursos
elementares de matematica. O conceito parece representar um guia natural
e efetivo para selecdo e desenvolvimento do material de textos de
matematica (EVES, 2002, p. 661).

O conceito de fungdo vem alicergcado, segundo Caraca (1978), na ideia de
correspondéncia, isto é, estudar um fendbmeno fisico ou ndo; é estabelecer um “[...]
instrumento matematico cuja esséncia seja a correspondéncia de dois conjuntos” (p.
127). Sobre o conceito de funcdo, Caraga elucida primeiramente a nocédo de

variavel:

[...] a primeira coisa a fazer, para o tornar facilmente manejavel, é arranjar
uma representacdo simbdlica para os conjuntos. [...]. Essa representacao
simbdlica consegue-se introduzindo o conceito de variavel, o que se faz da
forma seguinte: Seja (E) um conjunto qualquer de ndmeros, conjunto finito
ou infinito, e convencionemos representar qualquer dos seus elementos por
um simbolo, por ex.: x. A esse simbolo, representativo de qualquer dos
elementos do conjunto (E), chamamos de variavel (CARACA, 1978, p. 127).

Nesta transcricdo percebe-se que o autor esta preocupado com a nogao
intuitiva de funcdo, e ndo com a sua formalizacdo mateméatica. No caminho da

definicdo do que vem a ser o conceito de funcdo, Caraca exprime o que entende por
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dominio: “uma variavel é o que for determinado pelo conjunto numérico que ela
representa - a sua substancia, o seu dominio como daqui em diante diremos”.
(CARACA, 1978, p. 113). O autor apresenta, entdo, a sua primeira definicdo de

funcao:

Sejam x e y duas variaveis representativas de conjuntos de nimeros, diz-se
gue y é funcdo de x e escreve-se y = f(x) se entre as duas variaveis existe
uma correspondéncia univoca no sentido x »y. A x chama-se variavel
independente, a y variavel dependente. (CARACA, 1978, p. 129).

Mais adiante, através de um exemplo, discute sobre o que chama de

definigdo analitica de fungao:

[..] uma igualdade como y = 4,9x* em que figura y igualado a uma
expressdo analitica em x, contém uma lei matematica ligando as duas
variaveis; essa lei matematica define a correspondéncia que existe entre x e
y e faz, portanto , o terreno de que a fungéo vai se nutrir.(CARACA, 1978, p.
131).

Por fim, deparamo-nos com a definicdo geométrica (grafica) de funcao:

“seja um sistema de referéncia cartesiano e uma curva que néo seja cortada
em mais de um ponto por uma paralela ao eixo Oy. Essa curva permite
definir uma funcéo y(x)”. (CARACA ,1978, p.133).

Caraca apresenta trés conceitos para um mesmo objeto: uma baseada em
conjuntos numeéricos em que o destaque esta a cargo da correspondéncia univoca
de x para y; a segunda, que ele identifica como analitica e € introduzida por meio do
estudo de um fenémeno fisico (queda de um grave) e tem por destaque a existéncia
de uma lei matematica para a referida correspondéncia; e a terceira, denominada
geométrica, aborda a existéncia de uma representagao grafica de funcao. Percebe-
se que o autor nos traz quase que uma metodologia para a constru¢gao do conceito
de fungdo, que vemos estar estreitamente ligada a ideia dos registros de
representacédo de Duval.

A figura 13, ilustra um exemplo em que Caraga (1978) estabelece uma
relacdo de correspondéncia entre o campo analitico e o geométrico. Trata-se do
fendbmeno da queda dos grave no vacuo que, no campo analitico, esta representado
pela lei matematica y = 4,9x* e, no campo geométrico, pela curva. Em outras

palavras, Caraca quer nos dizer que a expressdo analitica (y = 4,9x?) é a equacéo
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que representa o lugar que Ihe corresponde (ou seja, a curva), isto €, ambas séo

representacdes do mesmo fenémeno.

Campo analitico Campo geométrico

>~

y = 4,9x2

Figura 13:Representacao analitica e geométrica da mesma funcgéo.
Fonte: Caracga (1978, p. 137).

Vé-se em Caracga a preocupacao de colocar a ideia de funcédo sob diferentes
representacbes e assim ele nos apresenta um conceito que, para além de
instrumento de estudo das correspondéncias, também funciona como um elo entre
0s campos geométrico e analitico. Diriamos que Caraga, da mesma forma que
Duval, trata de realgar a pluralidade de registros de representagao e de dizer que €
através da coordenacao de [todos os] diferentes registros (lingua natural, tabelar,
geométrico e algébrico) que, com tempo e trabalho, se pode alcangar a

compreensao do conceito de fungao.

3.1.3 Sobre as dificuldades no ensino de funcdes

Encontramos diversas pesquisas que apontam para dificuldades no ensino de
funcdes. Tratamos de nos concentrar nos trabalhos que apontam para dificuldades
relacionadas aos diversos modos de representagcdao que pode ter esse objeto
matematico.

Conforme os resultados de investigacdo de Mendes (1994), para a maioria
dos alunos, uma situacdo dada representa uma funcao se ela pode ser expressa por
uma foérmula explicita, de preferéncia uma expressado analitica. Para esses alunos,
da mesma forma que para os matematicos do século XVIII, fungéo se restringe, na

verdade, a expressdes analiticas.
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Ao investigar as concepgdes de alunos do 1° ano do curso de Engenharia
sobre o conceito de fungéo, Oliveira (1997) observou que a maior parte dos
estudantes: confundem fungdo com equagao; tratam wuma formula como uma
sequéncia de comandos para realizar um calculo; entendem que a existéncia de
uma expressao algébrica ou grafico é suficiente para afirmar que estes representam
uma fungdo; tém dificuldade na articulagdo entre os registros de representagao
semidtica, especialmente na conversao entre as representagdes grafica e algébrica
de uma funcéo.

No mesmo trabalho, com o objetivo de verificar como os professores de
Matematica apresentam o conceito de fungao, Oliveira propés um questionario e dos
dados coletados observou que as conversdes de registro mais utilizadas sdo da
expressao algébrica para a tabela e da tabela para o grafico. E a autora observa
que, ndo por coincidéncia, estas conversdes sao as que mais aparecem nos livros
didaticos.

Para minimizar o quadro de dificuldade identificado junto aos alunos, Oliveira
elaborou uma sequéncia didatica composta por cinco grupos de atividades e por
exercicios que favoreciam as mudangas de registros de representagdo por acreditar
que a inter-relagao desses registros favorecem a construgdo do conceito de fungéao.

O objetivo era fazer uma analise das fung¢des, sem formulas, somente através
da construcao e interpretacao de graficos. Dessa forma Oliveira pretendia mostrar
que funcao nao se resumia a uma férmula, nem a um processo de calculo de f(x), a
partir de x; ou seja, ela queria que os alunos compreendessem que um grafico, uma
tabela numérica também podem representar uma funcao, independentemente da
existéncia ou do conhecimento de sua representacao algébrica.

Kieran (1992), em um trabalho sobre o ensino de algebra escolar, aponta a
importancia da compreensao das variaveis no estudo de funcdes e analisa algumas
pesquisas que discorrem sobre a ndo compreensao de variaveis e decorrente disto,
a dificuldade da apreensdo do conceito de funcédo. Citamos algumas destas

pesquisas:

- Even (1988, apud KIERAN, 1992, p. 408) ilustra alguns efeitos de se usar as
“definicbes conjuntistas” no ensino de fungdes, eliminando a ideia de dependéncia
funcional. Aplicou um questionario que abordava a relacdo entre funcdo e equacao a

152 futuros professores secundarios de Matematica do udltimo ano de oito
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universidades americanas. A instrucdo que tinham recebido nas aulas, tanto no nivel
secundério, como no superior, havia sido baseada nos livros didaticos de algebra,
que adotam sistemas padronizados e modernos. Foram solicitados a dar uma
definicdo de funcédo e a indicar como esta se relaciona com a equacao. Pela andlise
das respostas obtidas, Even concluiu que para esses futuros professores, fungbes
sé tém significado como equacdes. Eles ndo sabiam dar significado a moderna
definicdo conjuntista de funcdo e ndo eram capazes de relacionar solucdes de
equacdes com valores das funcdes correspondentes numa representacao grafica.

- Marckovits, Eylon e Bruckeimer (1983;1986, apud KIERAN, 1992, p. 409)
investigaram uma possivel interacdo do ensino de fun¢gdes desenvolvido no curso de
Algebra com o das aulas de Ciéncias, em que sdo vistas como relaces de
dependéncia entre variaveis. Concluiram que estas no¢cdes ndo sdo capitalizadas no
curso de Algebra, ou seja, para a maioria dos estudantes tratavam-se de duas
definigcbes distintas em cada um dos cursos. Observaram também que os alunos
apresentavam maior dificuldade em realizar uma conversdo da representacao
grafica de uma funcéo para a representacédo algébrica.

- Dreyfus e Einsemberg (1981; 1982, apud KIERAN, 1992, p. 409)
investigaram as bases intuitivas para o conceito de funcdo com 440 alunos do
Ensino Médio, com questbes sobre imagem, dominio, crescimento, extremos e
declividade nas trés representacdes: graficas, por diagramas e por tabelas.
Concluiram que os estudantes que preferiam o registro grafico possuiam um
conhecimento melhor do conceito de funcédo. Aqueles que preferiam o registro de
tabela tinham mais dificuldades neste conceito. Observaram que a construcdo e a
interpretacdo de graficos representavam dificuldades para os alunos.

- Swan (1982, apud KIERAN, 1992, p. 410) constatou que a dificuldade da
conversdo do registro grafico para o algébrico é, na maioria das vezes,
consequéncia da maneira como se realiza a conversao contraria, ou seja, solicita-se
aos alunos a construcéo de tabelas de valores que satisfagam expressdes com duas
variaveis, marcarem os pontos em um grafico cartesiano e lerem as coordenadas de
um ponto no grafico. De acordo com o autor, o fato de enfatizar apenas essas
habilidades na passagem do registro algébrico para o grafico, ocorrem dificuldades
ao se converter do registro grafico para o algébrico.

As pesquisas de Schwartz e Dreyfus (1989; 1995) analisaram a introducéo

do conceito de funcdo com alunos da série inicial do Ensino Médio utilizando um
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ambiente computacional. Desenvolveram e avaliaram um programa intitulado
“Modelo de Representagao Tripla” (Triple Representation Model: TRM). Este modelo
foi criado com a finalidade de ajudar os estudantes a suprirem a dificuldade de
transferéncia de conhecimentos entre diferentes registros de representacdo de uma
mesma funcdo. As trés representacdes em questdo sdo: a algébrica, a grafica e a
tabela de valores.

Segundo os autores, apesar do conceito de funcdo ndo ser teoricamente
ligado a uma representacéo particular, para que ocorra a aprendizagem deste, ha a
necessidade de mudancas de diferentes representacbes e estas representam
dificuldades para os alunos. Isto os levou a construir este ambiente computadorizado
(TRM) cujas principais caracteristicas sdo: facilitar a conversdo do conceito de
funcdo entre as trés representacdes (algébrica, grafica e tabela de valores) bem
como o relacionamento entre elas; o trabalho em cada representacdo € organizado
em termos de operacdes que 0s estudantes tém de realizar.

Os pesquisadores utilizaram o programa em uma classe de alunos que
iniciavam o estudo de funcdes na qual havia computadores disponiveis na razdo de
um para cada dois alunos e verificaram que houve um avanc¢o na aprendizagem
desse conceito, devido a pratica da transferéncia entre estas trés representacoes.
Porém destacam também que os professores eram continuamente orientados sobre
0s aspectos didaticos e tecnolégicos do ambiente computacional e sugerem que
deve haver um grande esforco em engenharia pedagdgica que possibilite aos
professores dominarem atividades que contenham técnicas de trabalho em grupo,
sessOes de computadores e questdes convencionais.

Mais na linha da nossa proposta de ensino, encontramos trabalhos que tratam
das dificuldades dos alunos na resolucao de problemas de maximo e minimo.

Conforme Rezende (2003), alguns dos principais obstaculos de aprendizagem
para aluno que cursa a disciplina de Calculo “sdo os ditos [...]'problemas de
otimizagdo™ (p.7), também chamados de problemas de maximos e minimos.

Segundo o autor, uma das causas para essa ocorréncia pode estar
relacionada ao fato de que durante o Ensino Médio, quando esse tipo de problema é
abordado, se exige do aluno apenas a aplicagao de regras em fungdes com leis ja
estabelecidas. Quando esse aluno chega a Universidade, na disciplina de calculo
diferencial, se depara com os “problemas de otimizagcdo” e espera-se que ele

identifique as variaveis independente e dependente e a relacido existente entre elas,
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esta uma habilidade, no geral, pouco desenvolvida nos anos escolares. Segundo o

autor:

[...] Como pode ele ‘enxergar’ as ‘variaveis’, se até agora estas eram
apenas ‘letras’ (x e y, de modo geral) que representavam numeros que se
relacionavam segundo uma lei de correspondéncia explicitada a priori?
Identificar o que varia, e em fungdo de que varia é, sem duvida, o primeiro
passo para a resolugdo da questdo. (REZENDE, 2003, p. 8).

O trabalho de Araujo (2002), também fala da mesma dificuldade apontada
acima. Novamente, se os alunos ja tém a “lei” da fungdo, entdo seguem os
procedimentos estudados para fazer o céalculo de maximos ou minimos. Mas se é
apresentado um enunciado, a partir do qual os alunos devem identificar as variaveis

e exprimir a fungdo que as relaciona, dificuldades se apresentam. Nos diz Araujo:

[..] Esperava-se que eles lessem um problema, dado pelo professor ou pelo
livro-texto, interpretassem-no e criassem uma funcdo que satisfizesse suas
condi¢cdes. Dai eles considerariam o conteudo de Calculo previamente
estudado para responder a questdo solicitada. Entretanto, os alunos nao
conseguiam seguir esse roteiro “de forma natural” e solicitavam ao
professor uma dica, uma ajuda, para resolver os problemas. O professor,
por sua vez, se desdobrava, tentando “ensinar” como um problema deveria
ser tratado sem, na maioria das vezes, obter sucesso. (ARAUJO, 2002, p.
2).

Em relacédo a determinacéo da funcéo, espera-se que os alunos “enxerguem”
as variaveis dependentes e independentes envolvidas no problema e principalmente
a relacdo existente entre elas, mas isso ndo acontece conforme documentam o0s
trabalhos de Araljo e Rezende. Para resolver o problema de célculo os alunos, no
geral, se apoiam no desenho estatico da situagdo. No entanto, embora o desenho
da figura facilite a visualizacdo da situacdo, ndo se pode negar que esse se
apresenta de maneira estatica; se o aluno quiser analisar mais de uma possibilidade,
devera fazer varios desenhos. Vé-se aqui que um software de matematica dinamica
pode muito ajudar o aluno frente a essa dificuldade, este um assunto ja tratado no
capitulo 2.

Ja no trabalho de Silva (2005) tem-se referéncia explicita a importancia dos
registros de representacado, nestas situacdes de estudo de problemas de maximo e
minimo. Segundo o autor, o fato de ndo haver um trabalho de valorizagdo dos
diversos registros de representacdo dos conceitos estudados em calculo, bem como

das relagcbes entre estes registros, pode explicar as dificuldades dos alunos. A
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escolha do tema de sua pesquisa tem origem na sua pratica pedagogica e nas suas
inquietagdes com as dificuldades dos seus alunos. O autor tratou de investigar quais
0s registros de representacdo que podem e devem ser utilizados pelos alunos na
resolucado de problemas de “maximos e minimos de fungdes”; e também tratou de
identificar possiveis dificuldades nos tratamentos e conversdes dos mesmos.

Os trabalhos apresentados nesta subse¢do nos ajudam a evidenciar a
pertinéncia da pergunta de pesquisa que nos propomos a responder (enunciada na
pagina 14). Na nossa proposta de ensino estdo presentes problemas de maximos e
minimos, com possibilidade de resolucdo que nao depende de técnicas de célculo
diferencial. Mas o importante é que o0s problemas propostos contemplam o
desenvolvimento de habilidades que sao basicas quando se quer resolver problemas
similares mais complexos e exigindo um maior dominio das ferramentas
matematicas.

Os resultados destas pesquisas e nossa pratica docente reforca a nossa
crenca de que a ndo compreensdao do conceito de funcdo no Ensino Médio,
expresse a falta de entendimento das variaveis e do relacionamento entre elas, e a
nao capacidade de articulacdo entre as diferentes representacdes deste conceito.
Possivelmente ocorre uma aprendizagem mecanica e local em que os alunos,
algumas vezes, conseguem construir tabelas de valores e graficos a partir de
expressodes algébricas, sem, entretanto, compreenderem o conceito de funcao.

Compreender os modos pelos quais nossa cultura pensou a construcdo dos
saberes e os legitimou, nos ajuda a pensar nos nossos modos de coloca-los em
pratica no ambito escolar. Para Bkouche (1997) é a reflexdo histérica e
epistemoldgica, tanto quanto a reflexdo sobre a construcdo individual de saberes,
que permite, antes de tudo, uma reflexdo pedagdgica. E neste espirito que nos
colocamos ao sistematizar, nesta secdo 3.1, as nossas reflexdes advindas de
diferentes fontes de leitura.
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3.2 O QUE DIZEM OS DOCUMENTOS OFICIAIS

Os Parametros Curriculares do Ensino Médio — PCNEM (1999) procuram dar
énfase a necessidade de transformacgdo do ensino basico. O mesmo documento
enfatiza que o ensino da Matematica no Ensino Médio ndo € apenas instrumental,
mas que também deve contemplar o entendimento de que a matematica € uma
ciéncia com caracteristicas estruturais especificas tais com: definigdes,
demonstragdes, encadeamentos conceituais e l6gicos que provocam a construgao
de novos conceitos e estruturas. A importancia desta ciéncia pode entdo ser
entendida através de aplicagdes que resolvem problemas em outras areas de
conhecimento, onde o aspecto instrumental € de extrema importancia.

Assim , segundo os PCNEM, o processo de aprendizagem do aluno deve ser
ampliado para que se tenha a continuidade do desenvolvimento de capacidades
como “abstragao, raciocinio em todas as suas vertentes, resolucédo de problemas de
qualquer tipo, investigacdo, analise e compreensdao de fatos matematicos e de
interpretacdo da proépria realidade” (BRASIL, 1999, p.41). Em relacdo ao ensino de

funcao o documento diz que:

Além das conexdes internas a propria Matematica, o conceito de fungéo
desempenha também papel importante para descrever e estudar através da
leitura, interpretacao e construgédo de graficos, 0 comportamento de certos
fendmenos tanto do cotidiano, como de outras areas do conhecimento,
como a Fisica, Geografia ou Economia. Cabe, portanto, ao ensino de
Matematica garantir que o aluno adquira certa flexibilidade para lidar com o
conceito de fungao em situagdes diversas e, nesse sentido, através de uma
variedade de situagdes problema de Matematica e de outras areas, o aluno
pode ser incentivado a buscar a solugdo, ajustando seus conhecimentos
sobre fun¢des para construir um modelo para interpretacédo e investigacao
em Matemética (BRASIL, 1999, p.44).

Tem-se também nos PCNEM (1999) referéncias aos registros de
representacdo: “[...] reconhecer representagbes de um mesmo conceito,
relacionando procedimentos associados as diferentes representagbes” (BRASIL,
1999, p.42).

Em 2002, o Ministério da Educacdo langcou um documento adicional aos
PCN’s, intitulado “PCN+EM: Orientagcbes Educacionais Complementares aos
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Parametros Curriculares Nacionais”. Neste documento competéncias® e
conhecimentos sao apresentados de forma conjunta e em relagéo.

Para que se dé o desenvolvimento dessas competéncias com relevancia
cientifica e cultural e com uma articulagéo logica das ideias os PCN+ sugerem que
se faca uma divisdo dos contedos matematicos em trés grupos, a saber: Algebra:
numeros e fungdes; Geometria e medidas; Analise de dados. O primeiro deles
contempla o conceito de fungdo e sugere o vinculo deste com a algebra, alertando,
porém, que a énfase deve estar no conceito, suas propriedades, interpretagao
grafica e aplicagdes, ao invés, do enfoque tradicional que privilegia as manipulagdes
algébricas e uma linguagem excessivamente formal. Assim, o estudo, podera ser
iniciado diretamente pela nocao de fungao para descrever situagdes de dependéncia
entre duas grandezas.

Estes documentos também destacam o poder de alcance do conceito de
funcdo e a importdncia do mesmo para a Matematica e outros campos do

conhecimento:

O estudo das fungdes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como
a linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relagdo entre
grandezas e modelar situagdes-problema, construindo modelos descritivos
de fenbmenos e permitindo varias conexdes dentro e fora da prépria
matematica. (BRASIL, 2002, p.121).

Recentemente, foi publicado pelo MEC outro documento com o objetivo de
contribuir para o didlogo entre professor e escola sobre a pratica docente. Sédo as
Orientagbes Curriculares para o Ensino Médio (OCEM), com reflexdes que
alimentam a pratica docente e que levam em consideragao os diferentes propdsitos
da formagao matematica na Educacgao Basica.

Diferente dos PCN+EM, o documento apresenta uma nova divisdo dos temas
a serem desenvolvidas no Ensino Médio. O tema “funcbdes” € um dos quatro blocos
de conhecimento destacado no documento e € sugerido, ja de inicio, que é
interessante iniciar o ensino do assunto com a exploracdo de dependéncia entre

duas grandezas, em situacdes contextualizadas e trabalhando simultaneamente as

o Segundo os PCN+ (Brasil, 2002), competéncias sdo qualificacdes humanas amplas e mdltiplas e
que devem articular conhecimentos, disciplinares ou ndo. Algumas competéncias sdo destacadas:
informar e informar-se, comunicar-se, expressar-se, argumentar logicamente, aceitar ou rejeitar
argumentos, manifestar preferéncias, apontar contradi¢ces, fazer uso adequado de diferentes
nomenclaturas, codigos e meios de comunicagéo.
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descri¢Oes algébrica e grafica.

O documento segue enfatizando a importancia do tema e que, sendo de
carater integrador, ndo deve ser desenvolvido isoladamente. A integracdo pode
existir tanto nas conexdes internas a prépria matematica quanto na analise de
fenbmenos de outras areas do conhecimento. O documento sugere que o estudo de
funcdes seja iniciado “‘com uma exploragcdo qualitativa das relacbées entre duas
grandezas em diferentes situacdes: idade e altura; area do circulo e raio; tempo e
distancia percorrida; tempo e crescimento populacional; tempo e amplitude de
movimento de um péndulo, entre outras” (p. 72). Sugerem também que os alunos
sejam provocados a apresentar outras relacdes funcionais e que, de inicio, esbocem
gualitativamente os graficos que representam essas relacdes, registrando os tipos
de crescimento e decrescimento. Sugere também que os alunos expressem em
palavras uma funcdo dada na forma algébrica: vé-se aqui a preocupacdo com a
conversdo de registros do algébrico para lingua natural.

Quanto a representacao grafica de funcdes € enfatizado que a elaboracéo de
um grafico por meio da simples transcricdo de dados tomados em uma tabela
numérica ndo permitira, ao aluno, avancar na compreensado do comportamento das
funcdes; é recomendado que o aluno trace o grafico a partir de entendimento global
da relacdo de crescimento/decrescimento entre as varidveis e que relacione
movimentos do grafico com manipula¢cdes algébricas na expressao da fungdo. Tem-

se no documento:

E importante destacar o significado da representacdo grafica das funcdes,
quando alteramos seus parametros, ou seja, identificar os movimentos
realizados pelo grafico de uma fungédo quando alteramos seus coeficientes
(BRASIL, 2008; p.72).

Percebe-se novamente a importancia que o documento atribui as articulacdes
entre as representacdes. Na transcricdo acima tem-se clara alusdo as ideias de
Duval, quando ele afirma que para existir a real compreensao de um conceito, deve
existir o transito e a coordenacdo entre os diversos registros de representacao
semiotica.

Sobre ambientes informatizados, as OCEM (2008) sinalizam a sua
importancia no aprendizado da Matematica e também sinalizam a necessidade de

redirecionamentos nos propositos de ensino da Matematica quando se faz uso de
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softwares. O documento aponta para o potencial dos softwares na construgéo de
conceitos e para a provocacao que acontece de forma natural, do processo que
caracteriza o “pensar matematicamente” - o aluno pode fazer experimentos,
conjecturar, testar hipoteses e criar estratégias para resolver problemas.

Quanto as caracteristicas dos softwares, referidos como programas de
expressdo, sdo elencadas: contém certo dominio de saber mateméatico — a sua base
de conhecimento; proporcionam, na mesma tela, uma visualizacdo das diferentes
representacées do mesmo objeto matematico — numeérica, algébrica, geométrica,
possibilitam a expansdo de sua base de conhecimento por meio de macro
construcdes; permitem a manipulacdo dos objetos em tempo real. Vale aqui adiantar
que o software GeoGebra, escolhido para ser utilizado em nossa proposta de
ensino, esta nesta categoria de programa.

Na proxima secédo faremos uma analise de trés livros didaticos escolares,
tomando como referéncia as consideragcdes que foram feitas a partir dos
documentos oficiais. Em particular queremos ver como os autores abordam o tema
funcdo, funcdo afim e quadratica, em particular quanto aos registros de

representacio e articulacdes entre eles.

3.3 COMO O ASSUNTO E TRATADO NOS LIVROS ESCOLARES

Um ponto que impulsionou a nossa analise do livro didatico € o fato de que
muitos professores usam este material como um manual para o ensino, e assim o
livro didatico muito influencia o trabalho pedagdgico dos professores. Frente a esta

atitude dos professores, nos diz Kieran (1992):

Ja que muitos professores dizem ensinar basicamente o que esta escrito
nos livros, estes podem ser um meio para assegurar que as concepgoes
procedimentais sdo bem desenvolvidas e encaminhadas para concepgdes
estruturais (KIERAN, 1992, p. 18).

Diante disso, com um olhar critico, procuramos ver se a forma de
apresentacao do conteudo nos livros pode ajudar a explicar causas das dificuldades
de aprendizagem dos alunos. Escolhemos trés livros didaticos, usualmente

utilizados por alunos no Ensino Médio. Os livros escolhidos foram aprovados pelo
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Programa Nacional do Livro Didatico para o Ensino Médio (PNLEM)* e fazem parte
das diretrizes propostas pelo Fundo Nacional de Desenvolvimento da Educacéo
(FNDE)™.Os livros selecionados sdo: Matematica : Contexto e Aplicagdes - Dante
(2010); Matematica - Paiva (2009) e Novo olhar matematica - Joamir Souza (2010).
Por uma questao de praticidade, nomeamos os livros didaticos com as letras A, B e
C respectivamente.

A escolha dos autores, Dante e Paiva, foi feita a partir de critérios que se
justificam pelo fato dos mesmos terem suas publicagbes como referéncia no Ensino
Médio, na rede Publica Estadual do Rio Grande do Sul e também privada. E de
Joamir Souza, pelo fato dos alunos do colégio, onde se realiza a pesquisa, utilizarem
a sua obra. Assim justifica-se a sua analise para o entendimento do ambiente onde a
pesquisa esta inserida.

A seguir, seguem as consideragdes sobre tais analises.

3.3.1 Analise do livro didatico A

Na sua obra Dante, introduz a noc¢ao de fungcdo de modo intuitivo, apoiando-a
nas ideias de: relacdo ou associacao entre grandezas variaveis; dependéncia entre
grandezas; correspondéncia entre elementos de dois conjuntos; “regra” ou “lei de
formagdo” envolvendo grandezas ou numeros, entre outras. Depois dessa
exploracdo intuitiva, o autor define funcdo formalmente por meio de conjuntos, da
seguinte maneira: “Dados dois conjuntos ndo vazios A e B, uma funcdo de Aem B é

uma regra que indica como associar cada elemento x € A a um Unico elemento

y € B” (DANTE, 2011, p. 75). Apd6s definir uma funcao, o autor apresenta a notacéo
f:A —= B, evidenciando que a fungao f transforma x de A em y de B, escrevendo

entdo y = f(x). Na sequéncia, apresenta os conceitos de dominio, contradominio e

0 Programa assegura a distribuicéo de livros para os alunos de escolas publicas das trés séries do
ensino médio de todo o pais. As instituicdes beneficiadas sdo cadastradas no censo escolar que é
realizado anualmente pelo Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira
(Inep/MEC). Disponivel em: www.inep.gov.br . Acesso em: 20/02/2014.

' Maiores detalhes podem ser obtidos diretamente pelo link http://www.fnde.gov.br/ . Acesso em:

20/02/2014.
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imagem através de conjuntos. Nessa definicdo apresentada pelo autor, ndo ficam
claras as nog¢des de dependéncia, de varidvel dependente e independente.

A funcao afim é introduzida através de exemplos contextualizados para, num
segundo momento, se sistematizar o assunto de maneira formal. Nessa introducéo,
o autor faz uso do registro na lingua natural e algébrico. No estudo dessa funcgéo, €
introduzido o conceito de taxa de variagcdo, sem uma adequada atribuicdo de seu
significado.

E por meio da abordagem ponto a ponto que s&o introduzidas e definidas as
representacdes graficas. Esse tipo de abordagem é ndo congruente (retomando aqui
conceito de Duval), pois a reta € um tracado continuo enquanto que a tabela, por
maior que seja mostra apenas certo numero de pontos; a conversao no outro
sentido, da reta em sua forma grafica para a simbdlica, é altamente nao congruente.
Dessa forma, ndo ha articulacdo entre esses registros o que ndo contribui
cognitivamente para aprendizagem do aluno, segundo Duval (2011). Depois dessa
abordagem, o autor faz algumas observacdes sobre como tracar o grafico da funcéo
afim dizendo que o seu grafico € uma reta ndo paralela ao eixo y, e levando-se em
consideracdo o fato de que dois pontos determinam uma reta, entdo basta
considerar dois pontos do plano cartesiano para construir o grafico. Tornando, a
NOSSO ver, O processo mais mecanico ainda, sem nenhuma articulacdo entre
registros, o que pode levar a uma ndo compreensao do objeto em estudo.

Ao abordar o topico de funcdes quadraticas o autor inicia o capitulo com uma
situacdo problema, como mostra a figura 14, para entdo definir, usando

caracterizagdo mais formal, a funcdo quadratica.

Figura 14: Modelo da situacdo problema.
Fonte: Dante (2011, p.150)
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Dante define primeiramente o que é uma parabola utilizando-se do registro da
lingua natural e através do registro geométrico (grafico) ilustra a situacdo. Para
mostrar que o grafico da funcdo quadratica € uma parabola o autor, através de um
exemplo, esboca o gréafico da funcéo definida por f(x) = x2, tomando alguns pontos
de uma tabela, marcando-os no plano cartesiano e unindo-os, obtendo assim uma
curva continua. O autor justifica que isso pode ser feito (tracar a curva continua) pelo
fato de estarem trabalhando com nameros reais. A seguir, ele mostra que a distancia
de um ponto P qualquer, tomado sobre essa curva, ao foco e a distancia desse
mesmo ponto a reta diretriz € a mesma, entdo, a curva em questdo € uma parabola.

Num segundo momento, pede que se examinem os graficos da funcéo

f(x) = ax?, para alguns valores de a, como mostra a figura 15:

a<0 ¥

a>0 y=5¢

Figura 15: Gréficos da funcgéo f(x)=axz.
Fonte: Dante (2011, p.165).

O mesmo acontece com o grafico da funcédo definida por f(x) = a x* + k,

como mostra a figura 16:
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Figura 16: Gréfico da funcao f(x)=ax?+k.
Fonte: Dante (2011, p.167-168).

Para o grafico da funcédo definida por f(x) = a (x —m)?, ele pede que se
observe a tabela e os gréficos da funcéo f(x) = 2x*e g(x) =2 (x — 3)?-.

Os pontos da tabela sdo marcados nos respectivos graficos dessas funcgdes,
e a partir disso o autor obtém os respectivos eixos de simetria dessas parabolas e
conclui ainda que o grafico de f(x) =2 (x—3)? é congruente ao grafico de
g(x) = 2x?, porém sua posi¢do é 3 unidades para a direita do gréfico de f(x) = 2x.

Como mostra a figura 17:

‘y '
2.8)e %8, J@9 ¢ (5.8)

1.2 .28 o2.2) 442

0. 0) *3.0)

Figura 17:Gréfico de simetria da funcéo quadrética.
Fonte: Dante (2011, p.168).
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Observa-se que nesse estudo o autor se deteve a uma analise
preferencialmente empirica. Vemos que ndo houve uma preocupacao em fazer uma
analise qualitativa das variaveis, que do nosso ponto de vista julgamos, promover o
conhecimento do objeto em estudo. Aqui, 0 autor poderia ter sugerido o uso de
algum recurso tecnolégico como suporte. Acreditamos que isso poderia vir a
contribuir com o aprendizado do ensino de func¢des quadraticas, levando em
consideracdo a dinamica que poderia existir com toda essa gama de informacoes,
guando se percebe a familia de parabolas advindas desse estudo; saindo de uma
visdo estatica de sua representacdo gréfica para uma possivel fase dindmica. Um
estudo feito dessa forma pode levar o aluno a fazer conjecturas através da analise
dos coeficientes e também a descobrir, por si proprio, que modificacdes na escrita
algébrica da funcdo f(x) = x2, acarretam mudancas na sua representacdo grafica.
E essa articulagdo entre registros que segundo Duval (2003) é a condicéo
necessaria para compreensao matematica.

A falta de articulacdo entre registros continua nos exercicios propostos, em
nenhum deles é explorado a situacao inversa, isto €, a partir do grafico se obter a
expressao algébrica, que como ja vimos pode levar a ndo compreensdo do conceito
funcao.

Ao determinar os valores de maximo e/ou minimo de uma funcdo quadrética,

o autor lembra que o vértice pode ser obtido por:

Através de um exemplo, mostra as duas maneiras de se obter o vértice da
funcdo, ou seja, pelo uso da férmula ou através da forma canénica.

No que segue, resolve varios exemplos e entre eles o problema que
introduziu o capitulo de fungbes. Percebe-se, por meio das resolugbes apresentadas
pelo autor, que todo o tratamento dado a expresséao algébrica anteriormente também
foi em véao, pois em todos eles, o autor, privilegiou o uso da formula.

Nos exercicios propostos pelo autor, encontramos dois problemas que

envolvem geometria e algebra.
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3.3.2 Anélise do livro didatico B

Nesse material, a ideia de relacdo € chamada de correspondéncia como uma
maneira de representar funcéo. Paiva definiu formalmente funcdo através de sua

leitura sem envolver simbolos mateméaticos:

Dizemos que uma variavel y é dada em funcdo de uma variavel x se, e
somente se, a cada valor de x corresponde um Unico valor de y. A condicéo
gue estabelece a correspondéncia entre os valores de x e y é chamada de
lei de associagéo, ou simplesmente lei entre x e y. Quando possivel essa lei
€ expressa por uma equacao. (PAIVA, 2009, p. 84).

Esta definicdo é mais acessivel ao aluno e pode auxiliar na compreenséo do
conceito de funcéo, se houver um entendimento sobre o que seja variavel e sobre o
significado dado a funcdo, além da compreensdo do significado de lei de
associacao.

Pode-se ver que o autor explora a construcdo do conceito a partir de
experiéncias cotidianas, mas pouco provavelmente motivadores para alunos desse
nivel de escolaridade. O primeiro exemplo tirado da Fisica, envolvendo velocidade,
tempo e distancia. O segundo com dois itens, a e b, o item a, sobre temperatura e
comprimento em um termémetro de mercurio; o item b, associando o tamanho do
metro de uma peca de tecido com o preco, isto é, para cada metragem de pano
associa-se um unico preco. Neste caso, nao fica claro se a peca de tecido vai ser
toda dividida em tamanhos de um metro, tendo cada metro um Unico preco, ou se
teremos pedacos com tamanhos diferentes com o mesmo preco, o que complica seu
entendimento.

Em nota de rodapé, o autor tenta clarear o significado da expresséao “y é dado

em fungao de x” e da palavra “variavel”:

1. Podemos abreviar a expressao “y € dada em fungéo de x” por “y é fungéo
de x”.

2. No contexto das funcdes numeéricas, define-se variavel como um
representante genérico dos elementos de um conjunto de nameros.
Usualmente indicamos uma varidvel por uma letra. Por exemplo, ao dizer
gue x é uma variavel real, estamos afirmando que x simboliza um nimero
real qualquer. (PAIVA, 2009, p. 84).
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No primeiro caso, a impressao que fica é que nada mudou, continuamos sem
saber o significado da palavra fungcdo e no segundo, surgem outros termos que
precisam de esclarecimento (fun¢cdes numéricas, representante genérico).

No que segue sdo apresentadas as diferentes maneiras de representar uma
funcdo, porém ndo h& uma posterior relacdo entre estes diferentes registros de
representacdo semiotica.

Em muitos momentos observa-se que a representacdo grafica é apresentada
como resultado final da ligacdo com outros registros de representacao semiotica do
objeto matemético funcdo. Nao se observa uma ligacdo efetuada de maneira
consistente, haja vista que € praticamente durante todo o tempo em uma via de méo

Gnica e Duval (2003) nos alerta sobre esta situacao:

Geralmente, no ensino, um sentido de conversdo é privilegiado, pela ideia
de que o treinamento efetuado num sentido estaria automaticamente
treinado a conversdo no outro sentido. Os exemplos propostos aos alunos
sdo instintivamente escolhidos, evidentemente, nos casos de congruéncia.
Infelizmente esses ndo sdo os casos mais frequentes (DUVAL, 2003, p. 20).

Quando aborda a funcao afim, Paiva usa como exemplo o funcionamento do
forno de uma padaria, relacionando sua temperatura interna em graus Celsius, em
funcdo do tempo x, em minuto, a partir do momento em que o forno foi ligado, com

x = 0 e atemperatura interna do forno igual a 30 °C (Figura 18).

A tabela e o grifico aqui apresentados mostram alguns 'S4
valores que descrevern a temperatura y intema da forna,
em grau Celsius, em fungio do tempo x, em minuto, a 8 5
partir do instante em que o forno foi ligado (x = 0), quando
sua temperatura interna era de 30 °C. o ]
&0 .
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Figura 18: Representagcdo numérica e gréfica.
Fonte: Paiva (2009, p. 117).
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Aqui o autor faz uso do registro: numérico, lingua natural e grafico. Vemos
que a representacao gréfica, desta situacao, € obtida através da abordagem ponto a
ponto. Primeiramente o autor marca alguns pontos, tomados da tabela, no plano
cartesiano. A partir dai, ele mostra que a variacdo dos valores de y é diretamente
proporcional & variacdo dos correspondentes valores de x, no intuito de convencer o
aluno que o grafico da fungédo y = f(x) & formado por pontos de uma reta e que
dessa forma quando y assume os diferentes valores da temperatura, até a
temperatura maxima do forno, o grafico sera parte de uma reta.

Em seguida, o autor define a funcao afim da seguinte forma: “Toda fungao do
tipo f(x) = ax + b, com a e b numeros reais e a # 0, é denominada fungéo
polinomial do 1° grau ou funcao afim”. (PAIVA, 2009, p. 118).

Esta € uma definicdo, que se fosse elaborada a partir da construgcéo pessoal
dos alunos com base em experimentos praticos, poderia ser apreendida com mais
facilidade e qualidade.

Passando a parte de apresentacdo das funcdes quadraticas, o livro estrutura-
se apresentando um exemplo contextualizado utilizando-se do registro em lingua
natural e logo a seguir faz a converséo para o registro algébrico, obtendo a “lei” da
funcdo que representa a situacdo. Percebe-se que ndo ha articulacdo entre esses
registros. O grafico de uma funcdo quadratica € obtido usando-se o procedimento
ponto a ponto, onde cada par ordenado tem um ponto assinalado no plano
cartesiano, e segue dizendo que se for atribuido a x os infinitos valores reais,
obteremos a curva, que denomina parabola, e diz que tal afirmacdo pode ser
demonstrada, mas ndo o faz. A partir de uma curva, que chamou de parébola,
localiza 0 seu eixo de simetria e 0 seu vértice. Apresenta 0s pontos notaveis da
parabola e, traca o seu gréafico a partir desses pontos. Ele mostra, de uma maneira
gue ndo é muito usual na escola, como obteve as formulas para determinar o vértice

da parabola. Como vemos no quadro 5:

Quadro 5: Vértice da parabola

Para determinar as coordenadas do vértice V da pardbola de
equagdo y = ax® + bx + ¢, vamos indicar por k a ordenada de V.
Assim, a reta r de equagdo y = k, possui um Unico ponto em
comum com a parébola.

A seguir, para determinar essas coordenadas, ele resolve o
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sistema de equacoes.
{y =ax’*+bx+c
y=k
Encontrando V (— i, = )

2a 4a

Fonte: Paiva (2009, p.139).

O autor, através de um exemplo, aborda pontos de maximo e minimo de uma
funcd@o quadratica. Para isso ele faz uso do registro algébrico e registro geométrico
(grafico). Para obter os pontos de maximo e/ou minimo da funcédo, o autor faz o uso
das férmulas, ja citadas.

O grafico da fungcdo quadratica € obtido a partir de seus pontos notaveis.
Acreditamos que essa forma adotada pelo autor ndo contribui em nada no
entendimento do conceito de funcdo. Julgamos importante que se faca um
tratamento adequado a expressao algébrica da funcéo, pois s6 assim sera possivel
fazer uma analise qualitativa das variaveis e também explorar a situacao inversa
com um maior entendimento. Observa-se também que, ndo € destacado pelo autor,

0 recurso tecnolégico.

3.3.3 Anaélise do livro didatico C

Joamir Souza introduz a nocao de funcdo de modo intuitivo, apoiando-a nas
ideias de: correspondéncia entre grandezas variaveis; “regra” ou “lei de formagao”
envolvendo grandezas ou numeros. No entanto, esta apresentacdo, que
cuidadosamente explorada nos induziria ao conceito de funcdo como
correspondéncia entre grandezas, € imediatamente abandonada em favor da
“formalizacdo do conceito de funcdo”, todo baseado em relagbes entre conjuntos.
Embora matematicamente seja possivel adotar este caminho, acreditamos que ele
pouco contribui para a compreenséo do conceito de funcéo.

A representacao grafica de funcdo é obtida usando-se o procedimento ponto
a ponto, em que cada par ordenado tem um ponto assinalado no plano cartesiano, e

unindo-se esses pontos se obtém a curva como mostra a Figura 19.
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Figura 19 : Construcao do grafico da fungéo.
Fonte: Joamir Souza (2010, p.60).

7

A funcdo afim é introduzida através de um exemplo contextualizado, para
num segundo momento sistematizar o assunto. Nesse exemplo, o autor faz uso das
varias representacfes de funcéo, tais como: a lingua natural, algébrica e geométrica
(grafico), mas sem que haja uma articulagdo entre esses trés registros. A maioria
das atividades sdo problemas contextualizados, que em geral pedem para obter a
funcdo na sua representacédo algébrica e calcular o valor dessa em algum ponto.

E por meio da abordagem ponto a ponto que o autor introduz a
representacdo grafica da funcao afim. A seguir, observa-se que ele faz uma andlise
do papel dos coeficientes no grafico das funcdes afim. Também € discutido o

alinhamento dos pontos e sua relacdo com a proporcionalidade. Mas ndo ha
f(x2)—f(xq)

X2—X1

nenhuma referéncia ao quociente a = , que apresenta o valor constante,

caracterizando esse tipo de funcdo. Também ndo aparece o termo “taxa de
variagao” e, 0 autor usa o termo “coeficiente angular da funcéo afim”, onde o mais o
adequado seria “taxa de variacdo”. No que segue, destaca a relacdo de funcéo
linear e proporcionalidade. Através de uma situacdo contextualizada, ele mostra a
relacdo entre a quantidade total de tinta utilizada e a quantidade de automoéveis
produzidos. Tomando alguns valores, naturais, de uma tabela ele obtém os pares
ordenados que sédo marcados no plano cartesiano. O autor chama a atencédo para o
grafico dessa funcéo dizendo que ele ndo € uma reta, pois o0 dominio sdo numeros
naturais. Aqui ele diz que, de modo geral, em uma funcéo linear a constante de

proporcionalidade é igual ao coeficiente a.
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Ao abordar fungbes quadréticas, o autor inicia o capitulo com uma situacao

problema, onde faz uso do registro na lingua natural e registro algébrico.

Fernando tem em seu sftlo uma regiao retangular gue & utilizada para o plan?lo
de morangos. Com o objetivo de aumentar a producdo, ele pretende amgliar
essa regido em uma mesma medida, tanto no comprimento quantc na largurs,

como mostra a flgura.

Podemos representar a area (f) dessa regido apés a ampliagdo em fungan da

medida x indicada.
£(x)=(7+x)(10+x)
f(x)=70+7x+10x+x*
f(x)=x*+17x+70

Figura 20: Problema que introduz fun¢do quadratica.
Fonte: Joamir Souza (2010, p. 116).

A partir dessa situacdo, define dentro de uma caracterizacdo mais formal, a
conceituacdo de uma funcdo quadratica. Nas atividades ha varios problemas
relacionando a algebra com a geometria, mas sem articulacao entre os registros.

Na parte dos graficos da funcado quadratica, o autor primeiramente faz uma
abordagem ponto a ponto. E, no que segue, faz um estudo dos coeficientes da
funcdo quadratica. Para isso ele toma alguns exemplos de funcdes quadraticas na

forma algébrica y = ax* + bx + ¢ e mostra graficamente o que acontece com esta

funcdo quando se altera o valor dos coeficientes.
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Figura 21: Pardbolas com mesma abertura e com aberturas diferentes.
Fonte: Joamir Souza (2010, p.121).
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No exemplo a esquerda, figura 21, o autor explica que fun¢gbes que tém o
mesmo valor absoluto do coeficiente (a) as pardbolas relacionadas tém a mesma
abertura; caso contrario, exemplo a direita, as parabolas tém aberturas diferentes.
No que segue, ele diz que: quanto menor for o valor absoluto do coeficiente (a)

maior seré a sua abertura , como mostra a figura 22.

Figura 22: Abertura da parabola de acordo com o coeficiente (a).
Fonte: Joamir Souza (2010, p.121).

No proximo exemplo, para analisar o coeficiente b, o autor mostra trés
pardbolas onde a primeira intercepta o eixo y no ramo crescente e b>0; no segundo
a parabola intercepta o eixo y no ramo decrescente e b<0 e a terceira parabola
intercepta o eixo y no vértice e b=0.

Figura 23: Analise do coeficiente b na fungéo y=ax2+bx+c.
Fonte: Joamir Souza (2010, p.121).

A funcdo em sua forma canbnica ndo é explorada pelo autor. Para obter as
férmulas que permitem encontrar as coordenadas do vértice da parabola, o autor

toma alguns pontos que possuem a mesma ordenada, definindo pontos simétricos.
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Ele mostra que o resultado da média aritmética das abscissas desses pontos € a
abscissa do vértice. E que, para calcular a sua respectiva ordenada, basta substituir
o resultado, dessa meédia, na funcdo dada, obtendo assim as coordenadas do
vértice. No que segue, ele sistematiza algebricamente esse resultado.

Os problemas contextualizados ja exibe a formula pronta e os resultados sé&o
encontrados a partir dela. Os demais exercicios privilegiam o uso de técnicas
algébricas.

Nessa anadlise, vimos que a abordagem utilizada pelos autores, ao introduzir
o estudo de funcBes é através de problemas contextualizados, com aspectos
interdisciplinares, com destaque na relagdo de dependéncia entre grandezas.
Entretanto, no momento de definir uma funcéo, eles fazem por meio de conjuntos,
uma abordagem que nos parece desvinculada da anterior, como se nao se tratasse
do mesmo conceito.

Observamos também o uso constante de tabelas e/ou identificacdo de alguns
pontos para a construcdo dos graficos, ficando evidente o procedimento “ponto a
ponto” na representacdo grafica. Chamamos a atencdo para a imprecisdo do
procedimento “ponto a ponto”, que usa sempre numeros inteiros, pois em
determinadas funcfes quadraticas, por exemplo, o vértice pode ndo ter coordenadas
inteiras.

Também percebemos que nenhum deles destaca o recurso tecnolégico como
suporte ao ensino de func¢des. O que poderia vir a contribuir com o aprendizado,
propiciando que o entendimento sobre esse conteldo pudesse passar da visdo
estatica de sua representacdo grafica para uma possivel fase dindmica, quando se
percebe a familia de curvas advindas desse estudo.

Esperamos que os autores desses livros didaticos tenham um olhar mais
cuidadoso para que os alunos possam tirar maior proveito do potencial de registros
de representacdo que eles disponibilizam, e com isso haja uma diminuicdo dos
problemas de aprendizagem de Matematica em particular, no estudo de funcgbes
afim e quadrética, pois acreditamos que para o aluno ser capaz de ativar seu
sistema cognitivo para a apreensao de objetos matematicos, € necessario articular
0s registros de representacéo semiotica. Como diz Duval “ndo é simplesmente o0 uso
de diferentes registros a condicdo necessaria para a compreensdo matematica, mas
a coordenacgao entre eles” (DUVAL, 1993, p. 371-375).
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A andlise dos livros didaticos nos mostra que no ensino de fun¢des que hd um
forte viés algébrico e pouca exploracdo qualitativa de relacBes entre variaveis. Em
nossa proposta faremos uma inversdo na ordem de ensino. Nos problemas
propostos inicia-se com a exploragao dinamica através da manipulagdo de pontos
em uma construcdo geométrica; estabelecida as relagbes entre variaveis é
construido o grafico; e s6 entdo € obtida a “lei” da fungdo. Consideramos que esse

encaminhamento € um diferencial de nossa pesquisa.

3.4 ALGUMAS EXPERIENCIAS DE ENSINO

Nesta secdo voltamos nosso olhar para algumas pesquisas, na area de
Educacdo Matematica, que vem sendo feitas com intuito de superar e/ou amenizar
as dificuldades no que diz respeito ao tema funcdo. Entre essas destacamos 0s
trabalhos de Maia (2007), Scano (2009) e Menk (2005).

O trabalho de Maia (2007), intitulado: “Fun¢édo Quadratica: Um estudo didatico
de uma abordagem computacional”’, apresenta a concepc¢ado e implementacdo de
uma sequéncia de ensino, para 0 9° ano do Ensino Fundamental. Como
embasamento tedrico para sua pesquisa, a autora usou a Teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica de Duval e a Teoria das Situacbes Didaticas de
Brousseau. O objetivo do seu trabalho era o de ajudar o aluno a “enxergar” o gréafico
de uma funcdo quadratica como um conjunto de varidveis visuais'?, que estdo
diretamente ligadas a escrita algébrica da funcdo, para entdo, num segundo
momento, introduzir no¢cées como intervalo e dominio da fungéo utilizando o aspecto
ludico e um software gréfico.

Para tal a autora utilizou a forma candnica da fungdo quadrética, pois
segundo ela, nessa forma, percebe-se facilmente que as mudancgas ocorridas na
representacdo algébrica acarretam mudancas na representacao grafica e vice versa.

Quanto ao dinamismo do software winplot, a autora relata que ele foi

importante, pois propiciou aos alunos um trabalho que integrou graficos e

2 Entende-se por variaveis visuais da funcdo quadratica: a concavidade da parabola, a abertura da
parabola, a posigdo do vértice da parabola em relagdo ao eixo x e a posicao do vértice da pardbola
em relacdo ao eixo y.
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expressdes algébricas das correspondentes funcdes; observando o que acontecia
ao grafico quando a sua escrita algébrica era modificada, os alunos estabeleceram
relacdes entre tratamentos e conversdes de registros. Quanto a questao da insercao
do carater ludico através da construcdo de desenhos, Maia (2007) destaca o quanto
isto motivou os alunos na descoberta dos intervalos de limitagdo para o gréafico de
forma a obter o efeito desejado.

Outro aspecto observado pela autora foi que os alunos n&o “chutavam” mais
qualquer expressdo para as funcgdes, e sim discutiam com seus colegas e
argumentavam sobre qual deveria ser a melhor fungdo para que ela se ajustasse ao
desenho e se encaixasse perfeitamente.

A partir desse estudo a autora respondeu de forma positiva a sua questdo da
pesquisa, que tratava em investigar se era possivel que os alunos se apropriassem
do processo de construcdo graficos da funcdo quadratica como um conjunto de
variaveis visuais relacionadas as unidades simbélicas significativas'® da escrita
algébrica utilizando um ambiente computacional aliado ao carater ladico como
ferramentas de aprendizagem.

A autora ainda constatou que o referencial tedrico utilizado esta intimamente
ligado aos resultados positivos da pesquisa. Sem a Teoria dos Registros de
Representagdo, segundo ela, ndo ficaria tdo clara a importancia de construir uma
sequéncia didatica que permitisse que modificagdes na escrita algébrica
acarretassem mudancgas na representacao grafica e vice-versa.

No trabalho de Scano (2009), intitulado “Fungao Afim: Uma sequéncia didatica
envolvendo atividades com o GeoGebra” tem-se a concepcao e implementacédo de
uma sequéncia de ensino, para o 9° ano do Ensino Fundamental, voltada para o
desenvolvimento da capacidade de expressar algébrica e graficamente a
dependéncia entre duas variaveis de uma funcao afim e de reconhecer que seu
grafico é uma reta; a interpretagdo dos coeficientes da equacéo da reta nos seus
significados geométricos também foi trabalhada. O autor acredita que o dinamismo
do software contribuiu para uma atividade mais rica, que permitiu que os alunos
compreendessem a fungao afim mediante investigacao algébrica e grafica de forma

simultdnea. Como embasamento tedrico para sua pesquisa foi usada a Teoria dos

¥ As unidades simbélicas significativas consideradas na funcao quadratica sao, por exemplo:
paradmetro a>o, pardmetro a<0; O<lal<1 ou lal=1 ou lal>1, etc.
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Registros de Representacdo Semidtica de Duval e a Teoria das Situagdes Didaticas
de Brosseau e as perguntas colocadas foram: a) a sequéncia de ensino contribuira
para que os alunos expressem algébrica e graficamente a dependéncia de duas
variaveis de uma funcao afim; b) apds a aplicagdo da sequéncia de ensino, os
alunos reconhecerdo que o grafico de uma funcgdo afim é uma reta e conseguirdo
relacionar os coeficientes da equagao da reta com o grafico?

O autor destaca que as atividades trabalhadas na primeira etapa, junto com o
desempenho dos alunos, permitiu que fosse feita a generalizagdo e a
institucionalizagdo da representagcdo algébrica da funcédo, e assim foi possivel
responder a primeira pergunta. Ao analisar as resolu¢cdes apresentadas pelos
alunos, ja mais adiante na quarta etapa, viu que eles reconheceram que o grafico da
funcao é dado por uma reta, e que a partir da representagao algébrica a maioria fez
o grafico corretamente, e assim foi também respondida a segunda pergunta.

O trabalho de Menk (2005) investiga as possiveis contribuicbes de um
software de geometria dindmica na exploragdo de problemas de maximos e de
minimos, principalmente daqueles que relacionam propriedades geométricas.

A motivagdo da pesquisa veio da leitura de um texto que discutia a
importancia da geometria como prontiddo para o Calculo Diferencial e Integral,
especialmente nos problemas de maximos e minimos. A partir dai, surgiram ideias a
respeito da possibilidade de utilizar um software de geometria dinamica para
explorar tais problemas, o que acabou culminando na questdo de pesquisa assim
enunciada pela autora: “que contribuicbes um software de geometria dinédmica pode
oferecer aos alunos de um curso de Licenciatura Plena em Matematica, ao
resolverem problemas de maximos e minimos, que de alguma forma envolvem
conteudos geomeétricos?”

A autora encontrou o embasamento tedrico de sua pesquisa em um artigo de
Gorini (1997) que comenta a importancia da visualizagdo dindmica no Calculo. Seu
trabalho foi desenvolvido utilizando uma metodologia baseada nos “Experimentos de
Ensino” cujo foco principal é o raciocinio dos alunos.

Observa-se nesta pesquisa que o enfoque das atividades deixa de
apresentar uma predominancia algébrica. A resolucdo das atividades iniciava-se
pela interpretacéo do enunciado: o que se pretendia descobrir, quais eram os dados
do problema. Em seguida, tentar construir a figura geométrica, usando 0s recursos

do software, e analisar a situacdo a partir da sua manipulacdo e observacao
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avancando na construcdo do grafico. Percebe-se que para encontrar a area maxima
primeiramente faziam de maneira empirica e a partir dai construiam uma tabela para
depois entdo construir o grafico para obter estimativa de resposta. A seguir
obtiveram a equacéo que levaria a solucdo do problema, através das formulas de
area. Também usaram o recurso conicas do software para obterem a equacao. A
autora comenta que o uso do software de geometria dinamica, Cabri Géometre, foi
positivo pois ele possibilitou que, através da construcédo da situacdo geomeétrica, o
aluno visualizasse o problema; também permitiu que ele obtivesse uma estimativa
de respostas, bem como permitiu “atrelar” a figura ao grafico e assim obter o rastro
de ponto pertencente ao gréafico antes ter a expressao da funcao.

As reflexdes de Menk vem ao encontro das nossas. Em relacdo as multiplas

representagdes, nos diz:

[...] podemos supor que essas multiplas representagdes sejam capazes de
“apurar” a estimativa de resposta para um valor que, se nio for o real, esta
muito préximo dele. A possibilidade de observar essas varias
representagdes de uma mesma situagdo, todas numa mesma tela,
oportunizou e deu condigdes para que os alunos percebessem que essas
representagdes se complementam que sdo formas diferentes de analisar
uma mesma situagdo.” (MENK, 2005, p. 228- 229).

A autora julga que o diferencial de sua pesquisa esta no fato de obterem-se
grafico, tabela e a expresséo da fungéo a partir de situagdo geométrica. Isto porque
ela acredita que a apropriacdo do conceito de fungado nao se funda, a priori, na
aprendizagem de sua definicdo, mas sim que repousa essencialmente no dominio
de atividades que envolvem nog¢des ligadas ao conceito, tais como a nogédo de
correspondéncia, de variavel, de dependéncia, de regularidade e generalizagao.

Finalizamos este capitulo ressaltando a importancia de se considerar as
diretrizes dos documentos oficiais; elas sdo também referéncias para se pensar
sobre o ensino de funcdes na escola.

Julgamos que € importante considerar pesquisas sobre o assunto,
desenvolvidas na Educacdo Matematica. Tais estudos indicam as complexidades
que permeiam o processo de ensino e aprendizagem do conceito de funcdo e
apontam algumas sugestbes para o enfrentamento dessas dificuldades no Ensino

Basico.
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Enfim, neste capitulo fizemos reflexdes e consideracdes sobre questdes que
se tornam importantes no momento de conceber uma proposta para o ensino de
funcdes. E desta proposta e de sua implementacdo que vamos tratar nos préximos

dois capitulos.
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4  CONCEPCAO DE UMA EXPERIENCIA E ANALISE A PRIORI

Neste capitulo, apresentamos a concepcéo de uma experiéncia de ensino que
tem como tema as fungBes afim e quadrética, e que faz uso do software GeoGebra.
A sistematizacdo do trabalho é inspirada nos moldes da Engenharia Didatica
(ARTIGUE,1998, apud MACHADO, 2002). Assim sendo, vamos destacar as nossas
analises prévias que serdo usadas para nortear a experiéncia; depois apresentamos
o desenho da sequéncia de atividades que sera utilizada na experiéncia,
acompanhado de analises prévias sobre as expectativas em relacdo a
aprendizagem dos alunos. E no capitulo seguinte vamos tratar da experiéncia e das
andlises a posteriori que tratam do confronto dos resultados atingidos com as
expectativas anunciadas. Iniciamos o capitulo apresentando a forma de organizacao
de uma Engenharia Didatica.

4.1 SOBRE A ENGENHARIA DIDATICA

A Engenharia Didatica emergiu no seio da comunidade francesa de Didatica
da Matematica a fim de difundir os resultados de pesquisas e de acdes didaticas.

Michele Artigue (1988) caracteriza essa metodologia da seguinte forma:

(...) como um esquema experimental baseado sobre “realiza¢des didaticas”
em sala de aula, isto é, sobre, a concepcéo, a realizagédo, a observacao e a
analise de sequéncias de ensino. (ARTIGUE, 1988, apud MACHADO, 2002,
p. 199).

Outra referéncia que encontramos em Machado (2002) a respeito da

aplicacédo da Engenharia Didéatica, segundo a visdo de Douady (1993):

(...) uma sequéncia de aula(s) concebida(s), organizada(s) e articulada(s) no
tempo, de forma coerente, por um professor-engenheiro para realizar um
projeto de aprendizagem para certa populagdo de alunos. No decurso das
trocas entre professor e alunos, o projeto evolui sob as reacdes dos alunos
e em funcdo das escolhas e decisdes do professor. (DOUADY, apud
MACHADO, 2002, p. 198).



80

7

A Engenharia Didatica € composta de quatro fases, e sua elaboracao
necessita, em alguns momentos da articulagdo, da antecipacdo e até da
superposicdo dos elementos caracterizadores destas quatro fases. Assim, é
importante salientar que estas ndo ocorrem, geralmente, de forma linear e estanque.

Apresentamos, a seguir, uma sintese dessas quatro fases.

A primeira fase, a analise preliminar, consiste em consideracdes de natureza
epistemoldgica, cognitivas e didaticas dos contetdos a serem ensinados. Em nossa
pesquisa, essa analise preliminar € feita nos capitulos dois e trés. Neles tratamos
das dimensfes epistemoldgica e cognitiva, ao trazer Duval que discute o quanto 0s
sistemas de representacdes semidticas sdo constitutivos do saber matemético e
também a sua importancia no processo de aprendizagem; com as reflexdes sobre a
histéria do conceito de funcdo, nos foi possivel entender um pouco as dificuldades
dos alunos na compreensdo desse conceito. Tratamos da dimensdo didatica ao
referenciar os documentos oficiais e ao analisar o tratamento dado ao tema nos
livros didaticos

A partir desta analise preliminar, e tendo em vista a nossa experiéncia
docente, iniciou-se a segunda fase da Engenharia Didatica. Na segunda fase, da
concepgao e analise a priori da sequéncia de atividades a ser usada na experiéncia
de ensino, o investigador toma como subsidio a analise preliminar. No nosso caso,
definimos como um pressuposto a necessidade de trabalhar com o conceito de
funcdo sob diferentes registros de representacdo. Partindo deste pressuposto,
fizemos nossas primeiras escolhas globais: escolhemos retomar o conceito de
funcdo afim e introduzir o conceito de funcdo quadratica através de problemas
geométricos, fazendo uso do software GeoGebra. Observamos que, no geral o
ensino comega com a “lei” da funcéo e a partir disso é feito o tracado do grafico,
evidenciando-se um forte viés algébrico e pouca exploragdo qualitativa de relagdes
entre variaveis. Conforme ja mencionado essa abordagem foi constatada nos livros
didaticos analisados.

Na fase de concepcao da sequéncia, € preciso levar em consideracdo as
diferentes maneiras de resolver um problema e os conhecimentos necessarios para
tanto. O objetivo da anadlise a priori € determinar de que forma as escolhas feitas
podem implicar em aprendizagem. Neste trabalho, a analise a priori buscou predizer
os comportamentos dos alunos frente as situacdes propostas, bem como possiveis

dificuldades e facilidades na compreensao dos conceitos visados.
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A terceira fase da Engenharia Didética trata do experimento. E a parte pratica
em que os alunos, diante das atividades que |he sdo propostas, colocam em acao
seus conhecimentos a fim de resolver o que foi solicitado e, com isso, adquirir novos
conhecimentos. A quarta fase € a da analise a posteriori e validagao: constitui-se do
momento em que se valida a proposta efetuada através da verificagdo se o que foi
produzido pelos alunos é condizente com o que foi anunciado na analise a priori.

A analise a posteriori se apoia no conjunto de dados recolhidos do
experimento: as observagdes realizadas durante a sequéncia e as produgdes dos
alunos.

Para Carneiro (2005, p.90), “a teoria da Engenharia Didatica pode ser vista
como referencial para o desenvolvimento de produtos para o ensino, gerados na
juncao do conhecimento pratico com o conhecimento tedrico”. Esta é uma das
pretensdes desta dissertagao: disponibilizar um produto para o ensino das fungdes

afim e quadratica, valido em experimento com turma de alunos do Ensino Médio.

4.2 AS EXPECTATIVAS QUANTO AS APRENDIZAGENS PRETENDIDAS

4.2.1 A Organizacao da Experiéncia

O nosso experimento vai se organizar em duas etapas. Na primeira etapa —
gue podemos caracterizar como de exploracdo - sdo sete encontros e o primeiro
deles trata da revisdo de contetdos que séo pré-requisitos. Nos demais encontros,
da primeira etapa, as atividades visam retomar o conceito de funcdo afim e
introduzir o conceito de funcdo quadratica através de problemas geomeétricos,
fazendo-se uso do software GeoGebra. Os alunos através de manipulacdes de
pontos de uma construgdo geométrica fardo uma andlise qualitativa das variaveis e
suas relacdes, evidenciadas no movimento dindmico. Depois desta exploracéo
qualitativa, construirdo o grafico, no proprio GeoGebra. Por ultimo, determinardo a
“‘lei” da funcdo. Neste encaminhamento tem-se uma inversdo na ordem de ensino

que é usualmente praticada no ensino de fungdes. No geral, 0 ensino comeca com a
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“lei” da func&o e a partir disto é feito o tracado do grafico, evidenciando-se um forte
viés algébrico e pouca exploragéo qualitativa de relacdes entre variaveis.

Na segunda etapa sdo dois encontros — é a etapa da institucionalizacdo do
conhecimento e onde o conteudo matematico é trabalhado de maneira
descontextualizada. No primeiro encontro desta segunda etapa realizaremos um
estudo da funcdo quadratica sob o ponto de vista algébrico e correspondentes
construcdes de graficos. Partindo da expresséo algébrica mais simples, chegaremos
a sua forma mais geral, fazendo associacdo entre as operacdes algébricas e
movimentos de graficos. Nosso objetivo aqui é de que o aluno faca um estudo
analitico mais detalhado do grafico e, dessa forma consiga identificar e compreender
a influéncia da variacdo dos parametros. No segundo encontro, tomando as leis
algébricas das situacfes geométricas estudadas na etapa 1, os alunos determinarao
com precisdo as informacdes entdo obtidas de forma qualitativa. A sequéncia

didatica® ficou organizada da forma que é apresentada no quadro 6.

Quadro 6: Organizacéo da sequéncia didatica

Realizaremos atividades para fazer uma andlise das
concepcbes do que os alunos sabem sobre os
Encontro 1 (2 h/a) | conceitos de: area, perimetro, teorema de Tales e
semelhanca de triangulos. Visando detectar as
dificuldades da turma e os seus conhecimentos a
respeito desses objetos mateméaticos que, nesse
trabalho, serdo pré-requisitos.

Resolucado do problema do pentagono
Encontro 2 (2 h/a) Resolucéo de uma situacdo problema com a
professora-pesquisadora.

Encontro 3 (2 h/a) Resolugéo do problema da luminaria.
Encontro 4 (2 h/a) Resolucéo do problema da casa com jardim.
Encontro 5 (2 h/a) Resolucédo do problema da chapa metélica.
Encontro 6 (2 h/a) Resolucgéo do problema da vela do barco.

“ Na primeira etapa, nos encontros trés e quatro, trabalhamos com problemas dindmicos que
tratavam de funcao afim e nos demais fungéo quadratica.
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Encontro 7 (2 h/a) Resolucéo do problema da horta.

Encontro 8 (2h/a) Estudo das propriedades da funcdo quadratica.

Encontro 9 (2h/a) Calcular pontos correspondentes ao vértice
nos problemas propostos.

Fonte: Elaboracéo da autora

4.2.2 Andlise das atividades da primeira etapa

Conforme ja dito anteriormente, a primeira etapa é constituida pelos
encontros de um a sete. A elaboracido e selecdo das atividades procuram
contemplar uma abordagem cognitiva, ou seja, queremos que os alunos explorem
aspectos que sao realgcados como importantes na Teoria dos Registros de
Representagdo. A nossa intengdo, além de provocar nos alunos as articulagbes
entre os diferentes registros semioticos, sera também verificar de que forma o uso
de um software de geometria dindmica pode ajudar o processo de aprendizagem do
conceito de fungoes.

As atividades envolvem diversas situagbes em contextos geométricos. Elas
procuram desenvolver habilidades para resolver problemas, favorecendo o
desenvolvimento do raciocinio matematico, a construcdo do conhecimento e nao
apenas a memorizagao e reprodugao de técnicas de resolugdo em torno do conceito
de funcgao.

Na resolucdo das atividades, espera-se que o aluno converta informacgdes
entre os diferentes registros de fungdes, tendo como ferramenta de apoio o software
GeoGebra.

Para cada atividade, tém-se trés momentos bem definidos. Para tornar mais
claros o propdsito dos diferentes momentos, no que segue, através da analise de um
dos problemas que serdo usados no experimento, apresentamos as expectativas de

aprendizagem correspondentes aos trés momentos.
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O problema é o seguinte:

Da chapa metélica quadrada ABCD, com area 16mz2, deseja-se retirar a regido triangular
IMN, a fim de se obter uma chapa vazada. O corte seréa feito de modo que o vértice |
coincida com o ponto médio do segmento AB, e tal que AM = DN. Onde devemos
colocar M, para que o triangulo IMN tenha area minima?

Adaptado de Azevedo (2009)

No Momento 1 sera solicitado ao aluno que faga a interpretagdo do
enunciado, apresentado na forma de texto, sem figura. Ele deve analisar o que “é
dado” e o que é solicitado no problema; e também deve fazer um esbogo da
situagdo geométrica usando lapis e papel. Quer-se aqui provocar a conversao do
registro da linguagem natural para o registro geométrico (figura).

Na situagcdo acima, primeiramente, o aluno devera desenhar um quadrado de
lado 4 cm e com a informagdo de que o vértice | coincide com o ponto médio do
segmento AB, ele devera marcar este ponto na metade do segmento AB, como

mostra a figura 24.

C D

Figura 24: Quadrado ABCD e | ponto médio de AB.
Fonte: A autora

A seguir ele devera colocar sobre os lados AD e CD do quadrado ABCD os
pontos M e N. Com a informagcao de que AM = DN, ele devera marcar o ponto M

sobre algum lugar do segmento AD e o ponto N sobre DC, como mostra a figura 25.
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Figura 25: Mostra que AM=DN.
Fonte: A autora

Esperamos, nesse momento, que o aluno faga experimentagdes, utilizando-
se de qualquer meio, inclusive desenhos. Com isso podera fazer conjecturas a
respeito da posigdo de M sobre o semento AD e perceber que, dependendo do lugar
onde colocar o ponto M, a forma do tridangulo IMN mudara, ou seja, a area desse
triangulo. A figura 26 mostra algumas situagdes para IMN, conforme M muda de

posigao.

-

o I

L

Figura 26: Representacdes do triangulo IMN dependendo da posi¢cédo de M.
Fonte: A autora

O objetivo aqui sera discutir quais sdo os dados do problema e o que se quer
responder. Acreditamos que neste momento 1, o aluno ja vai ter condi¢gbes de dizer
quais sao as variaveis do problema e assim pretendemos identificar como o aluno

faz a converséao do registro na lingua natural para aquele de natureza geométrica.
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No Momento 2 sera solicitado ao aluno que abra um arquivo do GeoGebra
com a situagdo geométrica do problema proposto ja construida. Agora, o aluno vai
usar o dinamismo da figura e, fazendo manipulagdes, vai estabelecer relagdes entre
as variaveis e comparar com aquelas ja identificadas no Momento 1. Quer-se aqui
provocar a definicdo de funcéo e grafico através de aspectos intuitivos de variacéo e
dependéncia, dados nos diferentes registros dinamicos de representagao.

Perguntas provocativas serao colocadas para que o aluno avance na analise
qualitativa das relag¢des entre variaveis. No problema em questéo, as perguntas sao:
se 0 segmento AM, com comprimento h, aumenta ou diminui 0 que acontece com a
area do triangulo IMN?; como é a variagdo do segmento AM?; Para tamanhos
diferentes de AM tém-se tridngulos com mesma area?; qual a posi¢cao do ponto M
quando o triangulo tem a menor area?.

A seguir solicita-se ao aluno que faca, no GeoGebra, a construgédo do grafico
da fungéo dada pelas variaveis escolhidas na situagdo geométrica. Espera-se que o
aluno reconheg¢a a medida h do segmento AM como a variavel independente que
determina o ponto a ser marcado no eixo OX; e que reconhecga o valor da area do
triangulo IMN como a variavel dependente que determina o ponto a ser marcado no
eixo OY. No problema proposto, o ponto G associado a variagdo da medida do
segmento tem como coordenadas (h, 0) e o ponto F associado a variagédo da area
tem como coordenadas (0, arealMN). Marcados os pontos, sobre os eixos, o aluno
devera tragar a reta perpendicular a OY passando por F e a reta perpendicular a OX
passando por G e entdo obter o ponto do grafico como a intersecgdo dessas retas
perpendiculares. Ao habilitar a ferramenta Rastro do GeoGebra, enquanto
movimenta o ponto M, na situacdo geométrica o aluno pode ver, de forma
sincronizada, o grafico da funcao sendo tragado. A partir da observacao do grafico,
ele pode voltar as perguntas provocativas colocadas anteriormente, e respondé-las
ainda de forma qualitativa, sem preocupacdes com calculos e valores exatos. A
figura 27 mostra a situagao geomeétrica do problema proposto e a sua representacao
grafica.
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Figura 27: Tragado do grafico conforme manipulamos o ponto M na construgéo.
Fonte: A autora

A figura 28 mostra as coordenadas dos pontos, que representam as variaveis

da situacdo geométrica, sobre 0s eixos, e 0 respectivo grafico.
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Figura 28: Passos para a construgcéo do gréafico no GeoGebra.
Fonte: A autora

Também se pode obter o grafico da funcéo através do recurso Lugar

Geométrico do GeoGebra. Neste caso, o grafico aparece completo de forma
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instantanea. Consideramos que sob o ponto de vista da aprendizagem do aluno, o
recurso Rastro € mais interessante, pois o grafico vai sendo construido de acordo
com a manipulagao que o aluno faz no ponto associado a variavel independente.

Neste Momento 2, os alunos fardo uso intenso do dinamismo do GeoGebra
para melhor compreender as relacbes entre variaveis que estdo no problema
proposto. Aqui estamos apostando que o dinamismo do software vai contribuir para
o desenvolvimento de habilidades matematicas, tais como interpretacdo de
informacgdes, organizacdo dos dados e construgdo de argumentagdes consistentes.
A manipulagdo e visualizagdo da figura dinamica pode ajudar a identificar mais
facilmente as variaveis, determinar o dominio da fungdo correspondente e descrever
caracteristicas tais como crescimento, decrescimento, valores de maximo e/ou
minimo. Neste Momento 2, queremos identificar como o aluno faz a conversao do
registro geométrico do tipo figura para o registro geométrico tipo grafico em sistema
de coordenadas.

No Momento 3 sera solicitado ao aluno que obtenha a lei algébrica da
situagao proposta. Na obtencéo da lei da fungao, espera-se que o aluno utilize os
conceitos geométricos retomados no primeiro encontro. No problema em questao,
para obter a area do triangulo IMN, ele podera subtrair a area do trapézio BINC e
dos tridngulos retangulos AIM e MDN da area do quadrado ABCD; aqui o aluno
precisa usar suas habilidades para manipulagdes algébricas nas formulas de areas,
a fim de encontrar a lei da fungao. No que segue, apresentamos a dedugao da lei da

funcao.
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Figura 29: Mostra a area cinza a ser retirada.
Fonte: A autora

Os célculos abaixo fazem uso da Figura 29:

e Area do quadrado ABCD: A = 42 = 16 cm?

e Area do trapézio BINC: A(x) = [2+(‘2’_x)] 4

e Area do triangulo AIM: A(x) :27"
(4—x)-x
2

e Area do triangulo MDN: 4 (x) =

Agora, somamos a area do trapézio BINC e as areas dos triangulos
retangulos AIM e MDN e subtraimos da area do quadrado ABCD. Fazendo-se as
devidas manipulacdes algébricas, chegaremos a lei da fung&o que informa a area do
triangulo IMN:

A) =16-{ELE2 20y B0 o =Ly 44,
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Nesse momento 3, queremos identificar como o aluno faz a conversédo do
registro geomeétrico para o algébrico.

Com esta forma de trabalho que faz uso de um "problema dinamico" e das
caracteristicas intrinsecas do software GeoGebra, que tem a vantagem didatica de
apresentar, a0 mesmo tempo, duas representacdes diferentes de um mesmo objeto
que interagem entre si: sua representacdo geometrica e sua representacdo algébrica
espera-se que o aluno desenvolva esquemas de uso para produzir as articulacbes
de tratamento e conversbes entre os diferentes registros semidticos. O
desenvolvimento de tais atitudes serdo colocadas sob nosso olhar durante o

experimento.

4.2.3 Andlise das atividades da segunda etapa

Espera-se que ao final da primeira etapa da experiéncia os alunos tenham
entendido o conceito de relagdo funcional e representagdo grafica, no contexto
particular daquelas que sao do tipo afim e quadratica. Na primeira etapa o estudo foi
mais de natureza qualitativa; na segunda etapa vai ser de natureza quantitativa, pois
calculos serao feitos. Nessa primeira etapa foi proposta uma analise de variaveis
que podem ser evidenciadas no dinamismo da figura correspondente ao problema;
questdes como dominio, intervalos de crescimento e/ou decrescimento, pontos de
maximo e/ou minimos na fung¢ao quadratica, construcao de grafico foram tratadas de
forma qualitativa. E no final da etapa 1 que é feita a dedugao da “lei” da fungao.

O encontro oito marca o inicio da segunda etapa. Nele sera feito um estudo
sistematico da fungdo quadratica (em outro momento, que nao desta pesquisa, ja
havia sido realizado o estudo sistematico da fungdo afim). As quatro primeiras
atividades desse encontro sdo adaptacgdes de situagdes elaboradas por Maia (2007).

Nosso objetivo, nesse encontro, sera de que o aluno perceba o grafico como
uma fonte de informagado visual que esta relacionada com os coeficientes da
expressao algébrica da fungdo. Esperamos que esse procedimento de interpretacao
global das propriedades figurais, no qual, o conjunto tragado/eixo forma uma figura

que representa um objeto descrito por uma expressao algébrica, permita ao aluno
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identificar que modificagbes na escrita algébrica acarretam mudangas na
representacao grafica e vice-versa.

As primeiras atividades conduzirdo os alunos a descoberta de uma outra
forma algébrica para a funcdo quadratica f(x) = ax®+ bx + c. Realizaremos um
tratamento na escrita algébrica com o intuito de observar o grafico. Partiremos,
sempre, da funcédo f(x) = x*, por ser a representacdo mais “simples” da funcgao
quadratica e, gradativamente, através de operacgfes algébricas chegaremos a forma
candnica f(x) =a (x +k)?>+ L.

Nas trés primeiras atividades serd solicitado ao aluno que construa, num
mesmo plano cartesiano, o gréfico de diferentes fun¢des quadraticas, usando o
GeoGebra. Esperamos que ele faca um estudo analitico mais detalhado e que
compreenda a influéncia da variacdo dos parametros no movimento do grafico. Na
primeira atividade é explorada a funcéo f(x) = ax?:, com o coeficiente a um niimero
real. O objetivo é de que o aluno compreenda que quando o valor de a € alterado, a
concavidade da parabola se modifica, assim como a sua abertura. Conforme mostra

a figura 30.

f1(x) = x?

1
2(x) = > x2
3(x) = 2x2
6(x) = —x2

-1,
f7(x) = 5 X
M(x) = —2x’

Figura 30: Movimento da curva atrelado ao pardmetro a
Fonte: A autora

Na segunda atividade o proposito é observar a translacéo vertical que ocorre

com o gréafico da funcéo f(x) = x*> quando somamos ou subtraimos uma constante.
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Esperamos que o aluno compreenda o significado de vértice da pardbola e que
determine as coordenadas deste ponto. E esperado também que ele compreenda
que a translacao vertical do grafico é resultado de alteracdo algébrica conveniente
na expressdo da funcdo, conforme pode ser observado nas funcdes e

correspondentes graficos que estdo na figura 31.

fl(x) = x?

2((x) =x2+1
B3kx)=x*4+3
fa(x) = x2 —1
B(x) = x> —3

Figura 31: Movimento da curva atrelado ao parametro (1).
Fonte: A autora

O proposito da terceira atividade é observar a translagdo horizontal que
ocorre com o grafico da fungdo f(x) = x* quando somamos ou subtraimos uma
constante k a variavel independente x. Espera-se que o aluno determine as
coordenadas do vértice da parabola determinando as coordenadas deste ponto e
que também compreenda que translagdo horizontal do grafico é resultado de
alteracdo algébrica conveniente na expressao da fungdo, conforme pode ser

observado nas fungdes e correspondentes graficos que estdo na figura 32.
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fi(x) = x? r ’
SR R
B(x) = (x —1)2 \ \ / /
3 6 !

fa(x) = (x +E) \ \ ,.' / / :-
\ 5 r’

5(x) = (x - 5)

Figura 32: Movimento da curva atrelado ao parametro k.
Fonte: A autora

Ao final da atividade 3 acontece um momento de intervencdo da professora-

pesquisadora com 0 objetivo de sistematizar a exploracdo feita nos parametros da
expressdo da funcdo e correspondentes movimentos de graficos. Na
institucionalizacdo desse conhecimento serdo usadas animacdes graficas através de

recursos do software GeoGebra que permite associar os parametros da funcao

quadratica, a um controle deslizante’®. Para cada mostrar cada movimento da

parabola usamos um recurso dindmico e em cada um deles criamos um controle
deslizante que esta associado aos parametros da funcdo em sua representacéo
algébrica. Conforme manipulamos o controle deslizante (num intervalo determinado)
o grafico da funcdo também vai mudando. Na figura 33 o primeiro recurso mostra o
movimento de abertura ou fechamento da pardbola e também a concavidade voltada

para cima ou para baixo; o segundo mostra o movimento de translagéo vertical e o

terceiro a translacdo horizontal.

'* Ferramenta do GeoGebra gue permite atribuir um intervalo de valores a uma variavel escolhida.
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Figura 33: Recursos de animagéo construidos no GeoGebra.
Fonte: a autora

A quarta atividade tem por objetivo reaplicar os conhecimentos trabalhados

nas atividades anteriores. Nessa atividade, os conhecimentos adquiridos séo
reorganizados de forma a obter-se, via movimentos, o grafico correspondente a
expressdo canodnica f(x) =a(x+k)?+1 da funcdo quadratica. Na expressao
canobnica fica facil identificar o movimento de translacdo horizontal, seguido da
abertura/fechamento da pardbola, e finalmente a translacdo vertical. A figura 34
ilustra os sucessivos movimentos aplicados na funcdo f(x) = x%, que é a expressdo

mais simples da funcéo quadratica.



fl(x) = x? \ \ \ l\ ’ /I I H

f2(x) = (x+1)? —2 " 7 "

f3(x) = (x—1)*+2 v ; !

fA(x) =2 (x+1)?—2 \ \ [
A} 5 '!

-2

Figura 34: Representagéo das fungbes em sua forma canénica.

Fonte: A autora
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No que segue, mostraremos o desenvolvimento algébrico, comparando e

fazendo relagdes entre as duas formas da fungdo quadratica f(x) = ax*+ bx+c e

gx)=a(x+k)?+1,

Desenvolvendo o segundo membro:

ax*+bx+c=a(x—k)*+1= ax?— x+ak?+1

Comparando os coeficientes,

a=a
b= —2ak
c=ak?+1

Agora, determinando k e l em funcdo de a, b e c, temos:

k=—— e l=c—ak?

- e-a(-2)
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| =c— ab?
- 4q?

[ = 4ac-b%? _ b? —4ac
 4a 4a

Com este procedimento, a ser apresentado para os alunos, pretendemos
sistematizar o saber aprendido. Espera-se que os alunos consigam transitar entre
essas duas expressodes algébricas da funcdo quadratica; ressaltamos que através da
expressao candnica da funcdo é possivel determinar, com mais facilidade, as
coordenadas do vértice da parabola, sem a necessidade de memorizar férmulas. E
esse tratamento de registros — transformar a expressao algébrica de forma a obter a
expressao candnica — que encerra o trabalho no encontro 8 e que prepara os alunos
para resolverem 0s problemas de calculos de maximo ou minimo da funcao
quadratica.

O encontro 9 é o que finaliza o experimento. Tomando as leis algébricas das
funcdes obtidas nos problemas propostos na primeira etapa, os alunos faréo
tratamentos de registro para obter a sua expressao canbnica, para entdo obter com
precisao as informacg6es entdo obtidas de forma qualitativa. Para exemplificar de que
forma serd realizado este encontro, retomamos o problema usado para ilustrar a
proposta de trabalho na primeira etapa da experiéncia. Agora quer-se determinar,
de maneira exata, a medida h do segmento AM para que a area do triangulo IMN

seja a menor possivel.

O problema é:

Da chapa metalica quadrada ABCD, com area 16m2, deseja-se retirar a
regido triangular IMN, a fim de se obter uma chapa vazada. O corte sera
feito de modo que o vértice | coincida com o ponto médio do segmento AB,
e tal que AM = DN. Onde devemos colocar M, para que o triangulo IMN
tenha area minima?

A obtencédo da "lei” algébrica, na etapa 1, foi realizada no momento 3. Para

obter a lei da funcéo é preciso utilizar conceitos geométricos.

Afungdo & A(x) == —x+4.
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Agora, faremos um tratamento algébrico a fim de obter a expresséo candnica.
Para isso, conhecimentos como o desenvolvimento do trinbmio quadrado perfeito e

completamento de quadrados seréo retomados:

2

A(X):%—x+4:

:%(x2—2x+8):

(x*—2x+1-1+8)=

N =

[(x? —2x+1)+7] =

N[ =

1 2L’
—Z(x 1) +2

Agora, com precisdo exata, determina-se que quando h =1 cm tem-se o

) A .7
menor valor da area do triangulo IMN e este valor é cm2,

2

4.2.4 O detalhamento da sequéncia didatica

O Encontro 1 trata de pré-requisitos. O Encontro 2 é conduzido pela
professora-pesquisadora na forma de discussdo coletiva com o grande grupo de
alunos. Nessa discussao seréao contemplados os trés momentos descritos na sessao
4.2.2 . Estamos tomando como principio que € importante introduzir os alunos no
espirito do trabalho a ser feito, dai esta escolha de momento de trabalho coletivo.
Nosso objetivo, nessa escolha, também é mostrar as habilidades e competéncias
necessarias na resolucdo de um problema dinamico como procurar regularidades,
fazer e testar conjecturas. Nos encontros seguintes, da primeira etapa, os alunos
resolverdo problemas geométricos envolvendo fungbes afim e quadratica usando
como referéncia a resolucéo feita no encontro 2. Nos demais encontros, agora da
etapa 2, primeiramente faremos um estudo sistematico da func&o quadratica, a fim
de que o aluno perceba o grafico como uma fonte de informag&o visual que esta

relacionada com os coeficientes da expressédo algébrica da funcdo. E no ultimo
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encontro, os alunos fardo tratamentos de registro nas leis algébricas das fungdes
obtidas nos problemas propostos na primeira etapa para obter as suas expressoes
candnicas, para entdo obter com precisdo as informacdes entdo obtidas de forma

qualitativa.

Encontro 1 — Revisdo dos Pré-Requisitos

No Encontro 1 realizaremos atividades com o objetivo de fazer um
levantamento dos conhecimentos prévios dos alunos, necesséarios para resolucao
dos problemas a serem propostos. Estes conhecimentos sdo: area, perimetro,
teorema de Tales e semelhanca de triangulos. Em algumas atividades faremos uso
do GeoGebra.

Na primeira atividade, o aluno deve observar e comparar as relagdes entre as
areas do retangulo e do triangulo e perceber que area do triangulo € metade da area
do retangulo correspondente. Na segunda atividade esperamos que ele calcule a
area, de cada uma das figuras e perceba que figuras com formas diferentes podem
ter a mesma éarea. Na terceira atividade, o objetivo € calcular a area de cada
triangulo e observar que triangulos de mesma base e mesma altura tem a mesma
area. Na quarta atividade, espera-se que o aluno chegue a conclusédo de que, para
um mesmo valor de perimetro, podem-se associar diferentes valores de area de
retdngulos e que, portanto, ndo existe relacao funcional entre perimetro e area de
retangulos. A quinta e a sexta atividades tém por objetivo retomar as relacdes entre
os elementos de triangulos semelhantes.

A seguir apresentamos as atividades do encontro 1, para tornar mais explicito

este trabalho de revisdo de conteldos que sdo pré-requisitos nos demais encontros.

Encontro 1: Revisdo dos pré-requisitos

Atividade 1:

Abra o arquivo 1, do GeoGebra, que se encontra em seu desktop e, a partir dessa
construcgéo, faca o que esta sendo solicitado.



Figura 35: ilustragdo da atividade 1.

Movimente o ponto E o que vocé observa:
a) Em relagédo a area do retangulo ABHG?

b) Em relacdo a area do triangulo AEF?
Movimente o ponto F o0 que vocé observa?

a) Em relagéo a area do retangulo ABHG?
b) Em relagdo a area do triangulo AEF?
Que relagdo existe entre essas duas areas?

Atividade 2:

Observe as figuras e responda:

Figura 36: llustracéo da atividade 2.
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Quais figuras utilizam a mesma quantidade de papel? Justifique.

Atividade 3:

Sejam r e s retas paralelas e considere os triangulos ABC, ABD e ABE, com vértices
nestas retas, como mostra a figura.

Observe os trés triangulos ABC, ABD e ABE.

Figura 37: llustracéo da atividade 3.

a) Como vocé identifica a altura de cada um desses triangulos?
b) Determine a area de cada um desses tridngulos. O que vocé observa?
¢) Que relacao existe entre esses triangulos?

Atividade 4:

Considere a seguinte situacéo:

Quero encontrar a area de um mapa de certo estado, para isso coloquei um barbante
sobre o contorno do mapa, acompanhando todas as suas curvas. Logo depois amarrei
as pontas do barbante e, com esse barbante, formei um retangulo. Depois foi s6 calcular
a area do retangulo e obtive a area do meu mapa. Porém a minha ideia ndo funcionou.
Vocés podem me explicar por qué?

1) Apés a leitura, fagam suas conjecturas para tentar encontrar uma solucdo para o
problema, usando lapis e papel.

2) Abra o arquivo 2, do GeoGebra, com a construcdo da situacdo, e responda os
questionamentos de modo a encontrar a solucéo do problema.
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Figura 38: llustracéo da atividade 4.

- Manipulando o ponto F, 0 que vocé observa:

Com relagédo a area dos retangulos obtidos?
Com relagéo ao perimetro dos retdngulos obtidos?
Existe relacdo funcional entre perimetro e area de retangulos?

Atividade 5:

Observe a seguinte situagédo:

101

-

Num terreno em declive foi construida uma rampa plana, e uma plataforma é sustentada
por duas colunas paralelas. Como é possivel calcular a medida h da altura coluna?

Modelo matematico para a situacao

Figura 39: llustracdo da atividade 5.
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Observando o modelo da figura 39:
- As colunas BC e DE séo paralelas, que relacao existe entre os triangulos ADE e ABC?

Com relacédo aos lados, desses triangulos, o que podemos dizer?

Atividade 6:

Na figura, o triangulo ABC é retangulo em A, ADEF é um quadrado, AB = 10 cm e AC =
15 cm. Quanto mede a area do quadrado?
- Seja AD = x a medida do lado do quadrado que queremos descobrir. Se a medida do
lado AB € 10 cm, entdo a medida de BD é?
- O que vocé pode dizer a respeito da base DE do triangulo BDE com relacéo a base AC

do triangulo ABC?
- Existe uma relagédo entre o triangulo ABC e o triangulo BDE? Qual?

Figura 40: llustracéo da atividade 6.

Encontro 2 - O Problema do Pentagono

A situacdo geométrica a ser explorada é a seguinte:

Paulo possui um pequeno pedaco de cartolina no formato de um quadrado
de lado 4 cm e deseja recortar um pentagono utilizando essa cartolina de
modo que esse pentagono tenha a maior area possivel. Para tanto, ele
pensou em nomear esse quadrado por ABCD, marcar os pontos M, N e P
sobre os lados AB, BC e CD, respectivamente, de modo que as medidas
AM, NC e CP fossem iguais a um valor conveniente [, uma vez que ha
varias possibilidades para essa marcacdo. Ajude Paulo a encontrar a
medida [ de modo que, ao recortar o pentagono AMNPD, ele obtenha a
figura desejada.

Momento 1 -

- Usando o lapis e o papel, faca um desenho que representa o pentdgono AMNPD.



- Na situacdo do problema, como Paulo, pode recortar os cantos da cartolina para ter um

melhor aproveitamento de papel?

Momento 2 —

Passando agora para a construcdo dinamica, vamos através do movimento
aplicado a figura, visualizar as variaveis do problema, e estabelecer relacBes entre as
mesmas. E, para isso, a professora-pesquisadora come¢a manipulando o ponto M, na
construcédo, para que os alunos percebam que o pentagono AMNPD, vai mudando a sua
area conforme aumentamos ou diminuimos o tamanho do segmento azul, que foi

nomeado de [, e representa um dos lados do pentagono, conforme se vé na figura 41.

area .
r drea

Figura 41: Algumas transformagées do pentdgono AMNPD.

Tendo observado quais sdo as varidaveis do problema, definimos as variaveis
independente e dependente. A professora-pesquisadora passa a fazer a analise
qualitativa, dessas variaveis relacionadas, afim de responder as perguntas provocativas,

que serdo apresentadas, no que segue:

a) Movimente o segmento azul e observe o que acontece. Como é a
variacdo deste segmento?

Movimentando o segmento azul, pode-se perceber que ele varia de zero a
quatro, ou ]0,4[

Mostrar, ao aluno que, no GeoGebra, ao mesmo tempo, que: manipulamos o
ponto M na figura (Janela de visualizacao), os valores numéricos, relativos ao tamanho
do lado do pentdgono e sua respectiva area, na janela da &lgebra, também se
modificam.

As perguntas (b) e (d) sdo para chamar a atencdo, dos alunos, de que eles
devem ter cuidado com as restricbes no dominio da fungdo. Por isso devem estar

atentos para os valores nos extremos dos intervalos considerados.

b) Quando o segmento azul é muito pequeno, qual o valor, aproximado, da

area do pentagono?
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Aqui a professora-pesquisadora mostra que, se o segmento azul (I) for muito

pequeno, nao teremos mais um pentagono e sim um tridngulo. Veja na figura 42.

Figura 42: Situagdo em que I é muito pequeno.

c) Quando o segmento azul aumenta, o que acontece com a area do
pentagono?

A professora-pesquisadora manipula o ponto M lentamente. Aumentando o
segmento azul, percebe-se que, o valor da area do pentagono também esta aumentando
mas, a partir de um determinado momento, mesmo aumentando o tamanho do segmento

azul, o valor da area comega a diminuir. Conforme mostra a figura 43.

dd 4

| = 0.57 4rea = 0.05 |=125 drea =114 =103 drea=12 | =243 drea = 11.82 |=316 drea = 10.64

Ny
B | B

I

Figura 43: Mostra a variacdo da area conforme o segmento azul aumenta.

d) Quando o segmento azul é quase igual ao lado do quadrado, o que
acontece com a area do pentagono?

Aqui, a professora-pesquisadora mostra que se o segmento azul (I) for igual ao

lado do quadrado néo teremos mais um pentagono e sim um tridngulo. Veja na figura 44.



Figura 44: Situagdo em que [ é igual ao lado do quadrado.

e) Segmentos azuis diferentes podem produzir pentagonos de mesma
area?

Aqui a professora-pesquisadora chama a atengdo para que percebam que
durante a manipulagdo, em alguns instantes, aparecem valores diferentes de [ com
mesmo valor de area, como mostra a figura 45. Aqui, juntando com as outras
informacdes, ja podemos fazer conjecturas a respeito do tracado do grafico. E importante
gue o aluno faca a previsdo do grafico da situacdo antes de obté-lo com recursos do
software. Nesse momento iremos analisar como ele faz a conversdo do registro

geomeétrico (figura) para o registro geométrico (gréfico).

|=3 4drea=11

Figura 45: Pentagonos de mesma area com valores diferentes de 1

f) Com auxilio das ferramentas, “rastro” e “Lugar Geométrico” obtenha o

gréafico que representa a funcgéo.
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As variaveis do problema séo:

e [ =medida do lado do pentagono

e area = area do pentagono.

Para construir o grafico procedemos da seguinte maneira:

- A variavel independente [, deve ser marcada no eixo OX, para isso:

e Criar um ponto na area de trabalho, do GeoGebra;

e Clicar com o botéo direito do mouse, sobre esse ponto;

e Selecionar “Propriedades”, na aba basico;

e Editar as coordenadas do ponto, G(I, 0);

- A variavel dependente area, deve ser marcada no eixo OY, e para iSSo siga 0S passos

acima, obtendo o ponto: H (0, area). Como mostra a figura.

1_‘\‘“H (0,araa)

10|

a4

5

-

24
. o f (.0}
L] o z

Figura 46: Representacéo dos pontos G e H no gréfico.

Inserir Rastro

e Tragar as retas perpendiculares aos eixos coordenados passando pelos pontos G ([, 0) e

H (0, &rea);

e Marcar o ponto J, de interseccdo destas perpendiculares;

Como mostra a figura 47.
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Clicar com o botdo direito, do mouse, sobre J e selecionar: “habilitar rastro”;

gue relaciona a variacao da area do pentdgono com o seu lado. Como mostra a figura
48.

12 4

10 1

[

area

1]

qu————————————————l

=4

/

Figura 47: Representacéo do ponto J no gréfico.

Ao movimentar o ponto M, na construcdo geomeétrica, obtém-se o gréfico da fungéo

[ S L e

Figura 48: Rastro gerado a partir do movimento do ponto M.
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Inserir Lugar Geométrico

Utilizando o recurso “Lugar Geométrico” do GeoGebra, essa trajetéria surge
pronta na tela e, restrita ao intervalo possivel de ser percorrido pelo ponto, na figura.
Para habilitar este recurso, seleciona-se “lugar geométrico” e clica-se no ponto J e

depois no ponto M. A figura 49 mostra o grafico obtido com este recurso.

H J
12 4= -
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Figura 49: Grafico gerado utilizando o recurso “lugar geométrico”.

g) Quais os intervalos onde a funcgéo é crescente? e decrescente?
Analisando o grafico observamos que a funcdo é crescente no intervalo 10,2] e

decrescente no intervalo [2,4].

h) O que nos informa o ponto mais alto do grafico?
O ponto mais alto no grafico mostra onde a area é maxima, e que este valor é
12 cm?.
Devemos chamar a atencdo que, esse ndo € um valor preciso e, no que segue,

faremos esse calculo de maneira exata.

I) Quando Paulo vai conseguir o pentdgono de maior area?
O maior valor da area corresponde, ao lugar onde devera ser colocado o ponto

M, ou seja, quando o lado do pentagono for [ = 2¢cm.
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Momento 3 — Deduzindo a “lei” da funcéo
Consideremos:

area de AMNPD = y

e Jlado !l = x

Para obter a “lei” algébrica da funcdo, usaremos 0s conceitos geométricos,
retomados no primeiro encontro. Para obter o pentagono de maior area, vamos somar a
area dos triangulos isésceles: PCN e BNM e, a seguir, subtrair da area do quadrado
ABCD. Nesse momento devemos fazer uso de habilidades para fazer manipulacdes
algébricas, nas férmulas de areas, a fim de encontrar a lei da fungdo. No que segue,
apresentamos o desenvolvimento algébrico, com os respectivos calculos das areas que
envolvem o problema proposto, a fim de encontrar a lei algébrica que representa a

situacao:

Area do quadrado ABCD: A = 4% = 16 cm?

Area do triangulo PCN: A; = xz—x

Area do triangulo BNM: A, = @_x)zﬂ

Fazendo as operacdes algébricas necessarias, obtemos

A(x) =16 - (w + %) = 8+ 4x —x* que ¢é a lei algébrica, da

funcéo, do problema proposto.

Encontro 3 - O problema da Luminaria

A situacdo geométrica a ser explorada € a seguinte:

Uma fébrica de luminarias quer produzir um modelo de abajour em forma de
uma pirAmide quadrangular com aresta da base de 20 cm. O dono dessa
fabrica querendo agradar seus clientes deixou que eles definissem, de
acordo com as suas necessidades, o tamanho das faces laterais desse
abajour. Qual sera o gasto minimo de material para fazer o abajour?
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Momento 1:

Usando o lapis e o papel, faca um desenho que representa a situacéo do problema.
- Como fica a planificagédo dessa luminaria?
- O que representa cada face da luminaria?

Momento 2:

Abra o arquivo 5, que se encontra no desktop do seu computador.

-Movimente o segmento azul e observe o que acontece. Como é a variacdo deste
segmento?

- Quando o segmento azul diminui, o que acontece com a luminaria?

-Para qualquer valor de h sera sempre possivel construir esse abajour? Existe um valor
minimo para h?

- Com auxilio das ferramentas, “rastro” e “Lugar Geométrico” obtenha o gréafico que
representa a fungéo.

- O que representa o menor valor no gréfico?

- Qual é a quantidade minima de material necessério para que, o dono da fabrica, possa
construir um abajour desse modelo?

- Qual é o intervalo de variagdo da funcdo que representa o abajour?
Momento 3:

-Com auxilio de lapis e papel obtenha a funcdo que representa o problema. Espera-se

aqgui que o aluno calcule as areas: da base da piramide quadrangular que sera:
A, = 400, das quatro faces laterais: Ay = 4(%), ou seja, Ar = 4h. Portanto a lei que

representa a situacdo do problema a ser encontrada serd: A(h) =4 + 4h
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Figura 50: Apresenta a figura e o grafico, associados a uma mesma situacao.

Encontro 4 — O problema da casa com jardim

Considere a seguinte situagéo:

Um arquiteto pretende construir duas casas com jardim, uma ao lado da
outra. Ao esbocgar a planta com as duas casas vizinhas, teve dlvida quanto
a medida de um dos lados de cada jardim, pois precisa construir as casas
de modo que a area ocupada pela casa 2, e pelo jardim 2 seja maior que a
area ocupada pela casa 1 e pelo jardim 1. As dimensdes das casas e dos
jardins estdo descritos conforme a figura 51:

Adaptado de Barroso (2010).

Figura 51: Planta baixa com as dimensoes.
Fonte: Conexdes com a Matemética (Barroso, 2010, p.119).
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Momento 1:

- Quais os dados fornecidos pelo problema?

- O que o problema esta pedindo para calcular?

Momento 2:

Abra o arquivo 6, que se encontra no desktop do seu computador.

- Movimente o segmento azul e observe o que acontece. Como € a variacdo deste
segmento?

-Quando o segmento azul € muito pequeno, qual o valor aproximado da area na planta
1? e na planta 2?

-Quando o segmento azul aumenta, qual o valor aproximado da area na planta 1? e na
planta 2?

- A medida que o segmento azul varia, a area da planta 1 também varia na mesma
proporcao? E a area da planta 2?

- Com auxilio das ferramentas, “rastro” e “Lugar Geométrico” obtenha o grafico que
representa a fungéo.

- Existe uma situacao em que essas casas com jardim terdo &reas iguais?

- Em que situacdo a area ocupada pela casa 2 e pelo jardim 2 sera maior que a area

ocupada pela casa 1 e pelo jardim 17?

Momento 3:

- Com o auxilio do lapis, papel e da formula da area do quadrado, area retangulo e da
area do triangulo retangulo escreva a funcdo que representa o problema. Espera-se que
os alunos identifiquem que o ponto de interseccdo entre as retas acontece quando as
areas das 2 situacdes sao iguais. Entdo deverdo encontrar a area que representa a
primeira situacdo que sera A; = 64 + 4h e a area que representa a segunda situacao

que serd A, = 42 + 6h, igualando essas areas encontrardo que h=11m.
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Figura 52: Apresenta a figura e o grafico, associados a uma mesma situacao.

Encontro 5 - O problema da Chapa Metalica

Considere a seguinte situacgéo:

Da chapa metalica quadrada ABCD, com area 16m2, deseja-se retirar a
regido triangular IMN, a fim de se obter uma chapa vazada. O corte sera
feito de modo que o vértice | coincida com o ponto médio do segmento AB,
e tal gque AM = DN. Onde devemos colocar M, para que o triangulo IMN
tenha area minima?

Adaptado de Azevedo (2009).

Momento 1:

-Usando o lapis e o papel, fagca um desenho que representa a chapa metélica ABCD e o

tridangulo IMN.

c M o

Figura 53: Construcdo geométrica da chapa metalica.



Momento 2:

Abra o arquivo 7, que se encontra no desktop do seu computador.

- Movimente o segmento azul e observe o que acontece. Como é a variacdo deste
segmento?

- Quando o segmento azul é muito pequeno, qual o valor da area do triangulo IMN?

- Quando o segmento azul aumenta, 0 que acontece com a area do triangulo IMN?

- Quando o segmento azul é quase igual ao lado do quadrado, com fica a area do
triangulo?

- Segmentos azuis diferentes podem produzir triangulos de mesma area?

- No contexto do problema quais grandezas podem variar?

- Com auxilio das ferramentas, “rastro” e “Lugar Geométrico” obtenha o grafico que
representa a fungéo.

- O gue nos informa o menor ponto do grafico?

- Quais os intervalos onde a funcgéo é crescente? e decrescente?
Momento 3:

- Com o auxilio do lapis e papel e da férmula da &rea do tridngulo do trapézio e do
quadrado, escreva a funcdo que representa o problema. Espera-se aqui que o aluno
perceba que a area do triangulo IMN podera ser obtida fazendo a diferenga da area do

quadrado de 16m2 com a soma das areas dos tridngulos retangulos AIM e MDN, cujos
catetos medem, respectivamente: 2 e x; (4 —x) e x com a area do trapézio cujas

bases medem: (4 — x), 2 e altura 4.

. ‘a . 2x
- a area do triangulo AIM sera: A; (x) = 5 =X

‘A . 4-x)-. 4x—x*
- a area do triangulo MDN sera: A, (x) = ¢ ;C) X = xzx e

2+(4—x)

A4 =12 - 2x
2

- a area do trapézio sera: Az(x) =

Logo, a area do triangulo AIM seré:

2

ﬂﬂ—2@+x]=:%—x+4

4x—x?

A(x) =16 — [
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Figura 54: Apresenta a figura e o grafico, associados a uma mesma situacao.

Encontro 6 - O problema da vela do barco

Considere a seguinte situagéo:

Paulo possui um barco a vela. A vela que o equipa tem a forma de um
triangulo retdngulo cujos catetos medem 8m e 6m. Para que esta vela se
veja ao longe, ele decidiu colocar-lhe no interior um retangulo vermelho e

para isso ele fez diferentes estudos e o seguinte esquema:

AN m -

Figura 55: Esquema da vela do barco.
Fonte: Azevedo (2009).

Momento 1:

- A regido de qualguer um dos retangulos acima é sempre a mesma? Justifique.

- Em qual situacdo Paulo gastara mais pano vermelho?
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Momento 2:

Abra o arquivo 8, que se encontra no desktop do seu computador.

- Conforme muda o segmento azul o que acontece com a area do retangulo?-

- Quando o segmento azul é muito pequeno, qual o valor aproximado da area do
retédngulo?

- Quando o segmento azul aumenta, o que acontece com a area do retangulo?

-Tem um retangulo onde a area é maxima?

No contexto do problema quais as grandezas que podem variar?

- Qual é a variacao de x (dominio)?

- Com auxilio das ferramentas, “rastro” e “Lugar Geométrico” obtenha o grafico que
representa a fungéo.

- O que nos informa o ponto mais alto do grafico?

- Quais os intervalos em que a funcao é crescente? e decrescente?

Momento 3:

- Com o auxilio do lapis e papel, escreva a fungéo que representa o problema.
Espera-se aqui que o aluno perceba que os tridngulos ADC e DEF sd@o semelhantes,

portanto, seus lados s&o proporcionais. Entdo, no triangulo retdngulo DEF um dos

catetos mede (8 — x) e o outro y; no tridngulo retangulo ACD os catetos medem 8 cm

. 8—x 8 . .
e 6 cm, assim % = P resolvendo esta igualdade devera chegar que
(48—-6x) . N . . R
= ——, encontrando assim um dos lados do retdngulo. Entéo a area do retangulo,
- , 48—6x . 48x—6x7 ,
em fung&o do lado x, sera A(x) = x. ( 5 ) ,ou ainda, A(x) = — dueéa

funcdo quadratica que representa o problema.

-Compare a area do retdngulo de maior 4rea com soma da &rea dos tridngulos menores.

O que vocé observa?



area h

Figura 56: Apresenta a figura e o grafico, associados a uma mesma situagao.

Pode ser sugerido ao aluno pensar em outra situacdo em que um dos lados do retangulo
encontra-se na hipotenusa.

- O que aconteceria se um dos lados do retangulo estivesse contido na hipotenusa?

- Sera que o retangulo obtido seria 0 mesmo?

- Sera que a &rea, desse retangulo, seria a mesma?

- Se a medidas das areas forem diferentes, em qual das duas situagdes teriamos mais
economia de pano vermelho.

Encontro 7 - O problema da horta

Considere a seguinte situagéo:

Jodo dispde de 24 m de tela para cercar uma horta de formato retangular.
Quais devem ser as dimensdes do cercado, de modo que se possa obter
maior produtividade na horta?

Momento 1:

- Usando o lapis e o papel, fagca um desenho que represente o cercado na situacdo do
problema;

- O que representa a medida 24 m, no enunciado do problema?

-Como o Jodo deve dimensionar a sua horta para ter um melhor aproveitamento do

terreno?
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Momento 2:

Abra o arquivo 9, que se encontra no desktop do seu computador.

- Movimente o segmento azul e observe o que acontece. Como é a variacdo deste
segmento?

— Quando o segmento azul € muito pequeno, qual o valor aproximado da area do
retdngulo? qual o valor do perimetro?

-Quando o segmento azul aumenta, 0 que acontece com a area do retangulo? qual o
valor do perimetro?

-Quando o segmento azul é igual metade da medida do perimetro, o que acontece com a
area do retangulo?

- Segmentos azuis diferentes podem produzir retdngulos de mesma area?

-Tem um retangulo onde a area é maxima?

- Qual é a variacéo de x?

- Com auxilio das ferramentas, “rastro” e “Lugar Geométrico” obtenha o grafico que
representa a fungéo.

- O que nos informa o ponto mais alto do grafico?

- Quais os intervalos onde a fungéo € crescente? e decrescente?

Momento 3:

- Com o auxilio do l4pis e papel, escreva a funcdo que representa a situagdo. Espera-se
que o aluno perceba que ele deve estabelecer uma relacéo entre os lados do retangulo,
gue tem medidas x e y, para isso ele deverd usar a formula do perimetro 2x + 2y = 24
ou ainda x + y = 12, deixando y em funcéo de x entdo agora estando os lados em
funcdo de uma Unica variavel ele deverd aplicar a formula para calcular a area do
retangulo, ou seja, A = x.(12 — x) ou ainda A(x) = 12x — x%, que é a fungéo
quadratica que representa o problema.

- O aluno também deve concluir que nao existe relagdo funcional entre perimetro e area
de retangulos, ou seja, para um dado valor de perimetro podemos associar diferentes

valores de area de retangulos.
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Figura 57: Apresenta a figura e o grafico, associados a uma mesma situagao.

Encontro 8 - Estudo das propriedades da Funcdo quadratica

a

Esse encontro serd destinado a constru¢do e andlise de gréficos da funcéo
quadratica, utilizando o GeoGebra. Os pré-requisitos necessarios para resolucédo dessas
atividades sdo: Plano cartesiano, coordenadas de um ponto no plano, simetria e
translacéo. Estes contetdos ja séo de conhecimento dos alunos, uma vez que ja foram

utilizados no estudo da funcéo afim.

Partiremos sempre da funcdo descrita por f(x) = x2, por ser a representagéo

mais “simples” da fungdo. Com base nesse grafico podemos construir os de: y = ax?,
fX)=x*+k, f(x) = (x+k)?e f(x)=(x+k) + L O aluno devera
perceber quais modificagdes ocorrem em seu grafico quando alteramos o valor dos
parametros a, k, e [, identificar o eixo de simetria da parabola e as coordenadas do
vértice.

E importante salientar que estas quatro primeiras atividades visam também a
construcdo dos pré-requisitos para que o0s alunos determinem com precisdo as
informacdes que foram obtidas na forma qualitativa. No final das atividades (1), (2) e (3),
0 professor terA um momento onde ele sistematizard as propriedades envolvidas em

cada atividade.
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Atividade 1:

Nessa primeira atividade, esperamos que os alunos observem os graficos
obtidos e verifiquem que: todos eles sé@o parabolas e conforme o coeficiente a positivo
(ou negativo) de x2 aumenta (a>1), o grafico vai se “fechando” cada vez mais, de acordo
com o aumento do coeficiente positivo (ou negativo) de x2. E quando o coeficiente
positivo (ou negativo) de x? diminui (0<a<1), o grafico vai se “abrindo” cada vez mais, de
acordo com a diminuicdo do coeficiente positivo (ou negativo) de x2. Esperamos também
gue eles percebam que quando o coeficiente a for positivo (a>0) a pardbola tera
concavidade voltada para cima e quando o coeficiente a for negativo (a<0) a parabola

terd concavidade voltada para baixo.

1.1) Num mesmo par de eixos cartesianos eshoce, utilizando o GeoGebra, o gréfico

de:
a) fi(x) = ** f) folx) = —2*
b) fo(x) = 3 ** 9) f,(x) = — 5 «*
C) fz(x) = 2x* h) fe(x) = — 2x?
d) fim) =52 ) fo@) = = 327
&) fs(x) =5¢° i) frox) = —5x?

1.2) Analisando os graficos:

a) O que podemos concluir do coeficiente de x2 quando ele for um nimero maior que
zero.

b) O que podemos concluir do coeficiente de x2 quando ele for um nimero menor que
zero.

¢) Os graficos possuem algum ponto em comum? Por qué?

d) O que garante em termos do grafico de cada fun¢éo, o fato do coeficiente de x2 ser
um namero positivo? E de ser um nimero negativo?

e) Comparando os gréficos dos itens (a) e (f) o que se pode concluir?
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Figura 58: Func¢@es da atividade 1(etapa 2)

Atividade 2:

Nessa atividade esperamos que os alunos observem os graficos obtidos e verifiguem

que a adicdo ou subtracdo de uma constante faz a translagcdo vertical do gréafico de

filx) = x2. Esperamos também que eles percebam que a coordenada x permanece

a mesma e a coordenada y varia, pois o grafico de f; (x) = x? sera transladado sobre

0 eixo das ordenadas.

(2.1) Num mesmo par de eixos cartesianos esboce, utilizando o GeoGebra, o grafico de:

a) fi(x) = x* d) fu(x) = x* —1

b) f2(x) = x*+1 e) fs(x) = x*— 2

c) fa(x) = x*+2

2.2) O que acontece com o gréafico da funcao inicial f;(x)=x2 quando se soma ou subtrai
uma constante, para obter uma nova funcéo ?

2.3) Em cada um dos casos identifique o eixo de simetria da pardbola e as coordenadas

do vértice.
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Figura 59: Func®8es da atividade 2 (etapa 2).

Atividade 3

Nessa atividade esperamos que os alunos observem os gréficos obtidos e verifiquem

gue a adicdo de uma constante positiva a variavel x, faz a translacao horizontal do

grafico de f; (x) = x> para a esquerda e, que a subtracdo de uma constante positiva
faz a translacéo horizontal para a direita. Esperamos também que eles percebam que a

coordenada Yy permanece a mesma e a coordenada Xx varia, pois o grafico de

fi (x) = x*foi transladado sobre o eixo das abscissas.

3.1) Num mesmo par de eixos cartesianos esboce, utilizando o geogebra, o grafico de:

a) fi(x) = «* d) fy (1) = (& + 5

b) () = (x + 1)? e) fs () = (x—3)

) f3(x)=(x-1)°

3.2) Compare os graficos a partir da funcado inicial f;(x)= x2 , 0 que acontece com 0

grafico, conforme somamos ou subtraimos uma constante positiva a variavel

independente x?

3.3) Em cada um dos casos identifique o eixo de simetria da parabola e as coordenadas

do vértice.
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Figura 60: Funcfes da atividade 3 (etapa 2).

Atividade 4

Na quarta atividade esperamos que 0s alunos reapliguem conjuntamente o0s

conhecimentos aprendidos nas atividades anteriores. Que observem o comportamento
dos graficos da fungdo quadratica na forma f(x) = a(x + k)* +1, facam o
tratamento da escrita algébrica da fungéo f(x) = ax®+ bx + c, relacionem os seus

coeficientes com os parametros k e l da forma candnica e percebam que estes

representam as coordenadas do vértice da parabola.

4.1) Sem utilizar o geogebra descreva a partir da funcéo inicial f; (x) = x%, como

ficara o gréfico das funcdes abaixo.

a) fi(x)=(x+3) —4 b)fo (%) = 3(x +2)? - 2

4.2) Esboce, utilizando o geogebra, o grafico das fun¢des acima e responda quais séo as

coordenadas do vértice da pardbola em cada caso.
4.3) Vocé consegue prever o grafico da fungdo h(x) = x* — 6x + 5?

4.4) Relacione os parametros da fungéo f(x) = a(x + k) + [ com os parametros da

fungdo g(x) = ax® + bx + c. Que conclusdes podemos tirar?
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Figura 61: Func¢Oes da atividade 4.1(etapa 2).

Encontro 9 — Problemas de maximo e minimo

Espera-se que, partindo da “lei” da funcdo obtida na resolugcdo dos problemas
propostos na fase 1, os alunos cheguem a forma geral da fungdo quadratica através do
trinbmio quadrado perfeito e completando quadrados obtenham o ponto de maximo e/ou

minimo.
As leis algébricas que representam as fungdes quadraticas sao:

a) Problema do Pentagono cuja lei era :A(x) = 8 + 4x — x*

2
b) Problema da chapa metalica cuja lei era: A(x) = % —x+4;

48x — 6x2%

c) Problema da vela do barco cuja lei era: A(x) = e

d) Problema da horta cuja lei era: A(x) = 12x — x2.
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A sequéncia didatica aqui apresentada tem a intencdo de provocar no
aluno a construcdo do conceito de funcéo a partir de situagcdes geométricas
dindmicas. Na medida em que o aluno comeca a relacionar aspectos de
variacdo na figura e dependéncia entre variaveis, ele estara construindo esse
conceito. Esperamos também, com esta forma de trabalho, que faz uso de um
“‘problema dinamico”, propiciar ao aluno a constatacédo de que um texto, um
grafico e uma expressdo algébrica podem estar relacionados entre si e

representarem um mesmo objeto “funcao”.
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5 REALIZACAO DA EXPERIENCIA E ANALISE A POSTERIORI

Neste capitulo apresentamos a experiéncia de ensino que tratou da
implementagcdo e analise da sequéncia didatica detalhada no capitulo anterior.
Juntamente com os relatos de como transcorreu a aplicagdo da sequéncia didatica
faremos as analises a posteriori. Analisaremos principalmente como os alunos
lidaram com registros numeérico, algébrico e geométrico, e também de que forma
desenvolveram habilidades de uso do software para produzir essas articulagdes de

tratamento e conversdes entre os diferentes registros.

5.1 OS PARTICIPANTES DA EXPERIENCIA

Participaram da experiéncia alunos de turma o 1° ano do Ensino Médio
Politécnico®® da Escola Estadual de Educacédo Basica Apeles Porto Alegre, em Porto
Alegre. Essa turma era composta de vinte e oito alunos, vindos de diferentes escolas
da regido. No que se refere a formacdo em matematica, era considerada uma turma
de perfil heterogéneo. Percebeu-se que alguns alunos tinham muita dificuldade em
operacoes algebricas, resolucdo de equagdes, conceitos geomeétricos, € que isso
poderia comprometer a aprendizagem de novos conceitos. Assim decidimos fazer
um trabalho de retomada e reforgo de conteudos da matematica basica. O trabalho
foi realizado com toda a turma, mas com um olhar especial para os alunos com mais
dificuldade. Destacamos que os alunos ja estavam familiarizados com software
GeoGebra, pois ja haviam realizado outras atividades com o mesmo, na série
anterior, com outro professor, e também em um primeiro estudo algébrico de

funcdes afim, com esta professora-pesquisadora.

10 Proposta do governo que tem por base a articulagdo das areas de conhecimento (Ciéncias
Humanas, Ciéncias da Natureza, Linguagens e Matematica) e suas tecnologias com os eixos: cultura,
ciéncia, tecnologia e trabalho enquanto principio educativo, o que demanda uma formacao
interdisciplinar, tendo como ponto de partida o contetddo social.
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5.2 PROCEDIMENTOS GERAIS E A COLETA DE DADOS

Todas as atividades da sequéncia didatica foram realizadas no laboratério de
informatica. Foi como professora e pesquisadora que a autora desta dissertagao
esteve presente.

Tivemos dez computadores a disposigdo, um deles integrado com projetor
multimidia para uso do professor. Nestas condi¢gdes, a turma de alunos foi
organizada em nove grupos, com uma meédia de trés alunos em cada grupo. Quanto
a escolha dos integrantes de cada grupo, ndo adotamos critério algum, pois ja havia
uma organizacao decorrente de trabalhos anteriores.

As atividades foram sempre entregues impressas em papel, para que cada
grupo fizesse seus registros de resolugdo. Ao final de cada encontro, este material
foi recolhido pela professora-pesquisadora.

Durante alguns encontros'’ foram feitas gravagdes de video com &udio, com
a finalidade de serem utilizados em nossas analises. Esses videos foram de
extrema importancia, pois observamos as falas, as consideragdes e o0s
questionamentos feitos pelos alunos durante a aplicagao das atividades. Em alguns
momentos das analises fazemos transcricdo das “falas” dos alunos. Os videos
também serviram para que a professora-pesquisadora fizesse uma auto avaliagao
de seu trabalho, revisse sua postura e seu posicionamento frente a realizacdo das

tarefas.

5.3 A EXPERIENCIA E A ANALISE A POSTERIORI

No que segue apresentamos, junto com a descricdo da experiéncia, a analise
a posteriori da producédo dos alunos, em cada encontro. Devido ao grande volume
de material produzido pelos alunos®® ao longo da aplicagdo da sequéncia didatica,

Y Em raz&o dos recursos disponiveis para realizar as filmagens, elas aconteceram somente em
alguns encontros e no momento em que 0s grupos solicitavam a ajuda do professor-pesquisador.

¥ Mesmo gue todos os alunos tenham realizado as atividades, a analise dos dados dessa pesquisa
foi feita a partir dos grupos que entregaram o termo de consentimento informado assinado pelos pais.
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vamos fazer recortes nessa producdo procurando mostrar os momentos de
aprendizagem que indicam o uso de diferentes registros de representagdo, de
conversoes e de transformacgdes.

Os encontros para a aplicagdo da sequéncia didatica aconteceram nos meses
de outubro e novembro de 2013. Foram onze encontros, diferentemente da
expectativa inicial de nove encontros e totalizaram 22 horas de trabalho, ficando

assim organizados, com mostra o quadro 7.

Quadro 7: Mostra o que foi tratado, a cada encontro, na etapa .

ETAPA 1

Encontro 1 (2 h/a) Pré- Requisitos

Encontro 2 (2 h/a) O problema do pentagono - aula inaugural que tratou de
funcéo quadratica

Encontro 3 (2 h/a) O problema da luminaria - envolvendo funcéo afim

Encontro 4 (2 h/a) O problema da casa com jardim - envolvendo funcao afim

Encontro 5 (2 h/a) O problema da chapa metalica - envolvendo funcéo
guadratica

Encontro 6 (2 h/a) O problema da vela do barco - envolvendo fungédo quadratica

Encontro 7 (2 h/a) O problema da horta - envolvendo fungéo quadratica

Quadro 8: Mostra o que foi tratado, a cada encontro, na etapa 2

ETAPA 2

Encontro 8 (2h/a) Estudo das propriedades da fun¢éo quadratica.

Encontro 9 (2h/a) Estudo das propriedades da fun¢éo quadratica.

Encontro 10 (2h/a) Estudo das propriedades da funcéo quadratica.

Encontro 11 (2h/a) Calcular pontos correspondentes ao vértice nos problemas
propostos.

Em relagdo ao primeiro encontro, destinado a revisdo de pré-requisitos,

fazemos um breve comentario sobre o seu desenrolar. No segundo encontro



129

descrevemos a discussao feita com o grande grupo, relativa a uma primeira
situacdo-problema e que teve como propdsito mostrar aos alunos o espirito do
trabalho a ser feito nos demais encontros. E a partir do terceiro encontro que sio
apresentadas as analises a posteriori da producdo dos alunos, conforme ja havia
sido previsto no momento de organizagdo da sequéncia didatica apresentada no
capitulo anterior .

Na andlise serdao destacadas as dificuldades observadas, bem como os
avancos dos alunos. O nosso objetivo € estabelecer relagdes das produgdes dos
alunos com a fundamentacao tedrica escolhida para esta pesquisa, de forma a

responder a pergunta de pesquisa enunciada na introdugéo, a saber:

As articulagbes entre os diferentes registros de representacao
semibtica, aliadas a situacdes geométricas e ao software de matemaética

dinamica, podem ajudar o processo de aprendizagem do conceito de fungcéo?

Encontrol- Pré-requisitos

Este primeiro encontro teve como objetivo fazer uma analise das
concepcBes dos alunos sobre 0s conceitos de area, perimetro, teorema de Tales e
semelhanca de triangulos. Também visou detectar as dificuldades da turma e os
conhecimentos a respeito desses conteldos.

Inicialmente, diante das questdes propostas eles ficaram sem saber o que
era para fazer e que forma deveriam respondé-las. A exemplo, nas questdes onde
era solicitado que manipulassem o ponto em destaque na figura e a0 mesmo tempo
observassem o que acontecia com a area, a maioria ndo sabia explicar o que estava
acontecendo. Na primeira atividade comentaram: “Ta, estou manipulando o tal
ponto, mas e dai o que eu escrevo’?; ou “O que vamos calcular aqui, se ndo tem
numero?”. Tais atitudes mostram que os alunos nao estdo acostumados ao tipo de

trabalho que estavamos propondo com o GeoGebra, onde se exige atitudes de
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observar, analisar, conjecturar e argumentar. Os alunos tém uma concepcdo™ de
que matematica é somente calculo, s6 envolve nimeros, aplicacdo de formulas e
gue a isso se reduz o raciocinio légico matematico. Acreditamos que iSso esta
condicionado a uma multiplicidade de fatores, entre os quais: aulas centradas no
contetdo com énfase na exposicdo, onde cabe ao professor transmitir a informacao
e cabe ao aluno recebé-la; énfase aos aspectos mecanicos e onde os aspectos de
pratica sdo constituidos pela resolucéo dos exercicios repetitivos de aplicacéo.
Também percebemos com essas atividades iniciais que as ideias de area,
perimetro e propor¢cdo ndo estavam bem claras para alguns. Em raz&o disso, na
aula seguinte, estas atividades foram retomadas com o objetivo de corrigir 0os erros
cometidos e sanar suas duvidas em relacdo a esses conteudos. Nossas
expectativas iniciais a respeito do conhecimento prévio dos alunos estavam além do

gue foi observado no momento de trabalho.

Encontro 2 — O problema do pentagono

Neste encontro ocorreu a apresentacao do primeiro problema dinamico,
e o escolhido para dar inicio as atividades foi sobre funcdo quadratica®.
Esclarecemos que o primeiro problema seria resolvido através de discusséo coletiva,
a ser conduzida pela professora-pesquisadora. E também esclarecemos que o
mesmo espirito de trabalho investigativo seria, depois, feito em pequenos grupos e
gue entdo deveriam prestar atencdo no desenvolvimento da atividade e esclarecer
todas as davidas.

Para nossa surpresa eles pediram para fazer a atividade junto, pois
segundo eles “se aprende melhor fazendo”. Frente ao argumento, ndo fizemos
objecdo e entdo deu-se inicio o trabalho. Foi lido o problema em voz alta e foi
proposto que pensassem sobre a situagdo. Com lapis e papel deveriam representar

geometricamente a situagao proposta.

19 Estas concepcdes refletem-se quando se exige que parta dele essa constru¢do do conhecimento,
desvalorizando com isso as finalidades associadas a um papel ativo e criador que esperamos deles.

20 justificamos esta escolha pelo fato de ser 0 nosso assunto de estudo nesse periodo.
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Para facilitar a leitura que segue, retomamos o0 enunciado do problema

(j& apresentado no capitulo 4):

A situacdo geométrica a ser explorada € a seguinte:

Paulo possui um pequeno pedaco de cartolina no formato de um
quadrado de lado 4 cm e deseja recortar um pentadgono utilizando
essa cartolina de modo que esse pentagono tenha a maior area
possivel. Para tanto, ele pensou em nomear esse quadrado por
ABCD, marcar os pontos M, N e P sobre os lados AB, BC e CD,
respectivamente, de modo que as medidas AM, NC e CP fossem
iguais a um valor conveniente [, uma vez que h& Vvarias
possibilidades para essa marcacdo. Ajude Paulo a encontrar a
medida [ de modo que ao recortar o pentagono AMNPD, ele obtenha
a figura desejada.

N&o sabiam muito bem como fazer. Entdo, com trés folhas de papel com
formato quadrado, foram criadas situacdes diferentes para se cortar os cantos
conforme informado no problema. Com uma tesoura, cortamos os cantos das trés
folhas, obtendo pentdgonos com formas diferentes. Tendo compreendido a situacao,
fizemos o seguinte questionamento: vocés constataram que para cada tamanho de
AM teremos pentagonos com formas diferentes. Sera que podemos dizer também
gue para cada tamanho de AM teremos pentagonos com areas diferentes? Eles
olharam, compararam e disseram que como todos tinham formas diferentes, a area
também mudaria conforme o tamanho de AM. Nesse trabalho correspondente ao
Momento 1 da resolu¢cdo do problema, tratamos de provocar a conversdo da
linguagem natural para o registro geométrico (figura). A questéo ficou em aberto e
entdo, passamos para o arquivo do GeoGebra onde estava a construcdo do
pentagono, aqui 0 Momento 2 da atividade. Nossa expectativa era a de que agora
manipulando o ponto M, na situacdo geométrica, eles conseguissem visualizar, com
mais clareza, as variaveis em relacdo e que sdo evidenciadas no movimento
dindmico. Deu-se as instru¢cbes de como deveriam proceder para responder aos
guestionamentos. Dissemos, a eles, que deveriam observar o0 que mudava na figura,
no mesmo momento, em que o ponto M era manipulado na construcdo. Perguntas
iam sendo feitas para que eles participassem daquele momento de descoberta:
“Quando manipulamos o ponto M, o segmento azul (que nomeamos de [)) aumenta
e /ou diminui; o que esta mudando, ao mesmo tempo, na figura?” Eles observavam

atentamente e se empenhavam para responder aos questionamentos. O momento
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de grande entusiasmo foi no tracado do gréafico, quando é ativado o recurso Rastro
do GeoGebra, pois o gréfico que representa a situacao vai sendo tragado conforme

manipulamos o ponto M, como mostra a figura 62.

15 1

10

Figura 62: Tragado do grafico utilizando o recurso rastro do GeoGebra.

Eles ficaram impressionados dizendo: “Que legal, como é que pode?”. Tendo
compreendido como construir o grafico que representava a situacdo, perguntou-se
entdo se, naquele momento, ja poderiam dizer qual seria a area maxima do
pentagono. Eles apontaram a parte mais alta do gréafico. Dissemos que sim porém,
aguele valor ndo era preciso mas, que numa outra fase dessa pesquisa
calculariamos esse valor com preciséo.

Na parte final da atividade, o Momento 3, observamos os alunos mais
apreensivos. Tiveram dificuldade em compreender o que estava sendo feito. Por
exemplo, quando foi perguntado como poderiam escrever a medida de M até B,
sabendo que a medida do lado do quadrado é 4cm e que AM=CP=NC = [. Esse fato
sugere a dificuldade que esses alunos tém em trabalhar com situagdes que envolve

algebra.
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Figura 63: Medidas dos lados dos triangulos is6sceles PCN e MBN.

Para que compreendessem a situagao e chegassem a resposta esperada, por
nos, resolvemos primeiro usar alguns exemplos numéricos e vimos que dessa forma
eles respondiam corretamente. Voltamos entdo ao nosso problema, onde eles
responderam corretamente que a distancia MB era (4 — 1) assim como a distancia
de BN e DP. Feito isso, encontramos a expressao algébrica que representa area do
pentagono, subtraindo da area do quadrado as areas dos tridngulos isdsceles PCN
e MBN. No momento 3, de encontrar a “ lei” que representava a area da funcéao, os
alunos nao se mostraram muito motivados, percebemos que tinham dificuldades em
fazer manipulagdes algébricas.E isso talvez explique a falta de motivagao.

Pelo fato de os alunos terem mostrado entusiasmo na maior parte do tempo
de resolucdo da atividade, de terem participado e respondido a todos os
questionamentos feitos pela professora-pesquisadora, julgamos que os objetivos de

aprendizagem pretendidos para o segundo encontro foram atingidos.

Encontro 3 - O problema da luminaria

O problema proposto para este encontro foi:

Uma fabrica de luminérias quer produzir um modelo de abajour em
forma de uma piramide quadrangular cuja aresta da base mede 20
cm e altura desse abajour varia de acordo com o gosto do cliente.
Qual sera o gasto minimo de material para fazer o abajour?



134

No Momento 1, os alunos fizeram um esbog¢o da luminaria. Para entender
melhor os conceitos envolvidos e também os calculos a serem feitos, eles deveriam
planifica-la. Para a surpresa da professora-pesquisadora eles ndo sabiam como
fazer e falavam “como assim planificar?”. Mostramos, entdo, uma piramide
quadrangular, em acrilico, e explicamos que planificar era “abrir’ a pirdamide fazendo
com que as faces laterais e a base estivessem no mesmo plano. Tendo

compreendido a situacao, responderam as questdes colocadas neste Momento 1.

Momento 1:
Usando o lapis e o papel, faga um desenhosque representa a situagdo do

problema. A
T o ot -
_Como fica a planificagdo dessa luminria? A7
-0 que representa cada face da luminaria? \
*: LA 08 XYL i ) N

Figura 64: Problema da Luminaria (grupo 4).

Momento 1 |
Usando o 4pis e o papel, faga um desenho que, representa @ sitvagao do
probiema. !
. Como fica a planif pssalumindria? "\ / —
.0 que representa cada faea da lumindria? ce (ot ¢ J a |

A oot | | de fara " 9o\

L '
& qlng, U 2
|

Figura 65: Problema da Luminaria (grupo 5).

Quando perguntado o que representava cada face da luminaria, a resposta do
grupo 4 “representa a area” estaria correta se tivessem respondido que representava

a area de uma das faces da luminéria, ou a area de um dos triangulos que
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representa a face da luminaria. Deveriam ter percebido ao fazer a interpretacédo que
a area no problema dado engloba a area das faces laterais da piramide mais a area
da sua base. O grupo 5 respondeu que: “representam os lados da piramide que é a
altura. O custo final depende do tamanho da luminaria, da quantidade de material
usado. O custo final depende da area”. Esse grupo, deu varias respostas sem focar
no que estava sendo perguntado. Na primeira resposta intuimos que houve uma
incompreensao do conceito de altura e também usaram de forma incorreta lados ao
invés de faces laterais da piramide. As outras respostas mostram uma compreensao
do problema mas néo era isso que estava sendo perguntado. Em nossa analise a
posteriori compreendemos que a pergunta feita ndo estava clara e por isso essa
incompreensdo. Esse fato nos conduziu a elaboracdo de uma nova pergunta que
sera contemplada no apéndice 1 deste trabalho.

O Momento 2 iniciou com o trabalho no arquivo GeoGebra. Os alunos abriram
0 arquivo com a planificacdo da luminéria pronta. Manipularam os pontos na figura e
identificaram as variaveis; iniciaram a analise qualitativa e estabeleceram relacéo de
dependéncia entre as variaveis elencadas. Na construcdo da planificacdo da
luminaria ndo ficou estabelecido o valor minimo de h (altura da face lateral da
luminaria). Queriamos que os alunos percebessem que a piramide (luminaria)
deixava de existir, quando h fosse menor do que a metade da medida do lado do
qguadrado (base da piramide). Ao passar pelos grupos, observamos que apenas um
grupo percebeu este fato. Entdo fez-se uma intervencdo, sugerindo a eles que
construissem uma piramide de papel, de modo a unir as quatro faces. Feito isso,
sugerimos que aos poucos fossem diminuindo a altura das faces e observassem o
gue aconteceria com a piramide. Perguntou-se novamente: “sera que para qualquer
valor de h poderemos montar essa luminaria?”. A seguir apresentamos como
responderam a esse e outros questionamentos do momento 2.

O grupo 5 se manifestou, mostrando o seu modelo. Eles disseram que “o
minimo para fechar a piramide seria quando as quatro faces laterais preenchessem
0 quadrado”. E, entdo perguntamos sobre h, mas, ndo sabiam como se expressar.
Assim, pedimos que comparassem a medida de h com a medida do lado do
quadrado e foi entdo que responderam “Ah!, h € a metade do lado”. Apesar de néo
terem dito que deveria ser maior que a metade do lado do quadrado a resposta dada
sugere que eles compreenderam a condicdo imposta a h para a piramide existir .

Para responder sobre o intervalo de variacdo do segmento azul (h) eles usaram o
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registro da lingua natural dizendo que: “O lado/altura da piramide se altera”
referindo-se a face lateral da luminaria. As respostas dadas por esse grupo,
sugerem que ainda ha uma incompreenséao de certos conceitos como o de altura ou
talvez uma dificuldade de “visualizagdo” espacial, ja que a construgdo encontrava-se

planificada.

Movimente o seamento azul e observe o que aconlece, Como é a vanagdo desle
segmento? cliva da | ' |

- Quando o segmento azul diminui o que acontece com a luminana?

-Para qualquer valor de h serd semore possivel construir esse abajour? Existe um valor
minimo para h? : -

Figura 66: Problema da Luminéria (grupo 5)

Mesmo com toda a explicacdo, observamos que 0 grupo 4 n&o conseguiu
compreender a condicdo imposta a h para a piramide existir. Vemos isso
claramente quando respondem que o valor minimo de h é "zero”. Isso mostra que
simplesmente observaram o valor de h na janela de algebra do GeoGebra. Néo
perceberam que, quando h era zero, ndo tinham mais as faces da luminaria, fato
este que pode ser visto claramente na construgcdo geométrica. Esse episédio
mostrou também que eles ndo tém um posicionamento critico frente a situacdes que
exigem uma analise mais cuidadosa como a de selecionar a representacdo mais
adequada para a resolucdo de situacdes especificas como essa do problema
proposto.

Eles também fizeram uso do registro lingua natural para apresentar o
intervalo de variagdo do segmento azul, que representava a altura h da face da
luminaria, dizendo que: “quando eu diminuo a area fica menor, quando eu aumento
a area fica maior”. Intuimos aqui que a area considerada por eles seja da face da
luminaria. Quando perguntamos o que acontecia com a lumindria quando o

segmento azul diminuia eles responderam simplesmente, que: “ela diminui”.
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-Movimente o seamento azul e observe o que acontece. Como é a variagio deste

segmento? _ . fari Man e
Sy T8 g e P I darmewrnd w0 AL R TOAAST,

QJ&I':-‘O '.-'\-l_ :'-.Ju-\.:l"i-j =i AT -5"."“‘_ (r2e

- Quando o segmento azul diminui 0 que acontece comalumindria?  ¢la diet\ywe

-Para qualquer valor de h serd semore possivel construir esse abajour? Existe umvalor

minimoparah? ' '.C:;;;:i--'

Figura 67: Problema da Luminaria (grupo 4).

Na construcdo do grafico, definimos a altura da face h, como a variavel
independente, e a &rea do quadrado e das faces, como variavel dependente. Mas no
momento de escrever a coordenada sobre o eixo cartesiano OY, escreveram
(area, 0); é claro que o ponto nédo ficou sobre o eixo OY. Eles logo perguntaram
porque ndo estava dando certo pois estavam fazendo igual ao problema do
pentagono.

Mas antes de avancar nesta dificuldade, pedimos a eles que olhassem para a
construcao e observassem a area que estava sendo considerada. Eles prontamente
responderam “as quatro faces da piramide” e entdo perguntou-se porque nao
estavam considerando a area do quadrado, pois afinal a base também estava
incluida no custo. E ai se deram conta dizendo: “E verdade! mas, como iremos fazer
entdo?” Outro grupo também pergunta: “Como vamos colocar todas essas
informacdes no par ordenado?”.

A professora-pesquisadora da uma ajuda orientando para que consigam
escrever de modo correto essa coordenada e sinaliza comentando: “ Entédo, vocés ja
perceberam que tinham que somar as areas das faces laterais mais a area do
guadrado, certo? Agora para representar é s6 observar como estdo nomeadas na
construcdo, ou seja ,a area de cada face foi nomeada por: T;T,,T3,T4 € a area do
quadrado foi nomeada de Q”. Eles acompanhavam atentamente. Perguntou-se,

entdo: “E para sabermos a quantidade de material que sera usado em cada
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luminaria faremos o que? Disseram que bastava somar todas essas é&reas. Uma
menina, do grupo 2, perguntou: “ o GeoGebra vai entender se eu escrever tudo iSso
no y?”, ou seja, ela queria saber se poderia escrever o par ordenado
(0, T+T,+T3+T4+Q). Esclarecidas as davidas agora, como era de se esperar,
escreveram corretamente os pares ordenados.

Mostraram compreender que, para marcar os pontos sobre os eixos, tinham
que escrever a expressao da soma de areas através dos “Rétulos” informados pelo
GeoGebra. Ativaram a fungdo Rastro do GeoGebra, e ao mesmo tempo que
manipulavam a figura geométrica, iam fazendo comentarios a respeito do problema
tais como: “agora podemos ver que quando a altura € zero ndo temos luminaria, s6 a
base da luminaria que é o quadrado de area quatro”. Este fato mostra a
importancia da articulagdo entre registros para a compreensdo em matematica e
também a contribuicdo do software GeoGebra no entendimento da situacdo, que
possibilitou entre outras coisas a apropriacédo das ideias matematicas envolvidas.

O grupo 5, ao responder “mais de 8" quando questionado sobre a quantidade
minima de material percebeu que se fosse exatamente 8 o dono da fabrica néo
conseguiria fazer a luminaria, pois nao teria altura suficiente. Assim a palavra “mais”
, usada por eles, indica que a area deve ser maior do que 8. Responderam
corretamente que o menor valor do grafico representava a area do quadrado e
também representaram de forma correta o intervalo de variacdo da funcéo.

Esse grupo mostrou uma capacidade de abstracdo quando usaram o simbolo

de «~ e também a compreenséo dos conceitos de dominio e imagem.

-0 que representa o menor valor no grafico?
c;r«;,q ey S dra =

- Qual & a quantidade minima de material necessario para que, o dono da fabrica,
possd construir um abajour desse modelo?

FeQA S béﬁ g

- Qual & o intervalo de variacio da funcio que representa o abajour?

(1. )

Figura 68: Problema da Luminaria (grupo 5).
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O grupo 5, ao responder a questdo sobre a quantidade minima de material
necessario disse que a altura deveria ser maior que 1. Aqui eles levaram em conta
a informacéo referente a variacdo do dominio da funcédo, ou seja a altura devera ser
maior que um para existir a luminaria. A quantidade minima de material necessério
sera a soma da area do quadrado que é quatro mais a area minima das quatro faces
gue também é quatro. Dessa forma, esse grupo ndo relacionou o conceito de area
com a quantidade de material utilizado o que sugere a incompreensao do conceito
de imagem da funcdo. Também n&o determinaram de forma correta o intervalo de

variacdo da funcao, pois para valores de h menores que 1 a luminaria ndo existe.

- O que representa o menor valor no grafico?

- Qual & a quantidade minima de material necessario para que, o dono
da fabrica, possa construir um abajour desse modelo?

- Qual é o intervalo de variagdo da fungdo que representa o abajour?
o

Figura 69: Problema da Luminaria (grupo 4)

No momento 3, pedimos a eles que obtivessem uma relacao da altura (h) com
a area de uma das faces. Onde transcrevemos o didlogo ocorrido entre alguns
grupos e a professora-pesquisadora.

Grupos: Bom, se pegarmos por exemplo h=2 temos que a area da luminaria é

12.

Professora-pesquisadora: E ai?

Grupos : A base da luminaria é 4, certo?

Professora-pesquisadora: Sim.

Grupos: E todas as faces sao iguais, entdo doze menos quatro € oito, quer
dizer que cada face tem area igual a dois.

Grupos: Deu igual ao valor da altura. Isso pode?
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Professora-pesquisadora: Tomem outro valor para h e procedam da mesma
forma.

E assim o fizeram (...) manipulavam o ponto na figura e observavam, no grafico, os
valores de h e da area, faziam os seus calculos até que chegaram a uma concluséo
de que:

Grupos: D& sempre a mesma coisal!

Professora-pesquisadora: E, por qué?

Siléncio ...

Professora-pesquisadora: Vamos escrever isso algebricamente?

Nessa conclusao precisaram de ajuda, pois segundo eles “quando entra letra
na jogada, ja ndo é mais matematica, fica impossivel de se resolver”.

Percebe-se no diadlogo ocorrido, que eles organizam 0 seu pensamento
primeiro de forma empirica, através do estudo de alguns casos particulares, para sé
depois entdo generalizar. De certa forma, através da interpretacdo e da organizacao
dessas informacfes obtidas, eles estaram mobilizando esquemas cognitivos para
converter as representacfes em registros algébricos.

Sanadas algumas duvidas, o terceiro momento foi realizado sem problemas,
todos os grupos conseguiram chegar a expressao algébrica que representava a area
da funcéo. Isso mostra que os grupos identificaram na situagcdo apresentada 0s
elementos conceituais necessarios para a obtengao da “lei” da funcao.

O grupo 4 primeiro calculou a area de um dos triangulos, e s6 depois é que
calculou a area da funcdo somando a do quadrado com a area dos quatro

triangulos.
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Figura 70: Problema da Luminéria (grupo 4).

J& o grupo 5 somou a area do quadrado com a area dos quatro triangulos de

uma so vez.



Figura 71: Problema da Luminaria (grupo 5).

Encontro 4: O problema da casa com jardim

O problema trabalhado neste encontro foi o0 seguinte:

Um arquiteto pretende construir duas casas com jardim, uma do lado
da outra. Ao esbogar a planta com as duas casas vizinhas, teve
davida quanto a medida de um dos lados de cada jardim, pois
precisa construir as casas de modo que a area ocupada pela casa 2,
e pelo jardim 2 seja maior que a area ocupada pela casa 1 e pelo
jardim 1. Nessas condi¢des, quais sdo os valores possiveis para h?
As dimensfes das casas e dos jardins estdo descritos conforme a

figura 72:

Figura 72: Planta baixa com as dimensoes.

Fonte: Conexdes com a Matematica (Barroso, 2010, p.119).
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Nesse problema foi mostrada a planta baixa da situagdo e era o terceiro

problema dindmico que eles estavam trabalhando. Percebemos, através de suas

atitudes, que os alunos estavam mais confiantes, até mesmo ao responderem os

questionamentos. Alguns grupos mostraram autonomia para solucionarem sozinhos

os questionamentos, sem precisar da ajuda da professora-pesquisadora.
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No momento 1, os alunos identificaram no problema apresentado, usando o
registro na lingua natural, as variaveis envolvidas. Como vemos nas respostas

dadas pelos grupos 3 e 4.

- Quais os dados fornecidos pelo problema?

SRS E ALTuRs

- O gue o problema esta pedindo para calcular?

Figura 73: Problema da casa com jardim ( grupo 3).

- Quais os dados fornecidos pelo problema?
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Figura 74: Problema da casa com jardim ( grupo 4).

Transcrevemos abaixo as respostas do grupo 4, referente a figura 74.
“O problema fornece as dreas das casa, um dos lados do jardins e o outro

precisamos determinar para encontrarmos o que o problema pede”.

“A area das plantas 1 e 2 em fungdo de um dos lados do jardim”.

Observamos através da transcrigdo acima que esse grupo ja usa a linguagem
intuitiva de fungoes.
Durante a realizacdo dessa atividade, no momento 2, um aluno do grupo 4,

faz 0 seguinte comentario: “Ah, para encontrar as variaveis envolvidas temos que
mexer o ponto na construcdo e ver o que estd mudando”. Como esperavamos esse
aluno compreende como deve proceder na resolucdo de uma problema dinamico,
mostrando que é tirando proveito do potencial semiotico do GeoGebra, através de

tratamentos aplicados a figura, que ele encontrara as variaveis.
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Para responder os questionamentos do momento 2, o grupo 4 utilizou as
representacbes geométrica (figura) e numérica como ferramenta de exploracao,
realizando tratamentos e tirando proveito dos recursos do software GeoGebra de
modo a obter informacdes e conjecturar solucdes. Percebemos que é através das
articulagbes entre esses registros que confirmam suas conjecturas e as registram

em linguagem natural.

- Movimente o segmento azul e observe o que acontece. Como é a variagédo
deste segmento?

_l-:k* fl‘:ﬂ&- E.L&L "'MTLE mm--m l'.a'.L Ayl
ol b, oA QU plimimaadk .
|

- Quando o segmento azul é muito pequeno, qual o valor aproximado da area
na planta 1? e na planta 2?

-Quando o segmento azul aumenta, qual o valor aproximado da area na planta
1? e na planta 2?
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- A medida que o segmento azul varia, a area da planta 1 também varia na
mesma proporcdo? E a area da planta 2?
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- Existe uma situacdo em que essas casas com jardim terdo areas iguais?

- Em que situacao a area ocupada pela casa 2 e pelo jardim 2 ser4 maior que a
area ocupada pela casa 1 e pelo jardim 1?

Il'_ fu' B = -

Figura 75: Problema da casa com jardim ( grupo 4).

O grupo 3 também o faz usando as representacbes geométrica (figura) e
numeérica e também se beneficiaram do potencial semiético do de GeoGebra, porém

ao responderem os questionamentos o fazem em linguagem natural.

- Movimente o segmento azul e observe 0 que acontece. Como € a variagao
deste segmento?

AMENTA E H aume

- Quando o segmento azul é muito pequeno, qual o valor aproximado da area
na planta 1? e na planta 2?
- Quando o segmento azul aumenta, qual o valor aproximado da area na planta
1? e na planta 2?
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- A medida que o segmento azul varia, a area da planta 1 também varia na
mesma proporcdo? E a area da planta 2?

N3 A

- Existe uma situacdo em que essas casas com jardim terdo areas iguais?
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- Em que situacdo a area ocupada pela casa 2 e pelo jardim 2 sera maior que a
area ocupada pela casa 1 e pelo jardim 17?

Figura 76: Problema da casa com jardim (grupo 3).

Transcrevemos abaixo a resposta dada pelo grupo 3, referente ao segundo
questionamento, da figura 76.

“Se h for menor "5 h formaior
A1 maior gque A27 A1 menor que A27

Os grupos tiveram dificuldade para responder a quarta pergunta, pois nao
sabiam como fazer para verificar se havia relacdo de proporcionalidade entre as
duas grandezas. Talvez alguns conceitos como o de raz&o, coeficiente angular
precisariam ser retomados. Assim, antes de avancarmos nas atividades, a
professora-pesquisadora fez uma intervencado a fim de sanar as duvidas a esse
respeito para que eles compreendessem o que estava sendo solicitado.

Destacamos a tentativa do grupo 4 em obter o dominio e a imagem da
funcao. A partir da construgdo geomeétrica (figura) eles identificaram h como variavel
independente e determinaram o seu intervalo de variacdo; também identificaram a
area como variavel dependente, mas a duvida estava em determinar a sua variagao
para representa-la no eixo y. Como vemos na pergunta, de um dos alunos desse
grupo, transcrita do video: “Professora, olhando as plantas, a variacao de h vai de
zero a infinito, mas estamos em duvida para definir o intervalo de variagdo da
imagem. Comecga do zero ou a partir da area das casas?" Pedimos que lessem
novamente o problema e que la encontrariam a resposta. E assim o fizeram dizendo
“ah é! devemos considerar a area da casa e do jardim”. Continuamos observando o
grupo para ver de que maneira escreveriam as coordenadas e podemos dizer que
ficamos satisfeita com o que vimos. Comentamos que deveriam sempre analisar os

enunciados dos problemas com atencao, fazendo relacbes com o que esta escrito
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no texto e com a construgdo geométrica da situagdo. Neste comentario tinhamos em
mente as considerag¢des de Duval quando diz que a aprendizagem acontece quando
conseguimos articular dois registros de representagdo de um mesmo objeto, nesse
caso funcao.

Os alunos avancaram para o Momento 3 e obtiveram as expressoes
algébricas de cada situacdo, ou seja da casa com jardim 1 e da casa com jardim 2.

Os grupos em geral, demonstraram uma maior desenvoltura nos calculos
algébricos, aplicaram corretamente as formulas das areas do triangulo, retangulo e
do quadrado, identificando na situacdo apresentada 0s elementos conceituais
necessarios para obtengado da “lei” das fungdes. E também como esperavamos,
compreenderam que o ponto de interseccdo das retas, que visualizaram no grafico,
era 0 momento em que a planta 1 e a planta 2 tinham areas iguais. 1sso mostra que
0S grupos conseguiam transitar entre as representacdes e agora também obtinham

significados para os calculos que estavam fazendo.

Figura 77: Problema da casa com jardim (grupo 3).

Encontro 5: O problema da chapa metélica

O problema trabalhado neste encontro foi o seguinte:

Da chapa metdlica quadrada ABCD, com area 16m2, deseja-se retirar
a regido triangular IMN, a fim de se obter uma chapa vazada. O corte
sera feito de modo que o vértice | coincida com o ponto médio do
segmento AB, e tal que AM = DN. Onde devemos colocar M, para
gue o triangulo IMN tenha area minima?

Adaptado de Azevedo (2009).
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No momento 1, eles fizeram o0 esbog¢o da situagdo como ja era esperado,
socializamos com o grande grupo, a fim de fazerem suas conjecturas e, quem sabe,

ja determinarem as variaveis do problema.

Figura 78: Problema da chapa Metalica (grupo 1).

L T

Figura 79: Problema da chapa Metalica (grupo 5).

Destaca-se o grupo 5 que, nesse primeiro momento, conseguiu visualizar as
variaveis do problema, como vemos na seguinte frase transcrita do video: “Quem
muda nesse problema é a area em funcdo de M que é o ponto mdvel que anda
sobre o lado da chapa”. Eles descrevem como se ja estivessem manipulando a
construcdo no GeoGebra. Isso mostra que os conceitos de variavel dependente e
independente foram apropriados pelo grupo.

Abrindo o arquivo do GeoGebra com a construgao pronta, eles manipularam
o ponto M, segmento azul nomeado de h, confirmando que o triangulo IMN mudava
a sua area. O grupo 5 foi um dos poucos que perceberam que primeiro a area
diminuia enquanto o segmento azul aumentava de 0 a 1 e so a partir dai € que ela
comegava aumentar. Todos os grupos presentes, naquele encontro, perceberam
que existiam valores diferentes de h com a mesma area.

Perguntamos se ja poderiam prever como seria o grafico. Eles manipularam o
ponto M na figura e, olhando os valores de h e da area na janela da algebra, foram

descrevendo o movimento: “comeca do quatro desce, vai até 3,5 e depois sobe até
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oito, sinalizando com gesto a forma de U. Isso mostra que ja conseguiam ver o
grafico como um todo.

Os grupos se atrapalharam um pouco ao determinarem os intervalos em que
a fungao era crescente e decrescente. Muitos deixaram a resposta em branco.

O grupo 2 tomou como extremos dos intervalos os valores que observou no
grafico, na tela do GeoGebra, mostrando que alguns conceitos ainda ndo estavam
claros para eles. Vemos que o grupo 5 observou corretamente os extremos desses
intervalos. Isso demonstra que o grupo estava atento as informacgdes fornecidas pelo
grafico, analisando corretamente as propriedades de crescimento e decrescimento e

também associando corretamente as variaveis envolvidas.

- Movimente o segmento azul e observe o que acontece. Como é a variacéo
deste segmento?

“Quando alteramos a altura a drea muda, varia de 0 a 4.

- Quando o segmento azul € muito pequeno, qual o valor da area do triangulo
IMN?

- Quando o segmento azul aumenta, 0 que acontece com a area do triangulo
IMN? Quando o segmento azul é quase igual ao lado do quadrado, com fica a
area do triangulo?

P s -
N .

“ Quando o segmento azul aumenta a area do triangulo também aumenta e
guando o segmento azul fica do mesmo tamanho que o lado do quadrado a area
do triangulo é a metade da area do quadrado .

-Segmentos azuis diferentes podem produzir tridangulos de mesma érea?

»Sim, segmentos azuis diferentes podem criar tridngulos com a mesma drea”.
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- No contexto do problema quais grandezas podem variar?

- O que nos informa o menor ponto do gréafico?

- Quais os intervalos onde a fungéo é crescente? e decrescente?

Figura 80: Problema da chapa Metalica (grupo 2).

- Movimente o segmento azul e observe o que acontece. Como € a variagao
deste segmento?

-Quando o segmento azul é muito pequeno, qual o valor da area do triangulo
IMN?

- Quando o segmento azul aumenta, o que acontece com a area do triangulo
IMN? Quando o segmento azul é quase igual ao lado do quadrado, com fica
a area do triangulo?

-Segmentos azuis diferentes podem produzir tridangulos de mesma area?

- No contexto do problema quais grandezas podem variar?

- O que nos informa o menor ponto do gréafico?

- Quais os intervalos onde a fungéo é crescente? e decrescente?

L "‘\T

decrescente (o V)L trescente (1, 4)

Figura 81: Problema da chapa Metalica (grupo 5).
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No momento 3, para encontrar a “lei” algébrica que representava a situagao
diziam que: “para encontrar a area do triangulo vermelho, precisamos encontrar a
area do quadrado menos aquelas outras trés figuras que néo estao pintadas. Eles
identificavam os dois triangulos mas, nao identificavam o trapézio BINC, como era
esperado por nos. O grupo 5 se manifestou perguntando se poderia dividir aquele
quadrilatero, referindo-se ao trapézio BINC, em dois tridngulos. Como nao tinhamos
previsto resolver a questdo dessa maneira, verificamos se era possivel e, com muito
entusiasmo respondemos que sim. Eles encontraram uma forma diferente da que
tinhamos planejado para determinar a area do triangulo IMN. Isso mostrou que
estavam adquirindo autonomia e, também, mostraram suas habilidades ao perceber
que aquela figura (trapézio) que nao é tao usual para eles, poderia ser dividida em
dois triangulos, que é uma figura mais conhecida para eles. Dessa forma mostraram
também que ja tinham se apropriado do conceito de altura. Depois mostramos
como tinhamos pensado em resolver, mas sinceramente preferiamos a deles. Esse
fato deixou eles muito empolgados, sentiram-se motivados, confiantes e capazes,

pois, descobriram outra maneira para encontrar a area que ndos nao haviamos

pensado.
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Figura 82: Problema da chapa Metalica (grupo 5).
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Encontro 6: O problema da vela do barco
O problema trabalhado neste encontro foi 0 seguinte:

Paulo possui um barco a vela. A vela que o equipa tem a forma de
um tridngulo retangulo cujos catetos medem 8m e 6m. Para que esta
vela se veja ao longe, ele decidiu colocar-lhe no interior um retangulo
vermelho e para isso ele fez diferentes estudos e o0 seguinte

AN m -

Figura 83: Esquema da vela do barco.
Fonte: adaptado de Azevedo (2009).

Como acontecia sempre em nossas aulas, receberam a folha impressa, leram
0 problema e comegaram a responder os questionamentos. Um dos grupos
observou o esquema referente a vela do barco e fez o seguinte afirmagao, que
transcrevemos do video: “A area de todos os retangulos sé&o iguais”. Perguntamos
de que forma tinham chegado a essa conclusao, mas, nao souberam como explicar.
Outro grupo deu a sugestdo de recortar os retdngulos e sobrepd-los, pois dessa
forma poderiam comparar e dizer se eram iguais ou ndo. E assim o fizeram,
verificando que nem todos os retangulos tinham a mesma area, porém ficaram em
duvida em dois deles, que davam a impressao de ser do mesmo tamanho. Fez-se
uma intervencao, nesse momento, pedindo que refletissem sobre o que seria dito:
‘imaginem que para diferentes valores de h sempre obtenho o mesmo valor para a
area”. Fizemos um registro grafico, em um plano cartesiano, para que entendessem
melhor o que tinha sido dito, mostrando que valores diferentes do dominio ( no caso
h) levava sempre na mesma imagem (no caso area). Perguntamos a eles se
conseguiam imaginar o tragado do grafico dessa fungdo. Responderam

corretamente dizendo que seria uma reta paralela ao eixo dos x, ou seja, uma
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funcdo constante. Com isso compreenderam que os retangulos vermelhos, n&o
poderiam ser todos iguais, ou seja terem a mesma area. E, para completar
evidenciamos que em outras situagdes, vistas anteriormente, poderia acontecer
que, para dois valores diferentes de h obtivéssemos figuras com areas iguais, entao
era possivel que dois daqueles retangulos tivessem a mesma area. O grupo 2 fez a
seguinte colocagao: “Se para diferentes valores de x, tivermos valores diferentes
para area da uma reta inclinada e se tivermos dois valores iguais para a area da
uma curva. Através da analise qualitativa das variaveis envolvidas eles fizeram uma

previsao do grafico da fungao, antes mesmo de construi-lo.

A regiao de qualquer um dos retangulos acima é sempre a mesma? Justifique
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“Até pode ter 2 iguais de mesma area se o grdfico for uma curva e se ndo tiver
éuma reta”.

Em qual situagao Paulo gastara mais pano vermelho?
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Figura 84: Problema da vela do barco (grupo 2).

A regiao de qualquer um dos retangulos acima é sempre a mesma? Justifique.

Em qual situagao Paulo gastara mais pano vermelho?

Figura 85: Problema da vela do barco (grupo 3).

Apos essas discussbOes, passamos para a construcdo no GeoGebra.
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Observou-se que estavam mais cuidadosos ao responderem os questionamentos,
observavam mais, alguns grupos faziam manipulagdes, anotavam alguns resultados
da area e de h fazendo comparagdes. Acreditamos que tenha sido devido aos
comentarios anteriores. Responderam a todos os demais questionamentos, do

momento 2, sem ajuda da professora-pesquisadora.

- Conforme muda o segmento azul o que acontece coma area do retangulo?

- sl s ~ - 2
- C(Aj( O (NCute,rA< oS C:C:‘;F‘ S ALy QN e .
X

-\'\\;C.« )I(.\ - .\ v

~ P & \ u ~ -
QU@ e O © N4y &

Migsird e y ¢

“Com o movimento do segmento azul a &rea muda. Ela aumenta de 0 a 4 atinge
12 e depois volta a diminuirde 4 a 8.

— Quando o segmento azul é muito pequeno, qual o valor aproximado da area
do retangulo?

-Quando o segmento azul aumenta, o que acontece com a area do retangulo?

-Tem um retangulo onde a area é maxima?

No contexto do problema quais as grandezas que podem variar?
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Qual é a variacao de x (dominio)?

O que nos informa o ponto mais alto no gréfico?

Figura 86: Problema da vela do barco (grupo 2).

O grupo 2, através de tratamentos aplicados a figura, conseguiu realizar a
conversao para o registro grafico, o que possibilitou o reconhecimento dos intervalos
de crescimento e decrescimento, determinou corretamente o seu dominio e também

identificou o ponto mais alto do grafico como sendo o de maior area.
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- Conforme muda o segmento azul o que acontece com a area do retangulo?

-Quando o segmento azul € muito pequeno, qual o valor aproximado da &rea do
retangulo?

-Quando o segmento azul aumenta, o que acontece com a area do retangulo?

-Tem um retangulo onde a &rea é maxima?

-Quais as dimensfes do retangulo de &rea maxima?

-No contexto do problema quais as grandezas que podem variar?

-Qual é a variacao de x (dominio)?

-O que nos informa o ponto mais alto no grafico?
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Figura 87: Problema da vela do barco (grupo 3).

No momento 2 acreditamos que tenha sido por engano a resposta do grupo 3
quando disseram que ndo havia um retangulo de area maxima pois, a resposta ela
nao estd de acordo com as demais que foram respondidas corretamente. Também
foram muito sucintos quando perguntados sobre o que acontecia com a area do
retdngulo quando o segmento azul mudava. Reforgando que habilidades como
escrever e argumentar em matematica ndo sdo praticas comuns, na sala de aula, e
por isso essa dificuldade.

No momento 3, para obter a “lei” algébrica do problema do barco, eles o

compararam ao problema que fizeram na fase 1- revisdo dos pré-requisitos. “E igual
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aquele profe que temos que montar as proporgdes?”. Dissemos a eles que naquele
exercicio tinhamos um caso particular pois, se tratava de um quadrado inscrito no
triangulo. E, nesse o quadrilatero era um retangulo mas, o principio de resolugao era
o mesmo. Deveriam usar semelhanca de tridngulos a fim de encontrar os lados
proporcionais. Perguntaram se poderiam usar x ao invés de h e y para o outro lado
do retangulo pois, estavam mais acostumados com essas variaveis. E, entdo
colocaram as respectivas medidas nos lados, e obtiveram a proporgéo. A partir dai
nao sabiam como deveriam proceder pois, agora, tinham duas variaveis.
Lembramos, a eles, dizendo: “Se vocés tem duas variaveis entao, devem ter duas
equacgdes para poder relaciona-las e encontrar x e y, ndo é?”. Mas, nao resolveu
muito, sugerimos que obtivessem a area do retédngulo de lados x ey. Entéo,
escreveram e perguntaram o que deveriam fazer agora, mostrando que nao
lembravam mais como resolver um sistema de equacgdes de 1° grau. Dissemos a
eles que deveriam encontrar tudo em fungdo de x, que era a nossa variavel
independente. Um aluno, do grupo 3, perguntou se podia isolar o y e substitui-lo na
férmula da area. Os demais grupos precisaram de ajuda para relembrar como se

resolvia um sistema de equagdes de primeiro grau.

Figura 88: Problema da vela do barco (grupo 2).

O grupo 3 fez um desenho da situagdo da vela do barco, colocando nele as
respectivas medidas. No inicio ficaram em duvida de como encontrariam a “lei” da
funcdo mas, depois de alguns encaminhamentos eles compreenderam o que tinham
que fazer. Isso mostra que estavam organizando melhor 0 pensamento matematico,
produzindo esquemas para compreender o que deveria ser feito. O que chamou a

atencao, nesse grupo, foi quando eles abandonaram a letra A e usaram a notacéo
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f(x) para representar a “lei” da funcdo pois, geralmente, tém dificuldade de
compreender o seu significado. Esta mudanca de notagcdo nos sugere um ou uma
maior familiaridade com a notacdo simbdlica, ou um entendimento mais abstrato do

conceito de funcéo.

Figura 89: Problema da vela do barco (grupo 3).

Encontro 7: O problema da horta

O problema trabalhado neste encontro foi 0 seguinte:

Jodo dispbe de 24 m de tela para cercar uma horta de formato
retangular. Quais devem ser as dimensfes do cercado, de modo que
se possa obter maior produtividade na horta?

Para responder os questionamentos do momento 1, observamos que os
grupos resolviam empiricamente, testando numeros, de modo que o perimetro desse
sempre 24 e, a seguir, calculavam a area desse retangulo. O que podemos dizer
desse episodio, foi que dessa forma, eles perceberam que existem varios retangulos
com areas diferentes, porém, com o0 mesmo perimetro. O que observamos também

foi que s6 usaram numeros naturais.



- O gque representa a medida 24 m, no enunciado do problema?

-Como o Joéo deve dimensionar a sua horta para ter um melhor
aproveitamento do terreno?

| . e ' ll D4 ,J; ’1;‘[};\
N __C ' -
‘ 5 G
B 5 7] :
B | = o
A=2n. P=oy : a0 A b r ,
._H o : —
|t PRI\ S U P
"’I‘I." 6 f Aal el e
- = '1 L{)} 2 Jn "+.-JV' et U "LV\
7&..1.2 P=i2 ,,,‘,;fmﬁ.ﬂfﬂ. P
+ 7 : ‘ ==
A: 35 P=2Y ”‘ =
o e S0
‘S‘TT 2
o s =
A-3% P-4
% 73 10
iy Jaato D=4

Figura 90: Problema da horta (grupo 3).

-Usando o ldpis e o papel, faga um desenho que represanla 0 ner-:.ado na
situagdo do problema; :
- O que representa a medida 24 m, no enunciado do problema? © g ¢ et
Como o Jodo deve dlﬁ'il!ﬁ&lﬂlilgr a sua horta para ter,um melhor

apmveﬂamento do terreno? P aH
P*:%g = Ea

Figura 91: Problema da horta (grupo 4).
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No momento 2, eles abriram o arquivo do GeoGebra com a constru¢cdo da
situagdo. Fizeram o seguinte comentario com relacdo aos questionamentos 2: “De
Nnovo a mesma pergunta, ja sabemos que o perimetro € sempre 24",

Resolveram todos os outros questionamentos do momento 2, sem ajuda da
professora-pesquisadora, mostrando ter adquirido habilidades, ao resolver um
problema dinamico.

O grupo 3, ao movimentar o segmento azul, ja identificou as variaveis do
problema. Observou que quando o segmento azul era muito pequeno a area
também o era, mas o perimetro ndo mudava. Perceberam também que o segmento
azul aumentava e que a area era 36 mas o perimetro continuava 24. Pedimos ao
grupo que justificasse o porqué desse fato. Ao reconhecerem que nao havia relagao
funcional entre o perimetro e a area mostraram que eles compreenderam quais
eram as variaveis do problema. Mostramos a resposta dada pelo grupo na figura 93.
Através da analise do grafico, eles responderam as outras perguntas corretamente e

para isso fizeram uso do registro na linguagem natural.

- Movimente o segmento azul e observe o que acontece. Como € a variagcao
deste segmento?

‘.
/ ” | | - ]
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I | AT AN L & i sa¥¥ X Ry Y =

— Quando o segmento azul é muito pequeno, qual o valor aproximado da area
do retangulo? qual o valor do perimetro?
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-Quando o segmento azul aumenta, o que acontece com a area do retangulo?
qual o valor do perimetro?
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-Quando o segmento azul é igual metade da medida do perimetro, o que
acontece com a area do retangulo?
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- Segmentos azuis diferentes podem produzir retdngulos de mesma area?
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Dopens
-Tem um retangulo onde a area é maxima?
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- Qual é a variacao de x?
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- O gue nos informa o ponto mais alto do grafico?
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Figura 92: Problema da horta (grupo 3).
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Figura 93: Problema da horta (grupo 3).

As respostas dos outros grupos, no momento 2, foram parecidas com estas

dadas pelo grupo 3.

Ja no momento 3, que pedia para determinarem a lei algébrica, disseram: “e

agora como fazemos?. Nao foi dado nenhum igual a esse” ou “o retangulo nao ta

dentro de outra figura. Entdo, como vamos determinar a area?. Agora tudo se move

na construcao?.”

Entdo, fizemos algumas indagagdes sobre como estabelecer uma relagao

entre os lados do retangulo e a area. Trazemos uma transcricdo do dialogo ocorrido

entre a professora-pesquisadora e os grupos, que foi transcrito do video:

Professora-pesquisadora: O que representa o perimetro?
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Grupos: A soma dos lados do retangulo.

Professora-pesquisadora: Escrevam na linguagem matematica o que vocés

acabaram de dizer.
Grupos: Assim: p = 2x + 2y,
Professora-pesquisadora: Mas o perimetro nao & 247?
Grupos: “Ah, é!”, entdo podemos escrever assim: 2x + 2y = 24.
Professora-pesquisadora: Podem simplificar a equagéao por 2.
Grupos: “Pra que complicar”, “ta bom, vamos 1a!” .
E, entdo escreveram: x +y = 12.
Professora-pesquisadora: E agora, como calculamos a area de um retangulo?

Grupos: A area do retangulo é base vezes altura.

Professora-pesquisadora: Escrevam na linguagem matematica como fizeram

no perimetro.
Grupos: A = xy.

Professora-pesquisadora: Observem as duas equagdes e lembrem o que ja

fizemos antes. Temos duas equacdes e duas variaveis, entao?
Grupos: Ah! sistema nao é7?

Nesse dialogo tivemos o uso do registro na lingua natural e o registro na
lingua algébrica.
E, através de tratamentos, chegaram a expressao que era esperada. Como

vemos na figura 94 a resposta do grupo 3.
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Figura 94: Problema da Horta (grupo 3).

Encontro 8:

Este encontro marca o inicio da segunda fase de nossa sequéncia, onde foi

feito o estudo das propriedades da funcéo quadrética

As atividades trabalhadas, neste encontro, foram as seguinte:

Atividade 1-

1.1) Num mesmo par de eixos cartesianos esboce, utilizando o GeoGebra, o

gréfico de:
a) fi(x) = x* ) fo) = =22
b) fo(x) = 5« 9 fr0)= -5 2

0) fr(x) = 222
d) fu(x) =7
e) fs(x) = 5x*

h) fa(x) = - 2x°
i) fox) = = 7%°
J) fio(x) = —5x

1.2) Analisando os gréficos:
a) O que é possivel concluir do coeficiente de x2 ser um nimero maior que zero.

b) O que é possivel concluir do coeficiente de x2 ser um nimero menor que zero.
c) Os gréficos possuem algum ponto em comum? Por qué?

d) O que garante em termos do grafico de cada fungéo, o fato do coeficiente de

X2 ser um numero positivo? E de ser um nimero negativo?

e) Comparando os gréaficos dos itens (a) e (f) o que se pode concluir?
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Atividade 2-

2.1) Num mesmo par de eixos cartesianos esboce, utilizando o GeoGebra, o
gréfico de:

a) f1(x) = x*

b) fo(x) =x?+1
¢) fz(x) =x*+2
d) fa(x) = x* -1
e) fs(x) = x*—2

2.2) O que acontece com o gréafico da fungéo inicial f;(xX)=x2 quando se soma ou
subtrai uma constante, para obter uma nova funcéo ?

2.3) Em cada um dos casos identifigue o eixo de simetria da pardbola e as
coordenadas do veértice.

Distribuimos as atividades (1) e (2), pedindo que lessem com atencdo o que
estava sendo solicitado. A seguir, perguntamos se eles reconheciam que funcdes
eram aquelas. Eles reconheceram f(x) como uma funcédo de x e que todas eram
funcBes quadraticas.

A primeira atividade solicitava que, num mesmos par de eixos cartesianos,
esbocassem os gréaficos das funcbes dadas, usando o GeoGebra.

Alguns grupos ndo observaram que todas as func¢des estavam nomeadas
com indices diferentes, pois, sendo fizermos isso, quando digitamos outra funcéo,
com o0 mesmo nome, o grafico da anterior desaparece. Feita essa observacao, eles
esbocaram os graficos e responderam as perguntas. Observamos que alguns
grupos nao precisaram esbocar todos os gréficos para responder as perguntas, pois
perceberam, a partir da funcdo f(x) = ax?, que o grafico da fungdo “fechava” ou
“abria” conforme o valor de “a” variasse entre numeros reais positivos maiores que 1
ou menores que 1 . Um dos grupos, ao construir o grafico da funcéo f(x) = —x?,
perguntou se ele era igual ao da funcéo f(x) = x?, porém invertido, ou seja, quando
“a” € um numero negativo o grafico da funcdo tem concavidade voltado para baixo.

Percebendo, assim, uma outra propriedade do parametro a.
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1.2) Analisando os graficos:

a) O que é possivel conclunr do coeficiente de x* ser um nimero maior que
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b) O que e possivel concluir do coeficiente de ¥* ser um nuimero menor que
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d) O que garante em termos do graf co de cada fungao, o fato do coeficiente de
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Figura 95: Atividade 1, etapa 2 (grupo 1).

Na atividade 1.2 a resposta da letra ¢, dada pelo grupo 1, foi a seguinte:

“O que garante ¢ que quando o coeficiente de x* for positivo, ele estard voltado para cima e

quando o coeficiente de x* for negativo ele estra voltado para baixo”.

1.2) Analisando os graficos.

a) O que é possivel concluir do coeficiente de x* ser um numero maior que

zero. Qe <l¢ fice wolledc gowe <@ L5 (=01

b) O que é possivel concluir do coeficiente de x* ser um nimero menor que
zero, e\ fice wvolleda i be\ X0

, e sV C
c) Os gréficos possuem algum ponto em comum? Por qué?bf’h\ SO DRSO AP
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d) O que garante em termos do grafico de cada fungéo, o fato do coeficiente de
x2 ser um numero posnwo? E de ser um numero negatwo?
e) Comparando os graficos dos itens (a) e (f) O que se pode conclurr’?
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Figura 96: Atividade 1, etapa 2 (grupo 2).
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Observamos algumas dificuldades, embora particulares, ao determinar os
pontos em comuns dos graficos, e representa-los com duas coordenadas. Ao invés
de representarem o ponto (0,0), eles escreviam somente 0, pois ao olhar para o
grafico enxergavam apenas o 0, ndo entendendo que o0 zero representava a origem
dos eixos.

A professora-pesquisadora finalizou esta primeira atividade sistematizando o
conteudo trabalhado. Usando a animacgéao dinamica feita no GeoGebra (apresentada
no capitulo anterior), foi conduzida uma discusao coletiva. Através das “falas” e
gestos feitos com as maos para indicar o movimento de “abrir ou fechar” a parabola
ou de “virar para cima ou para baixo”, foi possivel observar que os alunos
compreenderam essas duas primeiras propriedades do parametro “a” da expressao
da fungcdo. Um dos alunos ainda acrescentou o seguinte comentario: “agora entendi
porque o “a” ndo pode ser zero, senao ele vira uma reta”.

Antes de passarmos para atividade 2, fizemos uma retomada do conceito de
coordenadas de um ponto. No plano cartesiano do GeoGebra foram colocados
varios pontos para que os alunos escrevessem as coordenadas; depois, ao
contrario, foram dadas as coordenadas e os alunos localizaram o0s pontos no
sistema de coordenadas.

Na segunda atividade foi solicitado o esboco de diferentes graficos num
mesmo plano cartesiano, para que fosse observado o efeito resultante da soma ou
subtracdo de um parametro na expressdo da funcdo f(x) = x% Os alunos
perceberam rapidamente que o grafico da fungado “subia” quando somavam uma
constante positiva e que “descia” quando a constante era negativa. Desta forma
podemos dizer que os alunos atingiram o0 objetivo da atividade e conseguiram
perceber a terceira variavel visual e a relacionaram com a escrita algébrica, ou seja,
verificaram a translacéo vertical do vértice da parabola. Perceberam também que a

parabola intercepta o eixo y em (0, 1).
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2.2) O que acontece com o grafico da fungao inicial f;(x)=x* quando se soma

ou subtrai uma constante ,para obter uma nova fungéo ?

2.3) Em cada um dos casos identifique o eixo de simetria da parabola e as eixo ¥
coordenadas dovérice 40,05 (0,-) 7 10,2) ;L o,-D) (g-2)
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Figura 97: Atividade 2, etapa 2 (grupo 1).

Observamos que o grupo 2 compreendeu o movimento do grafico, porém
usou de forma inadequada a palavra “diminui” ao invés de “desce”. Conforme a
figura 98, o grupo disse: “Quando se soma ele sobe, quando subtrai ele diminui”

Quando foi solicitado a eles que determinassem o eixo de simetria da
parabola, para nossa surpresa, eles desconheciam a palavra simetria ou nao
conseguiam relaciona-la a parabola. Fizemos uma intervengéo a fim de esclarecer o
que era simetria. Tendo compreendido essa ideia, encontraram as coordenadas do

vértice corretamente.

2.2) O que acontece com o grafico da fungao inicial f;(x)=x* quando se soma
ou subtrai uma constante ,para obter uma nova fungao ?
2.3) Em cada um dos casos identifique o eixo de simetria da parabola e as

coordenadas do vértice

Figura 98: Atividade 2, etapa 2 (grupo 2).
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Ao final dessa atividade, a professora-pesquisadora sistematizou o conteudo
trabalhado, usando animacao dinamica, construida no GeoGebra. E, em discuséo
coletiva, através de suas falas e gestos com aos maos indicando o movimento de
“subir’ ou “descer” foi possivel novamente observar que os alunos compreenderam a
propriedade do parametro .

E, assim terminou nosso encontro naquele dia, ficando as atividades (3) e
(4) , que tratavam também das propriedades da funcdo quadrética, para o proximo

encontro.

Encontro 9:

Em razdo dos alunos nao terem realizado as atividades (3) e (4), no Encontro
8, como haviamos previsto, tivemos um encontro a mais, para realizarmos essas
atividades.

Primeiramente retomamos as atividades (1) e (2), fazendo uma revisdo do
que havia sido estudado. Feito isso, foi colocado o seguinte questionamento: “o que
aconteceria ao grafico da fungdo se fizéssemos alteragdes simultdnea nos dois
parametros “a” e “I” ? Os alunos responderam que dependendo do valor do “a" o
grafico iria abrir ou fechar; virar para cima ou para baixo e, se referindo ao
parametro "I" responderam que o grafico iria subir ou descer dependendo da
constante [ ser positiva ou negativa. Além de palavras os alunos também usavam
gestos para responder aos questionamentos.

Da mesma forma como aconteceu em todas as outras atividades a professora-
pesquisadora distribuiu as atividades (3) e (4) e leu em voz alta os enunciados,

explicando o que deveria ser feito.

As atividades trabalhadas, neste encontro, foram as seguinte:

Atividade 3-
3.1) Num mesmo par de eixos cartesianos esboce, utilizando o GeoGebra, o gréfico
de:
1
a)fy(x) = x* d) fo (@) = (* + )

b)f(x) = (x +1)? e) fs (x) = (x— )
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O)fs(x) = (x = 1)

3.2) Compare os graficos a partir da fungéo inicial f;(x)= x2 , 0 que acontece com
o gréfico, conforme somamos ou subtraimos uma constante positiva a variavel
independente x?

3.3) Em cada um dos casos identifique o eixo de simetria da parabola e as
coordenadas do vértice.

Atividade 4 -

4.1) Sem utilizar o geogebra descreva a partir da fungdo inicial f; (x) = x?,
como ficara o gréfico das funcbes abaixo.

Q) fi(x) = (x+3)* —4 b) f,(x) = 3(x +2)% -2
4.2) Esboce, utilizando o geogebra, o gréafico da funcéo f(x) = (x + 3)® — 5.
4.3) Vocé consegue prever o grafico da fungdo h(x) = x? — 6x + 5? Explique.

4.4) Relacione os parametros da fungdo f(x)=a(x+k)> +1 com os
parametros da fungédo g(x) = ax* + bx + c¢. Que conclusdes podemos tirar?

A atividade (3), realizada com o GeoGebra, foi concluida rapidamente. A
professora-pesquisadora passava pelos grupos e fazia indagac6es a respeito do que
estava acontecendo com grafico da funcdo f(x) = x? em relacdo aos graficos das
outras funcdes e, eles explicavam com gestos e palavras o que acontecia. As
respostas dadas pelos alunos mostram que eles atingiram o objetivo da atividade e
conseguiram identificar a quarta variavel visual e relaciona-la a escrita algébrica, ou

seja, verificaram a translagéo horizontal (do vértice) da parabola.

3.2) Compare os gréficos a partir da fungao inicial fi(x)= X, 0 que acontece
com o grafico, conforme somamos ou subtraimos uma constante positiva a

varidvel independente X? (linqde Somames @la. vai pata A €
€ Quande Soipttainmed ela vl foae o ds redn

3.3) Em cada um dos casos identifique o eixo de simetria da parabola e as Loy (8 )
coordenadas do vértice. {0.0);\-1,0) 1,0) A '2_*3); 7Y
@ V Gempie veu Ger, 0-

‘{;q.;_,(-‘* K.[‘-d.,

Figura 99: Atividade 3, etapa 2 (grupo 1).



168

j = tece
9) Compare os gréficos a partir da fungdo inicial fi(x)= x* , o que acon
2on)1 ] grgﬁco. cor?fom'le somamos ou subtraimos uma constante positiva a

variavel independente X? Oucrdo e =0 +{ el 5 Weomgue
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- H $€ h_o . . .
53;%$%§; medt;sc'ms'os identifique o eixo de simetria da parabola e as

coordenadas do vértice. (‘__ A ‘o)

(0,0
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(44, 0\3. ¢

Figura 100: Atividade 3, etapa 2 (grupo 2).

Os grupos determinaram corretamente as coordenadas do vértice. O grupo 1
acrescentou que a parabola se movia sobre o eixo x pelo vértice e por isso 0 y era
zero, como vemos na figura 99.

No final dessa atividade a professora sistematizou esse conhecimento,
usando animacéo dinamica feita no GeoGebra, para verificar 0 comportamento da
funcédo f(x) = x*. E, em forma de discusio coletiva, através de suas falas e seus
gestos, com as maos, indicando o movimento de ir para a direita se subtraimos um
namero a varidvel x e, para a esqueda se somarmos um numero a variavel x. Assim
a professora-pesquisadora pode perceber que eles compreenderam a propriedade
do parametro k.

Como nenhum aluno havia questionado a respeito das atividades,
comecarem sempre pela funcdo f(x) = x? entdo perguntamos se eles poderiam
dizer algo que justificasse isso. Eles responderam dizendo: “deve ser para
comparar” ou “porque € a menor’, entendemos essa resposta no sentido de ser a
“lei” mais simples e, ainda “porque a partir dela € que verificamos as propriedades
de abrir ou fechar, subir ou descer, virada para cima ou para baixo, para esquerda
ou para a direita, acrescentando niumero a ela acontece alguma coisa”. Observou-
se, a partir desses comentarios, que eles perceberam que, para tracar o grafico de

qualquer outra funcdo quadrética, eles precisavam de uma funcdo de referéncia e
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também observamos que haviam compreendido as propriedades dos paréametros
akel.

Os momentos de intervencdo e sistematizacdo do conteado foram
importantes para esclarecer as duvidas de alguns alunos que ainda apresentavam
dificuldades de extrair e interpretar informacdes contidas nos graficos e relacionar,
ao mesmo tempo, com a sua escrita algébrica.

Nesse estudo da conversdo entre grafico e equacdo os alunos responderam
corretamente 0s questionamentos que exploraravam relacdes e significados quanto
a forma da curva, simetrias, etc. ldentificaram também os elementos importantes
para manter a ideia de conversao nos dois sentidos tais como: o sinal do coeficiente
“a”, que indica se a parabola esta voltada para cima ou para baixo; a translacéo
vertical e horizontal do vértice da parabola através dos parametros! e k e as
coordenadas do vértice. Concordando com Duval (2003) que é a mobilizacdo e
coordenacdo dos diferentes registros que possibilita ao aluno compreender e
apreender conceitos matematicos.

Na atividade quatro, queriamos que os alunos reaplicassem o que tinham
aprendido nas outras atividades, ou seja que aplicassem todos 0os movimentos de
gréaficos possiveis. Ja na primeira atividade reclamaram, dizendo: “porque agora nao
podemos usar o GeoGebra” ou entdo “como vamos fazer o grafico?”. Entao
lembramos que da mesma forma que os exercicios anteriores, deveriam tomar
como referéncia a funcdo f(x) = x* . A partir dai, descreveriam através dos
parametros a, k e [, da funcédo dada, o que mudava em relacdo a funcéo referéncia.
Fizeram o exercicio sem maiores dificuldades.

Os protocolos abaixo mostram que eles compreenderam que, no estudo da
conversdo entre grafico e equacdo, eles deveriam identificar os elementos
semidticos que sao importantes para manter a ideia de conversdo nos dois sentidos.
Percebemos através de seus registros graficos que eles compreenderam a
propriedade do parametro a pois, em todos eles as parabolas aparecem com a
concavidade voltada para cima e percebe-se também que ha uma diferenca na
abertura dessas curvas. Porém somente o grupo 3 justificou quanto a abertura da

parabola.
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Na atividade 4.1 o grupo 1 identificou corretamente as coordenadas do vértice
das func¢des quadraticas. A seguir descreveram fazendo uso do registro da lingua

natural os movimentos da curva de acordo com os parametros k e .

4.1)Sem utiizar o geogebra, descreva a parfir da fungao Miciar Tx) = X', Cormo
ficata o grafico das fungdes abaixo? Quais séo as coordenadas do vértice da

parabola em cada caso?

) fiog=2xeap-4 (=5,~4)

b) 0= 3+ 32 (-3 o)
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Figura 101: Atividade 4.1, etapa 2 (grupo 1).

Vemos que o grupo 2 também identificou corretamente as coordenadas do
vértice e através do registro geométrico (grafico) foi mostrando os movimentos da
curva e justificando através do registro da lingua natural, de acordo com os valores
dos parametros k e L.

Transcrevemos a seguir o que disseram na figura 102: com relag&o ao grafico
da primeira funcao, justificaram dizendo que “o k € positivo entdo fomos 3 para a
esquerda” e como “ol é - 4, entdo descemos 4 casas”. Em relagdo ao grafico da

segunda fungdo disseram que “o k € menor que 1(+), fomos 0,75 para a esquerda”,
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interpretamos a frase k € menor que 1 como k esta entre 0 e 1; com relacdo ao

parametro [ disseram “o [ € -2, entdo descemos duas casas”.

escreva a partir da fungéo inicial f;(x) = X%, como

ili eoqebra, d : .
4.1)Sem utilizar o geog baix0? Quais s30 as coordenadas do vértice da

ficara o grafico das fungdes a

parabola em cada caso? L .
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Figura 102: Atividade 4.1, etapa 2 (grupo?2).

O grupo 3 nédo apresentou as coordenadas do vértice. Justificou, através do
registro da lingua natural, que a parabola era duas vezes mais aberta que f(x) = x*
,que se movia 3 unidades para a esquerda e fazia uma translacdo vertical de 4
unidades sem mencionar a diregcdo do movimento da curva, ou Seja, se era 4
unidades para “cima” ou para “baixo’. Ja na segunda fungdo descreveu

corretamente os movimentos da curva.
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Figura 103: Atividade 4.1, etapa 2 (grupo 3).

Na atividade 4.2 solicitava-se o esboc¢o do gréfico da funcao f(x) = (x +3)? -5,
para obté-lo poderiam utilizar o geogebra. Para nossa surpresa optaram primeiro
por fazer o esboco da curva sem usar o GeoGebra. Entendemos esta atitude como
uma forma de mostrar que tinham compreendido a relacdo entre os parametros da
funcdo e 0 movimento do grafico. Eles esbogaram corretamente o grafico da curva.
Percebemos também que eles entenderam que, para fazer o grafico de qualquer
outra funcao, era necessario ter uma funcao de referéncia e a partir desta construir
outras, como mostra a figura 104. Era um indicio de que os alunos estavam

compreendendo o grafico como um todo e n&o se prendendo a pontos isolados.
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Figura 104: Sistematizacdo dos parametros a,k el (grupos1,2e 3).



174

(o & =5, cnieo descemen

S ceses)

Figura 105: Esboco do gréfico referente a atividade 4.2 (grupos 1, 2 e 3).

N&o conseguimos avangar na atividade 4.3, que pedia que se fizesse uma
previsdo do grafico da funcdo f(x)=x*+ 6x + 4. Percebemos que nio estava
evidente para eles a realizacdo de tratamentos dentro do registro de representacéo
algébrico. Achamos melhor entdo, antes de resolver esta atividade, retomar o
completamento de quadrados e o trinbmio quadrado perfeito. Usamos mais um
periodo de aula para isso e também para concluir a atividade 4. Relataremos a

resolucao dessas atividades(4.3 e 4.4) no encontro 10.

Encontro 10:

Nesse encontro fizemos uma revisdo de todos as propriedades dos
parametros a,k el . Revimos também como escrever a funcdo na forma f(x) =
ax*+bx+c em sua forma canbnica f(x)=a(x+k)*> +1 através do
“‘completamento” de quadrados do trindbmio quadrado perfeito.

Feito isso, voltamos para a resolucdo das atividades 4.3 e 4.4. Ainda
achavam dificil fazer o tratamento algébrico na funcdo dada e obter a candnica, mas
concordavam que depois ficava mais facil identificar as coordenadas do vértice da
funcdo e também era mais facil de esbocar o gréafico, pois tinham compreendido a
propriedade de cada um dos parametros da funcdo. Resolveram a questdo 4.3 e
perceberam que a fungdo encontrada era igual a da questdo 4.2, como

esperavamos.
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Figura 106: Atividade 4.3 (grupo 2).
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O grupo 3 realizou corretamente os tratamentos na fungédo e apresentou as

coordenadas do vértice da fungéo, como vemos na figura 107.

24 2_.’7)':c.+7’3_-2_ =

(ot V= 40 o L4l* .
- (x N ek XK= 3 19 =5 —

— L arses. = G

Figura 107: Atividade 4.3 (grupo 3).
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Na udltima questdo 4.4, eles ndo entenderam o0 que precisava ser feito e
precisaram de ajuda. A professora-pesquisadora faz uma intervencéo relembrando
gue uma mesma funcdo quadratica pode ser representada algebricamente de uma
maneira diferente, s6 mudando a maneira de escrevé-la. Ja vimos anteriormente
que os tratamentos realizados em uma das formas da funcdo quadratica permite o
acesso a uma outra (forma) para representar a mesma fungéo. E cada uma delas
tem sua funcionalidade, trazendo entre outras, informacfes que dizem respeito a
sua representacdo grafica. Desse modo, os tratamentos tém como finalidade
acessar as diversas informacdes especificas (como o vértice, a concavidade, etc.)
tanto no que diz respeito as escritas algébricas, quanto a representacdo geométrica
da funcdo quadratica. Dissemos também que tinham acabado de verificar, na
guestao anterior, que as funcBes eram iguais, porém a diferenca estava na maneira
de escrevé-la. Entdo, para relacionar os parametros da funcdo em sua forma
canodnica e os parametros da funcdo em sua forma desenvolvida, bastava que eles
igualassem essas duas formas e comparassem seus parametros, obtendo dessa
forma uma relacédo entre eles. Entédo foi colocada a igualdade no quadro para que
eles usassem suas habilidades algébricas e encontrassem a relacéo esperada.

Depois que desenvolveram o segundo membro e juntaram os termos
semelhantes, pedimos a eles que, comparassem o0s coeficientes a,b e c com 0s
parametros a,k e l. Aqui eles ficaram sem saber o que tinham que fazer, entdo
nessa hora a professora-pesquisadora d4 uma ajuda afim de encontrar as relacbes

esperadas:

b? —4ac
2a 4a

Um grupo fez o seguinte comentario:”Ja que k e [ representam o vértice, quer
dizer entdo que, para encontra-los posso usar essas relagbes ai?”. O que eles
queriam saber na verdade era se dada um fungdo quadratica na forma y = ax®* +
bx + c, eles poderiam aplicar as rela¢cdes acima para encontrar o vertice sem ter que

escrever a funcdo em sua forma canodnica.
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Figura 108: Atividade 4.4 (grupo 1).

Figura 109: Atividade 4.4 (grupo 3).
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Esperamos ao final dessas quatro atividades que eles tenham compreendido

que, para termos acesso a certas informacdes, devemos privilegiar uma ou outra

forma da funcdo quadratica e sdo essas informacdes (coordenadas do vértice) que

permitiram que se obtivesse com precisdo as informacfes que foram obtidas na

forma qualitativa na etapa 1.

Encontro 11: Problemas de maximo e minimo

No ultimo encontro, retomamos os problemas discutidos na primeira etapa da

sequéncia didatica . Nesta segunda etapa, a tarefa foi encontrar precisamente os

valores de maximo e/ou minimo das funcbes correspondentes aos problemas do

pentagono, da chapa metalica, da vela do barco e da horta. Intencionalmente, todas
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as fungdes eram do tipo quadratica e assim foi solicitado que, a partir da expressao
algébrica obtida anteriormente, obtivessem as correspondentes formas candnicas
para entdo determinar as coordenadas dos vértices - os pontos de maximo/minimo

em questao .
As leis algébricas que representam as fung¢des quadraticas séo:

e) Problema do Pentagono cuja lei era :A(x) = 8 + 4x — x*

f) Problema da chapa metalica cuja lei era: A(x) = % —x+4;

48x—6x? |

g) Problema da vela do barco cuja lei era: A(x) = o

h) Problema da horta cuja lei era: A(x) = 12x — x2.

Nao precisamos dizer nada sobre o que deveriam fazer. Ja sabiam o que
deveria ser feito para encontrar as coordenadas do vértice. Como vemos na
transcricdo de alguns de seus comentarios: “devemos usar o completamento de
quadrados e o trinbmio quadrado perfeito, afim de obter a lei”. Ou “Agora faz sentido
porque fizemos tudo aquilo!”, referindo-se as atividades anteriores. A partir de seus
comentarios, podemos ver que eles perceberam que as atividades anteriores nao
eram mais objeto de estudo e, sim, que se tornaram ferramentas para a resolugéo
de outros problemas. Podemos dizer também que eles compreenderam que era a
partir da forma canénica da funcdo quadratica que teriam acesso a determinadas
informacgdes que resolvia de forma exata o problema.

Alguns alunos tiveram mais habilidades nas manipulagbes algébricas e
encontraram rapidamente as fungdes nas formas candbnicas nos problemas do
pentagono e da horta. Ja na “lei” referente ao problema da chapa metalica e da vela
do barco mostraram uma certa dificuldade e precisaram de ajuda. Acredito que se

deva ao fato de ter-se como parametro da fungdo um numero racional.
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Figura 110: Atividade 1a (grupo 1).
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Figura 111: atividade 1a (grupo3).
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Figura 112: Atividade 1b (grupo 4).

Nossa analise dos protocolos dos alunos e também nossas observacdes
feitas em aula, indicam que os alunos se familiarizaram com o conceito de fungéo
quadratica e que o software de matematica dinamica, Geogebra, teve um importante
papel. O potencial semidtico do software permitiu aos alunos um trabalho com
diferentes registros de representagdo do objeto fungéo. Eles fizeram, inicialmente,
uma exploracdo qualitativa das relacdes matematicas, a partir do dinamismo da
representacdo; depois obtiveram o grafico da fungcdo, sem fazer uso da expressao
algébrica; e foi na ultima parte das atividades que trabalharam com a expressao
algébrica da fungéo.

Algumas consideragdes sobre o experimento que foram observados:

e compreenderam o0s conceito de variaveis e dependéncia entre
variaveis.

e apesar de algumas dificuldades particulares, determinaram os
intervalos de crescimento e decrescimento (aproximadamente).

e em alguns problemas, tiveram dificuldade para determinar o dominio e

a imagem.
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e compreenderam que os movimentos de graficos dependem dos
coeficientes da funcao.

e as maiores dificuldades se apresentaram na conversao de registro
geométrico para algébrico e nos tratamentos na forma algébrica.

e determinaram os pontos de maximo/minimo, mas com muitas

dificuldades nas manipulag¢des algébricas.

Em alguns momentos da aplicacdo da sequéncia, houve a necessidade da
nossa intervencdo como professor mediador. Mas ao longo dos encontros
percebemos que os alunos foram superando suas dificuldades.

Observamos que os alunos, em quase sua totalidade, caminharam para o
“‘limiar da compreensao em matematica” (DUVAL, 2011, p. 100), ao mostrarem
gradativa desenvoltura com os diferentes registros de representagdo. Ao final da
experiéncia, corroboramos o que diz Gravina (2001) sobre os softwares de
matematica dindmica: sao ferramentas que “desencadeiam alguma das primeiras
acdes mentais caracteristicas do pensar matematico - o estabelecer relagdes e
conjecturar”. Tais atitudes também foram observadas, nos momentos de trabalho

dos alunos.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Para tratar nosso problema de pesquisa, diferentes fontes de informacéo,
acompanhadas de muitas reflexdes, se fizeram necessarias. Foi necessario
considerar os principios da Engenharia Didatica, de Artigue, para entender os
condicionantes da pesquisa e bem formular a questao a ser investigada. Foi preciso
conhecer a Teoria dos Registros de Representagdo Semidtica, de Duval, para
entender que o reconhecimento de um objeto matematico depende, também, de
conversdes entre os diferentes registros de representagdo. Também foi preciso
entender sobre como fazer bom uso da tecnologia, de forma a proporcionar aos
alunos as conversdes de registros com um “clique de mouse”.

Organizamos nossa pesquisa a partir de uma analise preliminar do problema
a ser investigado. Através de um estudo historico, epistemoldgico e cognitivo,
tratamos de encontrar o caminho para construcao da sequéncia didatica. A qual teve
a intencdo de provocar no aluno a construcdo do conceito de funcdo a partir de
situacdes geométricas dinamicas.

A analise dos livros didaticos nos mostrou que no ensino de fungdes ha um
forte viés algébrico e pouca exploragdo qualitativa de relagbes entre variaveis.
Usualmente o ensino inicia com a apresentagao de uma situagao-problema e €
entdo apresentada a lei da fungdo associada a situagao; a partir da lei é construida
uma tabela numérica com pares de numeros e € feita a representagao grafica no
plano cartesiano.

Em nossa proposta fizemos uma inversao na ordem de ensino trazendo uma
abordagem diferente. Escolhemos introduzir o conceito de fungao através de
situagdes geométricas e concebemos uma sequéncia didatica de forma a
proporcionar aos alunos um trabalho que lhes permitissem desenvolver e/ou adquirir
as nogdes ligadas a variavel, correspondéncia entre variaveis, regularidades e
generalizacdo de relacbes. Cabe aqui reconhecer o potencial do software
GeoGebra. Com o seu uso foi possivel mobilizar diferentes registros semiéticos,
através da manipulacdo de elementos na tela do computador. A possibilidade de
associar recursos para construgbes geomeétricas com recursos de expressoes

algébricas justifica a expressao “matematica dinamica” que faz parte do titulo dessa
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dissertacdo. Na sequéncia didatica, implementada e testada, o dinamismo na tela do
computador foi de fundamental importancia.

No confronto entre as analises a priori € a posteriori, das diferentes
atividades realizadas, constatamos que os alunos, de um modo geral, se
apropriaram do conceito de funcido, em particular das caracteristicas de uma funcao
quadratica. Eles também compreenderam os conceitos de dominio, imagem e
intervalos de crescimento e decrescimento da fungdo. Com as analises feitas,
podemos dizer que nossa pergunta de pesquisa foi respondida de forma satisfatéria,
ou seja, as articulagBes entre os diferentes registros de representacdo semidtica,
aliadas a situacbes geométricas e ao software de matematica dinamica, podem
ajudar o processo de aprendizagem do conceito de funcéao.

Como parte do trabalho realizado estamos disponibilizando um produto
didatico: a colecao de atividades e os correspondentes arquivos GeoGebra, no
anexo e em CD.

Na experiéncia realizada tratamos do estudo do conceito de fungao, através
da conversao e a coordenacgao de registros do objeto em estudo. Nos concentramos
no caso particular da fungcdo quadratica, onde também foi feito o estudo da
concavidade e dos movimentos de translagdo do grafico. Queremos deixar como
sugestéo, para futuros trabalhos, o desenvolvimento de sequéncia didatica que trate
dos “zeros” da funcdo quadratica, onde o registro algébrico na forma fatorada se
torna importante.

Ao final do trabalho, retomo® a inquietacdo que me motivou a desenvolver a
pesquisa. As ideias aqui discutidas nao faziam parte da minha pratica docente, como
professora de matematica. Naquele momento, meu trabalho com os alunos se
concentrava em leva-los a resolver exercicios, sem questionamentos, sempre muito
preocupada em cumprir o programa, sempre pensando no vestibular e no Enem. O
computador até fazia parte das minhas aulas, mas como um simples atrativo para
realizacao das atividades. Esta pratica docente ndao me trazia um retorno satisfatorio
quanto a aprendizagem dos alunos. Isto me inquietava.

Hoje, tenho uma outra visdo do processo de ensino e aprendizagem.

Aprendi que, antes de tudo, é preciso refletir sobre o conteudo que nos propomos a

21 Em alguns momentos, nesse texto final, foi usado a primeira pessoa do singular por tratar-se de
um relato de experiéncia pessoal da professora pesquisadora.
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ensinar. Também entendi que ndo se aprende Matematica de forma passiva e isto
me fez valorizar as midias digitais e suas possibilidades de uso, porque com elas é
quase que de forma natural que os alunos se colocam na posicao de ativos
aprendizes. Hoje defendo o uso deste instrumento do avango tecnoldgico, mas de
forma criteriosa a fim de que realmente se promova a aprendizagem dos alunos. O
meu maior desafio para usar o GeoGebra, como aliado no desenvolvimento
cognitivo dos alunos, foi aprender a criar situagdes favoraveis a aprendizagem.

Meu amadurecimento profissional ao longo desses dois anos de mestrado foi
grande. Tal amadurecimento tem reflexos diretos em minha pratica, como
professora. Hoje tenho a preocupacdo de fazer da sala de aula um ambiente de
pesquisa profissional. Com essa atitude, quero avancgar no desafiador processo de
ensino e aprendizagem de Matematica, na direcdo de que nos fala Freire (1997)
quando diz que “ensinar nao é transferir conhecimento, mas criar possibilidades para
a sua producédo ou a sua construgao” (p 52).

Esperamos que a leitura deste trabalho possa contribuir para a reflexdo da
pratica docente dos colegas professores de Matematica e para novas pesquisas na

Educacdao Matematica.
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APENDICE 1 - A SEQUENCIA DIDATICA IMPLEMENTADA NA ESCOLA

Atividade 1:

Abra o arquivo 1, do GeoGebra, que se encontra em seu desktop e, a partir

dessa construcéo, faca o que esta sendo solicitado.

Figura 113: ilustracéo da atividade 1

Movimente o ponto E o que vocé observa:
a) Em relacédo a area do retangulo ABHG?
b) Em relacao a area do triangulo AEF?

Movimente o ponto F o que vocé observa?
a) Em relacédo a area do retangulo ABHG?

b) Em relacao a area do triangulo AEF?

Que relacao existe entre essas duas areas?



190

Atividade 2:

Observe as figuras:

Figura 114:llustracdo da atividade 2.

E agora responda:
Quais figuras utilizam a mesma quantidade de papel? Justifique.

Atividade 3:
Sejam r e s retas paralelas e considere os triangulos ABC, ABD e ABE, com

vértices nestas retas, como mostra a figura.

Observe os trés triangulos ABC, ABD e ABE.

Figura 115: llustragéo da atividade 3
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a) Como vocé identifica a altura de cada um desses triangulos?
b) Determine a &rea de cada um desses triangulos. O que vocé observa?

c) Que relacdo existe entre esses triangulos?

Atividade 4:

Considere a seguinte situacao:

Quero encontrar a area de um mapa de certo estado, para isso coloquei um
barbante sobre o contorno do mapa, acompanhando todas as suas curvas. Logo
depois amarrei as pontas do barbante e, com esse barbante, formei um
retAngulo. Depois foi sé calcular a area do retangulo e obtive a area do meu

mapa. Porém a minha ideia ndo funcionou. Vocés podem me explicar por qué?

1) Apos a leitura, facam suas conjecturas para tentar encontrar uma solugéo
para o problema, usando lapis e papel.
2) Abra o arquivo 2, do GeoGebra, com a construcdo da situacdo, e responda 0s

guestionamentos de modo a encontrar a solugéo do problema.

hawtams=z 10

potimetrn = B

ires Bt

Figura 116: llustracdo da atividade 4

- Manipulando o ponto F, 0 que vocé observa:
Com relagdo a area dos retangulos obtidos?

Com relacdo ao perimetro dos retangulos obtidos?



Existe relagéo funcional entre perimetro e area de retangulos?

Atividade 5:

Observe a seguinte situacao:

Num terreno em declive foi construida uma rampa plana, e uma plataforma é
sustentada por duas colunas paralelas. Como é possivel calcular a medida h da
altura

da coluna?

Modelo matemético para a situacao

Figura 117: llustracdo da atividade 5

Observando o modelo:
- As colunas BC e DE séo paralelas, que relacéo existe entre os triangulos ADE

e ABC? Com relagéo aos lados, desses triangulos, o que podemos dizer?

Atividade 6:

Na figura, o triangulo ABC é retangulo em A, ADEF é um quadrado, AB =10 cm e
AC = 15 cm. Quanto mede a area do quadrado?

- Seja AD = x a medida do lado do quadrado que queremos descobrir. Se a
medida do lado AB é 10 cm, entdo a medida de BD &€?

- O que vocé pode dizer a respeito da base DE do triangulo BDE com relagéo a
base AC do triangulo ABC?

- Existe uma relag&o entre o triangulo ABC e o triangulo BDE? Qual?
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Figura 118: llustracéo da atividade 6

A situagdo geométrica a ser explorada é a seguinte:

Paulo possui um pequeno pedago de cartolina no formato de um
quadrado de lado 4 cm e deseja recortar um pentagono utilizando
essa cartolina de modo que esse pentagono tenha a maior area
possivel. Para tanto, ele pensou em nomear esse quadrado por
ABCD, marcar os pontos M, N e P sobre os lados AB, BC e CD,
respectivamente, de modo que as medidas AM, NC e CP fossem
iguais a um valor conveniente [, uma vez que h& varias
possibilidades para essa marcacdo. Ajude Paulo a encontrar a
medida [ de modo que, ao recortar o pentagono AMNPD, ele obtenha
a figura desejada.

Momento 1 -

- Usando o lapis e o papel, faca um desenho que representa 0 pentagono
AMNPD.

- Na situagédo do problema, como Paulo, pode recortar os cantos da cartolina

para ter um melhor aproveitamento de papel?

Momento 2 —

a) Movimente o segmento azul e observe o que acontece. Como é a variacao
deste segmento?

b) Quando o segmento azul é muito pequeno, qual o valor, aproximado, da area
do pentagono?



c) Quando o segmento azul aumenta, 0 que acontece com a area do
pentdgono?

d) Quando o segmento azul € quase igual ao lado do quadrado, o que acontece
com a area do pentagono?

.e) Segmentos azuis diferentes podem produzir pentagonos de mesma area?

f) Com auxilio das ferramentas, “rastro” e “Lugar Geométrico” obtenha o grafico
que representa a funcao.

g) Quais os intervalos onde a fungéo é crescente? e decrescente?

h) O que nos informa o ponto mais alto do gréfico?

[) Quando Paulo vai conseguir o pentagono de maior area?

Momento 3 — Com auxilio de lapis e papel e das formulas do quadrado e do

tridangulo obtenha a funcéo que representa o problema.

Tela do arquivo GGB:

A situacao geométrica a ser explorada é a seguinte:

Uma fabrica de luminéarias quer produzir um modelo de abajour em
forma de uma pirdmide quadrangular com aresta da base de 20 cm.
O dono dessa fabrica querendo agradar seus clientes deixou que
eles definissem, de acordo com as suas necessidades, o tamanho
das faces laterais desse abajour. Qual serd o gasto minimo de
material para fazer o abajour?
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Momento 1:

Usando o lapis e o papel, faca um desenho que representa a situacdo do
problema.

- Como fica a planificacao dessa luminaria?

- O que o cliente devera levar em conta para gastar o minimo possivel de material?

Momento 2:

Abra o arquivo 5, que se encontra no desktop do seu computador.
-Movimente o segmento azul e observe o que acontece. Como é a variacao
deste segmento?

- Quando o segmento azul diminui, 0 que acontece com a luminaria?

-Para qualquer valor de h sera sempre possivel construir esse abajour? Existe
um valor minimo para h?

- Com auxilio das ferramentas, “rastro” e “Lugar Geométrico” obtenha o grafico
que representa a funcao.

- O gue representa 0 menor valor no grafico?

- Qual é a quantidade minima de material necesséario para que, o dono da
fabrica, possa construir um abajour desse modelo?

- Qual é o intervalo de variacao da funcéo que representa o abajour?

Momento 3:
-Com auxilio de lapis e papel e das férmulas de area do quadrado e do triangulo
obtenha a fung¢éo que representa o problema.

Tela do arquivo GGB:

r___F

we
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Considere a seguinte situagao:

Um arquiteto pretende construir duas casas com jardim, uma do lado
da outra. Ao eshocar a planta com as duas casas vizinhas, teve

Y

davida quanto & medida de um dos lados de cada jardim, pois
precisa construir as casas de modo que a area ocupada pela casa 2,
e pelo jardim 2 seja maior que a area ocupada pela casa 1 e pelo
jardim 1. As dimensdes das casas e dos jardins estdo descritos
conforme a figura 28:

Figura 119: Planta baixa com as dimensfes
Fonte: Conexdes com a Matematica (Barroso, 2010, p.119).

Momento 1:
- Quais os dados fornecidos pelo problema?
- O que o problema esta pedindo para calcular?

Momento 2:

Abra o arquivo 6, que se encontra no desktop do seu computador.

- Movimente o segmento azul e observe o que acontece. Como € a variagao
deste segmento?

-Quando o segmento azul é muito pequeno, qual o valor aproximado da area na
planta 1? e na planta 2?

-Quando o segmento azul aumenta, qual o valor aproximado da area na planta
1? e na planta 2?

- A medida que o segmento azul varia, a area da planta 1 também varia na

mesma propor¢ao? E a area da planta 2?
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- Com auxilio das ferramentas, “rastro” e “Lugar Geométrico” obtenha o gréfico
que representa a funcao.

- Existe uma situagdo em que essas casas com jardim terdo areas iguais?

- Em que situacao a area ocupada pela casa 2 e pelo jardim 2 serda maior que a
area ocupada pela casa 1 e pelo jardim 17?

Momento 3:
- Com o auxilio do lapis, papel e da formula da area do quadrado, area retangulo

e da éarea do tridngulo retangulo escreva a funcéo que representa o problema.

Tela do arquivo GGB:

8 eo |

20 4

Considere a seguinte situacao:

Da chapa metélica quadrada ABCD, com area 16mz, deseja-se retirar
a regiao triangular IMN, a fim de se obter uma chapa vazada. O corte
sera feito de modo que o vértice | coincida com o ponto médio do
segmento AB, e tal que AM = DN. Onde devemos colocar M, para
gue o triangulo IMN tenha area minima?

Adaptado de Azevedo (2009)



Momento 1:

-Usando o lapis e o papel, faca um desenho que representa a chapa metéalica
ABCD e o triangulo IMN.

- Na situacao do problema como podemos recortar a chapa metéalica para ter um

melhor aproveitamento?

Momento 2:

Abra o arquivo 7, que se encontra no desktop do seu computador.

- Movimente o segmento azul e observe 0 que acontece. Como é a variacao
deste segmento?

- Quando o segmento azul é muito pequeno, qual o valor da area do triangulo
IMN?

- Quando o segmento azul aumenta, o que acontece com a area do triangulo
IMN?

- Quando o segmento azul € quase igual ao lado do quadrado, com fica a area
do tridngulo?

- Segmentos azuis diferentes podem produzir tridangulos de mesma area?

- Quando o triangulo terd a menor area?

- Qual é a variagao de x?

- Com auxilio das ferramentas, “rastro” e “Lugar Geométrico” obtenha o grafico
que representa a funcao.

- O que nos informa o menor ponto do gréafico?

- Quais os intervalos onde a fungéo é crescente? e decrescente?

Momento 3:- Com o auxilio do lapis e papel e da férmula da area do quadrado e

do triangulo escreva a funcdo que representa o problema.

Tela do arquivo GGB:
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Considere a seguinte situagao:

Paulo possui um barco a vela. A vela que o equipa tem a forma de
um tridngulo retangulo cujos catetos medem 8m e 6m. Para que esta
vela se veja ao longe, ele decidiu colocar-lhe no interior um retangulo
vermelho e para isso ele fez diferentes estudos e 0 seguinte

esquema:
Figura 120: Esquema da vela do barco
Fonte: Azevedo (2009)
Momento 1:

- A regido de qualquer um dos retangulos acima é sempre a mesma? Justifique.

- Em qual situacdo Paulo gastara mais pano vermelho?

Momento 2:

Abra o arquivo 8, que se encontra no desktop do seu computador.

- Movimente o segmento azul e observe o que acontece. Como € a variagao
deste segmento?

- Quando o segmento azul é muito pequeno, qual o valor aproximado da area do
retangulo?

- Quando o segmento azul aumenta, o que acontece com a area do retangulo?

- Quando o segmento azul é quase igual ao lado do triangulo o que acontece
com a area do retangulo?

- Segmentos azuis diferentes podem produzir retangulos de mesma area?

-Tem um retangulo onde a area é maxima?

- Qual é a variacao de x?

- Com auxilio das ferramentas, “rastro” e “Lugar Geométrico” obtenha o grafico
gue representa a funcao.

-Quais séo as dimensodes do retangulo de area maxima?
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- O que nos informa o ponto mais alto do grafico?

- Quais os intervalos onde a fungéo é crescente? e decrescente?
Momento 3:
- Com o auxilio do lapis e papel, semelhanca de triangulos e proporcionalidade

escreva a funcéo que representa o problema.

Tela do arquivo GGB:

&
b

Considere a seguinte situagao:

Jodo dispbe de 24 m de tela para cercar uma horta de formato
retangular. Quais devem ser as dimensfes do cercado, de modo que
se possa obter maior produtividade na horta?

Momento 1:

-Usando o lapis e o papel, faca um desenho que represente o cercado na
situacdo do problema;

- O que representa a medida 24 m, no enunciado do problema?

-Como o Jodo deve dimensionar a sua horta para ter um melhor aproveitamento
do terreno?
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Momento 2:

Abra o arquivo 9, que se encontra no desktop do seu computador.
- Movimente o segmento azul e observe o que acontece. Como € a variagao

deste segmento?
— Quando o segmento azul é muito pequeno, qual o valor aproximado da area do

retangulo? qual o valor do perimetro?
-Quando o segmento azul aumenta, o que acontece com a area do retangulo?

qual o valor do perimetro?
-Quando o segmento azul é igual metade da medida do perimetro, 0 que

acontece com a area do retangulo?
- Segmentos azuis diferentes podem produzir retangulos de mesma area?

-Tem um retangulo onde a area é maxima?

- Qual é a variagao de x?
- Com auxilio das ferramentas, “rastro” e “Lugar Geométrico” obtenha o grafico

que representa a funcao.
- O que nos informa o ponto mais alto do grafico?
- Quais os intervalos onde a fungéo é crescente? e decrescente?

Momento 3:
- Com o auxilio do lapis e papel, escreva a fungao que representa a situacao.

Tela do arquivo GGB:

» I
A
[
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Partindo da “lei” da fungdo obtida na resolugdo dos problemas propostos na
Etapa 1, os alunos devem chegar a forma geral da funcdo quadratica através do
trinbmio quadrado perfeito e completando quadrados a fim de obter os ponto de

méaximo e/ou minimo.
As leis algébricas que representam as fung¢des quadraticas séo:

i) Problema do Pentagono cuja lei era :A(x) = 8 + 4x — x*

j) Problema da chapa metalica cuja lei era: A(x) = % —x+ 4

48x—6x2

k) Problema da vela do barco cuja lei era: A(x) = et

) Problema da horta cuja lei era: A(x) = 12x — x°.
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APENDICE 2 - IMAGENS DOS ALUNOS TRABALHANDO DURANTE A
REALIZACAO DO EXPERIMENTO DIDATICO
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