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RESUMO

Neste trabalho de mestrado tratamos de problemas de coloragao em
Teoria Extremal de Conjuntos. Para ntmeros inteiros positivos n, k, ¢ e t, uma
(q,t)-coloracdo de um hipergrafo k-uniforme H com n vértices é uma fungao que
associa cada hiperaresta de H a uma cor em [g|, onde dois elementos de mesma cor
possuem intersec¢do de tamanho pelo menos ¢. Um resultado recente [1] informa
qual é o hipergrafo que admite o maior niimero de (g,t)-coloracées quando ¢ €
{2,3,4 ou ¢ > 5 ek > 2t —1. No caso em que ¢ > 5 e k < 2t — 1, este
resultado determina propriedades que um hipergrafo que atinge o nimero méaximo de
coloragoes deve possuir, porém nao identifica os hipergrafos 6timos entre todos que
satisfazem essas propriedades. A principal contribuicao do nosso trabalho foi estudar
uma conjectura proposta pelos autores daquele trabalho. Adaptando uma técnica
classica, demonstramos que essa conjectura ¢ verdadeira em alguns casos. Uma
outra contribuicao deste trabalho foi a apresentacao detalhada de demonstracoes de

resultados classicos associados a este problema.



X

ABSTRACT

In this master’s thesis we considered problems in Extremal Set The-
ory. For positive numbers n, k, ¢ and ¢, we say that a (g, t)-coloring of an n-vertex
k-uniform hypergraph H is a function such that each hyperedge from H is associ-
ated with a color in [g], where two hyperedges with the same color have at least
t elements in common. A recent result [1] determined the set of hypergraphs al-
lowing the maximum number of (g, ?)-colorings when ¢ € {2,3,4} or when ¢ > 5
and k£ > 2t — 1. In the case ¢ > 5 and k < 2t — 1, that work found properties
that a hypergraph with the maximum number of (g, t)-colorings satisfies, but did
not determine which hypergraphs are extremal. The main contribution of our work
is to study a conjecture proposed by the authors of [1], which further restricts the
class of possible extremal hipergraphs. Using a classical technique, we prove their
conjecture for ¢ € {5,6} and restrict the class of possible extremal hipergraphs in
the other cases. Another contribution of this work is the presentation of detailed

proofs of the classical results related to this problem.
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1 INTRODUCAO

Em Teoria Extremal de Conjuntos, é comum o estudo de problemas de
otimizacao em familias de conjuntos, como, por exemplo, encontrar a maior familia
de conjuntos que satisfaca uma certa propriedade. Antes de enunciar os problemas de
que trataremos nessa dissertacao, introduzimos a notacao basica utilizada. Como
de costume, denotamos [n| = {1,2,...,n} e [i,j] = {i,i+1,...,5 — 1,5} para

n,i,7 € N com i < j. Dado um conjunto X, denotamos por 2% a familia de

X

todos os subconjuntos do conjunto X. Ainda, denotamos por (k

) a familia de
todos os k-subconjuntos de X, isto é, a familia de todos os subconjuntos de X que
possuem tamanho k. A terminologia k-conjunto, também serd utilizada, e significa
um conjunto de tamanho k. Duas familias G e H de subconjuntos de [n] sdo ditas
isomorfas se existe uma funcdo bijetora f: [n] — [n] tal que, para todo S € 2" vale

a seguinte propriedade: S € G se, e somente se, {f(z) : z € S} € H. Escrevemos

G ~ H quando G e H sao isomorfas.

Em problemas de otimizacao de familias de conjuntos, muitas vezes uma
familia de conjuntos F 6tima nao é tinica, pois as familias isomorfas a F tipicamente
satisfazem as mesmas propriedades que F satisfaz. Portanto, neste trabalho, iremos

nos referir a unicidade quando houver unicidade a menos de isomorfismos.

Dizemos que uma familia de conjuntos F ¢ intersectante se, para todos
F\, Fy, € F, temos que Fy; N Fy # (). Facilmente, podemos obter familias intersec-
tantes se nao nos preocuparmos com o seu tamanho. Por exemplo, qualquer familia
de um tnico conjunto é intersectante. Portanto, a dificuldade estd em encontrar
familias intersectantes grandes, o que sugere a seguinte pergunta. Dados inteiros
positivos n > k, qual é a maior familia intersectante de k-subconjuntos de [n| que

podemos construir? E qual é o seu tamanho?



Uma estratégia intuitiva para contruir familias intersectantes é fixar um

elemento de [n] e escolher todos os conjuntos de tamanho k contendo esse elemento,

n—1

k—l)' A esta familia damos o nome de familia

o que gera uma familia de tamanho (
estrela completa, devido a representacao feita na figura abaixo. Representamos os

conjuntos de uma familia por elipses e os elementos dos conjuntos por pontos.

B,
S
S

S

%

Figura 1.1: Alguns conjuntos da familia estrela completa.

Porém, serd que esta ¢ a maior das familias com esta propriedade? O
Capitulo 2 desta dissertacao apresentara trés maneiras diferentes de demonstrar que

sim, desde que tenhamos a condicao n > 2k.

Note que, sem esta condicao, isso nao é verdade. Por exemplo, para
n =3 e k = 2, podemos construir a familia {{1,2},{1,3},{2,3}}, em que quaisquer
dois conjuntos tém interseccao nao vazia, porém nao ha um elemento que esteja em
todos os conjuntos da familia e, além disso, seu tamanho é maior do que (gj) =
2 < 3. Note que este mesmo argumento pode ser estendido sempre que n < 2k,

j& que, com essa condicao, quaisquer dois k-subconjuntos de n possuem interseccao

nao vazia.

Como a familia estrela é uma alternativa intuitiva, e verificou-se que era
maxima sempre que nao estamos no caso trivial, seria natural perguntarmos qual é
a maior familia intersectante de k-subconjuntos de [n] que nao é uma estrela. Hilton
e Milner 2] estudaram esta questdo e mostraram que a familia 6tima, neste caso,
é a seguinte: partimos de uma famfilia estrela completa, sem perda de generalidade

centrada no elemento 1, acrescentamos o conjunto {2, ..., k+ 1} para garantir que a



familia nao é uma estrela, e removemos todos os conjuntos que possuem interseccao

vazia com {2,..., k+ 1}.

Podemos generalizar o conceito de familias de conjuntos intersectan-
tes para familias de conjuntos t-intersectantes. Diremos que uma familia F de
k-subconjuntos de [n] é t-intersectante se, para quaisquer dois conjuntos F, F, de
F, temos que |Fy N Fy| > t. Agora, perguntamos se a maior familia t-intersectante
de k-subconjuntos de [n] é aquela composta por todos os conjuntos de ([Z]) que con-
tém algum conjunto fixo de tamanho ¢t. Wilson [3], demonstrou que isto é verdade
sempre que n > (t+ 1)(k —t + 1). Note que, se n < 2k — ¢, entdo a familia ([Z}) é

t-intersectante e, obviamente, é a maior destas.

A cotan > (t+1)(k—t+1), proposta por Wilson [3], é a melhor possivel,
porém nao foi a primeira a ser obtida. Na demonstracao original do Teorema de
Erdds-Ko-Rado para familias de conjuntos t-intersectantes, Erdés, Ko e Rado [4]
estabeleceram a cota n > ng(k,t), onde ng(k,t) <t + (k — 15)(’;)3 No ano de 1976,
Frankl |5] melhorou a cota para ng(k,t) = (t+1)(k—t+1) quando ¢ > 15 e, em geral,
para ng(k,t) < ct(k—t), onde ¢ ¢ uma constante que nao depende de t. Observe que
no caso t = 1 tinhamos a familia 6tima para qualquer relacao entre n e k, pois todos
0s casos nao contemplados pela familia estrela completa sao triviais. Ja com relacao
at > 2, ndo temos uma resposta imediata para o caso 2k —t <n < (t+1)(k—t+1).
Buscando resolver esses casos remanescentes, Ahlswede e Khachatrian [6] definiram
uma familia ¢-intersectante, onde todos os conjuntos possuem, para um certo inteiro
i, pelo menos t + i elementos em [t + 2i]. A familia 6tima sera dada a partir de um

desses inteiros 7, que sera escolhido a partir dos valores de n, k e t.

O foco do nosso trabalho sao problemas de coloracao de familias de
conjuntos. Olharemos para o nimero de maneiras de colorirmos os elementos de

uma familia F C ([Z]) de modo que uma certa propriedade seja satisfeita. Para isto,



associaremos as familias de conjuntos F C ([Z]) a hipergrafos, bem como coloracoes

de familias de conjuntos a coloracoes de hipergrafos.

Problemas de coloragao em Combinatoria foram inicialmente estudados

em grafos. Definimos um grafo G = (V, E) como sendo um par ordenado, onde V/

\%
2

é um conjunto finito chamado de conjunto de vértices do grafo, e £ C ( ) é o
conjunto de arestas do grafo. Quando £ = (‘2/), dizemos que o grafo G é completo,
e denotamos por K, = ([n], ([Z])), o grafo completo com n vértices. Quando existem
¢ conjuntos disjuntos Vi, ..., V, C V, tais que Ule V; = V e qualquer par de vértices
dentro de um conjunto V; nao constitui uma aresta de GG, dizemos que G é um grafo /(-
partido. Se, além disso, todos os pares de vértices formados por vértices de conjuntos
diferentes forem arestas de GG, dizemos que G é um grafo (-partido completo. Para
grafos (-partidos, chamaremos os conjuntos V; de classes do grafo G. Um hipergrafo
¢ a generalizacao de um grafo no conjunto de suas arestas, isto ¢, um hipergrafo
H = (V, E) é um par ordenado, onde V = V(H) é seu conjunto de vértices, finito,
e E = E(H) C 2V é seu conjunto de hiperarestas. Um hipergrafo H = (V, E) ¢é
dito k-uniforme quando E C (Z), de forma que grafos sao hipergrafos 2-uniformes.

Podemos associar, portanto, uma familia F de subconjuntos de [n] ao hipergrafo

H = ([n],F). Se F C (), entdo o hipergrafo H = ([n], F) é k-uniforme.

Um problema classico em Teoria dos Grafos é o de encontrar o niimero
méaximo de arestas em um grafo com n vértices sem que um certo grafo F' apareca
como subgrafo. Turan [7] estudou este problema para F = Ky, isto é, dados
nimeros inteiros positivos n, k, ele perguntou qual é o maior nimero de arestas que
um grafo com n vértices pode ter sem que apareca o grafo K., como subgrafo, e

qual é este grafo.

Uma maneira simples de evitar K., como subgrafo é considerar Ty (n),

o grafo k-partido completo com n vértices, onde o nimero de vértices em cada classe



é 0 mesmo, a menos de no méximo um elemento. Este grafo é conhecido como o

grafo de Turan [7]. Seja, ainda, tx(n) = |E(Tk(n))|.

Figura 1.2: O grafo de Turan 73(9).

Turan demonstrou que, a partir de uma certa quantidade de vértices,
Ti(n) é o grafo que possui o maior namero de arestas e nao possui Kjy; como

subgrafo.

Teorema 1.1 (Teorema de Turan [7]). Dado um nimero inteiro positivo k, eriste
n(k) > 0 tal que se n > n(k), entio Tx(n) € o grafo que possui o maior nimero de

arestas e nao possui Ky 1 como subgrafo.

Erdés e Rothschild [8] perguntaram se a resposta seria alterada se acres-
centassemos cores ao Teorema 1.1, isto ¢, eles perguntaram qual ¢ o nimero maximo
de r-coloragoes de G' que sao livres de F', que sao coloracoes das arestas do grafo G,
com r cores, sem que apareca uma copia monocromatica do grafo F' como subgrafo
de G. Por exemplo, se ha apenas uma cor disponivel, os tnicos grafos que admitem
coloracoes livres de F' sao aqueles que nao contém F' como subgrafo. Além disso,
Erdés e Rothschild perguntaram qual é o grafo (ou familia de grafos) que atinge
este ntimero maximo. Eles conjecturaram que o grafo Ty(n) é o grafo com n vértices
que possui o maior nimero de 2-coloracoes livres de Kj1, de modo que teremos
no maximo 2% coloracdes deste tipo. Erdss e Rothschild também perguntaram
0 que ocorreria no caso quando o nimero de cores é r > 3. E natural perguntar

se T(n) é o grafo que atinge o maior nimero de r-coloragoes livre de Kjyq, pois



nele podemos colorir livremente as arestas de Tj(n) com r cores, de modo que o
niimero de coloracdes é dado por r**. Yuster [9] resolveu o problema para K e
r = 2, demonstrando a Conjectura de Erdds e Rothschild para K3. Alon, Balogh,
Keevash e Sudakov [10] trataram desse problema para Kjyq, (K > 2) e r > 2. Para
r € {2,3}, demonstraram que Ti(n) é o grafo com n vértices que atinge o nimero
méaximo de r-coloragoes livre de K, 1. Além disso, provaram que, para r > 4, Ti(n)
estd longe de ser o grafo 6timo.

Por exemplo, se ¥ = 4 e F' = K3, o grafo T3(n) possui no maximo

2

2 . . . s n_
B arestas, que podem ser coloridas livremente e, portanto, admite no maximo 44

4

4-coloragoes livre de K3. Por outro lado, Ty(n), possui quatro classes de vértices
Ty, Ty, T3, Ty. Considere P = {a,b,c,d} como sendo o conjuntos das cores, e P; =
{a,b,c}, P, = {b,c,d}, P = {a,d}, subconjuntos de P. Considere as seguintes
coloracoes. As arestas que vao de 717 a Ty e de T3 a T, recebem cores de Pj, as
arestas que vao de T a T3 e de T a T} recebem cores de P,, e as arestas que vao de
Ty a T, e de Ty a T; recebem cores de P;. Temos (37112>4 (2?2)2 > 4§ coloragoes
deste tipo. Portanto, o niimero de 4-coloragoes livres de K3 em Ty(n) é maior do
que o de Ty(n) por um fator multiplicativo de ¢, onde ¢ > 1. Note que é impossivel
que aparecam triangulos monocromaticos nestas coloracoes, ja que PLN PN Py = ().

A Figura 1.3 ilustra essas coloragoes.

Figura 1.3: Coloragoes de Ty(n).



Para r > 4, Pikhurko e Yilma [11] determinaram quais sdo as familias
de grafos com n vértices que atingem o maior nimero de coloragoes com quatro
cores evitando F' monocromaético como subgrafo quando F' = K3 e F' = K4;. Em
particular, demonstraram que o grafo Ty(n) é 6timo para r = 4 ¢ F' = K3. Para os

demais valores de r e F, este problema ainda nao foi resolvido.

Da mesma maneira, podemos acrescentar coloracoes ao problema de
familias t-intersectantes, perguntando qual é o hipergrafo (ou familia de hipergrafos)
k-uniforme com n vértices que admite o maior nimero de coloragoes, utilizando até

q cores, onde hiperarestas de mesma cor tém interseccao de tamanho pelo menos t.

Neste trabalho, apresentamos a demonstracao de um teorema, feita
por Hoppen, Kohayakawa e Lefmann [1], que informa precisamente quais sdo os
hipergrafos 6timos quando ¢q € {2,3,4} e quando g > 5e k > 2t — 1. Quando ¢ > 5
e k < 2t — 1 o teorema afirma condicoes que um hipergrafo 6timo deve satisfazer.
Eles propuseram uma conjectura que sugere, ainda, outras propriedades que um
hipergrafo 6timo deve satisfazer neste tltimo caso. Neste trabalho, demonstramos
uma parte desta conjectura, encontrando quais sao os hipergrafos 6timos quando
q € {5,6} e k < 2t—1, e restringindo ainda mais a familia de hipergrafos candidatos

a 6timo quando ¢ > 7.

1.1 Resultados fundamentais e organizagao do trabalho

A discussao sobre a maior familia intersectande de k-subconjuntos de
[n] levou ao seguinte teorema, demonstrado por Erdds, Ko e Rado em [12]. No

Capitulo 2, apresentaremos trés demonostracoes desse resultado.

Teorema 1.2 (Erdgs-Ko-Rado). Sejam n, k nimeros inteiros positivos com n > 2k.

Se F C (@) é intersectante, entio |F| < (7).



No Teorema 1.2, quando n = 2k, temos que existem muitas familias
intersectantes diferentes que atingem a quantidade méaxima de conjuntos. De fato,
para cada k-conjunto F' de [n], podemos escolher F' ou [n| \ F para pertencer a
familia, de modo que seu tamanho méximo sera

CH @k 2k(2k—1)! <2k - 1)

2 2(kkD)  2k(k— 1)k \ k-1

Quando n > 2k, a tinica familia que atinge o niimero méximo de conjuntos, a menos

de isomorfismos, é a familia estrela.

Agora que sabemos que a estrela é a maior familia intersectante, seria
natural questionar sobre qual é a maior familia intersectante que nao é uma estrela,
isto é, se exigirmos que a familia seja intersectante e, além disso, que a interseccao
entre todos os elementos da famfilia seja vazia, serd que a familia 6tima seria proxima
de uma estrela? Serd que seu tamanho seria préoximo ao tamanho de uma familia
estrela? O Capitulo 3 desta dissertacao trata justamente disso. Hilton e Milner em

[2] responderam a estas perguntas com o seguinte teorema.

Teorema 1.3 (Hilton-Milner). Se 2k < n e F C ([z]) é uma familia intersectante

tal que \F = 0, entao |F| < (Zj) — (";ﬁ;l) + 1. A igualdade vale se e somente

se Fe{Fe (M) :1e {2, .  k+1}NF#PU{{2,...,k+1}}.

O Teorema 1.3 informa que a familia 6tima que nao é uma estrela é

proxima & familia estrela, porém seu tamanho nao é assintoticamente proximo ao

n—1

tamanho da familia estrela. De fato, para k fixo, (kfl

) ¢ um polindmio em n com

. . nk—1 n—1 n—k—1 . SoA
termo de maior grau igual a o enquanto que (k—l) ( el ) +1 é um polinomio

de grau k — 2 em n. A estratégia para construir a familia intersectante que nao é
uma estrela com maior ntmero de conjuntos é simplesmente comecar pela familia

estrela, na qual todos os conjuntos contém, sem perda de generalidade, o elemento

1, acrescentar o conjunto [k + 1]\ [1] = {2,...,k+ 1} a familia, para garantir que a



interseccao entre todos os elementos da familia seja vazia, e depois disso remover os

(n—k—l

1 ) conjuntos que possuem o 1 e ndo possuem interseccao com {2,...,k+ 1}.

Uma extensao natural do problema de encontrar familias intersectantes

méaximas é tratar de famfilias t-intersectantes.

Considere I(n, k,t) como sendo a classe das familias t-intersectantes de
k-subconjuntos de [n]. Seja M(n,k,t) = maxreimiy |Fl, para 1 <t < k < n.
Como dito anteriormente, Wilson [3| demonstrou que a estrela ¢ a maior familia

t-intersectante de k-subconjuntos de [n] quando n > (t+ 1)(k — ¢+ 1).

Teorema 1.4 (Wilson). Sejan > (t+1)(k—t+1). Entdo temos que M(n, k,t) <
(Z:f) Sen>(t+1)(k—t+1) e F C ([Z]) ¢ uma familia t-intersectante que satisfaz

\F| = (}2}), entdo F contém todos os subconjuntos de [n] de tamanho k que contém

um conjunto fixo de tamanho t.

Nao apresentarei a demonstracao deste teorema dada por Wilson nesta
dissertacdo, pois sua demonstracdo é por um argumento de Algebra Linear pouco
construtivo e, além disso, todos os casos foram respondidos por Ahlswede e Kha-
chatrian [6], através do proximo teorema, cuja demonstracao serd apresentada no

Capitulo 5.

Definicao 1.5. Para nimeros inteiros positivos n, k,t tais que 1 <t < k <n e um

numero inteiro positivo 1, definimos a familia

Filn, k,t) = {Fe C?) |F At + 2i]) Zt—i—i}.

Temos que F; = F;(n,k,t) é uma familia t-intersectante, pois, dados
i€ Ne Fi,F, € F;, temos que t+ 21 > |(Fy N[t +2]) U (FyN[t+ 2i]) =
|FyN[t+2i]| + |[Fo N[t + 20| — |[Fi N Fa N[t +2i]| > 2(t+1) — [Fy N Fa N[t + 2i]| e
isto implica que |Fy N Fy N [t + 2i]| > ¢, portanto |Fy N Fy| > t.
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Note que podemos facilmente calcular que
L t+2 n— (t + 2i)
E n, kat = . . ’
il ) ;<t+z+€)(k—(t+z+€))
onde ¢ é a quantidade de elementos que um conjunto possui em [t + 2i] além dos

t + i necessarios para pertencer a F;(n, k,t).

Teorema 1.6 (Ahlswede - Khachatrian). Para 1 <t < k < n, valem as seguintes

afirmagoes.

(i) Se (k—t+1)2+55) <n < (k—t+1)(2+52) para algum r € NU{0},
temos que M(n,k,t) = |F.|. Além disso, a familia F, é, a menos de

isomorfismos, a unica familia étima. (Por convengao, (—1) = 00).

i) Se (k—t+1)(2+ 53) = n para n € NU {0}, temos que M(n, k,t) =
r+1
|Fr| = | Frsal, € as familias dtimas, a menos de isomorfismos, sio F,

€ frJrl-

Note que r = 0 é o caso no qual temos n > (t+1)(k—t+1) e o Teorema
1.6 diz que a maior familia t-intersectante de k-subconjuntos de [n] é Fy, a familia de
todos os conjuntos de ([Z}) que contém o conjunto [t]. Esta familia possui tamanho

(7~}). Note também que ¢ = 1 implica n > 2k na condi¢do n > (t + 1)(k —t + 1).

Uma (g, t)-coloragao de um hipergrafo H é uma func¢ao que associa cada
elemento de E(H) a uma cor em [g|, onde dois elementos de mesma cor possuem
intersecgdo de tamanho pelo menos t. Seja k(H,q,t) o nimero de (g, t)-coloragoes
do hipergrafo H. Seja KC(n,k,q,t) o nimero maximo de (q,t)-coloragdes de um
hipergrafo k-uniforme com n vértices, isto é,

KC(n,k,q,t) = max k(H,q,t),

HeHy i

onde H, é a familia de todos os hipergrafos k-uniformes com n vértices.
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Para facilitar a notagdo, utilizaremos V' = [n] e, para um dado ¢ in-
teiro positivo que satisfaz as condigdes enunciadas no Teorema 1.6, F; = F;(n, k, )

conforme a Definicao 1.5.

Uma sugestao intuitiva para encontrar o hipergrafo k-uniforme com n
vértices que possui o maior nimero de (g, t)-colorages seria escolher o hipergrafo
H = ([n], E) tal que E é uma familia de conjuntos t-intersectante, pois neste hi-
pergrafo quaisquer duas hiperarestas possuem interseccao de tamanho pelo menos
t, de modo que podemos colorir livremente todas as hiperarestas do hipergrafo e
k(H, q,t) = ¢'Pl. Como vimos anteriormente, a maior familia t-intersectante E que
podemos pegar foi dada por Ahlswede e Khachatrian [6]. A discussao sobre (g, t)-
coloragoes foi tratada por Hoppen, Kohayakawa e Lefmann [1], que demonstraram

0s proximos teoremas.

Teorema 1.7. 1] Sen > k >t e r sao nimeros inteiros positivos, onde r satisfaz

as mesmas condi¢oes enunciadas no Teorema 1.6, entao
KC(n, k,2,t) = 2.
Além disso, todo hipergrafo k-uniforme H de [n| tal que E(H) ~ F, satisfaz
k(H,2,t) = KC(n, k,2,t)
e, a menos det =1 en = 2k, estes sao os unicos hipergrafos que atingem igualdade.

Teorema 1.8. [1]| Para quaisquer nimeros inteiros positivos k e t, existe ng > 0 tal
que, para n > ngy vale que

KC(n, k,3,t) = 370l
Além disso, qualquer hipergrafo que atinge igualdade é isomorfo ao hipergrafo H =

([n], Fo).

Assim como ocorreu no caso de grafos, o hipergrafo que atinge o maior

namero de (g, t)-colora¢des nao é sempre o que possui a maior familia t-intersectante
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de conjuntos como conjunto de hiperarestas. Apenas para ¢ = 2 e para ¢ = 3, no
caso em que n ¢ suficientemente grande, é que o hipergrafo que atinge o maior
niamero de (g, t)-coloragoes ¢ aquele cujo conjunto de hiperarestas ¢ a maior familia

t-intersectante de conjuntos de ([Z}).

Defini¢ao 1.9. Para nimeros inteiros ¢,k > 2, 1 <t <k, ¢ > 1 e n > max{k, ct},
seja C' um conjunto de cardinalidade c, onde os elementos sao t-subconjuntos de
[n]. O hipergrafo (C, k)-completo He . (n) possui seu conjunto de vértices [n| e suas
hiperarestas sao todos os k-subconjuntos de [n] que contém algum elemento de C
como subconjunto. Ainda, se c = c(q) = [1] e os conjuntos de C' siao mutuamente

disjuntos, entao He(n) € denotado por Hy g+

O motivo de considerarmos o nimero c(q) = [4] vem de um problema

de otimizac¢do que enunciamos no Capitulo 6 (Veja Lema 6.2).

Definicao 1.10. Para nimeros inteiros positivos n,k,q > 2, 1 <t < k, definimos
a familia Hyq:(n), de hipergrafos candidatos, como sendo a familia de todos os

hipergrafos H, k-uniformes com n vértices tais que

(a) Seqe{2,3} ouseq>5ek>2t—1, entdo H € isomorfo a Hy  q.+-

(b) Se q =4, entao H é Hox(n) para C = {t1,t2} com |[t; Nta] =t — 1,
onde t1,ty € ([?]).

(c) Seq>5ek<2t—1, entao H é Hep(n), para C = {t1,t2,...,tyq)}

cada t; pertence a ([’Z]) e |t; Utj| >k, para quaisquer 1 < i < j < c(q).
Teorema 1.11. [1| Dados nimeros inteiros positivos k,q e t, existe ng > 0 tal que

para n > ng, se k(H,q,t) = KC(n,k,q,t), entdo H € Hy,41(n).

Apresentaremos uma demonstracao dos Teoremas 1.7, 1.8 e 1.11 no

Capitulo 6 desta dissertacao. Note que o Teorema 1.11 informa exatamente quais
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sdo os hipergrafos que atingem o nimero maximo de (g, t)-coloragbes nos casos (a)
e (b), contudo nao nos informa exatamente qual é o hipergrafo que atinge o maior
namero de (g, t)-coloracoes no caso (c), quando ¢ > 5 e k < 2t — 1, pois muitas
coberturas de hipergrafos podem satisfazer as propriedades do item (¢) na Defini¢do
1.10. Na Figura 1.4, mostramos dois exemplos de coberturas que satisfazem as

condigoes do item (c¢) na Defini¢do 1.10, quando k =5 e ¢t = 4.

T Yo TR

Figura 1.4: Configuragoes de coberturas que satisfazem o item (c) da Definigao 1.10.

P
RN

Apesar de nao terem resolvido o problema nesses casos, os autores de [1]

propuseram a seguinte conjectura.

Conjectura 1.12. Seq > 5, k et sao numeros inteiros positivos comt < k < 2t—1,

entao existe umng > 0, tal que, paran > ngy, um hipergrafo H = He i (n) que satisfaz
k(H,q,t) = KC(n,k,q,t)

deve satisfazer |C| = c(q) = [L] e [tiNt;| = 2t — k — 1 para quaisquer t;,t; € C

distintos.

Esta conjectura alega que o hipergrafo com maior nimero de (gq,t)-
coloragoes é um dos que satisfaz a seguinte propriedade: quaisquer dois conjuntos
de C' devem possuir a maior interseccao possivel sem que uma hiperaresta do hi-
pergrafo possa conter dois dos seus elementos. Contudo, mesmo que a conjectura
seja verdadeira, ainda existem diferentes configura¢oes para conjuntos C' com essa

propriedade, portanto continuaremos sem saber exatamente qual é o hipergrafo que
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atinge o maior numero de (g, t)-coloracoes. Na Figura 1.5, representamos duas confi-
guracoes distintas de cobertura, quando ¢t = 3 e k = 4, que satisfazem a propriedade
de que o tamanho da interseccao entre quaisquer dois conjuntos da cobertura igual

a2t—k—1=1.

>
< o >
>
Figura 1.5: Configuragoes de coberturas com mesma intersecgao dois a dois.

A primeira das demonstracoes do Teorema 1.2, no Capitulo 2, utiliza
uma técnica chamada de substituicao para familias de conjuntos. Esta técnica con-
siste em considerar um operador que substitui, em cada conjunto de uma familia de
conjuntos, um elemento j por outro elemento 7, desde que isto nao altere o tamanho
do conjunto, nem o tamanho da familia, e nem a propriedade de a familia ser inter-
sectante. Com isto, podemos partir de uma familia de conjuntos qualquer e, através
da operacao de substituicao, chegar a familia estrela. Esta técnica de substituicao
também foi 1util para demonstrar o Teorema 1.3. No Capitulo 4 desta dissertacao,
adaptamos essa técnica de substituicao para demonstrar a Conjectura 1.12 quando
q < 6, e descartar alguns hipergrafos candidatos quando ¢ > 7. Foi possivel utilizar a
operacao de substituicao para controlar o tamanho da intersecgao entre os elementos
da cobertura. Com isto, conseguimos mostrar que o numero de (g, t)-coloragoes de
um hipergrafo aumenta a cada passo da substituicao, enquanto esta interseccao nao

fica grande a ponto de uma hiperaresta poder conter dois elementos da cobertura.
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2  TEOREMA DE ERDOS-KO-RADO

Uma familia de conjuntos F C ([Z]), para n > k > 1, é dita intersec-

tante, se quaisquer dois conjuntos de F possuem interseccao nao vazia.

Este capitulo tem como foco a apresentacao de trés demonstracoes do

Teorema 1.2, que afirma que toda familia intersectante de k-subconjuntos de [n]

n—1

kfl). As demonstracao neste capitulo foram todas

possui tamanho no méaximo (

baseadas em [12].

Teorema 1.2 (Erdgs-Ko-Rado). Sejam n, k nimeros inteiros positivos com n > 2k.
Se F C ([Z]) é intersectante, entdo |F| < (Zj)

A primeira das demonstracoes, em [4], utiliza uma técnica chamada de
substitui¢ao, encontrada em [13|, que consiste em construir um operador que trans-
forma uma familia intersectante arbitraria F em uma outra mais organizada, sem
que esta perca sua cardinalidade e a propriedade de ser intersectante. O teorema
serd entao mostrado para esta familia organizada. A segunda demonstracao utiliza
uma técnica chamada de sombras, que consiste em olhar para todos os subconjuntos
de tamanho ¢ < k de cada conjunto da familia intersectante F. A terceira demons-
tragao, dada por Katona em [14], consiste em apresentar duas maneiras diferentes

de realizar a mesma contagem utilizando permutacoes ciclicas.

2.1 Demonstragao do Teorema de Erdés-Ko-Rado por

substituicao

A demonstracao apresentada aqui é a original, feita por Erdés, Ko e

Rado [12].
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Definicao 2.1. Para 1 < i< j<neF C ([Z]) definimos a fung¢ao substitui¢ao
para a familia de conjuntos F como sendo Si;j(F) = {S;;(F) : F € F}, onde

S (F) = (F\{yHhu{i}=F, sejeFi¢ F F ¢&F (2.1)

F, caso contrdrio

A ideia dessa funcao é substituir o elemento j pelo elemento ¢ em cada
um dos conjuntos da familia sempre que isto nao alterar as cardinalidades do con-

junto e da familia.

Proposicao 2.2. Sejam F € F, i,j € [n]. Temos que:

(1) 155(F)| = [F].
(1) 155(F)| = |F].

(III) F intersectante = S;;(F) intersectante.

Demonstracao. Os itens (I) e (IT) seguem diretamente da defini¢do. Note que, na de-
monstracao de (IT), é fundamental a condi¢do de que F’ ¢ F para que a substitui¢do

seja feita.

A demonstracao de (IIT) é por absurdo. Suponhamos que existam con-
juntos F,G na familia F intersectante tais que S;;(F) N S;;(G) = 0. Como F &
intersectante temos que F'NG # 0 e portanto ndo podemos ter S;;(F) = F e
Si;(G) = G. Por outro lado, ndo podemos ter S;;(F) = F' e S;;(G) = G, pois,
neste caso, teriamos i € S;;(F) N S;;(G) contradizendo a hipotese de que essa in-
terseccao é vazia. Logo, temos que exatamente um dos conjuntos foi modificado.
Sem perda de generalidade, vamos supor que S;;(F) = F e S;;(G) = G'. Estamos
supondo por absurdo que S;;(F)NS;(G) =0, isto ¢ FNG' =0, e como FNG # 0,
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temos que FF NG = {j} (j é o tnico candidato a estar na interseccao, pois é o tnico

elemento que foi retirado de G na construgao de G').

Sabemos que ¢ nao pode pertencer a F, pois i pertence a G’ e, neste
caso, teriamos F' N G’ = {i}, contradizendo a hipotese de que esta intersecgao é
vazia. Logo F' contém j, ndo contém ¢ e S;;(F) = F. Pela definigao de S;; temos
que F’ € F. Porém, temos que F'NG = {j} e i nao pertence a G, ja que foi possivel
fazer a troca de G por G’'. Isso implica que F' NG = (). Com isto concluimos que F

nao é intersectante, o que é um absurdo. O

Com base nessa proposi¢ao, podemos demonstrar o Teorema de Erdés-

Ko-Rado.

Demonstracao. Pela hipotese do teorema temos n > 2k. Mostraremos primeiro o
caso em que n = 2k, e a seguir o caso em que n > 2k, onde utilizaremos que o

primeiro caso é verdadeiro.

Para o caso n = 2k temos que F € F C ([2:]). Podemos dividir os
(*") conjuntos em dois grupos: para cada F' consideramos o conjunto [2k] \ F (o
complementar de F' em [2k]|, que também tem tamanho k). Temos que F € F =

([2k]\ F) ¢ F, pois ([2k]\ F)NF = (. Como F é intersectante, no maximo metade

2k—1

o1 ) , COmo queriamos.

dos (2:) conjuntos pertencem a F, portanto |F| < %(2:) _ (

Para o caso n > 2k, aplicamos inducao em n. Comecamos com a base
de inducao n = 2, que implica £ = 1, de forma que o resultado é vélido pelo
item (a). Suponhamos agora que n > 2k e sejam Fo = F, F; = S;,(Fi_1), para
i =1,2,...,n — 1. A idéia é simplesmente eliminar n de JF, substituindo-o por

algum outro elemento ¢ em todos os conjuntos em que isso é possivel.

Pela Proposi¢ao 2.2, temos que |F| = |F,_1|, e como F é intersectante,

entao F,_; é também intersectante.
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Sejam G = {F € F,oy:n ¢ Fle H={F\{n} :neF e F, 1}
Temos que G é obviamente intersectante, pois J,_; é intersectante e G é uma sub-
familia de F,,_;. Na demonstracao, usaremos ainda que H é intersectante, porém

este fato serd mostrado somente no final da demonstragao.

Note que G C ([”;1]), H C ([Z:i]) e cada uma destas familias satisfaz
as hipoteses do teorema, ja que, para a familia H, n > 2k =>n—1> 2(k — 1), e,
para a familia G, n > 2k = n — 1 > 2k, e o caso n — 1 = 2k foi tratado no primeiro
caso. Entao aplicamos a hipdtese de inducao para estas familias G e H e obtemos,
respectivamente, |G| < (7-3) e [H| < (~7). Obviamente temos que |F| = |G|+ |H|.
Portanto |F| < (Z:f) + (Z:;) e pela identidade de Pascal temos que |F| < (2:1)7

como queriamos demonstrar.

Para concluir a demonstragao, veremos que H é intersectante. Supondo
por absurdo que nao seja, temos que existem H;, Hy € H tais que H; N Hy = (.
Logo |Hy U Hsy| = 2(k—1). Porém como n—1 > 2(k—1), temos |H; UHy| <n—1e,
como os conjuntos de H sao subconjuntos de [n — 1], temos que existe um elemento
i € [n—1] que nao pertence a H; U H,. Por definigao, F' = H; U{n} pertence a F,_4
e consequentemente /' € F; para todo 1 < j < n — 1. Em particular, temos que
Sin(F) = F € F;_1. Como ¢ ¢ F, entdao o tinico motivo para a substitui¢do nao ter
sido feita é que (F'\ {n}) U{i} ja pertencia a familia F;_;, porém (F'\ {n})U{i} =
H1U{i} elogo HU{i} € F;_1, mas F;_; é intersectante e (H;U{i})N(HyU{n}) = 0,

uma contradicao. O]

2.2 Demonstragao do Teorema de Erdés-Ko-Rado por

sombras

Esta demonstragao, encontrada em [15], consiste em olhar para todos

os subconjuntos de tamanho ¢ < k de cada conjunto da familia intersectante F.
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Seja 04(F) = {G : |G| = ¢, e para algum F' € F, G C F}. Dizemos que o,(F) é
a (-sombra de F. Para obtermos uma cota superior para cardinalidade de o(F),
podemos considerar todos os subconjuntos de tamanho ¢ de cada conjunto de tama-
nho k de F, isto &, |oy(F)| < (lz)\.ﬂ A igualdade vale se, e somente se, |[F'NF'| < ¢
para quaisquer F, F" € F. De fato, se |F N F'| > ¢, temos que um subconjunto de

F, que também é subconjunto de F’, é contado mais de uma vez.
Proposicao 2.3. Seja F C ([Z}) uma familia intersectante e suponhamos que 1 <
1< j <n. Entao

(1) 01-1(5i5(F)) € Sij(or-1(F)).-

(IT) Para Fy = F, F; = S1(Fi—1), 2 < i < n, temos que |ox_1(F,)|
lok—1(F)|.

IA

A demonstracao desta proposi¢ao sera omitida, pois o item (I) é um
resultado imediato da definicao de f-sombra, e o item (II) segue diretamente da

Proposicao 2.2. Sejam F,(1) ={F\{l}:1e Fe F}e F,(1)={F e F,:1¢ F}.

Lema 2.4. A partir das defini¢oes acima, vale que:

(D) lok—a(Fu)| = [Fn(D)] + |ow—a(Fu(1))]-

(II) Uk—l(Fn(D) C Fn(l)

Demonstragao. Para o item (I), se F € F, el € F, entdao F\ {1} € 0}_1(F,). Logo
Fn(l) C og_1(F,). Pelo mesmo motivo, temos que {{1} UG : G € o_o(F,(1))} C
0-1(Fn). Como todo conjunto de F,, (1) ndo contém o elemento 1 e todo conjunto
de {{1} UG : G € o4_2(F,(1))} contém 1, entdo estas duas familias sdo disjuntas.
Porém, obviamente [{{1} UG : G € ox_o(F, (1))} = |ok—2(Fn(1))| e, portanto, esta

demonstrado que o item (I) vale.
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Para demonstrarmos o item (II), sejam G e H conjuntos tais que H €
F.(1), G C H e |G| =k —1. Assim, temos que G € o;_1(F,(1)). Sejai € H\ G.
Como H € F,, temos que Sy;(H) = H, e o inico motivo para isto ter ocorrido é
(H\{i})U{1} ja pertencia a familia, isto ¢, H' = GU{1} € F,_;. Portanto H' € F,,
e como H'\ {1} = G temos que G € F,(1). Logo (II) vale. O

Teorema 2.5 (Kruskal-Katona). Sejam n, k niumeros inteiros positivos e F C ([Z])
tal que |F| > (§) para um certo mimero inteiro x > k. Entio |oo(F)| > (7), para

todo 0 < ¢ < k.

Esse resultado reflete a intuicao de que a pior maneira de formar som-
bras ¢ economizando ao maximo a quantidade de elementos de [n] utilizados em
conjuntos de F. Portanto, se formarmos os subconjuntos de tamanho k, todos como
subconjuntos de um subconjunto de [n] com z elementos (nao usando os outros
n — x elementos), criaremos o menor nimero de sombras possivel, formando entdo
(i) conjuntos (o minimo que o teorema permite) e teremos pelo menos (;f) sombras

(subconjuntos de ¢ elementos).

Demonstracao. Para demonstrar o teorema basta considerar o caso £ = k — 1, pois
obviamente o;_o(F) = 0x_2(0k_1(F)), € se o teorema vale para ¢ = k—1, entao basta
aplicar o teorema novamente nesse caso especial para demonstra-lo para ¢ = k — 2,

e asslm sucessivamente.

A demonstracao é por inducao em k. Para k& = 1 é facil ver que o
teorema vale. Supondo que vale para & — 1, mostramos que vale para k usando

inducdo em |F| da segunda forma. Para |F| = 1 também é facil ver que o teorema

vale.
Temos que ¢ absurdo termos |F,(1)] < (7_}), pois se fosse verdade
terfamos, junto com a hipétese do teorema, que (7) < |F| = |F,| = [F.(1)] +

|F. (D) < (ij) + | Fa(1)], e isto implica que |F,(1)] > (i) — (ij) = (”Cgl), que
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implica em |F,(1)] > 1. Logo existe um conjunto C de tamanho k que pertence a
F,(1), portanto, para cada elemento z de C, existe um conjunto de tamanho k — 1
que nao contém z, isto ¢, |oy_1(F,(1))| > k, e pelo item (II) do Lema 2.4 temos que
|Fn(1)| > k. Logo existem pelo menos k conjuntos com k elementos, logo x tem
que ser pelo menos k + 1 para formar k£ conjuntos, entao x > k+1 =2 —1 > k.
Pelo item (II) do Lema 2.4 temos que |F,(1)] > |o_1(F.(1))|, e pela hipotese da
segunda indugdo temos que |o,_1(F,(1))| > (7-}), de modo que |F,(1)] > (¥7]), o

que é um absurdo.

Sabendo que |F,(1)] > (ij) aplicamos como hipotese de inducdo o

teorema para r — 1 no lugar de x, para k — 1 no lugar de ¢ e observando que |F| >

| Fa(D)] > (Zj) Assim temos |oj,_1(Fn(1))] > (ij) = |op_1(F)| > (ij) O

Demonstracao do Teorema 1.2. Supondo por absurdo que o Teorema 1.2 nao vale,
temos que F C ([Z]) ¢ uma familia de conjuntos intersectante, com n > 2k, que

satisfaz |F| > (77]).

Seja G ={[n]\F: F e F} C (n[f]k) Note que [n] \ F' sao conjuntos
com n — k elementos. Pelo Teorema de Kruskal-Katona temos que |0%(G)| > (";1)
(i) =

| F| + |ok(G)| > (}). Porém (}) é o nimero méximo de conjuntos com k elementos

e, olhando para |F| + |0%(G)|, temos que |F| + |o%(G)] > ((—1) + (.}) =

que podemos formar a partir de um conjunto com n elementos. Como a soma foi

n

k
F € (Fnok(G)) e pela definicao de G, existe F' € F tal que F C [n] \ F’, isso

maior do que ( ), temos que as duas familias nao podem ser disjuntas. Logo existe

implica que F'N F’ = () e portanto F nao é intersectante, o que é um absurdo. [
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2.3 Demonstragao do Teorema de Erdés-Ko-Rado por

permutacgoes ciclicas

Esta demonstragdo foi dada por Katona [14] e consiste em apresen-
tar duas maneiras diferentes de realizar a mesma contagem utilizando permutacgoes

ciclicas.

Seja 7 : ay,as,...,a, uma permutacao ciclica de comprimento n. Seja
também F () a familia dos n blocos de comprimento & do ciclo 7 (para cada i existe
um bloco de 7 que comeca em a;). Como um exemplo, considere a permutacao
ciclica 7 : 2,6,3,1,5,4, de tamanho n = 6 de modo que, para k = 3, temos que

F(r)={{2,6,3},{6,3,1},{3,1,5},{1,5,4},{5,4,2},{4,2,6}}.

Lema 2.6. Se G C F(m) é uma subfamilia intersectante, entdao |G| < k.

Demonstra¢cao. Mantendo a ordem de uma permutagao ciclica, é possivel alterar o
primeiro membro e a permutacao se mantém a mesma. Portanto, sem perda de
generalidade, suponha que A = {aq,as,...,a;} € G. Considere G € G com G # A.
Como G ¢ intersectante, temos que A NG # (), o que implica que o primeiro ou o

ultimo elemento de G pertence a A.

Além de A, existem outros 2(k — 1) conjuntos candidatos a pertencerem
a G, k — 1 conjuntos que contém a; e k£ — 1 conjuntos que contém ay, lembrando
que nenhum conjunto diferente de A contém a; e ay. Dentre os 2(k — 1) conjuntos
podemos, para cada 1 < ¢ < k — 1, formar um par de conjuntos tal que um deles
termina em a; e o outro comeca em a;,;. Desta forma estaremos formando k — 1
pares de conjuntos, e como n > 2k temos que cada par é disjunto. Logo, de cada
par, apenas um deles pode pertencer a G, ja que G é intersectante. Portanto temos
que |G| <2(k—1)+1—(k—1) = |G| <k (o termo 1 na soma vem do conjunto

A). Com isto, temos que o Lema 2.6 vale. ]
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Demonstracao do Teorema 1.2. Seja M o ntimero de pares (F, ) tais que 7 é uma
permutacgao ciclica e F' € F(mw). Para cada conjunto F' de tamanho k existem
k!(n—k)! permutacoes ciclicas m com F' € F (), pois, ao montar um ciclo que contém
F' como bloco, temos k! permutagoes para os elementos de F quando colocados no
bloco e, ap6s isso, sobram n — k posicoes para colocar os outros n — k termos, e
portanto (n — k)! permutagoes destes. Portanto sao kl(n — k)! permutagoes ciclicas
mcom F € F(r), e M = |F|kl(n — k)!. Por outro lado, o Lema 2.6 garante que
M < k(n —1)! (pois |F| < k e (n—1)! é o nimero de permutagoes ciclicas de n
elementos), logo |Flkl(n—k)! < k(n—1)! = |F| < % = (#7}). Com isto temos

que o teorema estd, mais uma vez, demonstrado. O
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3 TEOREMA DE HILTON-MILNER

O objetivo deste capitulo é apresentarmos a demonstracao do Teorema

1.3, dada por Hilton e Milner [2].

Teorema 1.3 (Hilton-Milner). Se 2k <n e F C ([z]) é uma familia intersectante
tal que N F =0, entdo |F| < (77]) — (”izl) + 1. A igualdade vale se e somente

se Fe{Fe (M) :1e {2, . k+1}NF#PU{{2,....k+1}}.

Antes da demonstracao do Teorema 1.3, lembre que uma familia F é
definida como estrela quando existe um elemento que pertence a todos os conjuntos

de F (isto é F é estrela < (| F # (). A demonstracao foi baseada em [2].

Demonstracao do Teorema 1.3. Vamos assumir que F tem tamanho méximo e va-
mos considerar o efeito de uma substituicao genérica S;;, para ¢ < j. Pela Proposicao
2.2, S;;(F) € intersectante, porém ha duas possibilidades: ou (.S;;(F) = 0 ou S;;(F)
é uma estrela. Se o primeiro for verdadeiro, poderemos continuar aplicando subs-
tituicao até a familia se tornar uma estrela ou até a substituicao nao fazer mais
efeito (de modo que a familia nunca se tornard uma estrela). Inicialmente vamos
supor que S;;(F) é uma estrela. Sem perda de generalidade vamos supor ainda
que S12(F) seja a primeira familia a se tornar uma estrela. Portanto, obviamente
1 € Sp(F), para todo F € F. Além disso, temos que {1,2} N F # ) para todo
F € F, pois, se I ndo contém 1 nem 2 como elemento, entdo Si2(F) = F, de forma
que 1 ¢ () S12(F), o que é uma contradi¢do. Pela maximidade de F, podemos assu-
mir que G = {G € ([Z}) : {1,2} € G} C F, pois, se um conjunto A que contém 1 e

2 nao pertencer a JF, poderemos acrescenta-lo a familia, mantendo-a intersectante.

Agora aplicamos as operacoes 5;; sucessivamente, para 3 <1 < j < n,
a familia. Temos que G C F = (5;;(F) = 0. Note que S;; tira um elemento j

e coloca um elemento ¢ menor do que j, portanto, se olharmos para a soma dos
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elementos dos conjuntos da familia, observaremos que esta soma se mantém igual
ou diminui a cada aplicacao de S;;. Suponha que uma rodada consista em aplicar
Si; para quaisquer 3 < i < j <n. A cada rodada, ou concluimos que S;;(F) = F,
ou a soma dos elementos dos conjuntos da familia é estritamente menor ao final da
rodada. Portanto, este processo nao pode acontecer infinitamente. Por simplicidade,

denotaremos por F a familia tal que G C F e S;;(F) = F, para3 <i < j <n.

Observe que B = {i,3,4,...,k+ 1} € F parai € {1,2}, pois se B nao
pertencer a F, entdo existird um conjunto C UT U {i} onde C' C {3,4,...,k + 1},
IC| <k—1,TC{k+2,....,n} e |CUTU{i} =k (se este conjunto nio existir
ao mesmo tempo que B nao pertence a F, entao todos os conjuntos de F terao um
elemento em comum: se ¢ = 1 todos terdo o 2, e se i = 2 todos terdo o 1). Com
C'UT U {i} posso fazer substituicao e chegar no conjunto B, que ja teria que estar

na familia ou seria colocado agora. Logo B = {i,3,4,...,k+ 1} € F. Além disso,

[k+1]
k

[k+1]

temos que G C F, logo ( .

) C F e obviamente temos que () ( ) = () e portanto

mantém-se (| F = ().

Agora procedemos por indugdo em n. Seja F; = {FN[2k] : F €
F,|FN[2k]| =i}, parai € {0,1,...}.

Lema 3.1. Se F C ([Z]) ¢ uma familia intersectante e modificada pela substituicao,

entdo para quaisquer A, B € F, temos que AN BN [2k — 1] # (.

Demonstracao. Por absurdo, suponhamos que AN BN [2k — 1] = (. Como F &
intersectante, temos ainda que existem p elementos ji,...,j, € (AN B)\ [2k — 1].
Como |A| = k = | B|, temos ainda que existem p elementos iy, ...,4, € [2k—1]\ (AU
B). Porém, como S;;(A) = Ae S;;(B) = B para quaisquer 1 <i < j < n, temos que
A= (AU{iy, ..., )\ {j1,- v dpy € Fe B =(BUiy,...,i5) \ {j1,---,Jp} € F.
Porém, isto é uma contradicdo, ja que A N B’ = ) e estamos supondo que F é

intersectante. OJ
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Deste lema, podemos concluir que cada JF; definido acima é intersec-
tante. Em particular, é facil ver que Fy = () e, além disso, temos ainda que F; = (),
pois, Fi # () se, e somente se existe algum conjunto A € F tal que |A N [2k]| = 1.
Seja a € AN [2k]. Assim, se a < k + 1 temos que existe G € ([k;gl]) tal que a ¢ G
e logo AN[2k]NG =0 o que é um absurdo. Se a > k+ 1, entao AN2k|NG =0

para todo G € ([kzl]), o que é um absurdo também. Logo F; = ().

Proposicao 3.2. Sejam k,t1 numeros inteiros positivos, entao valem as sequintes
afirmacgoes.

(1) |F <) - ())se2<i<k.

i—1 1

1) |7l < (G5 - Go) + L

Demonstragao. Primeiro vamos supor que (| F; # 0. Com isto, temos que existe
algum a tal que a € F, para todo F' € F;. Levantamos a seguinte pergunta.

[24]

: ) que podemos construir a € K

Qual é o nimero maximo de conjuntos K € (

e K\ {a} ¢ {k+2,...,2k}? Esta altima condi¢do ¢ necessaria para evitar que

[k+1

f ) que seja disjunto desse conjunto. A estratégia é olhar

exista um conjunto de (
para todos os conjuntos de tamanho ¢ que contém a e tirar os conjuntos que tem os

outros i — 1 elementos em {k + 2,...,2k}. Com esta estratégia temos

2k —1 k—1
F | < — ,
|Z|_(i—1) (1—1)
0 que mostra a primeira parte da proposi¢ao para o caso (| F; # (), notando que

k42, 2k =2k (k+1)=k— 1.

Para o caso em que [|JF; = 0 aplicamos a hipotese de indugao do
teorema para a familia F;, que é uma familia de subconjuntos de tamanho ¢ de [2k]

com 2k > 2i ja que k > i. Esta hipotese de inducao é |Fy| < (2;“__11) — (Qki__il_l) + 1.
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Como 2 < i < k garantimos que esta cota implica na cota desejada na primeira

parte da proposicao.

Para a segunda parte da proposicao simplesmente observamos que no

caso 1 = k temos que, dado um conjunto da familia, o seu complementar nao pode

2k—1

.1 ), e facilmente podemos verificar

pertencer a familia, e portanto |F| < %(2:) = (

a igualdade. Assim temos que a segunda parte da proposicao estd demonstrada
também ja que (—(’;j) + 1) =—-141=0. O]

Agora para qualquer S C [2k] existem no maximo (”72’g conjuntos F

k—|S|)
com F'N[2k] = S. Portanto temos que

n — 2k
13 ()

=1

"k_jk) conjuntos de tamanho £ que contém

pois para cada S de tamanho i existem (
S, e a quantidade de conjuntos S de tamanho i é |F| para cada i. Isto implica, pela

Proposicao 3.2, que

Fl<1 +§; <”k__2f) ((Qf__ll) - (]:: 11 )) |

O 1 somando ¢é referente a parcela ¢ = k que, na proposicao, também tem o 1

)

n—1 n—k—1
<1 _ .
7l = +(k—1) ( k1 )

Lema 3.3. Para dados numeros inteiros n > k, temos que
i n=2k\ ((2k—-1\ (k-1\\ _ (n-1\ (n-k-1
N\ k—i i—1 i-1)) \k—1 k=1 )

Note que, para concluirmos a demonstracao do Teorema de Hilton-

somando (observando que ( = 1). A soma pode comegar em 2 porque |F;| = 0.

Com isto, temos que

Milner, basta demonstrarmos a veracidade do Lema 3.3. Para tal, resolveremos um

problema de duas maneiras diferentes.
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Demonstracao. Considere entao o seguinte problema. Quantos conjuntos K € ( [n] )

k-1
podemos construir com 2k ¢ K e KNA#(), onde A= {k,...,2k—1}7

Para a primeira maneira de resolver este problema, note que |A| =
2k —1—(k—1) = k. Contando os conjuntos com exatamente 1 elemento em A, mais

os conjuntos com exatamente 2 elementos em A e, assim sucessivamente, obtemos

S () ()

) conjuntos com exatamente i — 1 elementos de [2k — 1] sem o 2k,

como resposta

pois existem (21.]:1

A quantidade de conjuntos sem elementos em A é a mesma quantidade de conjuntos
de tamanho 7 — 1 dentre os elementos de 1 a kK — 1, e isto é (';:11) Para cada destes

n—2k

conjuntos que restaram existem ( s ) maneiras de completa-los de modo a ficarem

com k — 1 elementos, mas exatamente i — 1 elementos de [2k — 1].

Para a segunda maneira de resolver este problema, olhamos para todos
os conjuntos de tamanho k£ — 1 que nao contém o elemento 2k e removemos aqueles
conjuntos de tamanho k —1 que nao possuem nenhum elemento de A e nao possuem

o elemento 2k, isto nos da a resposta

(o) - ()

Logo temos a igualdade desejada e a demonstracao do Teorema de
Hilton-Milner estd completa para o caso em que é possivel transformar a familia
em uma estrela, apés uma quantidade finita de substituicdes. Agora analisare-
mos o caso em que, apés uma certa quantidade de substituicoes, a operacao de
substituicao nao faz mais efeito e a familia nunca se tornard uma estrela. Neste
caso temos que S;;(F) = F para quaisquer 1 < i < j < n. Por absurdo, se

|F| > (Zj) — (”i;l) + 1, e S;j(F) = F para todos i,j € [n], entdo podemos
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mostrar que a familia A = {F :1€ F,FN{2,...,k+1} #0}U{{2,...,k+1}}, do

teorema, esta contida em F. Porém temos justamente que |A| = (Zj) - (”;ﬁl) +1.

Seja entdo, G € F\A. Como F é intersectante, entdo para todo F' € F,
temos que F NG # (. Logo, existe j € {2,...,k+ 1} tal que j € G. Temos ainda
que 1 ¢ G, pois todos os conjuntos que contém o elemento 1, estdo em A e G ¢ A.
Além disso S1;(G) = G, pois S;;(F) = F para todos i,j € [n]. Logo temos que, o

inico motivo para a substitui¢do nao ter sido realizada ¢ GU{1}\ {j} = G' € F.

Considere agora o conjunto H, que é formado pelos k primeiros ele-
mentos de [n] que nao estdo em G. Assim temos que H NG = (). Note que
1 € H, pois 1 ¢ G. Temos também que HN{2,...,k+ 1} # 0, pois caso contra-
rio teriamos G = {2,...,k + 1} que implicaria G € A. Logo, temos que, 1 € H,
HN{2,....,k+1} #0= H € A. Porém HNG =0, o que é uma contradigao. [
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4 DEMONSTRACAO DE ALGUNS CASOS DA
CONJECTURA

Dados um hipergrafo H e nimeros inteiros positivos ¢ e t, uma (q,t)-
coloracao do hipergrafo H é uma coloracao das hiperarestas do hipergrafo H, utili-
zando até ¢ cores, onde quaisquer duas hiperarestas de mesma cor possuem pelo
menos t elementos em comum. O Teorema 1.11 afirma que, para n suficiente-
mente grande e k > t, o hipergrafo k-uniforme que atinge o maior nimero de
(q,t)-coloracoes deve ser do tipo (C,k)-completo, onde C' é uma t-cobertura (to-
dos os seus conjuntos possuem tamanho igual a t) de tamanho ¢(q) = [¢/3] (Veja
a Definicao 1.9). Além disso, o Teorema 1.11 afirma que, para k < 2t — 1 e ¢ > 5,
devemos ter, para quaisquer t,ts € C, |t; Uts| > k. A Conjectura 1.12 alega que

devemos ter, ainda, |t; Uts| = k + 1, isto é, a unido deve ser a menor possivel.

Conjectura 1.12. Se q > 5, k et sao numeros inteiros positivos comt < k < 2t—1,

entdo existe umng > 0, tal que, para n > ng, um hipergrafo H = He i (n) que satisfaz
k(H,q,t) = KC(n,k,q,t)

deve satisfazer |C| = c(q) = [L] e [t;Nt;| = 2t — k — 1 para quaisquer t;,t; € C

distintos.

Neste capitulo, adaptamos a técnica de substituicao, utilizada para de-
monstrar os Teoremas 1.2 e 1.3, para demonstrar que a conjectura é verdadeira
quando g € {5,6} e restringir a familia de hipergrafos candidatos quando ¢ > 7.
Mostraremos que o nimero de (g, t)-coloragoes de um hipergrafo aumenta a cada
passo da substituigdo enquanto tivermos |t; Uts| > k + 1, sendo que a substitui¢do

faz com que a interseccao entre os elementos da cobertura aumente.
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Definicao 4.1. Para numeros inteiros n > k >t > 1 e uma familia de conjuntos

CC ([’Z]), definimos a familia de conjuntos

fc(n,k):fcz{ee ([Z]) :HTEC,Tge}.

Definigao 4.2. Para nimeros inteirosn > k >t > 1, seja C = {t1,...,t.} C ([7;]),
uma familia de conguntos tal que, para quaisquer t,,t, € C temos que |t, Ut,| >k
e, além disso, existem conjuntos distintos t;,t; € C e elementos x,y tais que x €
(ﬂz¢¢ t2> \t;, y € (ﬂ#j tz> \t; e|t; Ut;] > k+1. Considere t, = (t; \{y}) U{z} e
C" = (C\{t;})U{ti}. Definimos a fungao substitui¢ao para hipergrafos ¢.,: Fo —
For por

U gy -
e, r€eouyde

Lema 4.3. Considere n > k > t nuimeros inteiros. Sejam t;, C, C', e elementos

x,y como descritos na Definicao 4.2. Seja e € Fo. Temos que:

(a) le| = [pay(e)l.

(b) A fungao @y Fo — Feor da Definicao 4.2 € bijetora.

(¢c) |Fol = |Ferl.

(d) Se, para ey, es € Fe temos |ex Nea| > t, entao |pqy(e1) N gy(ea)| > t.
Demonstra¢ao. Para mostrarmos o item (a), observe que, se um conjunto e € F¢
contém x ou nao contém y, entao ele se mantém inalterado durante a substituicao,

e portanto seu tamanho é preservado. Se e nao contém x e contém y, entao y sera

substituido por x e seu tamanho se mantera inalterado.

Para o item (b), provaremos primeiro que a fungao é injetora, e depois
que a funcao é sobrejetora. Por absurdo, suponhamos que existam dois conjuntos

e1, ey € Fe, distintos, tais que @,y (e1) = @uy(e2). Neste caso, pela definicdo de ¢y,
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temos que apenas um dos conjuntos e, es foi alterado. Sem perda de generalidade,
VAILOS SUpOr que @g,(e1) = e e pyy(es) = ey = (e2 \ {y}) U{z}. Como necessari-
amente a tnica coisa feita foi substituir y por x em exatamente um dos conjuntos,
temos que |e; Nes| =k — 1, 0 que equivale a |e; Uey| = k+ 1. Como @, (e3) = €,
temos que x ¢ eq, porém, o tnico conjunto de C' que nao contém x é t;, de modo que
t; C eg. Como ey = €, temos que y ¢ e, portanto t; C e;. Porém, |e; Uey| = k+ 1,
o que implica em |t; Ut;| < k+ 1 o que é uma contradi¢do. Logo ¢,, ¢ uma funcao

injetora.

Agora, para mostrarmos que ¢,, ¢ uma funcao sobrejetora, seja f €
Fer. Se t C f, entdo x € f e consideraremos os casos em que y € f ey ¢ f. Se
y € f, entdo t; C f, o que implica que f € F¢, de modo que ¢, (f) = f. Sey ¢ f,
entdo o conjunto (f \ {z}) U {y} contém t; e, portanto, pertence a F¢, de modo
que @, ((f\{z})U{y}) = f. Se t, Z f, entao temos que f € F¢ e consideraremos
primeiro o caso x € f e a seguir o caso x ¢ f. Se x € f, entdo temos que ¢, (f) = f.

Se x ¢ f, entdo t, Z f para todo z # i, 0 que é uma contradi¢ao com f € Fer.

O item (c) é uma consequéncia imediata do item (b). Para demonstrar-
mos o item (d), considere ey, ey € F¢, tais que |e; Nes| > t. Se x € e N eq, entdo
Ouy(e1) = €1 € pay(ea) = ez, de modo que |y (e1) Ny (e2)| > t. Se x € e1\ e, entdo
temos que t; C ey, 0 que implica y € ey. Logo, temos que |y, (e1) N @yy(ea)] >t se
y € ey e |pgyler) Npgylex)] >t+1sey ¢ e. A demonstracdo é analoga quando

T €ex\er. Sex ¢ egUey, entdo t; C eg, e, de modo que |pgy(e1) Npgy(e2)| >t O

Lema 4.4. Considere nimeros inteiros k > t, ¢ > 5 e n suficientemente grande.
Sejam t;, C, C', e elementos x,y como descritos na Defini¢io 4.2 com a restrigao

adicional de que |C| < q— 1. Entéo
r(H',q.t) > k(H,q,1),

onde H = ([n], Fo) e H' = ([n], For)-
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Demonstra¢ao. O Lema 4.4 afirma que o ntimero de (g, t)-colora¢oes aumenta apos
a aplicagao da funcao substituicao ¢,, em Fo. Para demonstrarmos que isto é
verdade, consideraremos a seguinte correspondéncia natural entre as (g, t)-coloragoes
das hiperarestas de H e as (g, t)-coloracoes das hiperarestas de H’. Para cada (g, t)-
coloragao das hiperarestas de H, a cor que nos atribuimos para a hiperaresta ¢,,(e)
em H' éacor de e em H. O item (b) do Lema 4.3 garante que toda hiperaresta de
Fer recebe uma cor através desta correspondéncia. Além disso, o item (d) do Lema
4.3 garante que a correspondéncia leva (g, t)-coloragoes de H em (g, t)-coloragoes de

‘H'. Logo, a correspondéncia descrita acima esta bem definida.

Obviamente, temos que esta correspondéncia é injetora. Mostraremos
que esta correspondéncia nao ¢ sobrejetora. Para tal, mostraremos a existéncia de
duas hiperarestas e; e ey tais que t; C ey, t; C e, e |eg Neg| =t — 1 bem como
le1 Ny y(e2)| = t. Para construirmos e; e eq, primeiro colocamos os elementos de ¢;
em ej, e os elementos de ¢; em ey, de modo que t; C ey, t; C ez e t;Nt; C egNey. Para
que tenhamos |e; Ney| =t — 1, adicionamos a e; e eq, elementos de ¢; \ t; e de ¢\ ¢;,
respectivamente, evitando z e y, e de modo que |[¢; \ (e1 Nez)| — |t; \ (e1Neg)|| <1
(isto é, selecionando aproximadamente a mesma quantidade de cada um). Note que
isto ¢ possivel uma vez que t — 1 < [(¢; \ {z}) U (t; \ {y})|. Apos, acrescentamos
elementos fora dos conjuntos de C' a e; até que fique com tamanho k, e elementos
diferentes, também fora dos conjuntos de C, a ey até que fique com tamanho k. Apoés
a aplicagdo da substituigao ¢, temos [@,,(e1)Npzy(e2)| = |etN((ex\{y})U{z})| = t.
Assim, considere a seguinte (g, t)-coloragao A de H’, onde [¢] é o conjunto das cores:
para cada t. # t;,t; as hiperarestas que contém ¢, possuem cor z, Ouyl€1) € payles)
possuem cor ¢, todas as demais hiperarestas que contém t; possuem cor j e todas
as demais hiperarestas que contém ¢; possuem cor 7. Note que esta coloracao é
possivel, uma vez que |C] < ¢ — 1. Com isto, temos que nao existe uma (g, t)-
coloracao de ‘H que seja levada a A através da correspondéncia, pois em qualquer

(g, t)-coloracao de H, e; e ey possuem cores diferentes, ja que |e; Ney| = ¢ — 1.



34

Logo, esta correspondéncia nao é sobrejetora e, portanto, temos que H' possui mais

(q,t)-coloracoes do que H.

4.1 Demonstragao da conjectura para g € {5,6}

Agora demonstraremos a Conjectura 1.12 para q € {5,6}.

Demonstra¢ao. Considere ¢ € {5,6}, k e t niimeros inteiros positivos com t < k <

2t — 1 e um hipergrafo H = H¢ ,(n) que satisfaz
k(H, q,t) = KC(n,k,q,t).

Como ¢q € {5,6}, entdo [4] = 2. Seja C' = {t1,t2} a cobertura. Sabemos, pelo
Teorema 1.11, que |t; Uty| > k, o que é equivalente a [t; Nty| < 2t — k — 1. Por
absurdo, vamos supor que |t; Uty| > k+1 de forma que existem elementos x € t; \ t3
ey €ty \ t;. Assim, o Lema 4.4, aplicado para H = H e H' correspondente, garante
que x(H',q,t) > k(H,q,t), o que é uma contradi¢cdo, pois estamos supondo que

k(H,q,t) = KC(n,k,q,t). Logo temos que [t; Nty =2t — k — 1. ]

4.2 Avancos na demonstracao da conjectura para ¢ > 7

O Teorema 1.11 informa que, para ntimeros inteiros positivos n, k > 2,
t > 1, com k < 2t—1, o hipergrafo H que atinge o maior namero de (g, t)-coloragoes

¢ 0 Hep(n), para C = {{y,ts,...,tcq}, onde cada t; pertence a ([Z]) e |t; Ut >k,

para quaisquer 1 < i < j < ¢(q) = [£]. Para ¢ € {5,6}, mostramos que para

um hipergrafo H atingir o nimero maximo de (g, t)-coloragoes, este deve satisfazer

ainda que |t; Ut;| = k + 1, para quaisquer 1 <i < j < ¢(q).
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No caso quando ¢ > 7 e existem ¢;,t; € C e elementos z,y tais que

T € <ﬂz¢l tz) \ti;, y € (ﬂ#j tz) \'tjelt;Ntj| > k+1, o Lema 4.4 garante que
k(H,q,t) < k(H', q,t) < KC(n,k,q,t) e, portanto, H ndo ¢ um hipergrafo candidato

a atingir o nimero méximo de (g, t)-coloragoes.

Além disso, para q € {7,8,9}, temos que |C| =3, e se C ndo é do tipo

descrito acima, entao sabemos propriedades que necessariamente C' satisfaz.

Lema 4.5. Dados, niumeros inteiros positivos n,t, e conjuntos distintos t,ts,t3 €
([7;]), onde |ty Nta| < min{|t; Nts|, [ta N3]} temos que pelo menos um dos dois casos
abaizo € verdade.

(A) Ezistem elementos x,y tais que x € t1 \ (2 Ut3) ey € ta \ (£ Uts).

(B) Ezistem elementos x,y tais que x € (t; Nt3) \ta ey € (taNt3) \ 1.

Demonstracao. Para demonstrarmos este lema, suponhamos, por absurdo, que am-

bos os casos (A) e (B) nao sejam verdadeiros. Nos dividiremos em casos.

(a) tl \t3 Q t2.

(b) (ts\t1) Nty = 0.

(c) t1 \ts L tae (t3\t1) Nty # 0.
Para o caso (a), como t; # to, temos que existe algum elemento x € (¢;Nt3)\t2. Logo,
por (B), temos que (t;Nt3) \ t1 = 0, o que implica em to Ntz C ¢ Nty Ntz C ¢ Nito.

Porém, como t1 \ t3 # 0 e t; \ t3 C tg, temos que t; Nty Ntg C 1 Nty, 0 que implica

em to Nty C t; Nt 0 que é uma contradicao, ja que |t; Nto| < min{|t; Nts|, [ta N3]}

No caso (b) temos que (t3 \ t1) Nty = 0, o que implica que to Nt3 C
t1 Nta Nty €t Ny, mas como |t Nt < min{|ty N t3], [t2 N t3]}, temos que
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toNty =t Nty Nty =ty Nty. Por outro lado, podemos escrever ¢, da seguinte forma
to = (t2Nt1) U (ta N (t3\ t1)) U (t2 \ (¢1 Ut3)), porém como ty Z t1 e (t3\t1) Nty = 0,
temos que ty \ (t; Ut3) # 0, o que implica, pelo caso (A), que t1 \ (o Ut3) =0, do
qual segue que t; = (t; Ntz) U (t1 Nt3). Porém, como ty Ntz = t; Nty, temos que

t1 = (t2 Nt3) U (t; Nt3), o que implica que ¢; C t3, levando a uma contradicao.

No caso (c¢), como t1 \t3 Z to, entdo existe um elemento = € ¢1\ (t,Ut3),
pelo caso (A), temos que ts \ (t; Ut3) = (), o que implica em ¢, C ¢; Ut3. Logo temos
que to = (t;NtaNt3)U(taN(t3\ 1)) U(taN (1 \ t3)). Porém, pela hipotese deste caso,
temos que (t3\t1)Nta # 0, 0 que implica que existe algum elemento y € (t3Nts)\ 1, €
por (B), temos que (t;Nt3)\t2 = 0, o que implica em ¢, Nt3 C ¢y, logo t1Nt3 C t1Nts.
Porém como |t; N | < min{|t; N t3], |t N t3|}, temos que t; Nt3 = £ N Ly, 0 que
implica em to N (¢ \ ¢3) = 0. Assim, temos que to = (t; Nta Nt3) U (L2 N (3 \ t1)), 0

que implica que t5 C t3, 0 que ¢ uma contradicao. O

Para ¢ € {7,8,9} o Lema 4.5 garante que ou o caso (A), ou o caso
(B) é satisfeito. Quando o caso (A) é satisfeito, este lema sugere que poderiamos
definir, para elementos x e y como descritos no caso (A), uma outra funcdo de
substituicao v,,, andloga a funcao ¢,,. Porém, a funcao 1., nao seria injetora e
nem sobrejetora, pois para um conjunto e tal que t3 C e, y € e e x ¢ e, terfamos que
e € Fo, e = (e\{y})U{z} € Fo e yy(e) = € = 1,y(€e’), de modo que a fungdo nao
é injetora. Além disso, temos que e € F¢r, e obviamente nao existe um conjunto de
Fc que possua e como imagem pela fun¢ao 1,,, de modo que a funcao 1., nao é

sobrejetora.
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5 TEOREMA DE
AHLSWEDE-KHACHATRIAN

Até agora estudamos que o tamanho maximo que uma familia de k-
subconjuntos de [n] pode ter com a propriedade de ser intersectante é (Zj), paran >
2k. Estudamos também que a familia intersectante que atinge este tamanho maximo
¢ a familia estrela. Além disso, determinamos qual é a maior familia intersectante
que nao é do tipo estrela e qual o seu tamanho. Agora, veremos a demonstra¢ao
do Teorema 1.6, que nos informa o tamanho da maior familia ¢-intersectante de
k-subconjuntos de [n] que pode ser construida, em cada condicao de n, k e ¢, e qual

familia é esta.

Teorema 1.6 (Ahlswede - Khachatrian). Para 1 <t < k < n, valem as sequintes

afirmagoes.

(i) Se (k—t+1)2+55) <n < (k—t+1)(2+52) para algum r € NU{0},
temos que M(n,k,t) = |F.|. Além disso, a familia F, é, a menos de
1

isomorfismos, a unica familia étima. (Por convengao, 5= 00).

(ii) Se (k—t+1)(2+ £5) = n para n € NU{0}, temos que M(n, k,t) =
|Fr| = | Frial, € as familias dtimas, a menos de isomorfismos, sio F,

€ -FrJrl-

Para tal, definiremos uma operacao parecida com a substituicao, que
chamaremos de compressao & esquerda. Esta operacao consiste em acrescentar,
a4 uma familia de conjuntos, todos os conjuntos B que, para algum conjunto A
da familia, satisfizerem a propriedade de que, comparando elemento a elemento
em ordem crescente, os elementos de B sao menores do que ou iguais aos de A.
esta operacao mantém a propriedade de a familia ser t-intersectante. Com isto

provaremos que podemos supor, sem perda de generalidade, que uma familia de
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conjuntos é comprimida a esquerda, isto é, contém todos os conjuntos que estao a

esquerda de algum conjunto da familia.

Definicdo 5.1. Para A, = {i1,iz,...,is} € (") com iy < iy < - < iy e Ay =

(s dos - vds € (M) com ji < jo < -+ < js, escrevemos
Ay R Ay seip < gy para todo 1 < 1 <'s

Quando isto ocorre dizemos que A; pode ser obtido comprimindo a es-
querda o conjunto A,. Além disso, dados um conjunto A e uma familia de conjuntos
A sejam L(A) = {A": A < A} e L(A) = Uygeq £(A). Diremos que uma familia
A & comprimida o esquerda se L(A) = A. Definimos ainda LI(n,k,t) C I(n,k,t)

como sendo a classe de todas as familias comprimidas a esquerda.

Pelo que ja vimos das propriedades de substituicao, é natural conjectu-

rar que
M(n,k,t) = max |Al= max |A].
A€l (n,k,t) AeLI(n,k,t)

Para provar que isto é verdade, considere a seguinte proposicao.

Proposicao 5.2. Seja uma familia A € I(n,k,t), que, apds uma quantidade finita

de substituicoes, torna-se a familia F,, para algum 0 < r < ”T_t Entao temos que

A e F,. sao isomorfas em cada um dos casos abaizo.
n>2k—t+2, parat> 2,
n=2k—t+1, parat>2eke{t+rt+r+1},
n>2k+1, parat=1¢ere{0,1}.
Demonstragao. Sem perda de generalidade, podemos supor que S;;(A) = F,, isto

é, S;; ¢ o ultimo passo para A se tornar F,. Se tivermos que i,j € [t + 2r] ou

i,j ¢ [t+2r], entdo j4 tinhamos A = F,., pois ndo estaremos alterando a intersec¢do
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entre [t + 2r] e os elementos de A. Portanto, podemos supor que i € [t + 2r] e
Jj & [t + 2r]. Note ainda que, pela definicao da familia F,., podemos supor que

t =t+2r e j =n. Considere agora as familias
A ={AeA:jeAi¢ A ((A\{j})U{i}) ¢ A},

Ay ={AecA:j¢ AicA((A\{i}) U{j}) ¢ A}

Observe que A; é a familia dos elementos de A que serao modificados
com a substituigao S;;, e A é a familia dos elementos de A que ja foram modificados
pela substituicao S;;. Queremos mostrar que A ~ F,, e com isto teremos que
entao nao poderemos ter um tultimo passo da substituicao, o que serd absurdo.
Obviamente, se A; = ), entao A = F,. Suponhamos agora que A, = (), como
a substituicao nao altera o tamanho de uma familia, para mostrar que A = F,
basta provarmos que existe uma funcao injetora que mapeia os elementos de A nos

elementos de F,. Considere, entao, A € A.

Sei,j € Aoui,j¢ A, entao temos que S;;(A) =A. Seic Aej ¢ A,
entao S;;(A) = A. Porém, temos ainda que, para cada conjunto A deste tipo,
(A\{i}) U{j} € A, pois Ay = 0, contudo, Si;((A\ {i}) U{j}) = (A\{i}) U{j},
pois A € A, o que implica que (A\ {i}) U {j} € F. = Sij(A). Sei ¢ A, j e A
e S;j(A) = A temos que A € Freque (A\{jHU{i} € A Sei¢ A jeAe
Sii(A) = (A\ {i}) U{j}, entdo, para cada um destes conjuntos, existe um conjunto
(A\ {i}) U{j} citados no caso quando i € A e j ¢ A. Assim considere S;; como

sendo a func¢ao injetora desejada. Com isto temos que A ~ F,.

Logo, vamos supor que A, Ay # (). Neste caso mostraremos que A ¢

I(n,k,t).

Considere a familia

H:{He ([n]k\_{iij}) :|Hm[t+2r—1]|:t+r—1},
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que nao ¢é necessariamente intersectante. Afirmamos que, para qualquer B € A;UA,,
temos que |[BN[t+2r—1)| =t+r—1, poisse B € A;UA; entdao B € A, ou B € As.
Disto segue que (BU{i})\ {j} € F., o que implica que |BN[t+2r —1]| > t+r—1,
porém, se isto nao valer com igualdade, teremos uma contradigao com o fato de que

Além disso, vamos mostrar que, para todo H € H, temos que ou H U
{j} € Ay ou HU{i} € A;. Quando HU{j} ¢ Ay, temos dois casos. Se HU{j} ¢ A,
entao neste caso, temos, pela definicdo de H, que H U {i} € F,, logo H U {i} deve
ter vindo de algum conjunto de A através da substituicdo, porém este conjunto
nao pode ser H U {j}, pois este nao pertence a A, logo veio dele mesmo, isto é,
HU/{i} € A, e portanto H U {i} € A,, pela defini¢ao de Ay. Se HU{j} € A, entdo
neste caso ((HU{j})\ {j}) U{i} € A, o que implica que H U {i} € A, e portanto
H U {i} € Ay, pela definicao de As.

Quando HU{i} ¢ A,, também temos dois casos. Se HU{i} ¢ A, entéo
neste caso, como novamente temos que H U {i} € F,, temos que este conjunto deve
ter vindo de algum conjunto da familia A através da substituicdo. Porém, como
HU{i} ¢ A, temos que H U {j} € A, e portanto H U {j} € A, pela definicao de
A;. Se HU{i} € A, entao neste caso ((HU{i})\{i})U{j} € A, o que implica que
HU{j} € A, e portanto H U {j} € Ay, pela definigao de A;.

Considere agora, o grafo G = (H,{{H1, Hz} € (7;) c|HiNHy| =t—1}).
Queremos mostrar que este grafo G ¢ conexo, pois com isto, teremos que, entre
quaisquer dois vértices de (G, existe um caminho que vai de um vértice ao outro, de
modo que, como A; # () # Ay, poderemos escolher By U {j} € A; e By U {i} € Ay,
de modo que B; e B; serao vértices de H e, assim, teremos que existe um caminho
que vai de By até By;. Com isto, temos que neste caminho haverd dois vértices
B!, B! que serdo adjacentes e satisfarao B} U {j} € A; e B, U {i} € As. Porém
|By N By =t —1, 0 que implicara |(B; U{i}) N (B,U{j})| =t —1, o que sera uma
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contradi¢ao, ja que A € I(n,k,t) e By U{i},B,U{j} € A, e a proposicao estara

demonstrada.

Lema 5.3. G € conexo se valem as condicoes da Proposi¢ao 5.2.

Demonstracao. Por absurdo, suponhamos que existam dois vértices em componentes
diferentes de G. Sejam E e F dois vértices de componentes diferentes de G que
possuam a menor intersec¢ao possivel. Note que, como |[EN[t+2r—1]| =t+r—1=
|F N[t + 2r — 1]| temos que |E N F| >t — 1, porém esta intersec¢do nao pode ser

igual a t — 1, jA que neste caso teriamos uma aresta entre E e F, logo |[EN F| > t.

Primeiro consideramos o caso n > 2k —t + 2, para t > 2. Portanto,
temos que o namero de elementos fora de F U F, lembrando que i = t + 2r e
j = n nao estao sendo contados, ¢ n —2 — |[FEUF|=n—-2—-(2k—-1)—|EN
Fl)=n—-2k+|ENF| >2k—t—2k+ 2+t = 2. Além disso, é verdade que
(ENft+2r—1)UFN[t+2r=1)] =2(t+r—1) = |[ENF N[t +2r—1]|.
Logo temos que [[t +2r — 1\ (EUF)|=|[t+2r=1]| = [t+2r — 1N (EUF)| =
t+2r—1-2(t+r—1)+|ENFNt+2r—1)|=ENFN[t+2r—1]| - (t —1).

Com isto, dividimos em trés casos.

Se |[ENFN[t+2r—1]] > t+ 1, temos que |[[t +2r — 1]\ (FUF)| >
t+1—(t—1) = 2. Assim, temos que existem elementos z,y, z tais que z,y €
[t+2r — 1]\ (FUF)eze€ ENF. Deste modo, considere E' = (E'\ {z}) U {z} e
F' = (F\{z})U{y}. Temos que |[E'NF| = |ENF'| < |ENF|, o que implica que E’
e F' estao na mesma componente, assim como F e F’ estdo na mesma componente.
Porém temos também que |E' N F'| < |E N F|, o que implica que E’' e F’ estao na

mesma componente, o que é uma contradicao.

Se |[ENFN[t+2r—1]| =t, entdo |[t+2r—1]\(FUF)| =t—(t—1) = 1.
Logo, temos que existem elementos z,y,z tais que z € [t + 2r — 1]\ (F U F) e
y,z € ENF,jaquet>2. Considere F' = (E\{z})U{z} e F' = (F\{y}) U{z}.
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Assim, novamente temos |E' N F| = |[ENF'| < |[ENF|e|E'NF'| <|ENF|, oque

implica em uma contradicao.

Se |[ENFN[t+2r—1]| =t—1, temos que |[[t +2r — 1]\ (FUF)| =
t—1—(t—1) =0. Porém, como |[EN F| > t, temos que existe pelo menos um
elemento x € (ENF)\ [t + 2r — 1]. Além disso, |[n] \ (EUF U[t +2r —1]) U
{t +2r,n}| = |[n]\ (FUFU{t+2r,n})| > 2, como visto anteriormente. Sejam
y,z € [n]\ (FEUFU[t+2r—1]U{t+ 2r,n}). Considere E' = (E'\ {z}) U {y} e
F' = (F\ {z}) U{z}. Assim, novamente temos |[E'NF| = |ENF| < |ENF|e

|[E'NF'| <|ENF|, oque implica em uma contradigao.

No caso quando n =2k —t+1,t >2e k € {t +r,t+r+ 1}, temos
que o nimero de elementos fora de E U I é exatamente 1 e, novamente, temos
que [t+2r =1\ (FEUF)| =|ENFN[t+2r—1]| —(t —1). Os casos em que
|[ENFNIt+ 2r—1]] > t sdo anédlogos aos anteriores. Suponhamos entdo que
|[ENFN[t+2r—1]|=t—1. Se k =t+r, entdo |E| =t+7r—1=|F|, o que implica
que E.F C [t+2r—1],jaque |[EN[t+2r—1]|=t+r—1=|FN[t+2r—1].
Porém, como |[ENFN[t+2r—1)| =t —1, temos que [ENF| =t —1, 0 que é
uma contradigao, ja que |[ENF| >t. Se k =t+r+ 1, podemos resolver de maneira

semelhante aos anteriores.

Finalmente, quando temos n > 2k + 1, ¢t = 1 e r € {0, 1}, novamente
0 1lnico caso a se preocupar é quando F N F N[t + 2r —1]| = ¢t — 1. Consideramos
primeiro o caso quando r = 0. Neste caso, temos t +2r — 1 =0, [ENF| > 1 e,
portanto, os elementos fora de E, F' e do intervalo [t + 2r — 1] sdo os elementos fora
de E e de F', e a quantidade destes, lembrando que nao podemos contar 1 =t + 2r e
j=nén—2—|EUF|=n—2—-2k+2+|ENF| > 2k+1—-2k+1 = 2. Assim, existem
elementos ., y, z, tais que x € ENF ey, z € [n|\(EUFU{t+2r,n}), de modo que
podemos contruir um caminho que vai de E até F' como nos casos anteriores. Se

r=1,entdo t +2r —1 =2 e, neste caso, |[ENFN[2]|=0, |[EN[2]|=1=|FN][2]],
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o que implica que E e F' ndo podem possuir o mesmo elemento em [2]. Porém, a
quantidade de elementos fora de E'U F' e fora de [2], sem contar com ¢ + 2r e n,
én—2—|FUF|=n—-2-2k+2+ |ENF| > 2, e resolvemos como no caso

anterior. O

Com este lema demonstrado a demonstragao da proposicao segue como

mencionado anteriormente. O

Com esta proposicao, temos que A e F, sao isomorfas sob as condicoes

descritas na proposicao. Com isto temos que

max |A|= max |A],
A€l (n,k,t) AeLI(n,k,t)

e, portanto, podemos supor, sem perda de generalidade, que a familia A é compri-

mida & esquerda.

Definicao 5.4. Para todo conjunto finito de nimeros naturais B definimos
U(B)={B': BC B},

e dada uma familia de conjuntos B, definimos U(B) = UpgepU(B).

Com isto vemos que U(B) é a familia de todos os conjuntos que contém

algum conjunto de B.

Definicao 5.5. Para qualquer B C ([Z]) um conjunto g(B) C U, ([Z]) ¢ chamado
familia geradora de B, se U(g(B))N ([Z}) = B. Além disso, G(B) € a familia de todas

as familias geradoras de B.

Note que G(B) # 0, pois B € G(B). A familia geradora nada mais é
do que uma familia g(B) de conjuntos com a propriedade de que, se pegarmos cada
conjunto B de g(B) e acrescentarmos, de todas as maneiras possiveis, elementos em

B até obter conjuntos com tamanho k, obteremos a familia B.
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Como exemplo, considere o caso em que n = 6, k = 4 e g(C) =
{{1,2},{2,3,4}}, temos que {1, 2} dara origem aos conjuntos {1,2,3,4}, {1,2, 3,5},
{1,2,3,6}, {1,2,4,5}, {1,2,4,6} e {1,2,5,6}, enquanto que o conjunto {2, 3,4} dara
origem aos conjuntos {1,2,3,4}, {2,3,4,5} e {2,3,4,6} e portanto teremos que os
conjuntos

{1,2,3,4},{1,2,3,5},{1,2,3,6},{1,2,4,5},
{1,2,4,6},{1,2,5,6},{2,3,4,5},{2,3,4,6}

formam a familia C gerada por ¢(C), isto &, U(g(C)) = C.

Esta ¢ uma ideia parecida com a de bases que geram espagos vetoriais
em Algebra Linear, porém aqui ndo sabemos a quatidade de elementos do gerador de
uma familia, nem o tamanho de cada conjunto do gerador. Diremos que um gerador
¢ minimal, se nao existe um conjunto do gerador que esta contido em outro conjunto
do gerador. Por exemplo {{1,2},{1,2,3}} é um gerador que nao é minimal, pois o
conjunto {1,2} esta contido em {1,2,3}. Note que o fato de dois geradores serem
minimais para a mesma familia nao implica que eles tenham a mesma quantidade
de conjuntos, enquanto que em Algebra Linear sabemos que todos os conjuntos
geradores minimais, ou bases, de um espaco vetorial tém a mesma cardinalidade, o

que leva a nocao de dimensao do espaco.
Lema 5.6. Para A€ I(n,k,t), n > 2k —t temos
|Ey N Ey| >t

para quaisquer By, Ey € g(A) € G(A).

Demonstra¢ao. Por absurdo, sejam Ey, Ey € g(A) com |Ey N Ey| = e <t. Em [n],
ainda existem n— |Ey U Ey| = n— |Ey| — | E2| + e elementos que estao fora de £y U E.
Destes, escolhemos k — | Ej| para gerar um conjunto F; de tamanho k a partir de Ej.

Logo restam n— |Ey | — |Ey|+e—k+|E,| = n—k+e— |Es| elementos fora de F} e de
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E5. Escolhendo todos eles e mais os elementos de E5 para formar F5, ainda faltarao
k—|Es| — (n—k+e—|Es|) = 2k —n — e elementos para F; ter tamanho k. Se esta
quantidade ndo for positiva, entdo |Fy| > ke |[F1NF,y| = |EyNE,y| < t, que é absurdo.
Se esta quantidade for positiva, entao seremos obrigados a pegar estes elementos de
Fy \ Ey, fazendo com que tenhamos |Fy N Fy| = |Ey N Ey| +2k—n—e =2k —n <t,

o que é absurdo também. O

Logo, se uma familia é t-intersectante, entao sabemos que qualquer

gerador dessa familia também é ¢-intersectante.

Definigdo 5.7. Para B = {by,...,bp} € (‘[g,}) com by < --- < byp|, definimos
st(B) como sendo o maior elemento by de B. Além disso, para uma familia de

conjuntos B, definimos sT(B) = maxpgeg sT(B).

Defini¢ao 5.8. Seja A C ([Z]) com A = L(A). Definimos L.(g(A)) como sendo o
gerador minimal da familia A no sentido de inclusao de conjuntos, isto €, L.(g(.A))
¢ L(g(A)) sem os conjuntos que contém estritamente algum conjunto L(g(A)). De-
finimos também G.(A) = {g(A) € G(A) : L.(g(A)) = g(A)} como sendo a familia

de todos os geradores minimais da familia A.

Para cada conjunto de £(g(.A)) podemos perguntar se este cojunto con-
tém algum outro conjunto de L£(g(A)), em caso afirmativo, removemos este do ge-
rador, em caso negativo, mantemos este no gerador. Com isto temos que o gerador

minimal sempre existe e é tnico.

Note que, por definicdo, L.(g(A)) C L(g(A)), e se esta relagdo for
estrita, entdo L.(g(A) pode ndo ser comprimido a esquerda. Note ainda que, como

A gera si mesmo, temos que A € G.(A).

Lema 5.9. Para qualquer A C ([Z}) comprimido & esquerda e g(A) € G(A) temos
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(i) L.(g(A)) € G(A), isto €, a compressio & esquerda de um gerador de

uma familia comprimida o esquerda é um gerador minimal da familia.

(11) sT(L.(g(A))) < sT(g(A)), isto é, o maior elemento do gerador compri-

mido a esquerda € menor ou tqual ao maior elemento do gerador.

(iii) Para A € L.(g(A)) e B X A, temos que, ou B € L,(g(A)), ou existe
um B' € L,(g(A)) com B' C B.

Demonstracao. Para demonstrarmos o primeiro item, basta mostrarmos que

utcaann (4) = (),

pois a aplicacao L, por definicao remove somente os elementos que nao alteram a

familia gerada.

Pela definicao de compressao a esquerda temos que g(A) C L(g(A)),
e isto implica que U(g(A)) N (7)) C U(L(g(A))) N (W), Por outro lado, dado um
elemento B € (U(L(g(A))) N ([Z])) \ A, temos que B = SUT, onde S € L(g(A)).
Como B ¢ A, temos que S ¢ g(A), logo existe um elemento V' € g(A) tal que
S£V,|S|=|V]eS =V, eisto implica que SUT X VUT. Poréem VUT € A, o

que implica que A nao é comprimia & esquerda, o que é um absurdo.

Para o segundo item, se supusermos que existe um conjunto B €
L.(9(A))\ g(A) tal que sT(B) > sT(g(.A)), entao nao existe elemento A € g(.A) tal
que B < A.

O terceiro item ¢é imediato da nossa definicao de minimal, uma vez que
L(g(A)) é a familia de todos os conjuntos que estdo a esquerda de algum conjunto
de g(A), e como A € L.(g(A)) C L(g(A)), entao existe algum conjunto A’ € g(A)
tal que A < A’, e como B < A, pela transitividade temos que B < A’, o que implica

que B € L(g(.A)). Portanto a real preocupacao é com o fato de o item (iii) estar
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afirmando algo sobre L, ao invés de L, isto é, ou B contém algum elemento de

L.(g(A) ou B € L.(g(A). O

Lema 5.10. Para uma familia A C ([Z]) comprimida & esquerda, e g(A) € G,(A)

temos que A é uma uniao disjunta da forma

A= | D(&) (5.1)

onde D(E) = {B e (") :B=FEUB, B, C[s*(E)+1,n,|By| =k — ]E]}. Além
disso se escolhermos E € g(A) tal que sT(E) = s7(g(A)) e considerarmos o conjunto
Ag = UE)\U(g(A)\ E))N ([Z}) dos elementos de A que sao gerados somente por

E, entio Ag = D(E) ¢ |Ag| = (")

Note que, com este lema, temos que a familia A comprimida a esquerda
pode ser escrita como a uniao das familias dos conjuntos gerados s6 por E para cada

E do gerador.

E facil ver que Ay = D(E). Para mostrarmos que a unido (2) ¢ de
fato disjunta, vamos supor por absurdo que esse nao seja o caso. Entao existiriam
conjuntos Ei, Ey € g(A) tais que D(E;) N D(E,) # (), portanto vamos supor F' =
E1UB) = EsU By com By C [sT(Ey) + 1,n], By C [sT(E2) + 1,n], |B1| = k — |E4|
e |By| = k — |Es|. Sem perda de generalidade, vamos supor que s™(E;) < st (Es).
Como todos os elementos de F; pertencem ao conjunto F', entao dado um elemento
x de Ej, temos que x € Esy, pois ndo pode pertencer a Bs, ja que sT(E;) < sT(Ey),

logo E; C FEs, o que é absurdo, pois g(A) € G.(A).

Lema 5.11. Sejam A € LI(n,k,t) e g(A) € G(A), e considere E1, Ey € g(A) com

as propriedades
Z¢E1UE2 ejEElﬂEz

para i,j € [n] com i < j. Entio |E3 N Es| >t + 1.
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Demonstra¢ao. Como temos que i ¢ Fy,j € Ey,i < j, A€ LI(n,k,t), entdo Ef =
(Ey U{i}) \ {j} € g(A) e isto implica que |E} N Ey| > t, que implica em |((E; U

Definicao 5.12. Para A € LI(n,k,t) seja

Smin(G(A)) = nin sT(g(A)).

Lema 5.13. Sejan > 2k —t, A€ LI(n,k,t) com |A| = M(n,k,t) e seja

. (k—t+1)(t+2r+1) C(h—t+1) (2+t—1)

r+1 r+1

para algum r € NU{0}. Entdo

Smin(G(A)) <t 4 2r.

Este é o lema que realmente nos fornece uma grande informagao para
a demonstracao do Teorema 1.6, pois ele estipula, nao somente uma cota superior
para o menor dos maiores elementos de cada gerador, como também que esta cota
superior é t + 2r, o que, se olharmos para a definicao da familia F,, é exatamente o

que precisamos que seja verdade.

Para demonstrarmos este lema, iremos supor, por contradicao, que
Smin(g(A)) =t + 2r + 4§, com § > 0, e como consequencia disto, que existe uma

familia A’, que satisfaz as mesmas hipoteses que a familia A e que além disso satis-

faz |A'| > |A]

Para tal, particionaremos os elementos de g(A) que possuem o elemento
méaximo t + 2r + §, de acordo com seus tamanhos i, onde t < i < t+2r +4 e
mostraremos que todos estes conjuntos devem ser vazios. ApoOs isto, o resultado
seguird, construindo geradores convenientes para cada caso quando quando i #

(2t + 2r + d)/2 e para o caso contrario.
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Demonstracao. Podemos assumir que n > 2k —t + 2, pois quando n = 2k —t 4+ 1

temos que r > k —t + 1 pelas contas abaixo, e portanto o lema vale.

o> DD (g )2+ Sy en=2k—t+1

=% —t+1> —(k_”l,.)ff 2rtl)
=2rk+r(—t+1)+2k—t+1-2rk—2r(—t+1)>(k—t+1)(t+1)
=rt—1)>k—-t+1)(t—-1)+2k+2(—t+1)—2k+(t—1)
=>r>k—t+1

=t4+2r>2k—t+2>n=2k—t+1

Portanto vamos supor n > 2k —t + 2.

Seja g(A) € G(S) tal que s7(g(A)) = smin(G(A)).

Vamos supor por contradicao que s(g(A)) = t + 2r + 0 para algum
d > 0. Mostraremos que existe uma familia A" € I(n, k,t) tal que |A'| > |A| =

M (n, k,t), o que é uma contradigao.
Para isto, comecaremos particionando o gerador como a uniao disjunta

9(A) = go(A) U g1(A),

onde go(A) ={B e g(A) :s"(B)=t+2r+d}e gi(A) = g(A)\go(A). Pelo Lema
5.6, temos que, dados B; € go(A) e By € ¢g1(.A) vale que

|Bi\{t +2r + 46} N By| > t.

Propriedade 5.14. Para uma familia A t-intersectante e quaisquer Ey, Fy € go(.A),
com |Ey N Ey| = t, necessariamente temos que |Ey| + |Es| = 2t + 2r 4 6.

Demonstra¢ao. Como |Ey N Ey| = t, ndo podem valer todas as hipoteses do Lema

5.11, porém temos que existe um j tal que j € E1NFEy, pois t+2r+0 € E1NEsy, logo



20

nao pode existir um i < t+42r+¢ tal que i ¢ E; U Es, logo para todo i € [t+ 2r + /]
temos que i € E; U Ey. Logo temos que |Ei| + |E2| = |E1 U Ey| + |Ey N Ey| =
|Ey| + |Eo| =t+2r+d+t=2t+2r+9. O

Agora, vamos particionar go(A) de acordo com as cardinalidades de

seus elementos.

Ri—go(A)ﬂ([T;])go(A)— U =

t<i<t+2r+6

Note que esta uniao é obviamente disjunta e que a desigualdade que a
determina ¢ estrita, pois os casos Ry # 0 # Rii9-15 sdo faceis de resolver, como

veremos abaixo.

Se temos R; # (), entdo existe um conjunto o = {iy,...,i;} € Ry, logo
a € g(A), que é comprimido & esquerda, portanto [t] € g(.A), porém g(A) é, ainda,
t-intersectante, portanto a = [t]. Logo temos que t é o elemento maximo de g(.A),

e isto implica » = 0 = 9, o que é absurdo, pois estamos supondo ¢ > 0.

Agora, se Riior15 # 0, como t + 2r 4+ 6 é o elemento méaximo de g(.A),
entao o inico conjunto em Ryior15 € [t + 2r 4+ d]. Logo {[t + 2r + §]} = go(A) =

g(A). Portanto vale que |A| = (Z:gigﬁgg), porém como |A| é maxima, temos que

r =0 =0, o que &€ novamente absurdo.
Portanto, vamos supor que
Rt - @ - Rt+27‘+(5;

logo go(A) = Ut<i<t+2r+6 R;.

Agora consideramos a familia dos conjuntos de R; s6 que sem o elemento

maximo t + 2r + ¢:

Ri={EC[t+2r+0—1: EU{t+2r+6} € R;}.
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Com isto, temos |R;| = |R}| e também |E'| = i — 1 para E' € R..
Pela Propriedade 5.14, temos que, para quaisquer £} € R}, Ey € R/, com i + j #
2 + 2r + 6,
By N Ey| > 1,

pois |El| =i—1= |Ei| =1, |ES| = j—1 = | Es| = j, e se tivéssemos |E{NE)| = t—1,
teriamos que |Ey N Ey| =t e a Propriedade 5.14 garantiria que |Ey| + |Ey| = 2t +
2r+0=1+4+j=2t—2+2r + 9, e isto ¢ uma contradicao.

Para concluir a demonstracao, mostraremos que, para todo ¢ € N, t <

i <t+2r+ 0 temos R; = (0. Por absurdo, vamos supor que isto nao ¢ verdade.

Primeiramente note que, se temos que |Ey| + |Es| = 2t + 2r 4+ § para
E; € go(A) e E5 € go(A), entdo temos que |E;| >k —(n—t—2r—¢),paraj=1e
J = 2, caso contrario, sem perda de generalidade, teriamos |Ey| < k—(n—t—2r—4),
o que implicaria |Ey| =2t +2r+6 —|Ey| > 2t+2r+6—(k—(n—t—2r —9)) =
U+ 2 +6—(k—n+t+2r+06) =2+2r+6—k+n—t—2r+6=n—k+t
Como |Fsy| < k, temos que k > |FEy| > n — k +t, de onde deduzimos 2k —t > n, o

que é um absurdo.

Portanto, se para todo i, temos i < k — (n —t — 2r — 4), nos temos
também que R; = 0. Logo H = (g(A) \ go(A)) U (U;<jcor2r45 Ri) € t-intersectante,
sT(H) < sT(g(A)), pois H nao possui o elemento maximo 2t + 2r + 0, e por esse
mesmo motivo [U(H)N ([Zm > |A|, o que é uma contradigao, ja que estamos supondo

que A é a maior familia t-intersectante.

Suponhamos entao que, para i com k— (n—t—2r—90) <i <t+42r+4,

temos R; # 0, e portanto R, # (). Distinguimos dois casos:

Caso (a) @ # (2t +2r +9)/2
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Considere as seguintes familias.
fi=91(A) U (go(A) \ (Ri U Rapr2r45-:)) UR;.

fo=91(A) U (90(A) \ (Rs U Ratraris-i)) U R/2t+2r+6—i'

Observe que f; e f sdo t-intersectantes, pois go(.A) é t-intersectante,
logo removendo elementos continua t-intersectante, unindo com g;(A) se mantém

. . . : / /
t-intersectante porque g(A) é t-intersectante, e unindo com R}, ou com R, 5., 5_;

: . / , o
continua t-intersectante porque R e RS, 5, s ; sao t-intersectantes.

Além disso, para ¢ = 1, 2, temos que também sao t-intersectantes as

familias

B, =U(f)N CZ]).

Considere agora a familia A\ B;. Note que esta familia é formada
pelos conjuntos de A sem os conjuntos gerados por ¢;(.A), sem os conjuntos gerados
por R, e sem os conjuntos gerados por ¢go(.A), a menos dos de tamanho i e de
tamanho 2t + 2r + § — 7; porém, estes conjuntos gerados pelos de tamanho i sao
gerados também por R/, e portanto foram retirados de A também. Logo A\ B; s@o
os conjuntos que sao gerados somente por Rosior15_ ;. Este mesmo raciocinio nos
informa também que A\ By é a familia dos conjuntos que sao formados somente
por R;, B; \ A ¢é a familia dos conjuntos gerados somente por R; que ndo possuem
o elemento 2t + 2r + 0 e By \ A é a familia dos conjuntos gerados somente por
Rotioris—i que nao possuem o elemento 2t 4 2r + 6. Note que, aqui, estamos usando

P A (2427 +0)/2= 2 A2+ 2+ = i A2+ 20+ 06—

Assim,

AN By = UlRatsar25-) \ UGG\ Racsarss)) 1 (1))

Isto implica que

AVB = |@Rarea) \ Ul A)\ Racarss) 0 (1)
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Agora, utilizaremos este fato para determinar A\ B;|. Note que, para

n—t—2r—34

k72t727,76+i) maneiras de completa-lo e, pelo

cada conjunto de Ro 9,154, €xistem (
Lema 5.10, temos que

—t—=2r—9¢
|~A\81’ = |R2t+27-+6—z‘|( " " )

k—2t—2r—90+1

Dado B; € R}, sabemos que |B;| = i — 1. Claramente temos que

By ¢ g(A), ja que g(A) € G.(A) e BiU{t+2r+4d} € R; C g(A).

Portanto, para todo A € ([Z]) com A= B UBsy, |By|=k—(i—1)e
By C [t +2r+ 6+ 1,n], temos que A € By, pois By € R}, o que implica

(BiUBy) € <u<7z;.) N ([Z])) C <Ll(f1) N ([Z])) — B,

e temos também que A ¢ A, ji que A nao pode ter sido gerado por Bj, pois
By ¢ g(A), e qualquer outro conjunto de g(.A) que tenha gerado A manteria seus
elementos em A, o que é absurdo, pois os tnicos elementos de [t + 27 + §] que estdo
em A sao os elementos de B;, e um conjunto contido em B; também nao pode

pertencer a g(A), pois g(A) € G.(A).

Além disso, note também que, para By, B} € R, com By # B, temos
que By U By # B{ U B), para todos By, By C [t+2r+0+1,n], pois By N[t +2r +0] #
Bin[t+2r+4].

Logo temos

—t—2r—9 n—t—2r—9

> 1R =R,
|BI\A|—‘Rl‘( k—i+1 ) |R’|< k—i+1 )
n—t—2r—4

kit ) conjuntos By. Na verdade, como explicado

pois, para cada B; existem (

anteriormente, temos que By \ A C U(g(R})) e portanto temos igualdade acima.

Com raciocinio anélogo, temos

n—t—2r—5>

AV =R
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n—=+t—2r—9
|&\N:UQW%4< )

k—2t—2r—o0+i+1

Como max |B;| < A, temos

n—t—2r—9 n—=t—2r—9
1B1\ A| |RZ’< k—it1 > < |R2t+2r+5_z|(k‘—2t—2r—5+i) | AN\ By
e

n—t—2r—9 n—t—2r—9
BAA = [Ravszrss-if (k — U —2r—0+i+ 1) <| Z‘( k—1 ) ANB,|

Com a primeira equacao podemos supor que Rosioris—i # 0, pois
Rotyorss—i = 0 = |Rz|(”_k:ir1_6) <0=|Ri| =0=R; =0, e estamos assu-
mindo R; # (.

I < (AT, 0 que

implica (n+t—k—i)(n—t—2r—0—k+i) < (k—i+1)(k—2t—-2r—90+i+1).

Com as duas equacoes podemos ver que (

Porém isto é falso, pois para n = 2k — t 4+ 2 isto ja nao é verdade, e
temos que n > 2k —t + 2, sendo que o unico lado que depende de n é o esquerdo,
que pode ser visto como uma funcao crescente em n, e portanto nao valera também

para todo n > 2k —t + 2.

Portanto temos que R; = () para todo i # (2t + 2r + 0) /2.
Caso (b) i = (2t +2r+46)/2

Para este caso precisaremos do Principio da Casa dos Pombos, enunci-

ado abaixo.

Lema 5.15 (Principio da Casa dos Pombos). Dados nimeros naturais n e p, con-
sidere 0s conjuntos Ay, ..., A, C 2" com Ziqp] |A;| > np. Entao existe um i € [p|

tal que |A;| > n.
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Necessariamente temos que § é par. Consideramos o conjunto R/

thr48/2
e consideramos que, para B € Ry, 5, [B| =t+r+46/2—1eBC[t+2r+45—1].
Pelo Lema 5.15, existem ¢ € [t+2r+6—1] e T C R}, 5/, tais que i ¢ B para todo

B € T e o tamanho de 7 é maior que a média dos tamanhos de todas as familias,
isto é,

TI> 112 g S T T
| | t+2,’,._|_5 1| t+7‘+5/2’ t QT 6 1| t+ +(S/2|

Pelo Lema 5.11, aplicado para Ey = By U{t + 2r + 4} e £y = By U
{t + 2r + 6}, temos que |E; N Ey| > t + 1, e portanto |B; N By| > t para todos
By, By € T. Uma vez que, pelo caso (a), R; = 0 para j # t +r + /2, temos que
"= (9(A) \ Rejris/2) UT é t-intersectante, pois

go(A) = U Ri = Rirris2 = 9(A) \ Riyrisz = g1(A).

t<i<t4+2r40

Agora mostraremos que
‘L{(f’) N ([Z])‘ > |Al.
Considere agora a uniao disjunta
A=U(g(A))N ([Z]> =D, UD,, (5.2)

onde Dy = U(g(A) \ Resris72) N (@) (gerados por gi(A)), e Do = (U(Rysris2) \
U(G(A) \ Rigriss2)) N ([Z]) (gerados somente por Riy,452 = go(A)). Considere

também a uniao disjunta
N (Y
U(fn f =D, UDs, (5.3)

uma unido disjunta onde Dy = (U(T) \ U(g(A) \ Rigrts/2)) N ([Z]) (gerados por T

que ndo sao gerados por g;(A)).

Note que, por (5.2) e (5.3) temos que

uern ()] > 1415 10 > ol
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Portanto mostraremos que |D3| > |Dy.

Aplicando o Lema 5.10 obtemos facilmente que

n—t—2r—29
Dsy| = .
Pul = Recresrl () 775 0)
Considere, entao, qualquer B € T, |B| =t +r + §/2 — 1. Claramente
B ¢ g(A), pois BU{t+2r+0} € g(A) e g(A) € G.(A). Portanto, pelo Lema 5.10,
para todo A € ([Z}) da forma A = BUC), onde |Cy| =k —|B| e C; C [t+2r+4,n],

temos A € Ds.

Note também que, para todo By, By € T, By # Bs, temos By U C] #
By U Cy para todo Cy, Cy C [t 4 2r + 4§, nl.

n—t—2r—5+1)

Portanto, para cada elemento B de T, podemos escolher (k—t—r—5/2+1

conjuntos C para formar conjuntos A = BU C} € D3. Logo

t—2r—(5+1)

n_
>
|D3|_|T|(k—t—r—5/2+1

Olhando para estas desigualdades e para a equivaléncia, podemos ver
que
r+0/2 n—t—2r—0+1 - n—t—2r—¢ (5.4)
t+2r+6—1\k—t—r—0/2+1 k—t—r—4/2
) )
<:>(r+§>(n—t—2r—5+1)>(k—t—r—§+1)(t+2r+5—1)

®n>(k—t+17)‘(i4(;/22r+6—1)' 5.5

E como ¢ é um namero inteiro par e positivo, temos que § > 2, de forma que

t+2r+1 S t+2r+6—1
r+1 =  r+4§/2

Logo (5.5) vale, o que implica que (5.4) vale, o que implica § = 0 e o

lema esta provado. O
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Antes da demonstracao do Teorema 1.6, veremos a demonstracao da
Conjectura 4m, que possui uma estratégia muito semelhante a utilizada para de-
monstrar o Teorema 1.6, que é uma generalizacao da Conjectura 4m. Para esta
demonstracao precisaremos de um Corolario, que seguird diretamente do Lema 5.13,

e de mais um lema.

Conjectura 5.16 (Conjectura 4m). Dado um nimero inteiro positivo m, temos que

M(4m,2m,2) = |Fpna| = % ((32) B (27”7:>Q>

Corolario 5.17. Seja A € LI(4m,2m,2) tal que |A| = M(4m,2m,2). Entdo

Smin(G(A)) < 2m.

Demonstracao. Basta escolhermos r = m — 1 e observarmos que

(2m —1)(2m + 1)

4m? > 4m* —1 = 4m* > 2m — 1)(2m + 1) = 4m >
m

para aplicarmos o Lema 5.13. O

Lema 5.18. Para qualquer A € I(n,k,t) consideremos qualquer familia geradora
g(A) € G(A). Além disso, consideremos a familia complementar A € I(n,n—k,n—
2k + 1), e seja f(A) a familia geradora de A em G(A). Entdo, para todo A € g(A)
e B € f(A), temos

|JAUB|>n—k+t.

Antes da demonstracao, note que o motivo de A € I(n,n—k,n—2k+t),
é simplesmente que, os conjuntos complementares aos conjuntos de A tém tamanho
n — k, e o tamanho da interseccao ¢ facil de calcular, pois, dados A, B € A temos
|AN B| > t. Dos n elementos para formar A e B, existem ¢ que ndo podem ser
escolhidos. Logo, para cada um, serao escolhidos n — k elementos dentre os n — ¢t
que restaram, portanto é necessdrio que (n — k) +(n—k) —|[ANB| < n—t =

n—2k+t<|ANB].
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Demonstra¢ao. Vamos supor por absurdo que [AUB| <n—k+t— 1.

Escolhemos qualquer conjunto F' de tal modo que AU B C F, e |F| =
n —k+t— 1. Sabemos que

UADN (T cAeUB)N (M) C A

Uma vez que n > 2k—t, temos que n—k+t > k = n—k+t—1 > k. Além
disso, n—k+t—1 > n—k jaquet > 1. Logo, temos que n—k+t—1 > max{k,n—k}.

Portanto podemos escolher A* € U(A) N ([Z]) e B*cU(B)N (n[ﬁ}k) de

tal modo que A* C F e B*CF.

Consideremos agora B* € A e observemos que |B*| =n — (n — k) =
k = |A*], e como A*NB* C FNB*, temos que |[A*NB*| < |FNB*| = |F|—|FNB*|,
pois B* C F, e isto ainda implica que |[A*NB*| < (n—k+t—1)— (n—k) =t —1,

o que é um absurdo, pois A € I(n, k,t). ]

Agora demonstraremos a Conjectura-4m, apesar de esta ser um caso

particular do Teorema 1.6, que serd mostrado mais tarde.

Demonstracao. Seja A € I(4m,2m,2), onde |A| = M(4m,2m,2). Seja também
g(A) € G(A) de tal modo que sT(g(A)) = spmin(G(A)).

Lembremos da definicao da familia F;, que nesta demonstracao sera
usada para n = 4m, k =2m, t = 2ei=m— 1, isto é F,,_1 = {F € ([4’”}) :

2m

IF 0 [2m]| > m+1}.

Do corolario acima temos que Spm:;,(G(A)) = sT(g(A)) < 2m, isto é,

para B € g(.A), temos B C [2m)].
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Consideremos o complementar de A

A={AC[4m]: [4m]\ A € A}.

Claramente temos que A € I(4m,2m,2), |A| = M (4m,2m,2), ANA =
0 e A é comprimido & direita. Logo existe uma familia geradora f(A) tal que, para

todo B € f(A), nos temos B C [2m + 1,4m].
Agora podemos dividir em trés casos:

Se, para todo By € g(A), temos que |B;| > m + 1 e que B; C [2m)],
entao, pela definicao de F,,_1, temos que A C F,,_1, e pela maximidade da familia

A, temos que A = F,, 1. Logo |A| = |A| = | Fm_1].

Se, para todo By € f(A) nos temos |Bs| > m + 1, entdo concluimos

também que A = F,,_1 = |A| = |A]| = |F,_1].

Se nenhum dos casos acima acontece, entao temos que existem B; €
g(A), By € f(A) com |B;| < m e |Bs| < m. Logo existe um conjunto A tal que

Bi U By C A, que implica que A € AN A, o que é um absurdo.

No ultimo caso ainda poderiamos ter argumentado que |B; U Bs| <

2m < 2m+ 2 =n —k +t, o que contradiz o Lema 5.18. O]

Ja que a familia é conhecida, podemos calcular seu tamanho, isto é,

podemos mostrar que
1( (4 2m\ >
M(4m,2m,2) = = o0 I Gt :
2 2m m

Comegamos separando os 4m elementos em um conjunto A com os
primeiros 2m elementos, € um conjunto B com os tltimos 2m elementos. Precisamos

contar a quantidade de conjuntos de tamanho 2m, que possuem mais do que m
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elementos de A. Dentre todos os conjuntos de ([;12]) vamos retirar aqueles que

possuem exatamente m elementos em cada conjunto, isto é,
4m 2m\ [ 2m
(o) =G

Agora precisamos retirar desta quantidade, a quantidade de conjuntos
de tamanho 2m que possuem menos do que m elementos de A. Porém, para cada
1, a quantidade de conjuntos com m — i elementos de A e m + i elementos de B é a
mesma quantidade de conjuntos que possuem m-+1 elementos de A e m—1 elementos
de B. Logo, metade dos conjuntos que sobraram tém mais do que m elementos de

A, e a outra metade tém menos do que m elementos de A. Portanto basta dividir a

quantidade acima por dois e chegar no resultado esperado
1( (4m 2m)?
M(4m,2m,2) = = — )
Finalmente demonstraremos o Teorema 1.6.

Demonstracao. Consideraremos os dois casos a seguir:

Caso (i)

(k—t+1) (2+fn:) <n<(k—t+1) (2+t_1).

r

Caso (ii)

t—1
n=(k—-t+1) (2+7"+1)'
Para o primeiro caso, escolhemos A € LI(n,k,t) com |A| = M(n, k,t),
e seja g(A) € G(A) com s7(g(A)) = spmin(G(A)).

Pelo Lema 5.13, sabemos que s™(g(A)) < ¢t + 2r. Sabemos ainda que

A € I(n,n —k,n — 2k +t), o complementar de A, é uma familia comprimida a
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direita que satisfaz |A| = M(n,n — k,n — 2k +t). Queremos agora encontrar os

valores de k/,t' e r' para esta familia complementar A.
Pela hipo6tese deste caso, temos que k > t 4 r, pois
2k—t<n<(k—t+1)(2+EL)
=rk—t)<m<(k—t+1)2r+t—1)
=rRk—t)+1<m,ern+1<(k—t+1)2r+t—1)
=r2k—t)+2< (k—t+1)2r+t—-1)
=7r(2k—t) <2kr+kt—k—2rt —t>+t+2r+¢t—3

= 2rt+ 12— 2t —2r +3 < k(t —1)

= (t—1)(2r+t—1)4+2 < k(t—1), sendo que, pela hipdtese deste caso

temos t > 2, logo
% > 0, e isto implica que

k>t+2r+ (-1 >t+2r—1

=k>t+2r.

A partir de manipulagoes algébricas, podemos verificar que, para k >

t 4+ r, é verdade que
n—2k+t—1
k—t—r+1

E—t+1)(2
( + )( + k—t—r

ok t—1
)<n<(k—t+1)<2+n i )

Por outro lado, para k =t + r temos que

(k—t+1)(n—2k+t+1)<n.

Considere, agora, k' = n —k e t' = n — 2k +t. Podemos calcular r/

como segue abaixo.
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Como, k >t +r, temos que k —t —r+ 1> 0, portanto

(k—t—r+1)(t—1)

—1< r+1

(k—t—r+1)(t—1)
= 2k —t—2k+t—1< ErED

(k—t—r+1)(t—1)

=n—-2k+t—-1< e

, poisn > 2k —t

n—2k—t+1 t—1
= k—t—r+1 < r+1

= (k—t+1)2+ 5220 < (k—t+1)(24+ 55) <n.

Assim, concluimos que ' =k —t — r.

Portanto obtemos, respectivamente, que

-1 -1
(k:’—t’+1)(2+t ><n<(k’—t’+1)(2+t )

r+1 !
e
(K=t +1){t +1) <n.
Note que ¥ —t' = k —t.
Com isto obtemos um gerador f(A) € G(A) com a seguinte proprie-
dade.

Be f(A)=BCn—(t'+2r)+1,n]=[t+2r+1,n].

Agora, assim como na demonstra¢ao da Conjectura-4m, dividimos em

trés casos.

(a) Se, para todo By € g(.A), nos temos |B;| > t+r, entdo pela defini¢do da
familia F,., temos que A C F,, e pela maximidade da familia A temos

que A = F,.

(b) Se, para todo By € f(A), temos |By| > ' + 7', entdo claramente temos
também A = F,
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(¢) Se nenhum dos casos acima ocorre, entdo temos B} € g(A), B; € f(A)
com |Bf|<t+r—1le|Bjy|<t'+1r"—1=n—k—r—1e,pelo Lema

5.18, chegamos em uma contradi¢ao devido a |[BjUB3| <n—k—t+2.

Omitimos a demonstracao do segundo caso, pois os passos realizados
sao exatamente os mesmos. A tnica diferenca é que teremos duas configuracoes

diferentes que gerarao familias de mesmo tamanho.
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6 UM TEOREMA DE ERDOS-KO-RADO COM
CORES

Este capitulo tem por objetivo demonstrar o Teorema 1.11.
Teorema 1.11. Dados nimeros inteiros positivos k,q e t, existe ng > 0 tal que para
n > ng, se k(H,q,t) = KC(n, k,q,t), entao
(a) Seqe{2,3} ouseq>5ek>2t—1, entdo H € isomorfo a Hy  q.+-

(b) Se q =4, entao H é Hox(n) para C = {t1,ta} com |[t; Nty] =t — 1,
onde t1,ty € ([?]).

(¢c) Seq>5ek<2t—1, entao H é Hep(n), para C = {t1,t2,...,tyy}

cada t; pertence a ([?]) e |ti Ut;| > k, para quaisquer 1 <1i < j < c(q).

Para tal precisaremos de alguns resultados prévios. Todas as demons-

tragoes deste capitulo sdo baseadas em [1].

Lema 6.1. Sejam k e t, nimeros inteiros positivos que satisfazem t < k. Considere
um numero inteiro positivo n, que satisfaz a restricao adicional n > 2k set =1,
e um numero inteiro ndo negativo s que satisfaz as condicoes de r no enunciado
do Teorema 1.6, e a familia Fs definida na Definicao 1.5. Se e € ([Z}) e eziste um
elemento de Fy que possui interseccao menor do que t com e, entao existem pelo

menos dois elementos de Fs que possuem interseccao menor do que t com e.

Demonstracao. Comecaremos dividindo a demonstracao em casos.

(a) t=1en>2k.

(b) t > 1.
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(b.1l) t>1ek <t+2s—a.
(b.1l1l) t>1,k<t+2s—aet+s<k.
(b.1.2) t>1,k<t+2s—a, k <t+2s.
(b2.1) t>1,t+2s—a<ket+2s—a>t+s.

(b.22) t>1,t+2s—a<ket+2s—a<t+s.

No caso (a), como t = 1 e n > 2k, entdo temos que s = 0. Pelo Teorema
1.6, sabemos que Fy é a maior familia 1-intersectante que existe, isto é, a familia de
todos os conjuntos de ([Z]) que contém o elemento 1 é a maior familia 1-intersectante
que existe. Portanto, por hipotese, temos que e nao contém o elemento 1. Digamos
que F seja o conjunto que, por hipotese, pertence a Fy, mas F'Ne = (), assim
|F'Ue| =2k < n, que implica em |[n] \ e] > k + 1, e isto significa (lembrando que
os conjuntos de Fy contém o elemento 1) que existem pelo menos (kfl) =k>2

conjuntos de JF( que sao disjuntos de e.

Para o caso (b), temos que s < k —t, e o Teorema 1.6 garante que

t

1 ~1
>k—t+1) (24— ) =2k —t+1.
1)—( +)(+k—t+1) *

n>(k—-t+1) (2+
s

Seja a = |e N [t + 2s]|. Dentre os t 4+ 2s — a elementos em [t + 25| \ e, escolhemos

min{t + 2s — a, k}.

Para o caso (b.1), como k < t + 2s — a, entdo obtemos um elemento
f € Fs que é disjunto de e e esta contido em [t + 2k], portanto t + s < k < t + 2s.
Porém uma destas desigualdades deve ser estrita, pois caso contririo terfamos s =

2s = s =0=1t =k, o que é uma contradicao.

No caso (b.1.1), temos t 4+ s < k, entdo a substituicao de qualquer ele-
mento de f por um elemento de e gera um elemento de F; que nao possui intersec¢ao

pelo menos t com e, ja que t > 1.
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No caso (b.1.2), é verdade que k < t + 2s, entdo a substituigdo de
qualquer elemento de f por um elemento de [t 4 2s]\ f gera um elemento de F; que

possui interseccao no maximo 1 com e.

Para o caso (b.2.1), como t+2s—a > t+s, entdo escolhemos elementos
de e para colocarmos em g até que g fique com tamanho k ou |[gNe| =t —1 (isto
pode ser feito de mais de uma maneira, ji que pelo menos um elemento deve ser
colocado em ¢). Agora, se ainda faltam elementos para que g tenha tamanho k,
entdo temos que k — |G| =k —2t —2s+a+1 > 1, neste caso ainda podemos pegar
b=n—(t+2s)—(k—a) elementos que nao estdo em eU[t+2s], de faton > 2k —t+1
implicaem b >k —2t —2s+a+ 1.

No caso (b.2.2), como t + 2s — a < t + s, entdo acrescentamos a — s
elementos de e N [t + 2s] a g, e como anteriormente, podemos escolher elementos
de e para colocar em ¢ até sua interseccao ficar t — 1, ou se isto for insuficiente,

novamente pegamos b elementos de fora de e U [t + 2s]. O
Agora demonstraremos o Teorema 1.7.

Demonstra¢ao. Dado um hipergrafo H = ([n|, E), considere ' C E C ([Z]) como
sendo a maior familia t-intersectante de E. Note que existem 271 (g, t)-coloragoes
para estas hiperarestas. Depois de determinadas as cores destas hiperarestas é facil
ver que as cores das demais hiperarestas ficam unicamente determinadas, pois para
cada hiperaresta e de E \ F, existe uma hiperaresta de F' com intersec¢gdo menor

do que t com e, que deve ter cor diferente da cor de e, contudo, como temos apenas

duas cores, é possivel que nao haja cor disponivel para esta hiperaresta. Logo

k(H,2,t) < 2P < ol
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Por outro lado, sabemos que I = ([n],F,) é o hipergrafo com maior conjnuto t-

intersectante de hiperarestas de ([Z]) isto é,

KC(n, k,2,t) > k(I,2,t) =27,

Porém, note que, pelo Teorema 1.6, I é o tinico hipergrafo, a menos de
isomorfismos, que atinge a quantidade maxima de hiperarestas. Por absurdo, vamos
supor que exista uma hiperaresta e em H tal que e € E'\ F,.. Pelo Lema 6.1, temos
que H possui pelo menos duas hiperarestas f, g € F, distintas tais que |[fNe| <te
lg Nel <t. Logo, em qualquer (2,t)-coloracao das hiperarestas de H, f e g devem
ter a mesma cor. Isto torna o niimero de (2, t)-coloragoes das hiperarestas de H no

-1

maximo 277171 o que é uma contradicao. Logo H = I. O

Para o caso em que n = 2k e t = 1, note que o Lema 6.1 nao vale, de
fato [2k] \ [k], é o unico conjunto que possui intersecgao vazia com [k]. O Teorema
1.6 afirma que, neste caso, o melhor conjunto de hiperarestas seria JFy. Porém toda
(gq,t)-coloracao das hiperarestas de H = ([n], Fy) corresponde a uma (g, t)-coloragao
das hiperarestas de H' = ([n], Fo U ([2k] \ [k])), onde [2k] \ [£] recebe cor oposta a
cor de [k]. Logo H' e H atingem igualdade no nimero maximo de (g, t)-coloragoes

com duas cores.

Com esta idéia, de que para cada conjunto de ([Qkk]) existe outro conjunto
de ([2:]) que é disjunto deste, é facil ver que, para ¢ > 2 cores, comn =2k et =1,
temos que

2k—1 2k—1

KC(2k, k,q,1) = 4% (g = 1)) = (g(g = 1)),

Lema 6.2. Seja g > 2 um inteiro. Todas as solugoes dtimas s = (s1,...,S.) € N°

para o problema de mazrimizacao

tém a sequinte forma.
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(a) Se q =0 (mod 3), entdo c =% e s; =3 para todo i € [c].

(b) Se ¢ =1 (mod3), entdo ou c = [1], onde dois componentes de s sdo

1quals a 2 € 0s outros componentes sao tguais a 3, ou c = L%J, onde um

componente de s € igual a 4 e 0s outros componentes sao 1guais a 3.

(c) Se q =2 (mod3), entdo c = [1], onde um componente de s ¢ igual a

2 e 0s outros componentes $ao iguais a 3.

Além disso, maxg, y..ys.<q [ [, 5i € igual a 3% se g =0 (mod 3), 4-313]
se g =1 (mod3), e 235 se ¢ =2 (mod3). Definimos ainda S(q)
como sendo o conjunto de todas as solugoes otimas deste problema de

Mazimizacao.

Demonstragao. Para g > 2 fixo, suponhamos que s = (s1,...,5.) € N° seja uma
solucao 6tima para o problema de maximizacao. Obviamente devemos ter s; +- - -+
se = q. Além disso, devemos ter que s; > 1 para todo i € [c], pois se, sem perda
de generalidade, tivermos s. = 1, entao (si,...,S..1) também serd uma solucao
6tima, contradizendo o fato de que a soma dos componentes deve ser igual a q. Se
existisse um componente s; > 5, poderiamos particiona-lo em 3 e s; — 3, o que seria
uma contradigdo, pois 3(s; — 3) > s;. Portanto, os componente de s devem ser
todos pertencentes a {2,3,4}. Porém cada componente 4 pode ser particionado em
2 e 2 sem alterar o valor do problema de maximizacao, contudo trés componentes
iguais a 2 poderiam ser substituidos por dois componentes iguais a 3, aumentando
o valor do problema de maximizacao, logo existem no maximo dois componentes
iguais a 2. Concluindo, basta escolhermos o maior niimero de componentes iguais a
3 e completarmos com até¢ dois componentes iguais a 2 ou um componente igual a 4

conforme a congruéncia de ¢ em modulo 3. O

Definicao 6.3. Para um niumero inteiro positivo t, definimos uma familia de conjun-

tos C' como sendo uma t-cobertura de um hipergrafo H = (V, E), quando C' C (‘t/)
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e todo elemento de E contém algum elemento de C. FEsta t-cobertura C serd dita

minima, quando |C| for a menor possivel.

Lema 6.4. Sejam k,q e t numeros inteiros positivos comt < k e H = (V, E) um
hipergrafo k-uniforme tal que k(H,q,t) > 1. Entao H possui uma t-cobertura C que
satisfaz |C| < q(lz)

Demonstragao. Como k(H,q,t) > 1, temos que H possui no méaximo ¢ hiperarestas
onde as intersecgoes duas a duas sao todas menores do que t. Portanto, seja S C F
um conjunto maximo com essa, assim |S| < ¢. Temos que toda hiperaresta de H
possui interseccao pelo menos ¢t com algum elemento de S. Portanto a maior familia
que podemos pegar para ser uma t-cobertura de H é a familia C' = J ¢ (i) de

todos os t-subconjuntos de cada hiperaresta de S. Assim temos que |C| < |5 (“z‘) <
k

q(t)' [

Definicao 6.5. Para q um mimero inteiro positivo e c(q) = [%], definimos as

fungoes N(q) e D(q):

N(q) = 5%, D(q) = 379, ¢ = 0(mod 3)
N(q) = (C(gq)) 4.6;(15,>_27D(Q) =4-372 g=1(mod3) (6.1)
N(q) = c(q #c!(q),D(CI)ZQ'y(q), g =2 (mod 3)

Teorema 6.6. Sejam k > 2 e ¢ > 3 nimero inteiros positivos, t € [k — 1] e r que

satisfaz as propriedades enunciadas no Teorema 1.6.

(a) Para q =3, existe ng > 0 tal que, para todo n > ng,
KC(n, k,3,t) < 3(:=0),

Além disso, para n > ng a igualdade é atingida, a menos de isomorfis-

mos, somente pelo hipergrafo I = ([n], F,.).

(b) Para q > 4 existe ng > 0 tal que, para todo n > ny,

KC(n, k,q,t) < N(q)g{ "G50 gy (D)
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onde ¢(q), N(q) e D(q) vém da Defini¢ao 6.5.

Note que o item (a) do Teorema 6.6 ¢ justamente o Teorema 1.8.

Para demonstrarmos o Teorema 6.6, mostraremos que a maior parte
das (g, t)-coloragoes sao coloragoes E-K-R (Erdés-Ko-Rado), isto é, coloragoes onde
distribuimos as cores entre os elementos da cobertura, de modo que cada hiperaresta
somente pode ser colorida com algum cor atribuida ao elemento da cobertura que
estd contido nesta hiperaresta. Primeiro calcularemos uma certa constante L, tal
que se, para um elemento ¢; da cobertura, o hipergrafo H possuir mais do que L
hiperarestas de cor o contendo t;, entao toda hiperaresta de cor 0 em H necessari-
amente contém t;. As cores que satisfazem isto serao chamadas substanciais. Apos
isto, mostraremos que, se toda cor o é substancial para um tnico ¢, entao para
todo 7, existe alguma cor o que é substancial para este 7. A seguir consideraremos
que, para cada 7, teremos s; cores substanciais para t;, e para uma quantidade j de
cores, olharemos para o vetor s = (sy,...,s.), de modo que > ;_; s; = j. Isto serd
util para calcularmos uma cota superior para a quantidade de (g, t)-coloracoes deste
tipo. A seguir, olharemos para o caso quando ¢ #Z 1 (mod 3), onde o Lema 6.2 nos
informaré precisamente o tamanho da cobertura, e o caso quando ¢ = 1(mod 3),

onde teremos dois possiveis tamanhos de cobertura.

Demonstragao. Sejam k,q e t como no enunciado do teorema, e seja H = (V, E)
um hipergrafo k-uniforme com n vértices tal que x(H,q,t) > 1. Considere C' =
{t1,...,t.} uma t-cobertura minima de H. Pelo Lema 6.4, sabemos que |C| < q(lz)
de forma que o tamanho da cobertura ndo depende de n. Seja V., = [J_, t; e
considere o conjunto de hiperarestas de H particionado £ = E'U F onde e € E’
se, e somente se, [eN V.| =, e e € F se, e somente se, [eN V.| > t. E claro que

nenhuma hiperaresta satisfaz |[e N V.| < t.
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De acordo com o que foi dito acima, temos que
f —(t+1
F| < Vel \ (n—(t+1)
t+1)\k—(t+1)

V. — |V,
B < [Vel\ [ — [Vl '
t k—t
Porém, como o tamanho maximo de F' é assintoticamente menor do que o tamanho

maximo de F’, consideraremos as coloracoes das hiperarestas de F' como uma mar-

gem de erro, e daremos foco, portanto, as coloragoes das hiperarestas do hipergrafo

H = H[EF] = (V,E\ F).

O objetivo & mostrar que o nimero maximo de (g, t)-coloragoes das
hiperarestas de H' somente pode ser atingido quando temos |C| = ¢(q). Para isto,
mostraremos que as coloracoes precisam ter cores que aparecem “muitas vezes", e
que estas devem ser do tipo “quase estrela", no sentido de que, para toda cor o,
deve existir um elemento da cobertura tal que toda hiperaresta de cor o contém este
elemento da cobertura. Entao isto serd usado, juntamente com o Lema 6.2, para

mostrar que a melhor distribuicao de cores para os elementos de C' ocorre quando

€] = c(q).

Definicao 6.7. Para cada t-conjunto t; € C definimos H;, como sendo o hipergrafo
(k — t)-uniforme, com conjunto de vértices V' = V \ U;_, t; tal que um (k —t)-
conjunto €' de V' é uma hiperaresta de H; se, e somente se, ¢’ Ut; é uma hiperaresta

de H.

Note que o nimero de (g, t)-coloragées das hiperarestas de F' é no mé-
Ximo
271 < QUGB < (E)G) (6.2

I

sendo que, para esta conta, foi usado que o valor maximo de |V,| é ct, quando os

elementos de C' sao mutuamente disjuntos.
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Defini¢ao 6.8. Em uma (q,t)-coloracio de H', considere, para cada t-conjunto
t; € C e cada cor o € [q], o hipergrafo (k—t)-uniforme H; ,, como sendo o hipergrafo
H; induzido pelas hiperarestas de cor o. Definimos H;, como sendo substancial,

quando sua quantidade de hiperarestas é maior do que

k—t n—2t+m
L = max .
0<m<t-1\t—m /) \k—2t+m

Além disso, definimos H; como sendo s-influente, quando existem eratamente s

cores o para as quais H; , € substancial.

A Definicao 6.8 formaliza a nocao dita acima de que uma cor o aparece

“muitas vezes".

Lema 6.9. Considere que H,, € substancial e que e é uma hiperaresta de H com

cor o, entao t; C e.

Note que o Lema 6.9 informa que, se H; possui mais do que L hi-
perarestas na cor o, entao H; possui todas hiperarestas com cor ¢ de H. Para
demonstrarmos este lema, utilizaremos o fato de que uma combinagao (Z), com

b constante, pode ser vista como um polindémio de grau b na variavel a, ji que

a al a(a—1)--(a—b+1 _
() = b!(alb)! =« )b!( < ga” +0(a™).

Demonstracao. Vamos supor, por absurdo, que exista uma hiperaresta e € F com
cor ¢ que nao contém t;. Considere entdo t; # t; C e. Por defini¢do, o nimero

de hiperarestas h em H;, cuja interseccao com e tem tamanho pelo menos ¢ é no

U k—t n— 2t + |t; Nt
S\t |ant])\k—(@t+t\t]))’

pois devemos escolher primeiro ¢ — |t; N t;| elementos dentre os k — t elementos de

maximo

e\ t;, e apos isto, escolher os k —t — (t — |t; NtY]) =k —t —|t; \t}| =k — (t+ |t; \ t}])

elementos restantes dentre os n — 2t + |t; Nt} elementos fora de ¢; U t..
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Deste modo, para n suficientemente grande temos que

k—t\[n—2t+m n—t—1
< = (k — =L )
Us 0dmEr 1 (t—m) (k—2t+m) (k=1) (k—t— 1) ’ (6.3)

e neste caso, quando comparamos isto a um polinémio, atingimos o valor maximo

quando seu grau tiver valor maximo, isto ¢, quando tivermos m =t — 1.

Logo e nao possui interseccao pelo menos t com todas as hiperarestas
de H;,, o que & uma contradi¢ao, pois todas as hiperarestas de cor o devem ter

interseccao pelo menos t com as outras hiperarestas de cor o. ]

Lema 6.10. Se C' = {t1,...,t.} € uma t-cobertura minima de H tal que existe uma
(q,t)-coloragao A das hiperarestas de H onde o hipergrafo H;, ¢ s;; -influente, com

si; > 1 para todo j € [m] e s;, + -+ +s;, = q, entdo m = c

Em outras palavras, o Lema 6.10 afirma que, se, para toda cor o, existe
um tnico indice ¢ tal que H;, é substancial, entao para todo indice ¢, existe pelo

menos uma cor o, tal que H; , é substancial.

Demonstracao. Por absurdo, vamos supor que m < c¢. Deste modo, por ter menos do
que ¢ elementos, o conjunto C’ = {t;,,...,t; } ndo éuma t-coberturade H = (V, E).
Portanto existe uma hiperaresta e € F que nao contém nenhum elemento de C’.
Sem perda de generalidade, assumiremos que e possui cor ¢ na coloracao A. Porém
o Lema 6.9 implica que para esta cor ¢, deve existir um j € [m] tal que H;, ,
¢ substancial e todas as hiperarestas com cor ¢ devem conter ¢;,, 0 que ¢ uma

contradicao. O]

Contaremos a quantidade de coloragoes de H' de acordo com sua dis-
tribuigdo de cores substanciais. Dado j € [¢] U {0}, seja ¢; o conjunto de todas
as solucoes Otimas da equacao s; + --- + s, = J, onde cada parcela deve ser um

nimero inteiro nao negativo. Para um vetor s = (s1, ..., S.), seja Ay(H') o conjunto
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de todas as (q,t)-coloragoes de H' tais que H; é s;-influente para cada ¢ € [c]. A
desigualdade (6.2) e o Lema 6.9 garantem que

ct n (t 1)
K(H, q,t) < ¢ G=6) ZZ\A (6.4)

Jj=0 sel;

pois o ntimero méximo de (g, t)-coloragoes das hiperarestas de H é o nimero maximo
de (g, t)-coloragoes das hiperarestas em F, multiplicado pelo nimero maximo de
(q,t)-coloracoes das hiperarestas de H', e este segundo niumero pode ser contado

olhando, dado 7, para cada vetor s com soma de coordenadas igual a j.

Agora limitaremos |As(H')|. Claramente, as j cores que contribuem
para Hi,..., H. serem influentes podem ser escolhidas de (3) maneiras. Além

disso, estas cores podem ser distribuidas entre estes hipergrafos de no maximo

()2 (j_(s”'“sﬁl)) < ]—', maneiras. Seja N = |JS _ tm|. Apos as j

S1 S92 Se — s1l-s

cores terem sido distribuidas, o ntimero de (g, t)-coloragoes das hiperarestas de H;,

3 | (ﬁ ((’Lcj))) L)

(alv-naaq—j z=1

para s; > 1, é no maximo

onde cada a, estd entre 0 e L. Isto ocorre porque podemos escolher a; hiperares-

_N . . . ~ .
tas (dentre ("k_t )) para serem coloridas com a primeira cor que nao é substancial

para nenhum elemento da cobertura, apos isso, escolhemos ay hiperarestas (dentre
(m < (¥ lorid d do é substancial

k_t) —a; < (k_t )) para serem coloridas com a segunda cor que nao é substancia
para nenhum elemento da cobertura, e assim por diante. As demais hiperarestas

podem ser coloridas com qualquer uma das s; cores que tornam H; s;-influente.

Utilizando que (")) > 2 e que 1 < 22!, para = > 2, temos que

5 (H <(’;%]Z))>Sgw>§ > )(nthV>< ““Jsgwy

(a1,--aq—5) \2=1 (a1,aq—;

)

(B) (P )<
a1 (g—j

pois, se considerarmos ( = B, teremos
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Porém

‘ L q_j
Z B(Zg;{ az)sfi _ (Z Bp> SZB < 2q—jBL(q—j)SZB‘ (6.5)
p=0

(a1yems0g—75)

Se s; = 0, entao nenhuma cor é substancial, logo H; possui no maximo

L(g—j) hiperarestas, e o ntimero de (g, t)-coloragoes destas hiperarestas é no maximo

(q—j)Ha. (6.6)

De (6.3), (6.5) e (6.6), com log em base 2 e observando que s possui no

méaximo ¢ componentes, temos, para n suficientemente grande que

Z|A (j)zq igLa— J)(q ]ch J)Z—'S' f[ 3?

sEL; s€l; € i=1,5;70
. 4\ 5(q—j)+L(g—7) log B+cL(g—j) log(g—37) J! - B
— 2(g—j q—J)log q—7)log(q—j _J s!
(%) >t 1 s
s€l; i=1,8,7#0
T\ o(a—4)+(g—3) (k—t+c) E= t? (R=!)10gn J! - B
< ola=1)+la=y =t \k—t S s, 6.7
< (") >t 11 s (67
s€l; i=1,5;7%0

Observe que, para ¢ fixo, o valor maximo de [[;_ 1,510 sB ¢ atingido
quando os componentes nao nulos de s sao os componentes de um vetor que é
solugdo 6tima para o problema de maximizagao do Lema 6.2. Considere agora D(q)
como sendo precisamente o valor 6timo do problema de maximizacao e considere

s = (s1,...,5:) tal que s ¢ S(q). Seja v > 0 tal que

C

I[ si<D@'* <D(q). (6.8)

i=1,8,70
A existéncia de v é garantida pelo fato de que os componentes de s nao ntimeros
inteiros e s ¢ S(gq), Mostraremos que o nimero maximo de (g, t)-coloracoes esta

associado as solugoes 6timas do problema de maximizacao.

Lema 6.11. Sejam k > 2, ¢ > 3 e t numeros inteiros positivos com t < k. FExiste

ng tal que, para todo n > ng, a sequinte propriedade vale. Seja H um hipergrafo
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k-uniforme com n vértices e com uma t-cobertura C' de cardinalidade ¢ onde a unido
de seus elementos tem tamanho N, que nao depende de n. Entao
()G Z Z (H')| < D(g)(Z) 0=,
J=0 sel;\S(q
onde S(q) € o conjunto das solugoes 6timas do problema de mazimizac¢io do Lema

6.2. Em particular, se Ay(H') = 0 para todo s = (s1,...,8.) onde os componentes

ndo nulos estao em um vetor de S(q), entdo k(H, k,q) < D(q)(r;:;])(lﬂ).

Demonstracao. Seja H um hipergrafo k-uniforme e ng tal que, para todo n > ng

temos que

g (V] e S G e < pigy(),
C J—

Além disso, (6.7) e (6.8) garantem que

q

dEEED ST ST A ) <

J=0 sel;\S(q)

q .
ROREEDY (q-)2<q—j>+<q—j><k—t+c>%-_*f (i=0) s (‘7 . 1) 1D(g) (i)

c—1

< D(q) (7;;1:)(177) (69)

: . : _ (Jtc—1
que era o que queriamos. Para verificar isto, estamos usando que |¢;| = ( ol ), que

(27 < 2% e que 30, () < (q+1)!

Quando A (H') = () para todo s = (s1,...,S.) onde os componentes

nao nulos sao os componentes de um vetor de S(g) temos que, por (6.4)

R(H, k,q) < D(q){i-#)0=),
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Para demonstrarmos o item (a) do Teorema 6.6, seja H = (V, E) um
hipergrafo k-uniforme com |V| = n e k(H,3,t) > 1 e seja C = {t1,...,t} um

t-cobertura minima de H.

Se ¢ = 1, entdo, de imediato, temos que x(H,3,t) < 31FI < 3<Z::), com
igualdade ocorrendo se, e somente se, H é isomorfo ao hipergrafo I = ([n], F,) visto

anteriormente.

Se ¢ > 1, entao pelo Lema 6.4, e por k(H,3,t) > 1, temos que ¢ < 3(]:)
Ainda, o Lema 6.10 implica que |A4(H')| = 0 para todo vetor s = (sq,...,S.) com
uma das coordenadas igual a 3. Além disso, o Lema 6.11 com £+ 1 < N < 3k

implica que k(H,3,t) < D(3)(73€j§v)(1—7) < 3G:=0) para n suficientemente grande.

Para demonstrarmos o item (b) do Teorema 6.6 consideremos primeiro
o caso quando ¢ # 1(mod3). Neste caso, fixamos novamente um hipergrafo k-
uniforme com n vértices e com k(H,q,t) > 1 e uma t-cobertura C = {t,...,t.} de
H. Pelo Lema 6.4, temos que ¢ < q(f) Novamente considere por S(q) o conjunto
das solugoes 6timas s = (s, . . ., S.) do problema de maximizagao no Lema 6.2. Pelos

Lemas 6.10 e 6.11, se ¢ # ¢(q), temos que

K(H,q,t) < D(q)(i=2)=7), (6.10)

Se ¢ = ¢(q), temos, por (6.4), que

q
w(H,q,t) < q(H)GZER) 5SS A,

<C(Q)t)<n—(t+1)) ) q—1 , /
=g LS AN+ DO TIAHO 3 IAH)
s€5(q) J=0 s€t; 5€L4\S(q)

Por outro lado podemos utilizar (6.7), com j = ¢ e com a soma restrita
a S(q), para concluir que

Siamis Y 5 T S5 = Nop@ 6. e

s€S(q) s€S(q)
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Por outro lado, com célculos similares aos feitos para obter (6.9), con-

cluimos que, para ¢ > 0 fixo e n suficientemente grande

istww S 1aJH) < D@0 < D) (). (6.12)
j=0 sel; s€£4\S(q)

Por (6.11) e (6.12), segue que

KC(n, k,q,t) = maxx(H, g, 1) < (G N (g) D(g) -4).

Se ¢ = 1(mod 3), entdo existem dois vetores diferentes em S(g) com
¢(q) — 2 componentes iguais a 3, um com dois componentes iguais a 2 e 0 outro com

um componente igual a 4.

Como no caso anterior, obtemos que «(H, q,t) < D(q)(r;:tv)(lﬂ)

sempre
que |C| =c ¢ {c(q) — 1,¢(q)}, ja que estes dois valores do conjunto correspondem
as solucoes otimas do problema de maximizac¢do. Se ¢ = ¢(q) — 1, repetimos os
argumentos utilizados anteriormente com s(q) substituido pelo conjunto das solugoes

6timas do problema de maximizacao do Lema 6.2 que possuem uma coordenada igual

a 4 e N(q) substituido por

]

Agora demonstraremos o Teorema 1.11, para g > 4. Para tal, nova-
mente olharemos para o caso quando ¢ # 1(mod3), onde o Lema 6.2 nos infor-
maré precisamente o tamanho da cobertura, e o caso quando ¢ = 1(mod 3), onde
teremos dois possiveis tamanhos de cobertura. Mostraremos primeiramente que
KC(n,q,k,t) > D(q)(nZ?EQ)). Apos isto, consideraremos que, se o tamanho da co-

bertura for diferente de ¢(q), entdo para todo 6 > 0 teremos que, a partir de uma

certa quantidade de vértices, k(H,q,t) < § KC(n,q, k,t). A seguir veremos que o
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hipergrafo extremal, no sentido de que atinge o nimero méaximo de (g, t)-coloragoes,
a partir de um certo nimero de vértices deve ser do tipo (C,k)-completo, isto é,
para cada t-conjunto t; da cobertura C', todo k-conjunto que contém t; ¢ uma hipe-
raresta do hipergrafo. Apos isto, particionaremos o conjunto de cores em ¢ conjuntos
Py, ..., P. de acordo com os vetores s = (s1,...,5.) que sao solu¢do 6tima do pro-
blema de maximizacao do Lema 6.2, colocaremos s; cores no conjunto P;. Deste
modo iremos colorir o hipergrafo utilizando as s; cores do conjunto P; para colorir
as hiperarestas que contém t;, estas coloracoes serao chamadas coloragoes estrela. A
seguir veremos que as coloracoes estrelas sao a grande maioria das (g, t)-coloragoes
e portanto calcularemos uma cota superior e uma inferior para a quantidade destas.
Entao comegaremos a argumentar sobre o tamanho das interseccoes entre os elemen-
tos da cobertura, que quando for positiva, a uniao deve ser maior do que k para o
hipergrafo ser extremal. Feito isto, mostraremos que o numero de coloracoes estrela
aumenta ao passo que alteramos os elementos dos conjuntos da cobertura para que
a interseccao dois a dois fique correta. Entao dividiremos nos casos k < 2t — 1 e

k > 2t — 1, para concluir a demonstracao.

Demonstracao do Teorema 1.11 para q > 4. Fixamos numeros inteiros ¢ > 5, k > 2
e 1 <t < k. Dado um nimero inteiro positivo n, seja H* um- hipergrafo k-uniforme

com n vértices que satisfaz k(H*,q,t) = KC(n, k, q,t).

Assim como na demonstracao do Teorema 6.6, primeiro consideraremos
o caso onde ¢ # 1(mod3) e a demonstragdo do caso ¢ = 1 (mod3) serd uma

adaptacao desta. Considere D(q), c¢(q) e S(q) como na Defini¢ado 6.5 e no Lema 6.2.

Lema 6.12.

c(q) (n;t—ciq))
KC(TL, ka q, t) 2 /{(Hn,q,k,h g, t) Z H Si - D(q) (";t_cgq)) .

=1
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Demonstragao. Sejam ty,...,1.q), conjuntos mutuamente disjuntos pertencentes a
t-cobertura C' de H,, 41 Considere as coloracoes E-K-R que seguem a seguinte
distribuicao. Seja s = (s1,...,5.q)) € S(q) e considere uma particao dos conjuntos
das ¢ cores nos conjuntos S; com |S;| = s; e i € [¢(q)]. Temos s; possibilidades de

cor para as hiperarestas que contém t;, s, possibilidades de cor para as hiperarestas

que contém fo, ..., Sc(q) possibilidades de cor para as hiperarestas que contém ..
Logo
oo\ ()
n—tec(q)
KC(n, k,q,t) > &(Hpgnsa.t) > | [[ 5 > D(g)("1").

i=1

]

Seja v > 0 como definido em (6.8). Como s € S(g), temos que nenhum
componente de s é nulo. Os Lemas 6.10 e 6.11 garantem que, para n suficientemente
grande, temos que ¢ = ¢(q) é uma condi¢ao necessaria para que um hipergrafo k-
uniforme com n vértices satisfaca «(H,q,t) > D(q)(nfé_j)(l_wﬂ). Note que o Lema
6.11 afirma sobre coisas para s € S(q), enquanto que aqui temos v escolhido para
s ¢ S(q), o que justifica estarmos utilizando v/2 em nossas contas. Logo o Lema

6.12 garante que ¢(q) é o tamanho da t-cobertura C' de H*.

Observacao 6.13. Para inteiros positivos ¢ > t e ¢ Z 1(mod 3), temos que para
todo § > 0 existe ng > 0 tal que qualquer hipergrafo H k-uniforme com conjunto

de vértices [n], n > mng, com t-cobertura minima de tamanho ¢ # c(q) satisfaz

R(K,q,t) <0 -KC(n,k,q,t).

Lembre da Defini¢ao 1.9, onde é definido que um hipergrafo H é (C, k)-
completo quando todos os k-conjuntos que contém algum elemento da cobertura C'

forem uma hiperaresta de H.

Lema 6.14. Para ¢,k > 2 e 1 < t < k, seja H* = (V,E) um hipergrafo k-

uniforme com n vértices com uma t-cobertura minima C que satisfaz k(H*, q,t) =
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KC(n,q, k,t). Entdio eziste ng, tal que, para todo nimero inteiro n > ng o H* €

completo.

Demonstracao. Por absurdo, consideremos as hipo6teses do lema e suponhamos ainda
que exista algum hipergrafo H = (V, E) que nio seja completo. Seja U = |J;_, t;
e N = |U|. Consideremos o caso em que existe algum elemento em C' que cobre

no maximo ¢L hiperarestas nao cobertas por outro elemento de C', lembrando que,

n—t—1

para n suficientemente grande, L = (k —t) (kftfl

). Para cada i, seja F; o conjuntos
das hiperarestas que sao cobertas somente por t;. Cada FE; é nao vazio, ja que C'
é uma t-cobertura minima. Seja H' o hipergrafo obtido de H pela remocao das
hiperarestas de E;. Seja C o conjunto das (g,t)-coloracoes das hiperarestas de H,

e sejam C; e C' os conjuntos das (g, t)-colora¢oes das hiperarestas dos hipergrafos

(V, E;) e H' respectivamente.

Claramente temos que
K(H, q,t) = [C| < |Ci[|C'] < ¢™|C.

Por outro lado, dada uma coloracao A € C, existe uma cor o;, que é a cor de
alguma hiperaresta de F; em A, uma vez que F; é nao vazio. Em prticular, o
Lema 6.9 garante que H;, nao pode ser substancial para j # ¢. Além disso,
como cada cor é substancial somente para um conjunto t;, temos que existem no
méximo g — 1 cores o para as quais H; , = H;, é substancial. Portanto, pelo Lema
6.11, se n é suficientemente grande, entao |C'| < D(q)(t]tv)(lﬂ). Além disso, para n

suficientemente grande também temos que g% = qq(kft)(zjj) < D(q)“’/Q(TL:JtV). Logo

K(H,q,t) < |C'|¢" < D(q) (i),

o que implica, pelo Lema 6.12, que o namero de (g, t)-coloragdes das hiperarestas

de H nao pode ser maximo.

Agora, suponhamos que todo elemento de C' cobre mais do que qL

hiperarestas que ndo sdo cobertas por outros elementos de C. Seja e ¢ E um k-
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subconjunto de V contendo t; € C. Definimos E; como antes. E verdade que este e
definido acima existe, pois estamos supondo por contradicao que o hipergrafo H nao
é completo. Seja A como antes. Pelo Lema 5.15, temos que pelo menos uma cor,
digamos o, aparece mais do que L vezes em FE;. Pelo Lema 6.9, todas as hiperarestas
que possuem cor o em A devem conter t;. Deste modo, A pode ser estendido a uma

(g,t)-coloracao de H U {e}, simplesmente atribuindo a cor o a e.

Existe pelo menos uma (g, t)-coloracao das hiperarestas de H que usa
exatamente ¢ cores. Sem perda de generalidade, suponhamos que as hiperarestas
que contém t; possuam a cor 1, e as hiperarestas que contém ¢; e nao contém
nenhum elemento de {¢1,...,t; 1}, parai=2,..., ¢ possuam a cor i. Uma vez que
c=c(q) = [4] < q—1, para ¢ > 3, temos pelo menos duas opgoes de cor para
a aresta e, uma utilizando uma cor ja utilizada anteriormente e outra utilizando
uma nova cor. Logo H U {e} possui mais (g, t)-coloracoes do que H, de modo

que, novamente, o numero de (g, t)-coloracoes das hiperarestas de H nao pode ser

maximo. O

Pelo Lema 6.14, temos que H deve ser um hipergrafo (C, k)-completo
para atingir o niumero maximo de (g,t)-coloracoes, portanto, a partir de agora,
estamos supondo que H é completo. Note que quando ¢ = 1 (mod3), com um
argumento similar podemos concluir que o hipergrafo H também deve ser completo
para que tenha chances de atingir o nimero maximo de (q,t)-coloragoes de suas

arestas, porém quanto ao tamanho ¢ de sua cobertura C' nés apenas sabemos que
¢ € {clq) — L c(q)}-

Definigao 6.15. Seja s = (s1,...,S.) uma solugcdo dtima para o problema de ma-
zimizac¢ao do Lema 6.2 e seja P(s) uma particao do conjunto [q] de cores de modo
que |P;| = s;, para todo i € [c|. Definimos uma coloragao como sendo de tipo
(s, P(s))-estrela, quando esta consiste em todas as coloragoes A das hiperarestas de

um hipergrafo H tais que, se o € uma cor de P; e A(e) = o, entio t; C e. Definimos
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SC(H, P(s),q,t) como sendo o conjunto das coloracgoes (s, P(s))-estrela. Conside-
rando Py como sendo a familia de todas as partigées P(s) = (Py,..., P.) de [q] tais

que |P;| = s;, para todo i € [c], definimos

SC(H.q.t)= | |J SC(H. P q1).

s€S(q) PEPs

Além disso, sc(H,q,t) = |SC(H,q,t)|.

Em outras palavras, as coloracoes estrela sao aquelas onde as hipera-

restas que contém t; sao coloridas com as s; cores de P;. Para definirmos cotas para

sc(H,q,t), seja |U| = |U;_, t:| = N.

Lema 6.16. Sejam q,t, k nimeros inteiros positivos com t < k. Entdao existe um
ng tal que, para todo hipergrafo k-uniforme H com n > ngy vértices com t-cobertura

C' de tamanho ¢ = ¢(q), temos

k(H, q,t) — D(q)(=)0") < se(H, q,t) < K(H, q,1).

Note que o Lema 6.16 informa que para aproximar o nimero de (g, t)-
coloracoes de um hipergrafo, basta calcularmos o ntimero de coloracoes estrela deste

hipergrafo.
Demonstra¢ao. Obviamente toda coloragio estrela é uma (g, t)-coloracao, logo
SC(H7 q, t) S ’%(Ha q, t)

Para demonstrarmos a outra desigualdade do lema, basta mostrarmos que o nimero
— n—N
|S| de coloracoes que nao sao do tipo estrela é no maximo D(q)< i )0, Seja C a

familia das (g, t)-coloracoes das hiperarestas de H que satisfazem.

(a) Para toda cor o existe um i € [c] tal que H;, ¢ substancial.
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(b) Para s; = |{o : H,, ésubstancial}|, para cada i € [c], temos que

(s1,...,5:) € S(q).

Agora, note que a desigualdade (6.4), em combinagdo com o Lema
6.11, garante sobre a familia C das coloracdes de H que nao estdo em C que, para n
suficientemente grande,

|@|§q(tf:1)(;:_:_})zq: S (A ()] < D(g) (0=,

7=0 se£;\S(q)

Por outro lado, o Lema 6.10 estabelece que, se A é uma (q, t)-coloragao
e o ¢ uma cor para a qual H;, ¢ substancial com relagao a algum conjunto ¢; na
cobertura, entao A pode atribuir cor o somente para as hiperarestas que contém t;.
Logo, toda coloragao de C ¢ uma coloracao estrela. Portanto, para n suficientemente

grande, temos que |S| < |C| < D(q)(r;:tv)(lﬂ). O

Note que, com isto, temos que se H é um hipergrafo 6timo, no sentido

sc(H,q,t)

(. t) tende a 1 a

de que atinge o numero maximo de (g, t)-coloragdes. Entao

medida que n aumenta.

Lema 6.17. Sejam q,t e k niumeros inteiros positivos com t < k. Existe ng > 0 tal
que, para todo n > ng, o hipergrafo completo He i (n) satisfaz, para alguma cobertura

C fiza e alguma constante A = A(q) > 0, que

L)) s sz

seES

SZTED 1 (i)

s€S(q) PEPs e€E \t;Ce

Demonstracao. A desigualdade da direita segue diretamente da definicao 6.15. Para
a desigualdade da esquerda, contaremos o niimero de coloragoes que aparecem em

muitos termos da unido | J Upep SC(H, P, q,t). Seja A uma coloragao que esta

s€S(q
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em SC(H, P,q,t) NSC(H, P, q,t), onde P = (p1,...,p.) € Pse P = (p},...,p.) €
Py, para s,s" € S(q) ndo necessariamente distintos. Entao existe uma cor o € [
tal que 0 € P,N P}, ¢ # j, e toda hiperaresta com cor ¢ na coloragao A deve conter
t; e t;, pois a coloracao A teria sido contada duas vezes, uma devido a ¢; C e e outra

devido a t; C e.

Para s,s', P, P',i, j fixos, e como ), _ s, < ¢, temos que o nimero

M(s,s', P, P i,j) de coloragbes com a propriedade acima satisfaz

M(s,s', P, P' i, j) < min{s;, s;} H (Z 5m> H (Z(sm — 1)) ,

eGE\Si,j tmCe eES»;,j tmCe

onde §; ; é o conjunto das hiperarestas de H que contém ¢; e nao contém ¢;, pois, apos
escolhida a cor o, para cada hiperaresta e € £\ S, ; temos Zthe Sm possibilidades
de cor para utilizar, e para cada hiperaresta de S; ; temos esta mesma quantidade de
possibilidades de cor, a menos da cor 0. Note que min{s;, s;} ¢ o nimero maximo
de maneiras de escolhermos uma cor o e, de acordo com o Lema 6.2, este maximo
é min{4,4} = 4. Portanto, com mais algumas manipulacoes algébricas, concluimos

que

M(s,s', P, P’ i,j) < min{s; s}} H (Z 3m> H (Z(sm—1)>

< e eetsl 11 (S
<oz ) (e
<o) (e

eeE \tmCe e€S; ;
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Uma vez que o hipergrafo H é completo, podemos concluir que |S; ;| >

(o) = (3)- Logo

M(s, s PP’,i,j)<4<q;1)( >H <Z$m>

eeE \tmCe

Agora, como existem no maximo ('S(QQ)Hl) maneiras de escolhermos um

q!

2) maneiras de escolhermos duas dentre

ou dois elementos de S(¢), no méximo (
as parti¢oes do conjunto [g] de cores em Pp,..., P., e no maximo (;)q maneiras de

escolhermos dois elementos ¢;, ¢; na cobertura e uma cor o, entao temos que

sc(H,q,wz(l—A(q)(q_l) )Z ZH(Z )

s€5(q) PEPs e€E \tmCe

com Afg) = 1(°9) (3) (e 0

2

Lema 6.18. Sejam g > 5 e C = {t1,...,t.} uma t-cobertura tal que existem i,j €
], i # j, com |t;Nt;] > 1. Se |t;Ut;| <k, entdo existe ng > 0 tal que, para n > ng
temos k(Heor(n), q,t) < KC(n,k,q,t).

Demonstragao. Fixamos i, j que satisfazem t; Nt; # Qe [t; Ut;| = 2t — [t; Nt;] < k.

Considere U = |J _, t,, e considere vértices v € t; Nt; e w € [n] \ U.
Definimos t; = (t; \ {v,w}) U ({v,w}\t;) e C"' = (C\ {t;, t;}) U({t —1,t;} \ C). Para
ordenarmos o conjunto C’, consideramos que t; é o i-ésimo elemento do conjunto, e

os demais elementos ocupam a mesma posicao em que estavam em C'.

Note que esta operagdo t, é parecida com a substituigdo que vimos
anteriormente. Neste caso, se nem v nem w pertencem a t;, entao os dois sao
acrescentados ao conjunto t;, se um pertence e o outro nao, entao é substituido
um pelo outro, e se os dois pertencem ao conjunto ¢;, entao eles sao removidos do

conjunto.
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Afirmamos que existem § > 0, £ € (0,7) e ng € N tais que
se(He(n), q.1) < se(Herx(n), g, 1) — 5D (q)* 9 (6.13)

para todo n > ng. Lembrando que 7y esta definido em (6.8). Note que (6.13)

demonstra o lema, pois, pelo Lema 6.16, temos que
R(He(n), 0.1) < se(Hep(n),g,t) + D(g)* ()
e, como sc(Hex(n),q,t) < k(Her x(n), ¢, t), podemos reescrever isto como
w(He(n).4,t) < w(He(n), q.0) = 0D(q)" 96 + D=0, (6.14)
e para n suficientemente grande vale que §D(q)'~ o=t > D(q)(l_‘;)(ﬁ:tv).

Agora, para concluirmos a demonstracao do lema basta mostrarmos
que (6.13) vale. Considere E = FE(n) e E' = E'(n) o conjunto das hiperarestas de
H = Hgy(n) e H = Hg, . (n), respectivamente. Considere s = (sy,...,s.) uma
solu¢do otima do problema de maximiza¢ao do Lema 6.2 ¢ P = P(s) = (Py,..., F,)
uma partigdo do conjunto de cores [g] tal que |P;| = s;, para todo i € [¢]. Considere
a funcdo f: F — N, onde, para e € E, f(e) = f. = Zt]c@ s;. Analogamente

definimos a func¢ao f': B/ — N para Hev i(n). Considere as seguintes familias de

k-subconjuntos de [n].
={ec (W) tiut;Ceyufec () titi ¢ eg#it, Cel,
{ee("]) tiCewdet,ZeVg#i},
{ee(”]) tiCevédetyZeNg#i},
={ec () :ticewdgeIg#it, Ce},
{66(”]):t’iCe,v§Ze,E|g7éi,the}.

Podemos verificar facilmente que FNE' = FyU Fy U F), onde a unido é
disjunta. Podemos facilmente verificar também que £\ E' = F} e E'\ = F|. Além

disso, pelas definicoes de 8 e de 3’ temos que
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Be = s;, se e € FY,

Bl =s;, se ee€ Fy,

B, = Pe—5:>2,seec Iy,

Bl =0+ s >2+s;,seec Fj,
Bl = B, se e € Fy.

Por definicao temos que

|SC(H, Pq,t)| =[] 5

ecE

e que

|SC(H,7P7q7t>| = H 62’7

e/cE’

de modo que, utilizando ainda as equagoes acima,

sc(r, P o) _ (oer ) (Mo 5) .19
| SC(H7 P? q, t)l B (HeeFl Si) (HeeEﬂE’ ﬁe) .

S (e, 8) (Mg ) (Meer, 52)
(Ieer, ) (Iecry ) (I.ers 8.)

U (TMeery ) (e )

(HeeFZ’ B — 8z‘> (T B2+ 51)

Considere a fungao ¢: Fy U F{ U F, U F) — F; U F] U F;, U F) dada por ¢(e) =

(e\ {v,w})U ({v,w}\ e). Facilmente podemos ver que esta fun¢ao ¢ injetora. Além
disso, w ¢ U implica que ¢(F;) C F] e ¢(F3) C F». Finalmente, a fungao ¢ é uma
bijecdo entre F| \ ¢(F1) e Fy \ ¢(F3). De fato, considere f' € F{\ ¢(Fy) e f = o(f').
Pela nossa escolha de f’ temos que f ¢ Fi, portanto f € Fy. Temos que [ ¢ ¢(F}),
pois ¢(f) = f' € F|, de modo que f € F, \ ¢(F}) como afirmado. Com isto temos
que

|F2| = [ B3| = [Bo| = [o(Fy)| = |FY] = |¢(F)| = [Fi] — [ Fal. (6.16)
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Utilizando (6.15) e (6.16) temos que

|Fo|—|Fy|
ISC(H',Pq,t)] S (Hee@ ﬁé) (Ieer, 50)
SC(H,P.q,t)] ' (6.17)
| ( y 47,4, )| (HeEFéﬁé_Sz) (Hengﬁé—i_Si)
Lema 6.19. Considere os conjuntos A = {a1,...,a,} e B={by,...,b,} de nimeros

inteiros positivos, e sejam m € {2,3,4} e M nimeros inteiros positivos. Suponha-
mos que m+2 < a; < M, 2 <b; <M para quaisquer i,j onde ¢ > max{p, 1}. Seja
¢: [p] — [q] uma funcao injetora tal que a; < by + m, para todo i € [p]. Entdo
m HieA @; HjeB bj
HieA(ai —m) HjeB(bj +m)

Se a; < by, entao o lado direito da desigualdade pode ser substituido por 1+

> 1. (6.18)

J\/[2n_’bm2 .
Se p < q emax{m,b; : j € [q]} > 3, entdo o lado direito da desigualdade pode ser

substituido por g.

Pelo Lema 6.19, temos que

|SC(H', P, q,t)|
|SC(H, P,q,t)| —

Precisamos mostrar que esta desigualdade é estrita.

Considere § € S(q) uma solucdo 6tima particular do problema de ma-
ximizagao do Lema 6.2 tal que 5; = 3 para algum ¢ que existe, pois ¢ > 5. Considere
P(8) uma parti¢ao do conjunto de cores como antes. O objetivo é mostrar que, ou

|B| = |Fy| > |F5| = |A], ou existe algum e’ € F tal que al, < by(ey + ;.

Seja f um k-subconjunto de [n] tal que fN(UU{w}) = t,Ut; , que existe,
j4 que estamos supondo que |t;Ut;| < k e ja que n pode ser escolhido suficientemente
grande para garantir isto. Temos que f € F,, pois f N (U U{w}) =t;Ut;, o que
implica que ¢t;Ut; C f e se tivéssemos que w € f, terfamos que w € t;Ut;. Considere,
como antes, f' = (f \ {v,w}) U ({v,w}\ f) € F] U FJ. Separamos agora em dois

Casos:
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Se f' € Fy, entdo B4 + 8; — 8; < 8}, o que implica que 8} < B} + ;.
Isto é verdade pelo fato de que t; C f', t; C f, mast; ¢ fet; ¢ f etambém que
nossa escolha de w garante que, para g # ¢, ndo pode existir um ¢, tal que t, C f’,

mas t, Z f.

Se f' € F|, entao |F|| > |F|, pois ¢(f') = f nao estd em Fy. Por (6.16)
temos que ¢ = |Fy|—|F3| = |F{|—|Fi| > 0. Além disso, max{m,b. : e € B} > §; > 3.

Com isto, podemos aplicar o Lema 6.19 em (6.17) e obter, para todo

|SC(H', P,q,t)| . [6 2 ¢ — 14
> 51 | 1
SC(H.P.g.0)] —~ ™™ \5 T@=16) £-15 (6.19)

Agora, pelo Lema 6.17, temos que

q > 5, que

sc(H',q,t) —sc(H, q,t) = (6.20)

2t

(1—A<q>(q_1)n ) 2 D ISCH'P.q.0)

s€S(q) P'eP;,

- Z Z ’SC H,P/,q,t”

s€S(q) P'ePy
Se aplicarmos a distributividade em (6.20) veremos que, por (6.19) temos que

> ) ISCH', PLqt) = > Y ISC(H, P qt)] >

s€S(q) P'eP} s€S(q) P'eP}

5 | SCUH P(3)..0)] = %wp(q)m‘)_ (6.21)

Note que, dados & > 0 arbitrario e n suficientemente grande, temos que

n—c(q)t

D)) > D(g)-9G=0), (6.22)

De (6.20), (6.21) e (6.22) temos que

sc(H',q,t) —sc(H,q,t) (6.23)

NG
o) ) (12) T 3 3 iseur o)

2 215
- q s€S(q) P'eP)
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Fixamos agora £ < min {%, % logp(g) q%l}. Pelos Lemas 6.16 e 6.17, temos que, para

n suficientemente grande

1\ )
A () TS X se P

q seS(q) P'eP

) (2

n—2t)

< D(q)72=), (6.24)
onde no ultimo passo aplicamos a parte (ii) do Teorema 6.6.

Combinando (6.23) com (6.24) temos que, para ¢ > 5 e n suficiente-

mente grande

sc(H',q,t) —sc(H,q,t)

> L 15D(q)ﬂ—f)(’;’if)D(q)<1—é>(’£:§) — D(q)20(0)
Q2 —
> §D(q)9G) (6.25)
para algum 0 > 0 e £ < 7. Isto prova (6.13) e, portanto, o Lema 6.18. O

Lema 6.20. Se Hoi(n) € um hipergrafo (C,k)-completo, mas C ndo satisfaz as
condicoes da Definicao 1.10, entdo, para q > 5, existem 6 > 0 e ng > 0 tais que,
para n > ng,

k(Hek(n),q,t) < (1 —0)KC(n, k,q.t).

Demonstragao. De fato, considere Hev i (n) um hipergrafo extremal obtido modifi-
cando a cobertura C' indutivamente como na demonstracao do Lema 6.18, até que
a uniao de quaisquer dois elementos da cobertura seja maior do que k, ou disjunta.
Assim, temos que | SC(Her (1), P, q,t)| é igual para qualquer solugao 6tima do pro-

blema de maximizagao do Lema 6.2 s € S(q) e para qualquer P € P;. Em particular,
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os Lemas 6.16 e 6.17, aplicados para Her (n) implicam que

|SC(Her x(n), Pq,t)] > ﬁ (k(Hox(n), 4,1) = D(g)' ()
1
> 2N(q)/f(HC’,k’(n)aQ7t)7

n—te(q)

ja que, pelo Lema 6.12, temos x(Her x(n),q,t) > D(q )( —t >, onde n é suficien-
temente grande e 7 é a constante positiva definida em (6.8). Com isto, podemos
realizar manipulagoes algébricas em (6.21) para chegarmos em

> D ISCH, P t) = > > |SC(H,Pq.t)

s€S(q) P'EP, s€S(q) P'EP,

1
= 3 - (g et 4

De (6.25), podemos concluir que

1
sc(Her p(n), q,t) —sc(Hor(n), q, t) > 4(¢> — 15)N(q)

K(HC',k(n% q, t),
e portanto temos que

K(Hex(n), q.t) < se(Hex(n), q.t) + D(q) "~ ()

1
<|(1- He t) < (1—-96)KC(n,k,q,t
para todo § < m. m
Agora, para concluirmos o caso quando ¢ = 1(mod3), conforme o

Lema 6.2, precisamos determinar se o melhor tamanho para a t-cobertura é ¢(q)
ou ¢(q) — 1. Utilizando os Lemas 6.16 e 6.17, mostraremos que o nimero de (g, t)-
coloragdes de um hipergrafo definido a partir de uma cobertura de tamanho ¢(q) é
substancialmente maior do que o de tamanho ¢(q) — 1. Para tal, dividiremos em
dois casos e compararemos assintoticamente as quantidades de coloracoes estrela

para descobrirmos qual tamanho de cobertura é melhor.

Se k < 2t — 1, seja Hj = Hci(n) um hipergrafo k-uniforme completo

com n vértices e com uma t cobertura C' = {t1,...,t,y} tal que |t; Ut;| > k, para
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quaisquer 7,7 € [c(q)], com i # j. Seja Hf = Hcry(n) um hipergrafo anilogo ao
anterior, mas com t-cobertura C' = {¢},... ,t’c(q)_l}. Como k < 2t — 1 temos que
qualquer hiperaresta de qualquer um dos dois hipergrafos é coberta por exatamente
um elemento de sua cobertura, isto &, dado s € Sy C S(q), onde Sy é o conjunto
de todas as solugoes 6timas do problema de maximizacao do Lema 6.2 tais que
dois elementos de s sao iguais a 2 e os demais sao iguais a 3, e dada uma particao

qualquer P € P;, é verdade que

|SC(H;, P,g,1)] = 22-0)3@-2(20),

n—t

ja que cada elemento da t-cobertura cobre exatamente (kft

) e nenhuma hiperaresta
é coberta por mais do que um elemento da cobertura. De maneira analoga, para
algum s’ € 57 C S(q), onde S; é o conjunto de todas as solu¢oes 6timas do problema
de maximizacao do Lema 6.2 tais que um dos elementos de s’ é igual a 4, e os demais

sao iguais a 3, e para qualquer particao P’ € Py temos que

n—t

SC(H;, P, q.1)] = 430202 = | se(H, P,q,1)].

Além disso, para s € Sy e s’ € Sy, temos que
_ (cla) q!
[Sol[Ps| = ( 5 )W

q'

1S1]|Py| = (c(q) — 1)W’

porém, o Lema 6.16 garante que, para n suficientemente grande, temos que

r(Hs q.)  se(Hg,q.t)  [SollPs| _ 3ele) _
k(Hf, q,t) ~ 2sc(Hf,q,t) — |S1||Ps| 2 ’

(6.26)

o que implica que o tamanho de uma t-cobertura de um hipergrafo que atinge o

nimero maximo de (g, t)-coloragoes deve ser ¢(q).

Se k > 2t — 1, utilizaremos o Principio de Inclusao-Exclusao enunciado

abaixo.
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Lema 6.21 (Principio de Inclusdo-Exclusdo). Dado um nimero natural n e p con-

Juntos Ay, ..., A, C 20 temos que

=S =0 )T AN A

r=1 {i1,-ir }Clp]

p

o

=1

Definimos Hj, H{ como antes, onde os elementos de suas coberturas
sao mutuamente disjuntos. Como no caso anterior, para s € Sy, s’ € S, P €
Ps e P € Py, temos que |SC(Hy, P, q,t)| = |SC(H], P,q,t)|. Para facilitar a
notagao, considere c¢(q) = c. Para calcularmos o nimero de coloragoes estrela de
Hj, considere, sem perda de generalidade, que t. e t._; correspondam aos elementos
iguais a 2 em s. Seja X = {t1,...,t._o}. Qualquer hiperaresta e que contenha ¢. e
te—1 a0 mesmo tempo e mais |I| = [{i : t; € (§) N X}| elementos da cobertura pode
ser colorida com 4 + 3|I| cores, trés cores para cada i € I, duas cores devido ao
conjunto t. e duas cores devido ao conjunto t. ;. Além disso, para cada conjunto [
de indices, temos, pelo Lema 6.21, que o nimero A(/) de hiperarestas que contém

te, te—1 e |I] outros elementos da cobertura é

() ()

pois basta contarmos a quantidade de hiperarestas que possuem exatamente t., t._;

c—2—|I|
A(l) =

1=0

e outros |I| conjuntos, descontarmos a quantidade de hiperarestas que contém exata-
mente ., t._q e outros |I|+1 elementos, acrescentamos a quantidade de hiperarestas
que contém exatamente ¢, .1 e mais outros |I|+2 elementos da cobertura, e assim

sucessivamente.

De maneira andloga, as hiperarestas que contém exatamente um dentre
3
te e t._q e |J| outros elementos da cobertura podem ser coloridas com 2 + 3|.J| cores

e a quantidade destas hiperarestas é
g n—t(|J|+1+9)\ fc—1—]|J]
B(J) = —1)°( o).
D= (i) ()

=0
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Também de maneira analoga existem
c—|K| i
A —t(|K|+19)\ [c—|K]|
C(K) = -1)
=20 ()
=0
hiperarestas que nao contém nem t. nem t._; e contém |K| outros elementos da

cobertura, e estas podem ser coloridas com 3| K| cores.

Assim, dada uma particao P, o nimero de coloragoes estrela de Hj é

2

T IT @+3a*@ | | TT ] 2+3y
=1 re(3) Le(h)

T I (32)° | @950
=)

onde w = | %], m, = min(c—2,w—2), mp = min(c—2,w—1) e m; = min(c— 2, w).

Por outro lado, vamos supor que t._; corresponde ao elemento 4 em s'.
Assim como antes, calculamos que existem
c—2—|I| .
An—t(I|+1+19)\ [c—2—|I]
D(I) = -1
n= 3 (i)
hiperarestas que contém t._; e outros |I| elementos da cobertura, e estas podem ser
coloridas com 4 + 3|I| cores, e
c—1—|K]| .
(n—t(|K|+1i)\ [c—1—|K]
E(K) = —1)
=3 =0 o) (7
hiperarestas que ndo contém t. 1 e contém |K| outros elementos da cobertura, e

estas podem ser coloridas com 3|K| cores.

Com isto obtemos que, para uma dada particao P’, o nimero de colo-

racoes estrela de Hy é

sc(HE, P, q,t H [T (4+32)"® H IT 2"

=1re(¥) = e ()
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De maneira analoga ao caso anterior, podemos mostrar que, de fato,
SC(HS7 P? q7 t) Z SC(HT7 Pl? Q7 t)?

o que conclui a demonstracao. O]

Agora iremos demonstrar que, no caso ¢ = 4, o tamanho da cobertura

deve ser igual a 2.

Demonstracao. Sabemos, pelo Lema 6.14, que o hipergrafo k-uniforme com n vér-
tices que atinge o nimero maximo de (4,t)-coloragoes deve ser da forma He(n),
onde C' é uma t-cobertura de tamanho 1 ou 2. Primeiramente consideraremos que

C possui tamanho igual a 2.
Considere C' = {t1,t5}, onde C C (‘;0), para o hipergrafo k-uniforme

H} = Heg(n) = (W, Ep) com n vértices. Considere que y = |t3 N t2|. Temos
que existem (;1) maneiras de distribuirmos as 4 cores entre os conjuntos t; e t5. O

nimero de k-subconjuntos de V; que contém ¢, e nao contém ty é (Z:f) — (Z:gziz),

que é também o numero de k-subconjuntos de Vy que contém t, e nao contém t;. O

n—2t+y

k—2t+y)’ e estes conjuntos podem

numero de k-subconjuntos que contém t; e ty é (
ser coloridos com qualquer uma das 4 cores. Logo, o nimero de coloracoes estrela

de Hj é dado por

@ Q270G 4 (3T — 6,420, (6.27)
que nao depende de y.
Por outro lado, considere Hf = Herp(n) = (Vi, Ey) como sendo o

hipergrafo k-uniforme com n vértices e com t-cobertura C' = {t|}, para algum

t) € (‘?) Neste caso, toda hiperaresta pode ser colorida com qualquer uma das 4

cores. Logo, o nimero de coloragoes estrela de Hy é 4G5, Utilizando (6.27) e 0
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Lema 6.16, temos que, para n suficientemente grande,

k(HE 4,t) N sc(Hg,4,1) 6 o
k(H: 4,t) ~ sc(Hf4,1) 27 7

implicando que, para g = 4, o hipergrafo que atinge o nimero maximo de (4, t)-

coloracoes é o que possui t-cobertura de tamanho 2. O
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7 CONSIDERACOES FINAIS

A principal contruibuicao do trabalho foi estudar a aplicabilidade da
substituicdo para demonstrar a Conjectura 1.12. Estudamos (g, t)-coloragoes de
hipergrafos e vimos que ja era conhecido que o hipergrafo que possui o maior niimero
de (g, t)-coloragoes, quando 2 < ¢ < 4 ou quando ¢ > 5 e k > 2t — 1, é isomorfo
a Hog(n), formado a partir de uma cobertura disjunta C' de tamanho [¢/3]. No
caso em que ¢ > b e k < 2t — 1, ja era conhecido que os hipergrafos 6timos sao
isomorfos a He(n), para alguma cobertura C' tal que |C| = [¢/3] e a unido entre
quaisquer dois conjuntos de C' possui mais do que k elementos. Em outras palavras,
nenhuma hiperaresta pode conter dois elementos da cobertura. Foi conjecturado
que, neste caso, para um hipergrafo ser 6timo, este deve satisfazer, além do que ja
foi dito, que a uniao entre quaisquer dois conjuntos da cobertura C possui tamanho
igual a k4 1. Conseguimos demonstrar que a conjectura é verdadeira, para ¢ < 6
adaptando a técnica de substituicao, utilizada para demonstrar os Teoremas 1.2 e
1.3, e mostrando que o niamero de (g, t)-colora¢oes de um hipergrafo aumenta a cada
aplicacao da substituicao na cobertura do hipergrafo. Quando ¢ > 7, temos que a
cobertura deve possuir tamanho |C| > [7/3] = 3 e conseguimos utilizar esta mesma
técnica para restringir a familia de hipergrafos candidatos. Mostramos que, neste
caso, se a cobertura satisfaz a propriedade de que existem dois conjuntos t,ty € C,
onde |t; Uts| > k+ 1, e elementos z e y tais que x pertence a todos os conjuntos de
C, exceto t1, e y pertence a todos os conjuntos de C', exceto t9, entao este hipergrafo
nao é 6timo. Quando ¢ € {7,8,9}, temos que |C| = 3 e conseguimos mostrar que,
ou a propriedade citada acima é satisfeita, ou existem conjuntos ti,t, € C, onde
|ti Uty| > k + 1, e elementos z,y tais que x pertence somente a t; e y pertence
somente a ty. Futuramente, pretendo mostrar que, se um hipergrafo H satisfaz esta

propriedade, entao H nao é 6timo.
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Além disso, pretendo investigar outras técnicas que permitam demons-
trar a Conjectura 1.12 para todo ntmero inteiro positivo q. Porém, como foi dito
anteriormente, mesmo se provarmos que conjectura é verdadeira, e que portanto a
interseccao dois a dois entre os elementos da cobertura deve ser igual a 2t — k — 1,
nao saberemos qual configuragdo de cobertura é a melhor dentre as que satisfazem
a Conjectura 1.12, nem que existe uma tnica configuracao que ¢ a melhor, como
ilustra a Figura 7.1. Assim, pretendo procurar por configuracoes de coberturas que

levam um hipergrafo a ser 6timo e investigar a unicidade destas configuragoes.

Q
R

Figura 7.1: Configuracoes de coberturas com mesma intersecgao dois a dois.

N,
=

Uma outra direcao de pesquisa seria realizar uma espécie de Teorema de
Hilton-Milner para (g, t)-coloracdes, isto é, analisar o que acontece com o ntumero de
(g, t)-coloracoes quando proibimos os hipergrafos gerados a partir de uma cobertura
de tamanho ¢(q) de serem candidatos. Sera que o hipergrafo deste tipo que atinge
o maior numero de (g,t)-coloragbes é semelhante ao 6timo, formado a partir de
uma cobertura com outro tamanho? Serd que o nimero de (g,t)-colorages do
melhor hipergrafo deste tipo é proximo ao numero de (g, t)-coloragoes do hipergrafo
6timo? Serd que existird um tnico deste tipo com esta propriedade? No caso em
que ¢ = 1(mod3), para termos um numero grande de coloragdes, o tamanho da
cobertura podia ser ¢(q) ou ¢(q) — 1, conforme o Lema 6.2. Porém, demonstramos
que o tamanho da cobertura de um hipergrafo 6timo é ¢(q). Portanto, sabemos que
o hipergrafo que nao é gerado a partir de uma cobertura de tamanho ¢(q) e que
atinge o maior nimero de (g, t)-coloragoes, quando ¢ = 1(mod3), é o hipergrafo

formado a partir de uma cobertura de tamanho igual a ¢(q) — 1, e partigao de cores
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dentre os elementos da cobertura conforme as ¢(q) — 1 coordenadas do vetor s no

Lema 6.2.
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