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RESUMO

Esta dissertacao de mestrado apresenta um estudo sobre problemas de escalonamento
de tarefas com atrasos de comunicacdo. Mais precisamente, sdo abordados problemas
de escalonar um conjunto de tarefas em um conjunto de maquinas paralelas de nimero
limitado ou ndo, e tarefas de tempo de processamento unitdrio, sujeitas a relagdes de
precedéncia, e com atrasos de comunicacao estabelecidos para cada par de tarefas prece-
dentes, assumindo valores extremos, ou seja, podendo ser despreziveis ou infinitamente
grandes, isto com o objetivo de minimizaro o tempo em que a ultima tarefa escalonada
termina seu processamento - minimizac¢ao do makespan. Sendo assim, dois problemas sdo
demostrados serem da classe NP-dificil. Para o primeiro, a quantidade de processadores é
indicada a cada instancia, sendo este resultado valido ainda que as relagdes de precedén-
cia formem um conjunto de cadeias (P|chains; ¢; ; € {0,00}; p; = 1|Cpay). O segundo
problema admite relagdes de precedéncia arbitrarias e € valido para qualquer quantidade
fixa de processadores diferente de um (Py|prec; ¢; j € {0,00}; p; = 1| Cpuqs). Por outro
lado, neste trabalho, dois outros problemas sdo demonstrados serem soltiveis em tempo
polinomial, ou seja, estarem na classe P, ambos quando uma quantidade ilimitada de pro-
cessadores estd disponivel. E visto que, se a ordem de precedéncia das tarefas é limitada a
uma drvore descendente, o problema é polinomial (P, |tree; Cij € {0, 00}; Dj = 1Crmaz)-
O outro caso polinomial demonstrado € valido quando € permitido processar a mesma ta-
refa em mais de um processador (P.|prec; ¢;; € {0,00}; dup; p; = 1|Cpay). Para am-
bos 0s casos sdo apresentados os algoritmos polinomiais. Finalmente, sdo apresentados
resultados para o problema de escalonar tarefas particionadas em conjuntos para os quais
todas as tarefas devem ser processadas no mesmo processador. O problema ¢ NP-dificil
quando a quantidade de processadores € determinada a cada instincia. Esse resultado é
vélido ainda que a precedéncia seja restrita a duas cadeias. O problema se torna polino-
mial quando o conjunto de parti¢cdes € limitado por constante e as cadeias sao restritas em
uma das duas formas: pela quantidade delas ou pela quantidade de tarefas em cada uma
delas.

Como trabalho futuro, este estudo deixa em aberto a NP-Completude do problema
de escalonar sob tais atrasos de comunicagdo de valores extremos, para uma quantidade
fixa de processadores, quando a ordem de precedéncia é de alguma forma restrita, por
exemplo, uma drvore descendente (P, |out-tree; ¢; ; € {0,00}; p; = 1|Chraa)-

Palavras-chave: Algoritmos, atraso de comunicacao, escalonamento de tarefas, maqui-
nas paralelas, relacdes de precedéncia.






A study of scheduling problems subjected to extreme delay values

ABSTRACT

This Master’s Thesis presents a study on scheduling problems subject to communi-
cation delays. More precisely, this work involves job scheduling problems with a num-
ber of parallel machines, limited or not, and where the tasks (or jobs) have unit exe-
cution time, and are subject to some precedence relation. Communication delays are
imposed at each pair of preceding tasks, taking extreme values, which may be negli-
gible or infinitely large. The objective is minimize the completion time of the latest
job to be processed, that is, to get the minimum makespan. Thus, NP-hard results are
demonstrated for two cases. For the first, when the number of processors is indicated
in the instance of the problem, and this result holds even when the precedence rela-
tion is restricted to a set of chains (P|chains; c;; € {0,00}; pj = 1|Cpez). The sec-
ond results is valid when arbitrary precedence relations are allowed, and any fixed num-
ber of processors (greater than one) is available (Py|prec; ¢;; € {0,00}; pj = 1| Crnaz)-
Two other problems are demonstrated to have polynomial time solutions, both when
an unlimited number of processors are available. The first result imposes the prece-
dence relation to be an out-tree (Py|tree;c;; € {0,00};p; = 1|Cpaz). The second
result is valid when the execution of the same job on multiples processors are allowed
(Pxo|prec; ¢ j € {0,00}; dup; pj = 1|Cineq). For both cases, polynomial algorithms are
presented. Finally, results are presented for the problem of job scheduling that are parti-
tioned in sets which must be executed on the same processors. The problem is demon-
strated to be NP-hard even if the precedence relation consists of two chains. Also, it is
shown that the problem becomes solvable in polynomial time if the number of partitions
is limited by a constant and the chains are restricted by a constant on either their number,
or the number of tasks that each chain may have.

As future work, this study leaves open whether is NP-hard the case to schedule tasks
subject to such communication delays with extreme values, when a fixed number of pro-
cessors is available, and the precedence relations are some how restricted, for example,
by an out-tree (P, |out-tree; c; ; € {0,00}; p; = 1|Crnaz)-

Keywords: algorithms, communication delay, parallel machine, precedence relations,
task scheduling.
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A Figura 4.2(a) mostra um conjunto de quatro cadeias com suas tare-
fas e suas respectivas comunicac¢des. Em tracejado estio representa-
das as comunicacdes de atraso despreziveis e, em linhas continuas,
estdo representadas as comunicacdes de atraso infinito. A Figura
4.2(b) mostra que a cadeia completamente processada pelo proces-
sador P, ao ser interpretada como uma Unica tarefa, teria de ser in-
terrompida em 7 e retomada em 73 para que o escalonamento seja
6timo quando disponibilidade de trés processadores.

A Figura 4.3(a) mostra um conjunto de trés cadeias de tarefas tlpadas
com a adi¢do de duas tarefas-origem ou source (S; e S), cada uma se
conectando através de arestas In f com todas as tarefas de um mesmo
tipo, onde os tipos estio diferenciados pelo preenchimento ou ndo do
no. A Figura 4.3(b) apresenta o escalonamento 6timo em relacdo a
este conjunto. Note que apenas as arestas tracejadas podem cruzar o
eixo dos processadores. .

Esta figura representa uma arvore descendente Estao destacadas duas
sub-arvores Arvores—lnf—Conectadas maximais, uma em tom de cinza
escuro outra em tom de cinza claro. Todos os outros vértices, formam
sozinhos suas préprias Arvores-Inf-Conectadas maximais. Os nés
triangulares representam raizes das Arvores-Inf-Conectadas-Filhas.
No interior de cada vértice estd indicada sua Prioridade de acordo
com o escalonamento 6timo.

Escalonamento da drvore exposta na Flgura 4 3 C
Esta figura representa um digrafo. As arestas de comunicagao despre—
ziveis estdo pontilhadas e as arestas de atrasos infinitamente grandes
estdo em linhas continuas. Os vértices em cinza sao 0s ancestrais n f
conectados do vértice representado pela letra E. .
Escalonamento do digrafo da Figura 4.5. As comunicagdes de atra-
sos despreziveis estdo em pontilhado, enquanto as comunicacdes de
atraso infinito estdo em arestas continuas. Nota-se que as arestas con-
tinuas ndo podem ligar elementos entre processadores distintos.
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1 INTRODUGCAO

Escalonamento de tarefas envolve uma grande classe de problemas com uma teoria
cada vez mais consolidada, sendo de grande interesse e estudo em Ciéncia da Compu-
tacdo e outras dreas, e com aplicagdes em diversos contextos e segmentos de mercado.
Envolve a alocagdo de recursos na realizacdo de tarefas sob algum critério de otimizagao,
em fun¢do do tempo. Os estudos nessa drea se iniciaram ainda na década de cinquenta,
portanto, pouco apds o surgimento dos primeiros computadores, e continuam sendo feitos
com intensidade até os dias de hoje.

Problemas de escalonamento estdo presentes em diversas dreas, de forma que ndo
¢ dificil encontrar cendrios praticos de aplicacdo. Tais problemas sdo encontrados, por
exemplo, na aviagdo comercial, no qual a frota de avides e a tripulacdo das empresas
sdo recursos limitados que devem ser alocados em voos sob diversas restricoes a fim de
maximizar os retornos financeiros das empresas. Também podem ser encontrados em
processos industriais, por exemplo, onde os reatores utilizados para a producao de dife-
rentes linhas de produtos devem ser compartilhados sob restricdes, como a necessidade
da utilizacdo desses reatores em uma sequéncia e intervalos de tempos proprios para cada
produto. Por dltimo, problemas de escalonamento podem ser utilizados em sistemas com-
putacionais, no qual os processadores sao recursos limitados a serem utilizados no execu-
cdo de rotinas de cédigos obedecendo restri¢des, tais como, de ordem de processamento,
de prazo limite para execucao das tarefas, etc.

Tais problemas compartilham caracteristicas entre si, sendo possivel criar modelos
tedricos genéricos capazes de abranger indmeros casos de aplicacdo. Porém, quanto mais
genéricas forem essas modelagens, mais dificil se torna encontrar métodos capazes de
escalonar otimamente. Muitos problemas em suas formulacdes genéricas foram provados
pertencer a classe de problemas NP-completo, o que torna a existéncia de solugdes efici-
entes (de tempo polinomial) improvaveis. Por esta razdo, muitas solucdes de problemas
de escalonamento sdo propostas para casos mais restritos, enquanto outras solu¢des sao
dadas de forma aproximada.

1.1 Motivacao

A vasta abrangéncia tedrica e pratica torna os problemas de escalonamento uma im-
portante area de pesquisa na Ciéncia da Computagdo. Além de representativos, muitos
destes problemas possuem uma grande complexidade de resolucdo, sendo provados NP-
dificeis, e se mantendo NP-dificeis ainda que restricdes severas sejam impostas, como a
restricdo do tempo de processamento de cada uma das tarefas ser idénticos. Por tltimo,
ha de se ressaltar a peculiaridade do problema de se decidir se hd um escalonamento pos-
sivel para um conjunto de n tarefas, todas de tempo de execucdo unitarios (UET), em
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(03) trés maquinas paralelas e idénticas, ou seja, Ps|prec; p = 1|Cy,q, em notagdo clds-
sica de escalonamento a ser detalhada posteriormente, seja para encontrar um algoritmo
polinomial ou para se provar sua NP-completude, visto que este problema juntamente
com isomorfismo de grafos sdo os dois Unicos problemas que permanecem em aberto da
famosa lista de problemas em aberto divulgada na primeira versdo do livro cldssico so-
bre NP-completude, de Garey e Johnson (GAREY; JOHNSON, 1979). Este problema de
escalonamento € o oitavo desta lista, sendo por isto conhecido como "Open 8".

O escalonamento de processos em rotinas paralelas de cddigos impulsionou ainda
mais esta drea. Para esta aplicac@o, os recursos sdo os processadores e as tarefas sao
trechos de rotinas de c6digo. Sendo assim, o recente aumento no nimero de unidades
computacionais (cores ou processadores) em clusters, grids, computadores pessoais e, até
mesmo, em dispositivos moveis, faz crescer a atenc¢do da drea académica para essa classe
de problemas. Muito do paralelismo em computadores pessoais e dispositivos méveis,
até o presente momento, ¢ extraido a partir de threads independentes e até mesmo de
diferentes processos, e desta forma, se torna trivial o escalonamento. No entanto, em
casos de grids e clusters utilizados em processamento de grande escala, o paralelismo
tem de ser extraido a partir de rotinas dependentes que estdo submetidas a restricdes de
precedéncia entre si, o que pode tornar o escalonamento uma tarefa complexa.

Ainda mais atencdo ganha esta drea, ja que as proximas geracdes de supercomputa-
dores (High Performance Computing - HPC) apontam um crescimento massivo de pa-
ralelismo, principalmente objetivando a redu¢do do custo energético imposta a proxima
geragdo de supercomputadores (PADOIN; NAVAUX, 2011) (BORKAR; CHIEN, 2011).
Este crescimento também cria novas perspectivas de aplicacdes, como em mineracao de
dados, sistemas multimidia e bioinformatica. Neste cendrio percebe-se a importincia de
modelos, ferramentas e algoritmos capazes de extrair o grande potencial computacional
das proximas geracdes de supercomputadores.

Segundo a literatura, ndo ha ferramentas eficientes para sistemas de processamento
paralelo e distribuido, o que deixa claro a dificuldade em se criar tais ferramentas (CAO
et al., 2006). Sendo assim, a proposicao de modelos de escalonamento que correspon-
dam as arquiteturas atuais visa também atender esta demanda por ferramentas eficientes.
Para esta finalidade, considerar atrasos de comunicagdes € imprescindivel, ja que o custo
de comunicacdo é um dos principais limitadores da reducdo do tempo ao aumento de
paralelismo. Além dos atrasos, outras considera¢des podem ser importantes para a efi-
cacia desses modelos. Entre os problemas apontados para as abordagens da literatura,
estd o fato de que o verdadeiro tempo de processamento das tarefas s6 é conhecido du-
rante a execugdo, devido a existéncia de lacos e rotinas condicionais. Além disso, existem
as dificuldades quanto a portabilidade eficiente dos algoritmos paralelos nas diversas ar-
quiteturas. A razdo disso € a falta de um framework capaz de considerar os principais
parametros arquiteturais sem se tornarem especificos a alguma arquitetura (CAO et al.,
2006).

Percebe-se, entdo, que a importincia do estudo no escalonamento de processos nao
€ somente por razdes tedricas, mas também pela necessidade de aperfeicoamento dos
modelos vigentes em sistemas paralelos e distribuidos. A relevancia prética ganha ainda
mais forca dado o contexto atual, ja citado, do crescimento do paralelismo. Neste sentido,
consideragdes sobre custo de comunicagdo possibilita uma modelagem mais robusta dos
problemas envolvidos.
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1.2 Organizacao da Dissertacao

O restante desta dissertacdo estd organizado da seguinte forma. O Capitulo 2 estd
dividido em trés secdes que apresentam, respectivamente, conceitos de Teoria do Gra-
fos, Teoria da Complexidade Computacional e Teoria de Escalonamento, utilizados no
decorrer desta dissertacdo. O Capitulo 3 apresenta trabalhos visando descrever o pro-
gresso académico-cientifico em escalonamento de processos computacionais na area de
sistemas paralelos e distribuidos, evidenciando o estado da arte de pesquisa nesta érea.
Para isso, estd divido em trés segdes. Na Secdo 3.1, sdo apresentadas as definigdes
gerais sobre escalonamento de processos computacionais. Na Secdo 3.2, sdo apre-
sentados os principais modelos de escalonamento em sistemas paralelos e distribuidos,
enfatizando-se o modelo cldssico estendido, usado nos problemas abordados neste tra-
balho. Na Sec¢do 3.3, € apresentado um resumo sobre trabalhos que consideram pro-
blemas de escalonamento para os quais os atrasos de comunica¢do ndo sao desprezi-
veis, onde também se enfatiza resultados de aproximacdes. No Capitulo 4 sdo apresen-
tados os resultados obtidos nesta dissertacdo, envolvendo problemas de escalonamento
com atrasos de comunicacdo de valores extremos, infinitamente grande ou desprezi-
veis. Esta secdo de resultados também estd dividida em trés se¢des. A primeira, Se-
cdo 4.1, apresenta os resultados de NP-completude gerados, evidenciando problemas para
os quais solugdes polinomiais sdo improvaveis. Assim, os problemas de escalonamento
P|chains; ¢; ; € {0,00};pj = 1|Cpas © Po|prec; ¢;; € {0,00}; pj = 1]Cppqy S0 prova-
dos serem NP-dificeis. A segunda secdo, Secdo 4.2, apresenta solucdes obtidas de tempo
polinomial para o problema Ps|tree,c;; € {0,00},p; = 1|Cpq, € para o problema
Pylprec, c;; € {0,00}, dup, p; = 1|Cpap. A tltima segdo deste capitulo, Secdo 4.3,
apresenta resultados para problemas de escalonamento onde as tarefas estdo particionadas
em subconjuntos e restritas tais que todas tarefas de um mesmo subconjunto devem ser
processadas no mesmo processador. Por fim, na Secdo 5, sdo feitas consideracdes finais
sobre o trabalho e resultados obtidos, indicando-se possiveis trabalhos futuros.

Baseado nos resultados desta dissertagcdo, o artigo entitulado ”On parallel machine
scheduling with special Communication Delays” (PIRES et al., 2014) foi submetido para
a conferéncia /8th Workshop on Job Scheduling Strategies for Parallel Processing (JSSPP
2014).
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2 PRELIMINARES

Este capitulo introduz alguns conceitos importantes para o tema desta pesquisa, sendo
dividido em trés secoes, as quais apresentam alguns dos conceitos de Teoria dos Grafos,
de Complexidade Computacional e de Teoria de Escalonamento, respectivamente.

2.1 Teoria dos Grafos

Um grafo simples G € determinado a partir de um conjunto de vértices V' e um con-
junto de arestas E, cujos elementos sdo pares ndo ordenados de elementos de V. As
arestas, portanto, sdo usadas para representar relagdes definidas entre tais pares de ele-
mentos.

A Teoria dos Grafos € a drea que estuda esta estrutura matematica robusta, suas pro-
priedades, classes, problemas relacionados e algoritmos, possuindo um vasto material
tedrico disponivel na literatura (BONDY; MURTY, 2008) (DIESTEL, 2000). A seguir,
serdo apresentados 0s conceitos necessdrios para o entendimento dos problemas aborda-
dos neste trabalho e dos resultados gerados.

Um grafo direcionado, ou somente digrafo, € um grafo cujo conjunto de arestas é
formado de pares ordenados de elementos de V', ou seja, um conjunto de arcos. Desta
forma, as arestas (arcos) de um digrafo possuem uma direcdo e podem representar re-
lagdes ndo simétricas. As arestas, se convenciona originar ou partir do primeiro vértice
do par e incidir no segundo. Em um digrafo, um caminho entre os vértices vy € U,
denotado como path(vy, v,,), € uma seqiiéncia de vértices distintos comegando em v, e
terminando em v,,, para o qual para cada par de vértices consecutivos (v;, v;11) existe
aresta (v;, v;11) € E. Um ciclo é similar a um caminho de trés ou mais vértices distintos
exceto pelo primeiro e ultimo vértices que necessariamente coincidem. Um digrafo aci-
clico (DAG - Directed Acyclic Graph) é um digrafo que nao possui ciclos. Tais digrafos
podem ser usados para representar ordenagdes (parciais ou totais), pois estabelecem na-
turalmente uma ordem de precedéncia entre os vértices. Os ancestrais ou precedentes de
v € o conjunto formado pelos vértices u tais que exista path(u,v) em G, assim, u é dito
ser ancestral ou predecessor de v (u € ancest(v) ou u < v) e v € dito ser descendente
ou sucessor de u (v € descent(u)). Se existir aresta (u, v), entdo u é ancestral imediato
de v e v descendente imediato de u. O fecho transitivo de um digrafo G = (V, E), é
um digrafo G’ = (V, E') tal que (u,v) € E’ se e somente u < v em GG. Se ndo houver
caminho nem de u para v (v 4 v) nem de v para u (v 4 w), u e v sdo ditos incompa-
raveis (u ~ v). O grafo de incomparabilidade de um digrafo G é o grafo referente ao
mesmo conjunto de vértices de G, tal que exista aresta (u,v) se e somente se . ~ v no
digrafo. Quando nao ha nenhum par de vértices incomparaveis em um digrafo aciclico,
ele € dito ser uma ordenagdo total, e € dito constituir uma cadeia (chain) ou sequéncia se
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cada vértice possuir no maximo um predecessor imediato e um sucessor imediato. G é
dito ser um conjunto de cadeias, se puder ser particionado em subconjuntos de cadeias tal
que ndo exista dois vértices compardveis em subconjunto distintos. O grafo GG € dito ser
uma out-tree (respectivamente, in-tree) se todos os vértices, exceto um - chamado de raiz
(respectivamente, sorvedouro ou sink) - possuem exatamente um ancestral (respectiva-
mente, um descendente) imediato. Uma relacdo de precedéncia é dita formar uma ordem
de intervalo quando existe um mapeamento de cada vértice em V' para um intervalo em R
tal que u < v se e somente se o intervalo referente a u € estritamente anterior ao intervalo
referente a v.

2.2 Complexidade Computacional

No decorrer da historia, a area da Ciéncia da Computagdo se deparou com diver-
sos problemas cujas melhores abordagens de resolu¢des conhecidas se mostravam ainda
muito ineficientes, no sentido de que o tempo de computacio dessas solugdes se tornava
grande demais para maioria das aplicagdes encontradas. Ainda, havia problemas que
nenhum método descritivo finito, por mais exaustivo que fosse, garantia encontrar uma
solucdo. De fato, como foi mostrado posteriormente, hd problemas para os quais tais mé-
todos ndo existem (segundo os modelos computacionais tedricos tratados aqui e a serem
definidos posteriormente). A quantidade de tempo e de memoria necessdria na solucdes
dos problemas e a existéncia dessas solucdes € estudada pela Teoria da Complexidade
Computacional (GAREY; JOHNSON, 1979). Tal teoria tem forte importancia prética na
medida que pode classificar problemas para os quais a existéncia de solugdes eficientes
seja improvavel. Muitos desses problemas complexos tém enormes aplicagdes préticas,
e, entres eles, estdao diversos problemas de escalonamento. O procedimento de como clas-
sificar tais problemas como dificeis ou faceis se origina de um vasto arcabougo tedrico.
As subsec¢des seguintes esclarecem alguns termos e, de maneira sucinta, mostram como é
realizada tal classificacao.

2.2.1 Modelos Computacionais

A definicao de problemas computacionalmente soliveis €, de certa forma, abstrata,
mas se refere a quais problemas podem ser solucionados de maneira metddica, através
de execugdes sequenciais de instrugdes claras. Contudo, hd diversas possibilidades sobre
quais tipos de instru¢des devem ser permitidas para essa maquina abstrata. Na tentativa
de definir melhor tal conceito foram criados varios modelos computacionais, e entre os
primeiros e mais importantes estdo a Mdquina de Turing, Cdlculo-)\ e Fungées Recursi-
vas, introduzidos respectivamente por Alan Turing, Alonso Church e Kurt Godel (DIAS;
WEBER, 2010). Tais modelos se mostraram semelhantes com relagdo a capacidade com-
putacional, e ainda, muitos outros modelos os quais aparentavam possuir maior poder
de computacao, foi mostrado serem equivalentes. O modelo da Méquina de Turing, por
exemplo, ndo admite o que poderia ser associado ao acesso randdmico a memoria, iSO,
porém, ndo diminui seu poder computacional. Assim, o poder computacional desses mo-
delos € considerado ser o poder computacional de qualquer computador hoje conhecido
(COPELAND, 2008).

Entre esses modelos o mais conhecido €, certamente, a Mdquina de Turing. Tal ma-
quina é uma abstracdo computacional que possui uma fita de memdria a sua disposi¢ao
e acessa um simbolo em uma determinada posi¢do da fita por vez. Além desta fita de
memoria, a Maquina de Turing possui um conjunto de estados possiveis e um estado cor-
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rente. Ambos, a fita na sua posi¢cdo atual e o estado corrente, podem ser modificados,
juntamente com a posicao de acesso da fita em si, em transicdes discretas predefinidas
na Mdaquina. Essas transicoes sdo definidas para cada estado e cada simbolo encontrado.
Portanto, ela pode ser definida, de uma maneira informal, a partir de uma posicao atual de
acesso a fita, um conjunto de estados, um conjunto de simbolos, um conjunto de funcdes
de transi¢des que a partir de um estado e um simbolo decide um simbolo a ser escrito na
posicdo corrente da fita, o préximo estado da maquina, e qual o0 movimento, a esquerda
ou a direita, que a posi¢ao de acesso a fita deve fazer. Além disso, um dos estados deve
ser definido como estado inicial € um ou mais estados definidos como estados de parada,
para os quais a computacao deve ser finalizada. Esta definicdo corresponde a Mdquina
de Turing Deterministica (BARKER-PLUMMER, 2013). Um outro possivel modelo é
permitir que para cada estado da mdquina e simbolo encontrado na posicdo corrente da
fita exista ndo apenas uma, mas, varias fungdes de transi¢des possiveis. A computagcdo
neste modelo € feita de forma paralela nos diversos caminhos de computacdo. Esta mé-
quina abstrata com poder de paralelizacao infinita € chamada de Mdquina de Turing Ndo
Deterministica. A Méaquina de Turing (deterministica ou nao) pode ser usada para com-
putacdo de todo tipo de problema computdvel, tais como reconhecimento de pertinéncia
de cadeias a linguagens, computacdo de fungdes, problemas de otimizagao, etc.

A Maiquina de Turing € utilizada na anélise e classificacdo da complexidade de pro-
blemas. Uma das classes mais elementares definidas a partir dela é a classe P. A classe
‘P pertencem os problemas para os quais existe alguma Mdquina de Turing Determinis-
tica capaz de computar corretamente todas as instancias do problema em uma quantidade
de passos limitada por um polindmio, no tamanho da cadeia de simbolos que descreve a
instancia do problema.

A classe de problemas NP considera problemas de decisdo, isto se refere a utilizagdo
da Méquina de Turing como decisor de pertinéncia de cadeias de simbolos a uma deter-
minada linguagem. Os problemas nesta classe podem ser resolvidos em uma quantidade
polinomial de passos por uma Maquina de Turing Ndo Deterministica. E notdvel que, se
uma Mdaquina de Turing Nao Deterministica aceita uma determinada cadeia de simbolos
como elemento pertencente a uma linguagem em uma quantidade de passos polinomial
no tamanho da cadeia, entdo, € possivel a uma Mdaquina de Turing Deterministica se cer-
tificar que tal cadeia pertence a essa linguagem também em uma quantidade de passos
polinomial, quando em posse das informagdes que determinam qual a fungdo de tran-
sicdo deve ser escolhida, a cada transicdo da Mdquina de Turing Ndo Deterministica, a
fim de se encontrar o estado de aceitacdo final. Percebe-se também que essa informacao,
as vezes referenciada como verificador ou certificador, deve ser polinomial no tamanho
da cadeia. Desta forma, esta classe pode ser definida alternativamente como a classe
que contém exatamente os problemas de decisdo cujas instancias positivas de aceitagdo
podem ser verificadas em tempo polinomial por uma Méquina de Turing Deterministica
(IMMERMAN, 2011).

Apesar da Méquina de Turing Deterministica e da Nao Deterministica se mostrarem
equivalentes no que diz respeito a quais problemas podiam computar, o tempo de com-
putacdo necessdrio a Mdquina de Turing Deterministica, ao que parecia, era exponencial-
mente maior a medida que a cadeia de simbolos (a instancia do problema) crescia. Essa
questdo foi colocada em 1971 por Stephen Cook em seu famoso artigo “The comple-
xity of theorem-proving procedures” (COOK, 1971). Neste trabalho, Cook se concentrou
em utilizar as Maquinas de Turing como dispositivo decisério de pertinéncia de cadeias
de simbolos a linguagens. Cook mostrou que qualquer linguagem que pudesse ser deci-
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dida em uma quantidade de passos polinomial no tamanho da palavra em uma Maquina
de Turing Ndo Deterministica (problemas A/P) poderia ser decidida também em tempo
polinomial em uma Méaquina de Turing Deterministica, na existéncia de algoritmo po-
linomial para o problema da satisfatibilidade de formulas 16gicas. Em outras palavras,
se tal algoritmo existir, entdo, as duas classes P e NP definem e contém exatamente os
mesmos problemas. Contudo, a existéncia de tal algoritmo estd em aberto, sendo que a
maioria dos estudiosos acreditam que tal algoritmo ndo exista, especialmente em razao
das consequéncias da existéncia de tal algoritmo. Desta forma, esta questdo, P = NP ?,
constitui o principal problema da Ciéncia da Computacio e um dos problemas matemati-
cos mais importantes ainda em aberto.

Ainda que ndo se saiba se tal algoritmo existe ou ndo, a demonstragdo de que alguns
problemas possuem esta mesma propriedade do problema da satisfatibilidade, ou seja, de
poderem ser reduzidos a todos os problemas em AP, é itil, pois, esfor¢os com tentativas
usuais de solugdes de tempo polinomial para esses problemas podem ser poupados. A
razdo disto € que tal propriedade estd fortemente associada a solu¢do desses problemas
e alguns desses problemas mesmo com grande importancia estdo em aberto ha cerca de
80 anos, como o problema do Caixeiro Viajante, e continuam em aberto mesmo apds 40
anos de mais importancia lhes ter sido atribuida.

A ideia utilizada por Cook para sua demonstragdo, como ele mesmo chamou, foi de
reduzir um problema a outro. Esta ideia se baseia em utilizar um algoritmo (o qual se
supde existir, a fim de estabelecer a redu¢do) que decide uma das linguagens como subro-
tina para decidir a outra. Para isso € necessario associar a cada instancia de um problema
uma instancia do outro, de forma que a pertinéncia das instincias as suas respectivas lin-
guagens estejam atreladas. Se for possivel encontrar a associagc@o e construir a instancia
associada em uma quantidade também polinomial de passos, entdo, estd demostrado que
a existéncia de algoritmo polinomial de um problema (o problema redutor) implica em
algoritmo polinomial para o outro problema (o problema reduzido).

Cook aplicou essa redu¢do de uma maneira genérica criando o primeiro problema ao
quais todos os problema em NP estavam reduzidos. Sendo assim, resolver o Problema da
Satisfatibilidade era pelo menos tdo dificil quanto os problemas em NP. A existéncia de
um problema com essa propriedade permitiu a demostra¢do de outros problemas com essa
mesma propriedade, a partir de reducdes deste problema original a esses outros. Em um
dos trabalhos seguintes ao de Cook, Karp demostrou, através de redugdes, 21 problemas
com esta propriedade (KARP, 1972), ap6s Karp muitos outros problemas também foram
adicionados a esta lista. Assim, se estabeleceu a Classe NP-dificil.

A classe NP-dificil ndo estd restrita a problemas de decisdo e ndo estd contida em N'P.
Por outro lado, hd problemas nesta classe que também pertencem a classe NP, como
o proprio Problema da Satisfatibilidade. Estes problemas, que pertencem a interse¢ao
dessas classes, constituem a classe de problemas NP-completo.

E possivel ainda fazer distingdes de interesse prético entre problemas NP-dificeis, con-
siderando a representacdo dos problemas. Problemas computacionais muitas vezes pos-
suem valores numéricos como parametros, sendo representados utilizando alguma base
numérica, como, por exemplo, a notagdo bindria (de base 2) ou a decimal (de base 10).
Esses sistemas numéricos permitem a representacdo de valores exponencialmente mai-
ores que o comprimento da notagdo em si utilizada; por exemplo, com 4 simbolos em
bindrio € possivel representar até 2* valores e 10* valores em decimal. Essa propriedade
nao ocorre quando o sistema undrio (de base 1) é utilizado: neste sistema o valor repre-
sentado e o comprimento da sua representacdo tem exatamente o mesmo tamanho. Como
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o tempo de computacdo € referente ao tamanho da descri¢do das instincias do problema,
descrevé-las com o sistema undrio pode tornar polinomial um algoritmo que é exponen-
cial, quando uma base maior for utilizada. Um algoritmo com tal propriedade € dito ser
pseudo-polinomial. Um problema em NP-completo € dito ser fracamente NP-completo se
admitir algoritmo pseudo-polinomial, e dito ser fortemente NP-completo se a existéncia
de tal algoritmo implica P = N'P.

2.3 Teoria de Escalonamento

Um problema de escalonamento consiste em alocar um conjunto de n tarefas, usual-
mente referenciado como J = {Jy, J1, ..., J,_1}, a serem executadas por um determinado
conjunto de m processadores (ou qualquer outra maquina ou recurso), referenciados por
P ={PFy, P, ..., P,,_1}. Para cada tarefa, um escalonamento S designa um processador
durante um certo periodo de tempo. Durante esse periodo, o processador ndo pode estar
designado a nenhuma outra tarefa. Em alguns casos, os intervalos de tempo designados
a cada uma das tarefas sdo restritos a intervalos discretos. Nesses casos, os intervalos de
tempo de unidade minima sdo intervalos unitarios ou slots. O intervalo unitario, ou slot,
que um escalonamento S designou para uma determinada tarefa .J; pode ser referenciado
como slotg(J;). De forma semelhante o processador desta tarefa pode ser referenciado
como Ps(.J;). Quando o escalonamento em questdo estd evidente pelo contexto, essas
notacdes podem ser simplificadas para slot(.J;) e P(.J;), respectivamente. Outro termo
importante € a carga de processamento total (workload) que se refere a soma do tempo
processamento das tarefas, ou seja, o tempo de processamento ativo total.

Muitas possibilidades surgem em relagcdo as caracteristicas tanto das tarefas, quanto
dos processadores, quanto das restricdes. Em alguns problemas, algumas tarefas podem
necessitar de mais tempo que outras para serem processadas ou necessitar ser processadas
por um determinado subconjunto dos processadores. Os processadores, por sua vez, po-
dem se diferenciar uns dos outros, por exemplo, no tempo necessario para processar cada
tarefa. Restricdes também podem ser impostas na ordem de processamento das tarefas,
e, neste caso, obriga-se algumas tarefas a serem processadas anteriormente a outras. As
restricdes também podem ser impostas, por exemplo, a determinar que cada tarefa seja
processada anteriormente a um determinado limite de tempo.

Essa vasta quantidade de parametrizagdo dos problemas tornou suas defini¢des ex-
tensas e, assim, as associacdes entre eles dificeis, sendo, as vezes, dificil até mesmo re-
conhecer quando dois trabalhos tratavam de problemas idénticos. Visando facilitar estas
associacdes, Graham e outros (GRAHAM et al., 1979) propuseram uma notagao sucinta,
denominada de notacdo de 3-campos. Tal notacdo foi amplamente adotada e estendida a
medida que novos artigos surgiam e necessitavam de algum parametro nio previsto por ela
inicialmente. Uma das extensdes importantes foi a consideracdo de atrasos de comunica-
cdo, proposta em (VELTMAN; LAGEWEG; LENSTRA, 1990). Tais atrasos consistiam
em estabelecer um intervalo de tempo minimo entre o tempo de processamento de uma
tarefa e sua tarefa predecessora quando estas fossem alocadas em processadores distintos.

Existe um vasto material disponivel sobre a teoria envolvida na definicao e resolu-
cdo de problemas de escalonamento de tarefas (PINEDO, 2012) (RODRIGUES, 2009)
(BRUCKER, 2007) (BLAZEWICZ et al., 2007) (LEUNG, 2004). Alguns trabalhos vi-
sam provar a complexidade computacional dos problemas de escalonamento ainda em
abertos, ou mesmo estabelecer algoritmos ainda mais eficientes para problemas ja prova-
dos estarem na classe P (RODRIGUES, 2009) (DOURADO; RODRIGUES; SZWARC-
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FITER, 2009) (DOURADO; RODRIGUES; SZWARCFITER, 2011). Por outro lado, ou-
tros trabalhos visam estabelecer formulacdes matematicas que possibilitem a elaboracao
de melhores estratégias algoritmicas exatas ou aproximadas para problemas de escalona-
mento NP-dificeis (PESSOA et al., 2010) (RODRIGUES et al., 2008) (AMORIM et al.,
2013) (AMORIM et al., 2013).

2.3.1 Notacao de Trés Campos Estendida

A notacdo criada inicialmente para o modelo de escalonamento cldssico, denominada
de notagdo de 3-campos, foi posteriormente estendida para absorver outras possibilidades,
como atrasos de comunicacao. Neste secdo € apresentado um subconjunto de tal notagao,
justamente contendo as op¢des utilizadas neste trabalho. Assim, a notacdo é definida com
trés campos «/|f|7, cada um descrito a seguir.

O primeiro campo, 0 campo «, refere-se as definicdes sobre os processadores sao elas:

Processadores Homogéneos (identical parallel machines)

P - A quantidade de processadores € informada na instancia de cada problema.

P,, - A quantidade de m processadores estd disponivel para qualquer instancia do
problema.

P, - Uma quantidade ilimitada de processadores estd disponivel, novamente para
qualquer instancia do problema.

Processadores Uniformes (uniform parallel machines)

() - Quando existir processadores com capacidades de processamento distintas.

@ - A quantidade de m processadores estd disponivel para qualquer instancia
do problema e estes processadores possuem capacidades distintas, também
determinada previamente.

(?~ - Uma quantidade ilimitada de processadores estd disponivel, novamente para
qualquer instancia do problema.

Processadores Nao-Relacionados (unrelated parallel machines)
R - Quando o desempenho de cada processador depende da tarefa processada.
Restricao de Mapeamento (multipurpose machines)

MPM - Quando cada processador pode processar apenas um determinado sub-
conjunto das tarefas.

O segundo campo, o campo /3, pode se referir as caracteristicas das tarefas como,
por exemplo, o tempo de processamento. Pode se referir também as restricdes em rela-
cdo as tarefas, como ordem de processamento, ou pode se referir a possibilidades como
interrupcoes nas tarefas. A seguir estdo algumas possibilidades para este campo.

Ordem de Precedéncia (precedence order)

prec - A relagcdo de precedéncia € arbitraria (qualquer).

chains - A relacdo de precedéncia estabelece um conjunto de cadeias.
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out-tree - A relacdo de precedéncia estabelece uma arvore descendente.
in-tree - A relacdo de precedéncia estabelece uma arvore incidente.

interval-order - A relagdo de precedéncia estabelece uma ordem de intervalo.
Atrasos de Comunicacao (communication delays)

c=d - O atraso de comunicagdo (ou seja, o tempo minimo entre uma tarefa e
outra predecessora a esta quando processadas em processadores distintos) €
constante e igual a d;

¢ - O atraso de comunicacao € constante, sendo indicada a cada instancia do pro-
blema.

¢; - Os atrasos de comunica¢do dependem apenas da tarefa predecessora (que trans-
mite os dados).

¢i; - Os atrasos de comunicag@o dependem do par de tarefas envolvidos.
Atrasos de Precedéncia (precedence delays)

¢ = d - Toda tarefa que possui outra como precedente (na ordem de precedéncia es-
tabelecida) tem que aguardar d intervalos de tempos apds a tarefa precedente,
para poder ser processada independentemente do processador nas quais esse
par de tarefas € processado.

¢ - O tempo de espera entre tarefas precedentes € indicada a cada instancia do
problema.

¢; - O tempo de espera entre tarefas precedentes depende apenas da tarefa prede-
cessora.

¢, ; - O tempo de espera entre tarefas precedentes depende apenas da tarefa suces-
sora.

¢; ; - O tempo de espera entre tarefas precedentes depende do par de tarefas envol-
vidos.

Reprocessamento de Tarefas (task duplication)

dup - Indica que uma mesma tarefa pode ser processada em mais de um processa-
dor.

Tempo de Processamento (processing time)

p;j = d - Todas as tarefas necessitam de d intervalos de tempo para ser completa-
mente processadas.

Interrupcao de Tarefas (preemption)

pmin - Tarefas podem ser interrompidas a qualquer instante de seu processamento
e serem retomadas em qualquer outro processador a qualquer tempo.

Atrasos de Migracao (migration delays)

pmin(delay = d) - Tarefas podem ser interrompidas a qualquer instante de seu
processamento e serem retomadas a qualquer instante no mesmo processador
ou d intervalos de tempo depois em qualquer outro processador.
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pmin(delay) - Tarefas podem ser interrompidas a qualquer instante de seu pro-
cessamento e serem retomadas a qualquer instante no mesmo processador ou
intervalos de tempo depois, a ser definido a cada instancia, em qualquer outro
processador.

Data de Disponibilidade (release date)

r; - Indica para cada tarefa um instante de tempo para o qual a tarefa ndo pode ser
escalonada anteriormente.

Data Limite Ideal (due date)

d; -Indica um instante limite para o qual a tarefa sendo processada posteriormente
sofre algum tipo de penalidade a ser precisamente definida na fun¢do objetivo.

Data Limite Obrigatoria (deadline)

D; - Indica um instante limite para o qual a tarefa ndo pode ser processada poste-
riormente, ou seja, escalond-la posteriormente a este limite torna o escalona-
mento invalido.

Problemas de escalonamento podem tratar apenas de encontrar um escalonamento va-
lido sob as restrigdes de quantidade de processadores, tempo de processamento de cada
tarefa e data limite obrigatdria das tarefas. No entanto, usualmente, os problemas de esca-
lonamento visam encontrar entre os escalonamentos validos aqueles que otimizam algum
critério. O tltimo campo define qual o critério considerado nesta otimizacdo. A seguir
encontram-se as opgdes mais conhecidas para este critério, onde C; indica o instante de
tempo cujo processamento da tarefa J; € finalizado.

Tempo Total

Cinaz (makespan) - Representa a minimizagido do maior Cj, ou seja, o tempo ne-
cessdrio para processar a ultima tarefa dada as restrigdes.

> Cjou ) w;C; (flowtime) - Representa a minimiza¢do da soma do tempo de
completude das tarefas, ponderado ou nao pelo peso das tarefas.
Atrasos de Tarefas
Lynas (lateness) - Representa a minimizagdo de max(L;), onde L; = (d; — C}).
Ou seja, minimiza o tempo da tarefa que mais foi atrasada pelo escalonamento.

> T ou) w;T; (tardiness) - Representa a minimizagdo de ) 7}, onde T; =
max{L;,0}. Em outras palavras, representa a minimizag¢do da soma dos atra-
sos, ponderadas ou nao pelo peso das tarefas.

> Uj oud w;U; (unit penalty) - Onde U; é 1 se L; > 0 e 0 caso contrdrio,
representando a minimizacao da quantidade de tarefas atrasadas.
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2.3.2 Problemas Classicos e Principais Resultados

Os estudos no escalonamento de tarefas tiveram inicio no anos 50. Um dos primeiros
e importantes resultados foi publicado por Hu (HU, 1961), que mostrou como encontrar
o escalonamento 6timo em tempo linear para o problema com restricio de precedéncia
de conjunto de arvores (in-forest ou out-forest), um nimero varidvel de processadores
homogeéneos e tarefas de tempo de processamento unitdrio (P|tree;p; = 1;[Cpaz). A
ideia do algoritmo se baseia em processar as tarefas priorizando aquelas de mais alto
nivel na drvore (estratégia gulosa conhecida como HLF - Highest Level First), estra-
tégia que mais tarde se mostrou 6tima em alguns problemas e é usada como heuris-
tica em outros. Outra estratégia gulosa também para tarefas de tempo unitdrio pode
ser usada para encontrar escalonamento 6timo quando a precedéncia € uma ordem de
intervalo (P|interval — order;pj = 1;|Cpa:) (PAPADIMITRIOU; YANNAKAKIS,
1979). Esta estratégia se baseia na ordenacdo decrescente pelo grau da tarefa-vértice.
Se tarefas de tempo arbitrdrios forem permitidas, o problema é NP-completo (PAPADI-
MITRIOU; YANNAKAKIS, 1979). Nenhuma dessas estratégias, porém, funciona para
uma precedéncia genérica (P|prec;p; = 1;|Cias), que, de fato, havia sido mostrada
ser NP — completo por Ullman (ULLMAN, 1975). Neste mesmo trabalho, Ullman
também mostrou que mesmo restringindo a quantidade de processadores a apenas dois,
basta-se admitir, além das tarefas de tempo de processamento igual a um, tarefas de
tempo de processamento igual a dois para que o problema se mantenha NP-completo
(Py|prec;p; = {1,2};|Ciaz). Quando tarefas de tempo de processamento igual a dois
ndo sdo permitidas, a restricdo de dois processadores garante a existéncia de algoritmo
polinomial, este problema € referenciado como (P |prec; p; = 1|Cyq4z), resultado apre-
sentado por Fujii ef al. antes mesmo do artigo de Ullman (FUJII; KASAMI; NINOMIYA,
1969). A solucdo apresentada envolve emparelhamento no grafo complementar do fe-
cho transitivo, tendo complexidade de pior caso O(n?) (FUJII; KASAMI; NINOMIYA,
1971). No entanto, outras solu¢des mais eficientes foram propostas. Coffman e Graham
apresentaram solu¢do com base em uma estratégia gulosa, a partir de uma enumeragao
das tarefas definida recursivamente a partir de seus sucessores (COFFMAN; GRAHAM,
1972). Mesmo essa solugdo pode ser otimizada para O(e + a(n) * n) (GABOW, 1982) e
ainda mais para O(e + n) (STADTHERR, 1998).

Outro resultado que, como o de Hu, pertence a década de 60 foi o de Rothkopf (ROTH-
KOPEF, 1966). Neste artigo, o autor apresenta um algoritmo de programac¢ao dinadmica
para o problema de escalonamento onde nio hé precedéncia entre tarefas e cujas tarefas
apresentam tempo de processamento qualquer (P, ||C)nqz)- O algoritmo apresentado tem
complexidade O(n x C™), onde n é o nimero de tarefas, C' ¢ um limite para o tempo
final de escalonamento e m € o nimero de processadores. Desta forma, o algoritmo sé é
polinomial sobre algumas restricdes para m. A existéncia de solu¢do polinomial para este
problema implicaria P = NP, este fato € resultado da NP-completude do problema da
particao (Partition Problem) apresentada no famoso artigo de Karp (KARP, 1972). Karp,
neste mesmo trabalho, também mostrou a NP-completude de vérios outros problemas,
entre os quais estd o de decidir se existe uma permutagdo de elementos sobre um conjunto
de tarefas, para as quais estd associada uma penalidade, um tempo de processamento e
um tempo limite para execucdo, tal que a soma das penalidades das tarefas finalizadas
apos seu limite de para execucao seja menor que um valor k. Para este problema todas as
entradas consistem de valores inteiros.

O conhecimento da NP-completude do problema (Pz||C}yq,) impossibilitava consi-
deragdes de precedéncia para este problema. No entanto, a existéncia de algoritmo
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pseudo-polinomial induzia a ideia que talvez fosse possivel inserir restricdes de ordem de
precedéncia (Py|prec; |Cyuqz) € continuar sendo possivel computar a solugdo em tempo
pseudo-polinomial. Esta ideia era reforcada pela existéncia de algoritmo polinomial para
o problema Ps|prec;p; = 1;|Cyuqz. dada a similaridade entre os problemas. De fato,
uma solugdo polinomial para o problema Ps|prec; p; = 1|Cy,q, € pseudo-polinomial para
(Ps|prec; pmtn*|Ciaz), onde pmin* indica a permissdo as interrupgdes das tarefas nas
transi¢des dos intervalos discretos. No entanto, em 1991, Du mostrou que tal problema é
fortemente NP-completo para qualquer nimero de processadores maior que um e mesmo
quando a ordem de precedéncia é restrita a um conjunto de cadeias (P»|chains;|Caz)
(DU; LEUNG; YOUNG, 1991).

Finalmente, vale a meng¢do do problema Ps|prec; p; = 1; |Clyq,. Como consequéncia
do artigo de Du, o problema de escalonamento Ps|prec; |Cypq. € fortemente NP-completo,
mas, quando as tarefas tém tempo de processamento unitario, ndo se conhece prova de
NP-completude ou algoritmo polinomial. Este problema € um dos dois tnicos problemas
em aberto da lista definida por Garey e Jonhson (GAREY; JOHNSON, 1979).

Abaixo, a Tabela 2.1 apresenta os resultados de forma sintetizada.

Tabela 2.1: Resultados dos problemas de escalonamento cldssico apresentado nesta secao.

Problema Complexidade Referéncia
Pltree;p; = 1; |Cruax O(n) Hu, 1961
Plinterval — order;pj = 1; |Crax O(n) Papadimitriou, 1979
Plprec;p; = 1; |Craw NP-completo Ullman, 1975
Polprec;p; = {1,2}; |Cruan NP-completo Ullman, 1975
Polprec; p; = 1|Craa O(e + a(n) xn) Gabow, 1982
Po||Crae < Cte O(n x C™) Rothkopf, 1966
Bl|Crax NP-completo Karp, 1972
Ps|chains; |Cras NP-completo Du, 1991
Pslprec;p; = 1; |Crnaw Em aberto

Foram apresentados nesta se¢do, resultados da literatura envolvendo problemas de
escalonamento cldssicos em maquinas paralelas, com um conjunto de tarefas com res-
tricdes de precedéncia, sempre considerando a minimizacao do makespan. No préximo
capitulo, tais problemas voltam a ser considerados, mas envolvendo também outras res-
tricdes importantes no escalonamento de processos em sistemas paralelos e distribuidos,
principalmente atrasos de comunicagdo com valores extremos, extremamente grandes ou
despreziveis.
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3 ESCALONAMENTO DE PROCESSOS COMPUTACIO-
NAIS

Como ja mencionado, existe um vasto material disponivel na literatura sobre proble-
mas de escalonamento, envolvendo tanto questdes tedricas quanto aplicagdes especificas.
Este capitulo se concentra em estudos de problemas de escalonamento de processos em
sistemas paralelos e distribuidos. Na Secao 3.1, sdo apresentados os principais concei-
tos envolvidos neste cendrio de aplicacdo. Em seguida, na Se¢do 3.2, sdo apresentados
os principais modelos de escalonamento de processos vigentes em sistemas paralelos e
distribuidos. Por fim, na Sec¢do 3.3, sdo detalhados os problemas e resultados envolvendo
atrasos de comunicagao.

3.1 Definicoes Gerais

Um programa em um computador corresponde a execu¢do de um conjunto de ins-
trugdes. Tal conjunto, no entanto, nem sempre € conhecido a priori, pois ele pode ser
modificado de acordo com a entrada do programa, ja que o fluxo do programa pode ser
alterado a partir de instru¢des condicionais. Assim, pode ocorrer de algumas instrucdes
compiladas ndo serem executadas, enquanto outras serem executadas diversas vezes tanto
em loops, como em multiplas chamadas de funcdes etc. As instrucdes sdo unidades atd-
micas de processamento e, portanto, ndo podem ser divididas entre processadores. No
entanto, para arquiteturas VLIW (Very Long Instruction Word) instru¢des podem ser exe-
cutadas em conjunto por um mesmo processador fazendo uso do que € conhecido como
paralelismo em nivel de instru¢cdo (ILP - Instruction Level Parallelism). Desta forma,
a maneira com que as instru¢des sdo agrupadas em um mesmo processador pode vir a
modificar o tempo de execucdo final do programa. Alguns trabalhos se dedicam a otimi-
zar o escalonamento neste nivel de paralelismo (CHAUDHURI; WALKER; MITCHELL,
1994). Porém, este grau de paralelismo nédo € explorado nos modelos aqui tratados, a ra-
z3o disso € que tal tratamento torna 0 modelo muito complexo para as consideracdes aqui
pretendidas e, portanto, de dificil andlise. Além disso, parte deste paralelismo pode ser
obtido através de otimizacdes independentes feitas pelo compilador. Dinechin (DINE-
CHIN, 2004) publicou um extenso relatério que esclarece as semelhangas e diferencas
entre o tratamento em nivel de instru¢cdo e em nivel de tarefa .

Naturalmente, a ordem de execugdo das instrugdes deve obedecer algumas restri¢oes.
Uma das restricdes € imposta pelo fato de que as informagdes necessdrias para executar
uma tarefa podem ser provenientes de outras tarefas, e, desta forma, obrigando que seja
executada posteriormente a essas outras tarefas. Outra possivel restricio pode ocorrer
devido a reutilizagdo de uma regido de memoria. Por exemplo, uma determinada tarefa
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precisa de uma informacdo armazenada em certa regido da memdria e outra tarefa esta
designada para escrever outra informacao nesta mesma regido, assim, € necessario, por-
tanto, que a segunda tarefa aguarde a primeira ler esta regido antes de modificd-la. Tal
fendmeno ocorre devido ao reuso de memoria, que visa reduzir a memdria utilizada du-
rante a execugao programa.

Essas relacdes de dependéncias podem ser representadas por um grafo direcionado,
no qual cada tarefa € um vértice do grafo e a existéncia de uma aresta entre dois vértices
indica a relagdo de precedéncia. A dire¢do da aresta origina no vértice que representa a
tarefa que deve ser processada primeiramente e incide no vértice que representa a tarefa
que deve ser processada posteriormente. O escalonamento pode tratar cada instrug¢ao
como um vértice a ser escalonado, no entanto, tal consideracdo pode ser invidvel devido
ao ndmero de instrucdes, e, desta forma, pode ser preferivel optar por unir as instrucdes
em rotinas de cddigos maiores e tratd-las como um tnico vértice.

Existem, porém, restricdes que ndo definem uma ordem de precedéncia, mas uma
impossibilidade de paralelismo. Por exemplo, duas tarefas sdo incompativeis se fazem
uso de um mesmo recurso que nao permite acessos concorrentes (por exemplo, recurso de
entrada ou saida - I/O), ou ainda, se ambas tarefas estdo designadas a executar operacoes
sobre uma estrutura de dados, modificando a estrutura (alterando ponteiros, por exemplo)
durante sua execucdo. Ainda que ao final esta tarefa desfaca as modificacdes na estrutura,
uma outra tarefa ndo poderd operar nessa estrutura em paralelo. Assim, essas tarefas
podem executar anteriormente ou posteriormente uma a outra, mas ndo podem executar
simultaneamente. Esse problema poderia ser sanado se a estrutura fosse replicada para
cada tarefa que necessite utilizar-se dela. Isto porém pode ndo ser vidvel por razdes de
memoria, ou mesmo, ineficiente a considerar o tempo para copiar tal estrutura. Outras
aplicagdes podem ser encontradas na sintetizacdo de circuitos digitais e no processo de
compilacdo de arquiteturas VLIW (DINECHIN, 2007).

Esse tipo de restricdo pode ser generalizado com restricdes de tarefas tipadas (Ty-
ped Task). Tal restri¢do estd intimamente relacionada a problemas abordados no final do
Capitulo 4, onde tal problema € provado ser NP-completo sob restri¢des severas.

3.2 Modelos de Escalonamento em Sistemas Paralelos e Distribuidos

Nesta secao sdo apresentados o Modelo Cldssico e o Modelo Cldssico Estendido, am-
bos com atrasos de comunicagdo, que sdo os modelos considerados nos problemas de es-
calonamento tratados nesta dissertacdo. Também sdo apresentados nessa secdo o Modelo
LogP que representa de maneira mais fiel as arquiteturas atuais em termos de comunica-
cdo e 0 Modelo de Comunicagao Hierdrquica que possibilita distin¢cdes entre os tempo de
comunicag¢ao as diferentes camadas de acoplamento das méaquinas.

3.2.1 Modelos Classico

O modelo de escalonamento cléssico se baseia na maquina abstrata PRAM (sigla em
inglés para Mdaquina Paralela de Acesso Randdmico). Como o nome sugere, o modelo
estd fortemente atrelado ao modelo RAM, o qual assume que o acesso dos dados pelo
processador € imediato. O modelo PRAM se diferencia do modelo RAM por permitir
uma quantidade ilimitada de processadores, permitindo que qualquer processador possa
acessar qualquer dado, a medida que sao produzidos. No modelo de escalonamento clas-
sico, porém, a quantidade de processadores pode ser limitada (DROZDOWSKI, 2009a).

A suposi¢do de acesso imediato dos dados se mostrou distante para a maioria das
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arquiteturas, em especial para memoria distribuida (CHRETIENNE, 1989) (PAPADIMI-
TRIOU; YANNAKAKIS, 1979) (VELTMAN; LAGEWEG; LENSTRA, 1990) (R. Gi-
roudeau; KOENIG, 2007) (DROZDOWSKI, 2009b).

3.2.2 Modelo Classico Estendido com Atrasos de Comunicacao

Esse modelo estende o modelo cldssico introduzindo o tempo de transferéncia de in-
formacdo entre os processadores. Assume também que a transmissdo dos dados € feito
de forma paralela ao processamento, portanto, os processadores nio deixam de processar
tarefas enquanto transmitem ou recebem dados. Neste modelo, o atraso de comunicagdo
pode depender tanto do par de processadores como também do par de tarefas em questio.
Desta forma, pode ser definido como ¢; j; ., tal que {l,m} C P, e onde P é o conjunto
de processadores, e {i,j} C J sendo J o conjunto de tarefas. A dependéncia entre os
processadores visa aderir a topologia das arquiteturas cujo nimero de comutares entre 0s
pares de processadores sdo distintos, como arquiteturas circulares, em arvores, barris, etc.
Enquanto isso, a dependéncia entre as tarefas assume as variagdes de tempo decorrente
da quantidade de dados a serem trocados entre as tarefas (DROZDOWSKI, 2009b).

Na maioria dos estudos encontrados na literatura, o atraso independe dos processado-
res, sendo parametrizado apenas pelo par de tarefas em questdo. Além disso, para muitos
casos (a depender das aplicacdes e arquitetura em questdo) as variacdes referentes a quan-
tidade de informacgdo trocada entre as tarefas sdo despreziveis frente ao tempo gasto ao
se iniciar uma comunica¢do. Desta forma, muitos estudos também desprezam essas va-
riagdes, tornando, nesses casos, o atraso de comunica¢ao 0 mesmo para qualquer par de
tarefas e processadores.

3.2.3 Modelo LogP

O modelo LogP modela arquiteturas que utilizem troca de mensagem nas comunica-
coes (em contrapartida a memoria compartilhada). Comumente, para tais arquiteturas, se
utiliza ferramentas de comunicacdo baseada em mensagens, por exemplo, MPI (Message
Passing Interface). Para caracterizar esse cendrio o modelo se utiliza de quatro parame-
tros.

Um dos parametros € a laténcia (representado pela letra ’L’) que € o tempo necessario
para enviar informacgdo de um processador a qualquer outro independente do par de tarefas
envolvido (pode-se considerar uma transmissao - broadcast).

Outro parametro neste modelo € a sobrecarga (overhead - representado pela letra
’0’) que € o tempo gasto pelo processador, tanto para enviar como para receber uma
mensagem. Durante este tempo, o processador deixa de estar apto para processar qualquer
tarefa. A razdo da existéncia deste parametro é baseada no fato de que, ainda que o
processo de transferéncia de dados seja feito por um hardware a parte, € necessdrio ao
processador preencher alguma regido da memoria (buffer) e ha um desprendimento de
tempo necessdrio para isso.

O gap (representado pela letra ’g’) € o intervalo de tempo entre receber ou encami-
nhar mensagens consecutivas. Este pardmetro surge por supor que a regido de memoria
do buffer seja limitada. Portanto, € necessario aguardar um tempo para que o hardware
encarregado da transferéncia o esvazie (ou o preencha), a medida que a comunicacao €
feita.

Por ultimo, o modelo é parametrizado pelo nimero de processadores representado
pela letra "P’.

Apesar de ser mais realista, hd poucos trabalhos com resultados sobre este modelo.
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Uma das razdes, apontadas na literatura, € que a quantidade de detalhes dificultam resul-
tados sobre este modelo (DROZDOWSKI, 2009b).

3.2.4 Modelo de Comunica¢ao Hierarquica

Ainda mais recente, o modelo de comunicac¢do hierdrquica surgiu com o propoésito
de tratar as diferentes camadas de comunicagdo e, desta forma discriminar, por exemplo,
as comunicagdes em um mesmo nd de cluster (mais répidas) das comunicagdes entre
nos distintos (mais lentas). Outra possivel camada de comunicac¢do € a conexdo via rede
Ethernet presentes em alguns sistemas distribuidos, que possuem um atraso ordens de
grandezas maiores que as outras (DROZDOWSKI, 2009b).

Algumas das suposi¢des feitas no modelo cldssico também sao véalidas para este mo-
delo. Como o fato dos processadores ndo participarem do processo de transferéncia de
mensagem, € assim poderem processar ininterruptamente as tarefas.

Neste modelo € necessdrio distinguir os agrupamentos de processadores que perten-
cem a mesma camada hierdrquica (e que, portanto, levam menos tempo para transfe-
rir informagdo). Portanto, é necessario outro parametro para descrever a quantidade
de processadores em cada um dos agrupamentos. Alguns resultados polinomiais e de
NP-completude podem ser encontrados na literatura (BAMPIS; GIROUDEAU; K6NIG,
2003) (GIROUDEAU; K6NIG, 2008).

3.3 Escalonamento com Atrasos de Comunicaciao

Como ja mencionado, desprezar as penalidades impostas pelas arquiteturas pode ge-
rar modelos que ndo se adequam as mesmas. O atraso de comunicagdo é, naturalmente,
um fator limitante do paralelismo de uma aplica¢do. Observa-se que a razao entre tempo
de processamento e tempo de comunica¢do diminui a medida que se paraleliza uma apli-
cacdo, sendo isto um dos mais significantes efeitos no encurvamento do speed up linear
6timo. Corrobora com isto o fato de que o tempo para apenas iniciar uma transferén-
cia entre processadores corresponde a cerca de 10.000 instrucdes de processadores (com
poucas excecoes) (DROZDOWSKI, 2009b).

Nesta secao estao apresentados resultados de escalonamento de atrasos de comunica-
cdo. O conteudo estd concentrado de maneira similar ao apresentado na Se¢do 2.3.2, mas
em problemas que consideram esses atrasos, de forma que ele seja constante ou depen-
dente do par de tarefas no qual a comunicacao € realizada.

Problemas de escalonamentos com atrasos de comunicacdo sdo mais gerais do que os
referidos na secdo anterior. Dessa forma, pode-se pensar que os problemas com atrasos de
comunicacao deverdo possuir complexidade de pior caso sempre maior que o problema
correspondente sem comunica¢io. No entanto, isso pode ndo ser verdade, ja que a entrada
dos problemas com atrasos de comunica¢do podem vir a ter de descrever a comunicagao
entre cada par de tarefas ou par de processadores. Feita essa ressalva, as implicagdes de
NP-Completude dos problemas citados anteriormente sdo validos para os casos corres-
pondentes com comunicagao.

Um dos primeiros e importantes resultados de escalonamento com atrasos de comuni-
cacdo foi apresentado por Chrétienne (CHRETIENNE, 1989), que mostrou que escalonar
com atrasos de comunicagdo constantes, em que se admite qualquer precedéncia e tempos
de execugdo de tarefa e de atrasos de comunicagdo arbitrarios (P|prec; ¢; |Cyas) é NP-
completo, mesmo com uma quantidade ilimitada de processadores (P |prec; ¢; |Craz)-
Portanto, assim como era de se esperar, considerar os atrasos de comunicag¢do tornam
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NP-completos alguns problemas polinomiais, ja que, quando a quantidade de processa-
dores € ilimitada e atrasos de comunicagdo sio despreziveis, o problema admite solu¢ao
trivial.

Na presenca de atrasos de comunicag@o, pode ser mais vantajoso processar a mesma
tarefa em mais de um processador, a fim de ndao aguardar o tempo de transmissdao dos
dados através da rede. Em 1989, Jung mostrou que, ao considerar essa possibilidade, o
problema estudado por Chértiene admite solugdo pseudo-polinomial (JUNG; KIROU-
SIS; SPIRAKIS, 1989). Este problema pode ser referenciado como (Pa|prec;c =
d; dup; |Cpnaz). O algoritmo apresentado, que utiliza técnicas de programagdo dinimica,
¢ valido ainda que o custo de comunicagdo seja qualquer valor real. Mais precisamente,
sua complexidade é n¢*!, em que n € o nimero de tarefas e d é tempo de comunica-
cdo entre as tarefas. De fato, ndo € possivel encontrar algoritmo estritamente polinomial
para este problema (exceto se P = N'P). Este resultado de NP-completude é ainda
valido sobre restri¢des severas como, por exemplo, quando os tempos de execucao das
tarefas forem unitdrios (UET — unit execution times) (P |prec; c;dup;pj = 1;|Chaz)
(PAPADIMITRIOU; YANNAKAKIS, 1990). Uma restricao que torna o problema polino-
mial € restringir a precedéncia para drvore descendente (Ps, |out — trees; ¢; j; dup; |Craz)
(CHRETIENNE, 1994), ou limitar o tempo de processamento da menor tarefa de forma
que ela seja sempre maior ou igual ao atraso de comunicacao (SCT — Small Communi-
cation Times) (Px |prec; c; ;; sct; dup; |Cpqs). Para este problema, SCT é condigdo su-
ficiente, mas ndo necessdria. De fato, existe solugdo O(n?) com a seguinte restri¢do:
Vj € J,micancest(j)(Pi) = MaXicancest(j)(Ci,j) (COLIN; CHRETIENNE, 1991). Ainda,
tal restricdo pode ser relaxada de forma a manter o problema polinomial (DARBHA;
AGRAWAL, 1998).

Naturalmente, quando os atrasos sdo determinados para cada par de tarefas, o pro-
blema se torna mais genérico e mais dificil. Alguns resultados de NP-completude s6 sdao
validos nestes casos. Como no caso de arvores descendentes, quando reprocessamento
ndo é permitido (P |out — trees; Ci |Cinaz) € em drvores incidentes admitindo ou néo
reprocessamento (CHRETIENNE, 1994).

O fato do tempo de comunicac¢do ser limitado pelo tempo de execu¢do da menor ta-
refa mostrou-se uma restricdo importante, simplificando a solu¢do do problema sobre
diversas parametrizagdes. Essa restricao foi utilizada em outros estudos, ficando conhe-
cida na literatura como pequenos atrasos de comunicacao (SCT - small communication
times) (PICOULEAU, 1995) (VARVARIGOU et al., 1996). Em contrapartida, os casos
em que se admitem custos de comunica¢do maiores que o tempo de processamento da
menor tarefa que ficaram conhecidos como longos atrasos de comunicagdo (LCT - large
communication times)(GIROUDEAU et al., 2008) (AFRATI et al., 2005).

Em alguns casos, reprocessamento de tarefas pode ndo ser possivel, por exemplo, de-
vido a restricdes de acesso a recursos. E, em outros casos, pode também ndo ser desejavel,
por exemplo, por conta do aumento do custo energético na execugdo do escalonamento
encontrado. Nao considerar esta possibilidade, no caso em que a quantidade de proces-
sadores € ilimitada, ndo modifica resultados de NP-completude para UET, pelo contrario,
€ conhecida a NP-completude para UET-UCT (RAYWARD-SMITH, 1987), consequen-
temente, ndo existe solu¢do pseudo-polinomial, como apresentada em Jung (exceto se
P = N'P). Além disso, a restricio de SCT mencionada € insuficiente para tornar o
problema polinomial (PICOULEAU, 1995). No entanto, quando SCT é combinado com
a restricdo de arvores incidentes ou descendentes, o problema € polinomial (CHRETI-
ENNE, 1989) (ANGER; HWANG; CHOW, 1990).
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Em vista da NP-completude do problema, ainda que sobre restricdes de tempo de
processamento unitarios (UET — unit execution times) e tempo de atrasos de comunicag¢ao
unitarios (UCT — unit communication times), foram propostas novas restricdoes a fim de
delimitar a fronteira entre os casos em que a NP-completude era conhecida dos casos em
que ndo era. Um dos trabalhos nesse sentido utilizou o comprimento do escalonamento
6timo como delimitador entre tais casos. Foi mostrado que se o comprimento for A > 6, o
problema é NP-completo, do contrério, € polinomial (P |prec,c = 1,p; = 1|Cye < 5).
Ainda, se a quantidade de processadores for indicada na instancia do problema, entdo,
decidir se existe escalonamento maior ou igual a 4 j4 é NP-completo e do contrédrio €
polinomial(P|prec,c = 1,p; = 1|Cirae < 4) (HOOGEVEEN; LENSTRA; VELTMAN,
1994)). Se, ao invés de atrasos de comunicacao unitdrio, forem considerados tempo de
comunicacdo c, tal que ¢ > 1, decidir sobre a existéncia de um escalonamento maximo
maior ou igual que ¢ + 3 € NP-completo (BAMPIS; GIANNAKOS; Ko6NIG, 1996) . De
fato, este caso € fortemente NP-completo e se mantém assim, ainda que o nimero de
processadores seja limitado em apenas dois e a ordem de precedéncia seja uma arvore
bindria P |binary — tree; ¢ > 2;p; = 1;|Char (AFRATI et al., 2005).

Apesar da dificuldade do problema ainda que a quantidade de processadores seja li-
vre, resultados com quantidade de processadores indicados na instancia dos problemas
existem. Ali e El Rewini estenderam o resultado de Papadimitriou e Yannakakis apre-
sentado para absorver tempos de comunicacao unitdrios, apresentando algoritmo poli-
nomial para encontrar o escalonamento 6timo quando a precedéncia € restrita a ordem
de intervalo (Plinterval — order;c = 1;p; = 1;|Cpa) (ALL; ELREWINI, 1995).
Quando a precedéncia € uma arvore (descendente ou incidente), € possivel utilizar al-
goritmo pseudo-polinomial na quantidade de processadores disponiveis. Mais precisa-
mente, Varvarigou apresentou algoritmo para o problema (B, |tree; ¢ = 1;p; = 1;|Craa)
com complexidade 722, onde é o niimero de processadores disponiveis e o niimero
de tarefas (VARVARIGOU et al., 1996). Engels e outros estenderam este resultado
permitindo atrasos de comunicagdes distintos para os pares de tarefas, mas limitados
por uma constante. A programac¢ao dinamica apresentada possui dependéncia pseudo-
polinomial no nimero de processadores disponiveis e exponencial no atrasos de comuni-
cagdo (Ppltree;c;; € {1,2,...,D};pj = 1;|Cra) (ENGELS et al., 2001).

Os resultados apresentados nesta se¢do podem ser visualizados nn Tabela 3.1.

Tabela 3.1: A tabela apresenta os resultados desta se¢do em relacdo aos problemas com
atrasos de comunicagao.

Problema Complexidade Referéncia
Py|prec; ¢; |Craa NP-completo Chretienne, 1988
Py |prec; c = d; dup; |Cron O(nd+1) Jung, 1989
Py|prec; ¢; dup; pj = 1; | Criae NP-completo | Papadimitriou, 1990
P.out — trees; ¢; j; dup; |Crax O(n?) Colin, 1991
P lout — trees; ¢; j; |Craa NP-completo Chretienne, 1994
Polprec,c =1,p; = 1|Cpaz > 6 NP-completo Hoogeveen, 1994
Pylprec,e =1,p; = 1|Crrazx <5 o(1) Hoogeveenl, 994
Pylbinary — tree;c > 2;p; = 1; |Cria NP-completo Afrati, 2005
Pultree;c = 1;p; = 1;|Crian O(n*m=2) Varvarigou, 1996
Pultree;ci; € {1,2,...,D};pi = 1;|Cruaz | O(m x nP) Engels, 2001
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3.3.1 Resultados de Aproximacoes

Devido a NP-completude de grande parte dos problemas de escalonamento, muitos
estudos da drea se concentraram em criar heuristicas para minimizar o tempo total. Al-
gumas dessas heuristicas utilizam escolhas gulosas como HLF- Highest Level First ou
ETF - Earliest Task First. Tais heuristicas sdo as vezes referenciadas como heuristicas
de estdgio unico, em contrapartida as heuristicas que optam por separar o processo de
escalonamento em trés etapas. As heuristicas de trés etapas dividem o processo de es-
calonamento nas seguintes etapas: agrupamento (clustering), mapeamento (mapping) e
sequenciamento (sequencing). O agrupamento trata de escolher as tarefas que devem ser
processadas no mesmo processador, visando reduzir os custos de comunicacdo. A etapa
seguinte, 0 mapeamento, ocorre apenas se houver algum tipo de heterogeneidade entre os
processadores ou os barramentos de conexao que conecta pares dos processadores. Isto
porque a heuristica se encarrega de determinar qual o processador que cada um desses
agrupamentos serd processado, visando minimizar o custo tanto de comunica¢do quanto
de processamento. Nesta etapa, finalmente, o sequenciamento determina a ordem em que
as tarefas de um mesmo grupo devem ser processadas. Em algumas heuristicas essa etapa
€ realizada juntamente com o agrupamento (DROZDOWSKI, 2009b).

Alguns estudos apresentam algum tipo de garantia para as heuristicas apresentadas.
Nos trabalhos j4 mencionados foram apresentados algoritmo de aproximacao para os pro-
blemas tratados. Para o problema P, |prec;c;dup;pj = 1;|Cynaz, foi apresentado um
algoritmo que garante solu¢do no maximo duas vezes maior que o escalonamento 6timo
(PAPADIMITRIOU; YANNAKAKIS, 1990). Para Pltree;c = 1;p; = 1;|Cyraa, a dife-
renga entre o escalonamento 6timo e o escalonamento encontrado pelo algoritmo apre-
sentado € no maximo m — 2, onde m é o nimero de processador disponivel (VARVA-
RIGOU et al., 1996). Essa diferenca pode ser reduzida pela metade (GUINAND; RA-
PINE; TRYSTRAM, 1997). Outro resultado importante foi apresentado para o problema
Plprec;c = 1;p; = 1;|Ciaqe. a partir da conversdo de um escalonamento aproximado
para P |prec;c = 1;p; = 1;|Cpes. O fator de aproximagdo apresentado foi % — %,
onde m representa a quantidade de processadores utilizados (HANEN; MUNIER, 2001).

Para muitos problemas, foi demostrado que encontrar algoritmo de aproximag¢do mais
préximo que um certo limite € NP-completo. Entre os problemas NP-completos, as di-
ferencas em relacdo a quio precisos os algoritmos podem ser sdo muito grande, alguns
problemas NP-completos podem possuir limites nos fatores de aproximacdo que pos-
suem crescimento assintdtico exponencialmente maior que os limites de outros proble-
mas (assumindo P # NP) (JOHNSON, 2006). Nesse sentido, muitos trabalhos se
dedicaram a descobrir esses limites para os varios problemas de escalonamento. No-
vamente, alguns resultados de aproximagdes sdo resultados de trabalhos ja apresentados
nas secdes anteriores. Como consequéncia do trabalho apresentado por Hoogeveen, nao
existe algoritmo polinomial com fator de aproximag¢do menor que % para o problema
Plprec,c = 1,p; = 1|Cjq, nem menor que % para Py |prec,c = 1,p; = 1|Cpar (HO-
OGEVEEN; LENSTRA; VELTMAN, 1994) e quando os atrasos de comunicagdo sao
maiores que uma unidade de tempo (Px|prec,c > 2,p; = 1|Cyu.), 0 menor fator de
aproximacdo possivel para um algoritmo polinomial tem de ser maior que 1 + cﬁ (su-
pondo P # N'P) (GIROUDEAU et al., 2008).

H4 também intimeros trabalhos na literatura referentes a algoritmos para os quais ndo
existe nenhuma garantia, mas que apresentam resultados empiricos satisfatorios. Existe
um grande conjunto de heuristicas gulosas ISH - insertion scheduling heuristic, MCP -
modified critical path, ETF - Earliest Time First, DLS - dynamic level scheduling entre
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outras. Cada uma dessas heuristicas, porém, se apresentam melhor ou pior a depender
das condi¢des estabelecidas. Devido a isto, a comparacao entre as varias heuristicas ndo é
tarefa simples. Em vista deste problema, Kwok e Ahmad propdem um conjunto de progra-
mas (benchmarks) que visa servir de base comparativa para problemas de escalonamento
(AHMAD; KWOK, 1998). Neste vasto trabalho € apresentado graficos comparativos en-
tre as diversas heuristicas em relacdo aos programas propostos. Os resultados indicam
que heuristicas baseadas no caminho critico apresentam melhores desempenhos.

Os resultados apresentados podem ser visualizados na Tabela 3.2.

Tabela 3.2: A tabela apresenta os resultados desta se¢do. S@o apresentadas as garan-
tias de aproximagdo e a complexidade do algoritmo conhecido ou a indicagdo de N'P-

completude.
Problema Aproximacao Complexidade Referéncia

P |prec; c; dup; pj = 1; |Crae 2 X Craw O(n) Papadimitriou, 1990
P,ltree;c =1;p; = 1 |Craw | Crnas + (M — 2)/2 O(n) Guinand, 1997
Pylprecie = 1;p; = 1; [ Cran (% - %) X Crnazs O(n) Hanen, 2001

Plprec,c =1,p; = 1|Cpaz < % X Chna NP-completo Hoogeveen, 1994
Pylprec,c =1,p; = 1|Cpaa < % X Chna NP-completo Hoogeveen, 1994
Pylprec,c > 2,p; = 1|Crae | <14 =5 X Cruaw | NP-completo |  Giroudeau, 2008

ct+4
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4 RESULTADOS

Neste capitulo, serdo apresentados os resultados gerados nesta dissertacdo, envol-
vendo problemas de escalonamento de tarefas onde os atrasos de comunicacdo estdo
restritos a some dois valores extremos, {0,000}, e com tarefas de tempos de execugdo
unitarios que podem estar submetidas a alguma ordem de precedéncia. Desta forma,
se o atraso de comunicacao atrelado a um par de tarefas for oo, tais tarefas devem ser
processadas no mesmo processador. Na Se¢do 4.1, sdo apresentados os resultados de NP-
completude para dois casos do problema geral em estudo. Na secdo seguinte, Secdo 4.2,
sao apresentados os resultados polinomiais estabelecidos: o primeiro, quando a ordem de
precedéncia estd restrita a drvores; e, o segundo, quando € permitido processar varias c6-
pias de uma mesma tarefa em processadores distintos. No final do capitulo, na Secao 4.3,
sdo apresentados algoritmos de programacgdo dinamica considerando escalonamentos de
cadeias com restri¢do de alocacdo das tarefas nos processadores.

4.1 Resultados NP-Completos

Esta secdo apresenta dois estudos importantes para o problema de escalonamento ge-
ral em consideracdo, mostrando a NP-completude do problema proposto sob determina-
das parametrizacdes. A seguir, € apresentado o trabalho de Sevastyanov e outros, cujo
problema analisado € similar ao problema P|chains; ¢;; € {0,00}; pj = 1|Cppqey. Nesta
secdo, também ¢ apresentado o resultado de NP-completude deste problema. Na secdo
seguinte, € visto que P2|prec; c;; € {0,00}; p; = 1|Cprap € NP-completo através de re-
dugdo ao problema estudado por Jansen (JANSEN, 1994).

4.1.1 Plchains;c;; € {0,00};p; = 1] Chrag

O problema P|chains; ¢; j € {0,00}; p; = 1|Cpq, pode ser interpretado da seguinte
maneira. Cada subcadeia maximal, nas quais todas as tarefas estdo ligadas através de ares-
tas ¢; ; = 0o, pode ser interpretada como uma unica tarefa cujo tempo de processamento
¢ a quantidade de tarefas (de tempo de processamento unitdrio) presentes na sub-cadeia.
Além disso, é preciso permitir aos escalonamentos interromper essas tarefas nas transi-
coes dos intervalos unitdrios, ou seja, interromper de maneira que todas as partes da tarefa
possua um intervalo inteiro.

Muitos problemas na literatura abordam a possibilidade de interrup¢des no processa-
mento de tarefas, contudo as interrup¢des nao sao restritas da maneira mencionada. Além
disso, sdo sempre acompanhadas da possibilidade de migrar (permitir que a tarefa seja
interrompida em um processador e seja reiniciada em outro). E facil verificar que, devido
o atraso de comunicacdo infinitamente grande, tais migracdoes ndo devem ser permitidas



40

Figura 4.1: A Figura 4.2(a) mostra um conjunto de quatro cadeias com suas tarefas e
suas respectivas comunicagdes. Em tracejado estdo representadas as comunicacdes de
atraso despreziveis e, em linhas continuas, estdo representadas as comunicagdes de atraso
infinito. A Figura 4.2(b) mostra que a cadeia completamente processada pelo processador
P,, ao ser interpretada como uma tnica tarefa, teria de ser interrompida em 7} e retomada
em 75 para que o escalonamento seja 6timo quando disponibilidade de trés processadores.

o T=1|T=2|T=3
® >®®

> p X | [OF—[0]
o0 " E e
050 p O | X |TO
©>0 p| O+—[0 | X
(a) Cadeias. (b) Escalonamento.

para que a correspondéncia seja vélida. Por outro lado, a Figura 4.1 mostra um con-
junto de cadeias no qual o tipo de interrup¢cao mencionado € necessario ao escalonamento
6timo. Portanto, tais possibilidades de interrup¢do nao podem ser descartadas. Na Figura
4.2(b), cada cadeia com duas tarefas é interpretada como uma tarefa de tempo de execu-
cdo igual a dois, devido ao atraso de comunicagdo de suas arestas, onde o processador P,
tem de interromper o processamento de uma tarefaem 7' = 1 e continuaem 7" = 3, a fim
de se escalonar em tempo 6timo.

O problema correspondente pode ser referenciado por Plpmin*(delay =
00); chains; |Cpaz, onde delay é o atraso do processo de migragdo e pmin* representa a
possibilidade de interromper as tarefas da maneira mencionada.

Em 2010, Sevastyanov e outros consideraram atrasos causados no processo de mi-
gracdo (SEVASTYANOV; SITTERS; FISHKIN, 2010). O problema analisado admitia
qualquer atraso de comunica¢do, mas nio assumia a existéncia de ordem de precedén-
cia nem restringia as interrupg¢des a intervalos inteiros, podendo ser referenciado como
Plpmtn(delay = d); | Craz-

Neste trabalho € visto que para o subproblema em que as instancias sao restritas, tais

n
que d < mam{% > DjsPmaz ) — Pmaz»> SeNdO Ppnq, 0 tempo de processamento da maior
j=1

tarefa, € possivel encontrar escalonamento 6timo em tempo polinomial. Se tal restri¢cao
ndo for obedecida, o problema permitird um conjunto de instancias as quais € possivel
reduzir todas as instancias de algum problema da familia de problemas do a-PARTITION
PROBLEM, sendo, portanto, NP-completo.

Apesar da similaridade entre os problemas, a prova apresentada por Sevastyanov e
outros, faz uso de particularidades que ndo pode ser aproveitada diretamente para demos-
trar a NP-completude do problema P|chains; c;; € {0,00}; p; = 1|Cinaq- Em particular,
utiliza-se da possibilidade de haver tarefas maiores que o atraso de comunicagao e da pos-
sibilidade de migracdo. No entanto, € possivel verificar que o problema a-PARTITION
PROBLEM também pode ser reduzido ao problema tratado nessa se¢do. A prova de NP-
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completude apresentada é feita através da reducdo do 3-PARTITION PROBLEM, que
estéd definido a seguir.

3-PARTITION PROBLEM

Entrada: (A), onde A é um conjunto de inteiros positivos com a seguinte restri¢ao
Va, € A| 2 <a; < B, onde|A|=3meB=2%

Saida: Decidir se € possivel particionar o conjunto A em m sub-conjuntos de forma que
a soma dos elementos seja a mesma para todos os subconjuntos.

Observa-se que se existir tal parti¢do, todos os subconjuntos devem conter exatamente
trés elementos de A. Tal problema é fortemente NP-completo (GAREY; JOHNSON,
1979), o que significa que a existéncia de um algoritmo pseudo-polinomial implica em
P=NP.

O problema tratado nesta secdo pode ser precisamente definido como a seguir.

PROCESSADORES ARBITRARIOS

Entrada: (Cadeias, C, P,t), onde Cadeias é um conjunto de cadeias de tarefas, C' é
uma fungdo que associa todos os pares de tarefas consecutivas em uma mesma cadeia
para um dos valores {0, 00} e P é um conjunto de processadores.

Saida: O problema consiste em decidir se existe escalonamento valido tal que o dltimo
slot associado a alguma tarefas € menor ou igual a ¢.

Um escalonamento S é vélido se associar para cada tarefa em alguma cadeia tanto
um natural representando um slot de tempo, como também um processador, tal que para
todo par de tarefas (J; ;, J; j+1), no qual J; ; € sucedida por J; ;1 em alguma cadeia, o
slot de tempo ?; ; associado por S para J; ; € anterior ao slot de tempo ¢; j; associado
para J; ;1. Além disso, se C(J; ;, J; j+1) = 00, estas tarefas devem estar associadas ao
mesmo processador.

Teorema 4.1.1. PROCESSADORES ARBITRARIOS é NP-completo

Prova. O problema pertence a NP, pois o proprio escalonamento pode ser usado como
certificador, ja que tem tamanho polinomial na entrada do problema e a verificacdo a
partir do escalonamento é polinomial. Para isso, basta verificar as restricdes de ordem
de precedéncia e as restri¢cdes de processamento em um mesmo processador impostas aos
pares de tarefas tais que C(J; ;, J; j+1) = oo. Por tltimo, verificar se de fato ndo existe
tarefa processada apos t.

A demostracdo que o problema é NP-dificil é feita a partir da redugdo do 3-
PARTITION PROBLEM. Dada uma instincia (A) qualquer do 3-PARTITION PRO-
BLEM, monta-se uma instancia (C'adeias, C, P, t) de TAREFAS ENCADEADAS da se-
guinte maneira. Para cada elemento de a; € A, cria-se uma cadeia em Cladeias com
a; tarefas, tal que para cada par de tarefas (.J; ;, J; j+1) consecutivas nesta cadeia faz-se

C(Jij, Jij+1) = 00, por tltimo, faz-se P = {1,2,3, ..., @} et = Zlﬁ

Primeiramente, demostra-se que se existir escalonamento Va’llido3 para essa instancia,
entdo, existe a particdo do 3-PARTITION PROBLEM. Um escalonamento .S vélido tem
de processar todas as tarefas de uma mesma cadeia em um mesmo processador por conta
das restri¢des impostas por C'. Nota-se que a quantidade de slots existentes até o slot ¢
€ P x t, dado que este valor € igual ao nimero de tarefas, ndo pode existir slot vazio em
S. Assim, S particiona as cadeias nos processadores de forma a executar em cada um
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trés cadeias cujo total de tarefas é ¢. Esta particdo é uma particdo vélida para a instancia
original (A) do 3-PARTITION PROBLEM, relacionando as cadeias em C'adeias com os
elementos de A que lhe deram origem.

Nao € dificil verificar que usando essa mesma correspondéncia € possivel utilizar uma
parti¢do valida para o 3-PARTITION PROBLEM, para escolher os processadores de cada
cadeia de forma a obter um escalonamento com as restri¢des desejadas. Portanto, se hou-
ver particdo vélida para o 3-PARTITION PROBLEM também existird um escalonamento
vélido. [

4.1.2 Pylprec;c;; € {0,00};p; = 1| Crras

Jansen estudou o que ele denominou de escalonamento de tarefas tipadas ou diferen-
ciadas (typed task) (JANSEN, 1993). Essa mesma restricdo também possui outras de-
nominacdes na literatura, tais como multi-purpose machine scheduling, scheduling with
eligibility constraints, scheduling with processing set restrictions (LEUNG; LI, 2008).
Esses problemas consistem em impor restrigdes sobre em quais processadores cada tarefa
pode ser executada. O problema estudado por Jansen impunha a cada tarefa, ser proces-
sada em apenas um processador pré-determinado, e assim, o processador em que a tarefa
era designada para processar estabelecia o tipo da tarefa. Jansen também mostrou que,
ainda que a quantidade de tipos seja restrita a apenas dois, a quantidade de processado-
res seja apenas um processador por tipo e a precedéncia seja um conjunto de cadeias,
o problema é NP-completo. Este problema pode ser precisamente definido da seguinte
maneira.

TAREFAS TIPADAS

Entrada: (Cadeias,Tipo,t) que consiste de um conjunto de cadeias referenciado
por Cadeias (seja J o conjunto das tarefas de todas as cadeias), as quais para cada
tarefa pertencente a J existe uma associacdo, feita por 7Tpo a dois possiveis tipos de
processador, sejam eles T'ipo; € Tipoy . Por ultimo, é dado ¢ um inteiro qualquer.

Saida: O problema consiste em decidir, se existe escalonamento vélido, tal que o maior
slot de tempo associado a alguma tarefa seja menor que ¢.

Um escalonamento, S, associa para cada tarefa um slot de tempo para ser processada
(S : J — N). §évilido se o slot de tempo associados as tarefas obedecem ordem
de processamento estabelecida pelas cadeias. Além disso, ndo pode haver duas tarefas
processadas no mesmo slot tal que estejam associadas por 7T'2po para o mesmo tipo.

Este problema se reduz ao problema desta secdo, cuja defini¢do precisa € apresentada
a seguir.

PRECEDENCIA ARBITRARIA

Entrada: (G = (V,E),C,t), onde G é um grafo direcionado aciclico e C' é uma
associagdo de F para {0, oo}, referente ao custo de comunicagio.

Saida: O problema novamente consiste em decidir se existe escalonamento valido, tal
que o maior slot de tempo associado a alguma tarefa seja menor que ¢.

Um escalonamento valido, .S, € tal que estabelece para cada tarefa em V' um entre
dois processadores disponiveis, um slot de tempo de forma que todo antecessor de v € V'
tenha slot anterior ao slot associado a v e o escalonamento obedeca as restricdes de
comunicagdes. Assim, se existe ¢ = (u,v) € F|C(e) = oo, entdo u e v estdo associados
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Figura 4.2: A Figura 4.3(a) mostra um conjunto de trés cadeias de tarefas tipadas, com
a adicdo de duas tarefas-origem ou source (S; e S;), cada uma se conectando através de
arestas Inf com todas as tarefas de um mesmo tipo, onde os tipos estdo diferenciados
pelo preenchimento ou ndo do né. A Figura 4.3(b) apresenta o escalonamento 6timo em
relac@o a este conjunto. Note que apenas as arestas tracejadas podem cruzar o eixo dos
processadores.

T=1

T=2

T=3

T=4

T=5

T=6 .

T=7 |_1£|
(a) Cadeias. (b) Escalonamento.

ao mesmo processador.
E possivel transformar uma insténcia do problema TAREFAS TIPADAS para PRECE-
DENCIA ARBRITRARIA, como é mostrado na prova do teorema a seguir.

Teorema 4.1.2. PRECEDENCIA ARBITRARIA é a NP-completo.

Prova. O problema pertence a NP, onde novamente verifica-se isso utilizando o préprio
escalonamento, S, como certificador. Como S apenas estabelece dois elementos, um
processador e um tempo, para cada tarefa em V, fica evidente que S é polinomial na
entrada da instincia. Além disso, a verificacdo a partir de S s@o duas simples conferéncias.
A primeira € uma verificacdo de precedéncia dos slots de tempos associados aos pares
de tarefas, (u,v), para os quais exista e = (u,v) € E. A segunda é uma verificagdo de
igualdade nos processadores associados para as tarefas desses pares para os quais C'(e) =
oo. E ficil ver que isto pode ser feito em tempo polinomial na instncia do problema.

A prova de ser N'P-dificil se dd, como foi antecipado, pela redu¢do do problema
TAREFAS TIPADAS a este problema. Dada uma instincia qualquer (Cadeias, Tipo, t)
do TAREFAS TIPADAS constréi-se uma instincia (G' = (V, E), C,t) do PRECEDEN-
CIA ARBITRARIA da seguinte maneira. Cria-se G de forma a preservar as cadeias em
Cadeias, adicionando duas tarefas sources, Jg, € Jg,. Associa-se a cada uma dessas ta-
refas com cada um dos tipos presentes na imagem de T'ipo criando arestas de custo de
comunicacdo oo, que se originam nessas tarefas e incidem em cada tarefa do respectivo
tipo (verifique a Figura 4.2). Desta forma tem-se, V' := J U {Jg,, Js,}, onde J é a
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unido de todas as tarefas em todas cadeias de C'adeias e E € tal que para quaisquer duas
tarefas,.J; ;, J; j41, consecutivas em alguma cadeia i € Cadeias, existe e = (J; j, J; j+1) €
E com C(e) = 0. Além disso, para toda tarefa J; ; € J|Tipo(J; ;) = Tipos, também
existird e = (Jg,, J;;) € E com C(e) = co. Assim, todas as tarefas de um mesmo tipo
terdo de ser escalonadas no mesmo processador da tarefa source mie. E possivel verificar
também que as duas tarefas sources serdo processadas em processadores distintos, € que
apods o primeiro instante de tempo, no qual cada uma das tarefas sources sao processadas,
as restricdes do problema se tornam exatamente as dos problema estudado por Jansen.
Portanto, a correspondéncia entre a existéncia dos escalonamentos em cada uma dessas
instancias é direta. 0

4.2 Resultados Polinomiais

Nesta secdo, serdo apresentados os resultados de polinomialidade obtidos para dois
outros problemas de escalonamento com atrasos de comunicagdo de valores extremos,
sendo o primeiro, na Se¢do 4.2.1, o problema Ps|tree, ¢; ; € {0,00};p; = 1|Cppas, €, 0
segundo, na Se¢do 4.2.2, o problema Py |prec; ¢;; € {0,00}; dup, p; = 1| Crras-

4.2.1 Pyltree,c;;j € {0,00};p; = 1|Cran

O problema de escalonar arvores direcionadas enraizadas para qualquer nimero de
processadores e qualquer custo de comunicagao e tarefas de tempo de execugdo também
quaisquer, Pooltree, ¢; j, pj| Cpaz, foi mostrado NP-completo por Chértiene (CHRETI-
ENNE, 1994). Neste mesmo artigo, Chértiene também apresentou algoritmo polinomial
para este problema quando se permite re-processamento de tarefas. Quando o custo é
restrito para SCT (Small Communication Times) o problema é soluciondvel em tempo po-
linomial para qualquer precedéncia (COLIN; CHRETIENNE, 1991). O problema abor-
dado nesta secao, permite atrasos de comunicagdo maiores que o tempo de execugao das
tarefas, ndo sendo, portanto, classificado como SCT, e ndo permite re-processamento de
tarefas. Serd apresentada aqui estratégia de priorizacdo que € Gtima para o problema
apresentado.

TAREFAS EM ARVORE

Entrada: (7', C), sejaT = (V, E) uma arvore direcionada enraizada que representa as
tarefas, onde cada e € F estd associada por C' : E — {0,00} a um dos dois valores
possiveis {0, 00}, que representam o atraso de comunicago.

Saida: Um escalonamento vdlido o qual minimiza o dltimo slot associado a alguma
tarefa.

Um escalonamento para o problema € uma associacdo dos elementos de V' a dois
ndmeros naturais, representando o processador e o slot de tempo em que a tarefa foi
processada. O escalonamento, .5, € valido se duas condi¢des forem satisfeitas. A primeira
¢ .S associar para todo vértice v um slot de tempo posterior aos slots associados ao seus
ancestrais na arvore. A outra condi¢do € S associar o0 mesmo processador para todo par
de tarefas (u, v) para os quais existe C'(u, v) = oco.

Definicao 4.2.1. Define-se como arestasZero, o conjunto de arestas e € E'| C(e) = 0.

Definicao 4.2.2. Define-se como arestasinf, o conjunto de arestas e € E'| C(e) = o.
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Figura 4.3: Esta figura representa uma arvore descendente. Estdo destacadas duas
sub-arvores Arvores—lnf—Conectadas maximais, uma em tom de cinza escuro outra em
tom de cinza claro. Todos os outros vértices, formam sozinhos suas préprias Arvores-
Inf-Conectadas maximais. Os nés triangulares representam raizes das Arvores-Inf-
Conectadas-Filhas. No interior de cada vértice estd indicada sua Prioridade de acordo
com o escalonamento 6timo.

¢ o /o

Definicéo 4.2.3. Define-se como Arvore-Inf-Conectada , o conjunto de vértices conexos
por arestas de arestasInf, sendo ArvinfCon(v) a Arvore-Inf-Conectada maximal per-
tencentes a drvore enraizada em v(ver figura 4.3).

Definicdo 4.2.4. Define-se como Vértice-Conector, um vértice de uma Arvore-Inf-
Conectada que possui descendentes conectados por arestasZero, cada drvore enraizada
em um desses filhos é chamada de Arvore-Inf-Conectada-Filha(ver figura 4.3).

Definicao 4.2.5. Define-se como mst(T,) (MinimalScheduleTime), o menor tempo de
processamento possivel para escalonar a arvore T,

Definicao 4.2.6. A Ordem de um vértice v, em relacdo a um escalonamento S,
Ordemgs(v), é a quantidade de vértices da ArvInfCon(v) que foram processados ante-
riormente a v em S, mais um.

Definicao 4.2.7. A Prioridade de um vértice v, em relacdo a um escalonamento S,
Prig(v), é o maior entre os makespan das Arvore-Inf-Conectada-Filha cujas raizes sdo
descendentes de v. Se v ndo possuir tais vértices como descendente, a prioridade de v é
0 (ver figura 4.3).

Lema 4.2.1. O tempo de escalonamento total ts de um escalonamento S vdlido para
uma drvore T, enraizada em um vértice r € igual a max{Ordemg(v) + Prig(v)},Vv €
ArvInfCon(r).
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Figura 4.4: Escalonamento da drvore exposta na Figura 4.3.

T=1|T=2|T=3|T=4|T=5|T=6|T=7

Prova. Nenhum  vértice pertencente a ArvinfCon(v) € escalonado apds
max{Ordemg(v) + Prig(v)},Yv € ArvinfCon(v), pois cada vértice v em Arvinf-
Con(r) € escalonado exatamente no slot Ordemg(v).

Além disso, seja v um Vértice-Conector. Todo vértice pertencente a alguma Arvore-
Inf-Conectada-Filha de v é escalonado até Ordemg(v) + Prig(v), ja que v é escalonado
no slot Ordemg(v) e, por defini¢do, Prig(v) é maior ou igual ao makespan de toda
arvore Arvore-Inf-Conectada-Filha descendente de v.

Por ultimo, seja v um vértice pertencente a ArvinfCon(v) para o qual Ordemg(v) +
Prig(v) é maximo. Entdo, v ndo possui nenhum descendente imediato u pertencente a
ArvInfCon(v) tal que Prig(v) = Prig(u), pois, certamente Ordemg(u) > Prig(v) e
isso contrariaria o fato de Ordemg(v) + Prig(v) ser maximo. Se ndo existe tal des-
cendente imediato, entdo, ou Prig(v) = 0 ou existe descendente imediato de v que é
raiz de uma Arvore-Inf-Conectada-Filha cujo makespan é igual a Prig(v). Portanto, o
escalonamento deve continuar por pelo menos Ordemg(v) + Prig(v). O

Todos os vértices de uma mesma Arvore-Inf-Conectada devem ser processados em
um mesmo processador. Além disso, todos os outros vértices podem ser processadas em
qualquer outro processador de forma independente. Devido a esta independéncia, pode-se
usar recursdo para calcular o menor tempo de processamento das sub-drvores maximais
conectadas por arestasZero a esta mesma Arvore-Inf-Conectada . A tnica restrigio é
que cada sub-arvore s6 poderd iniciar seu processamento apds o processamento do pai
da sua raiz, que € um Vértice-Conector. O Algoritmo 1 descrito nesta se¢cdo escalonard
de forma gulosa os vértices de uma mesma Arvore-Inf-Conectada , a partir da prioridade
definida.

Lema 4.2.2. O escalonamento encontrado pelo Algoritmo 1 é vdlido.
Prova. Seja S o escalonamento encontrado pelo algoritmo 1 e também seja e = (v, u) €

E. Se C(e) = 0, entdo, o lago mais interno da fungéio PreencherSlots (linha 15) garante
que u e todos seus descendentes estdo em um o slot de tempo de processamento posterior
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Algorithm 1 Escalonador Arvores Descendentes

T=(V,FE)
2: C >C:E —{0,00}
Ordenacoes := {} > cade elemento deste conjunto é uma ArvinfCon
4: Slotg :={} > Slots: V=N
PS::{} DPSZV—>N
6: p:=10 > Ndimero de processadores usados
function PreencherSlots(v, t) > Slotg : V = N
8: ordenacao := Ordenacoes|v] > elementos de ArvInfCon(v) ordenados
Dy =P > processador destinado aos elementos de ArvInfCon(v)

10: p:=p+1
for i := 0 — |ordenacao| — 1 do

12: w := ordenacaoli

Slots add (w,t + 1)
14: Ps add (w, p,)

for w filho de w do
16: if C[(w, u)] == 0 then

Slotg add PreencherSlots(u,t +1i+ 1)

18: end if

end for
20: end for

end function
22: function Visitar(v, Prioridade)
Prioridade add {(v, 0)} > Prioridade : V — N
24: for u filho de v do
if C[(v,u)] == inf then

26: Visitar(u, Prioridade)
Prioridade[v] := max(Prioridade[v], Prioridade[u])
28: else
Prioridade[v] := max(Prioridade|v], MenorTempoDeFEscalonamento(u))
30: end if
end for

32: end function
function MENORTEMPODEESCALONAMENTO(v)
34: Prioridade = {}
Visitar(v, Prioridade)
36: ordenacao = Sequéncia de vértices em Prioridade ordenados por Prioridade con-
servando as posicoes relativas a ordem de insers@o entre vértices de mesma priori-
dade.

t := |ordenacaol

38: Ordenacoes|v] := ordenacao
for i := 0 — |ordenacao| — 1 do

40: t := max(t, Prioridade|ordenacaoli]] + i+ 1)
end for

42: return ¢

end function
44: function ESCALONARARVORE(T = (V, E), C)
MenorTempoDeEscalonamento(raiz( 7))
46: PreencherSlots(raiz(T),0)
return (Slotg, Ps)
48: end function
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av. Se C(e) = oo, v e u sdo pertencentes a mesma Arvore-lnf-Conectada , s40 processa-
das no mesmo processador pela fungdo PreencherSlots (linha 14) e obedecem a ordem
de processamento imposto na instrucdo de ordenagdo presente em EscalonarArvoreOti-
molinha (linha 36), a qual pelo critério de desempate respeita a ordem se inser¢do dos
elementos no conjunto ordenado, portanto, € uma ordem de processamento vélida. 0

Teorema 4.2.3. Um escalonamento que, dentre todas as tarefas cujos ancestrais jd foram
escalonados, escalona aquelas de maior Prioridade, ¢é dtimo.

Prova. Seja S um escalonamento para uma arvore 7)., enraizada em um vértice r, tal que
S € obtido escalonando iterativamente os vértices de maior prioridade dentro de uma
mesma Arvore-Inf-Conectada . Seja também tg o seu makespan.

Se ArvInfCon(r) ndo possui nenhuma Arvores-Inf-Conectada-Filhas, todos os vérti-
ces tem de ser processados em um mesmo processador, € o escalonamento descrito é,
claramente, 6timo.

Para quando ArvinfCon(r) possui alguma Arvore-Inf-Conectada-Filha, a prova é feita
por indugio, assumindo que todas as Arvore-Inf-Conectada-Filhas sio escalonadas oti-
mamente. Com isso, S € tal que todos os vértices v pertencente a ArvinfCon(r) possuem
Prig(v) o menor entre todos os valores possiveis para a prioridade de v. Além disso, a
Ordem dos vértices em ArvinfCon(r) é o conjunto {1, 2, ..., |ArvinfCon(r)|}. Ainda, pelo
Lema 4.2.1, o escalonamento 6timo deve minimizar max{Ordemg(v) + Pri(v)},Vv €
ArvInfCon(r). Portanto, como ndo € possivel minimizar os valores das prioridades dos
vértices nem da ordem deles, resta ao escalonamento 6timo somar o maior de um con-
junto com o menor de outro. Claramente, o escalonamento S faz isso.

[

Cololario 4.2.4. O Algoritmo 1 encontra o escalonamento otimo.

O Algoritmo 1 percorre a drvore agrupando os vértices de uma mesma Arvore-Inf-
Conectada . Em cada raiz de uma Arvore-Inf-Conectada ocorre uma ordenagio de seus
elementos. Se a ordenacgdo for efetuada por algoritmos usuais de ordenagdo, a comple-
xidade total se dd por > |A;| x log|A;|, onde |A;| representa a quantidade de elemen-
tos presentes nesta drvore. Cada vértice pertece a somente uma destas arvores. Temos,
portanto, que a quantidade de passos efetuados pelo algoritmo é > |A;| x log |A;| <
> 1A x logn <logn x > |A;| = O(n x logn).

4.2.2 P.|prec;c;; € {0,00}; dup, p; = 1|Cras

O problema de escalonar com qualquer precedéncia para um nimero qualquer de pro-
cessadores € trivial. No entanto, quando atrasos de comunicacdes sdo considerados o
problema se torna NP-completo, ainda que esses atrasos e o tempo de processamento das
tarefas sejam unitdrios P |prec, ¢ = 1, p; = 1|Cper (VELTMAN; LAGEWEG; LENS-
TRA, 1990). Quando atrasos de comunicagdo sao considerados, pode ser mais vantajoso
processar a mesma tarefa em diferentes processadores a fim de evitar a espera da chegada
dos dados provenientes de outro processador. Considerando esta possibilidade e atra-
sos de comunicacdo constantes € conhecido algoritmo com complexidade exponencial
no custo de comunicacao (O(nC“)) (JUNG; KIROUSIS; SPIRAKIS, 1989), quando este
atraso nao € limitado o problema, P|prec, ¢, dup, p; = 1|Cpyqy, € NP-completo (PAPA-
DIMITRIOU; YANNAKAKIS, 1990).

Esta secdo mostra que quando o atraso definido para cada par de tarefas € restrito a
atrasos despreziveis e atrasos muito longos (¢; ; € {0, 00}), o problema admite solugio
polinomial.
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Figura 4.5: Esta figura representa um digrafo. As arestas de comunicagdo despreziveis
estdo pontilhadas e as arestas de atrasos infinitamente grandes estdo em linhas continuas.
Os vértices em cinza s@o os ancestrais in f conectados do vértice representado pela letra
E.

Para este problema um escalonamento S associa para cada tarefa pelo menos um
momento e um processador.

TAREFAS COM REPROCESSAMENTO

Entrada: (G, C), seja G = (V, F) um grafo direcionado aciclicoe C' : E — {0,000}
uma associacao das arestas aos atrasos de comunicagdo para transmitir informagdes entre
os vértices relacionados.

Saida: Encontrar um escalonamento valido que minimiza o processamento total.

Um escalonamento S € vélido para o problema TAREFAS COM REPROCESSA-
MENTO, se S associa para cada v € Vum conjunto nio vazio de pares ordenados de
nimeros naturais (N, N) e para toda tarefa escalonada existe pelo menos uma cépia de
cada ancestral previamente escalonado. Além disso, se existe e = (u,v) € F|C(e) = oo,
entdo, existe pelo menos uma copia de u processada previamente em todos 0s processa-
dores em que alguma cépia de v foi processada.

O Algoritmo 2 executa pelo menos uma copia da tarefa-vértice presente em V' em
seu minimo tempo possivel. Com isso, o escalonamento visa ndo tardar o processamento
das tarefa predecessoras. Além disso, precisa garantir que, para cada tarefa, as tarefas
antecessoras conectadas por uma aresta e € arestasInf terdo uma copia processadas no
mesmo processador. Novamente, o algoritmo apresentado faz uso de recursao usufruindo
da natureza independente das copias alocadas em processadores distintos.

Definicao 4.2.8. Seja S um escalonamento vdlido para o problema, Ps é o conjunto de
processadores utilizados por S, sendo Ps(v) um processador com uma cépia de v no
slot = mstg(v).

Definicao 4.2.9. O mstgs(v) de uma tarefa v referente a um escalonamento S é o menor
tempo de escalonamento para o qual existe uma copia desta tarefa escalonada por S em
algum processador.

Definicdo 4.2.10. Os AncestinfConec(v) é um conjunto maximal de tarefas pertencen-
tes aos ancestrais de v para os quais existe caminho a v somente por arestas de custo
infinito.
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Algorithm 2 Escalonador Com Reprocessamento

p:=0 > Indice do Processador Atual

2: S:={} > S(v)é o conjunto de pares de slot e processadores onde v é processada

4:

function Visitar(v)

CompInfConect := {(v, MenorTempo(v)}
for e := (u,v) € E do
if C(e) = inf then
ComplInfConect = CompInfConect U Visitar(u)
end if
end for

10: end function

12:

14:

16:

18:

20:

22:

24:

26:

28:

30:

32

34

36:

function MenorTempo(v)

menorTempo = 0 > slot em a partir do qual todos os ancestral-zero de v

possuem alguma cépia processada

AncestInfConect := {}
for e := (u,v) € E do
if C(e) = inf then
AncestInfConect := AncestinfConect U Visitar(u)

else
menorTempo := max(menorTempo, MenorTempo(u))
end if
end for
Ordenar(AncestInfConect) > Ordena crescentemente pelo MenorTempo
SlotAtual := 0 > Indica o Slot de tempo em p atualmente desocupado

for i := 0 — | AncestInfConect| — 1 do
SlotAtual := maz(SlotAtual, AncestInfConect[i]. MenorTempo)
S(AncestInfConect|[i]. Vertice) := S(AncestInfConectli]. Vertice) U (SlotAtual, p)
SlotAtual == SlotAtual + 1

end for

S(v) := S(v) U (mazx(SlotAtual, menorTempo), p)

pi=p+1

return max (Slot Atual, menorTempo)

end function
: function Escalonar(G, C)

makespan := 0
for v € V do
makespan := maz(makespan, MenorTempo(v) + 1)
end for
return S

38: end function
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Figura 4.6: Escalonamento do digrafo da Figura 4.5. As comunicacOes de atrasos despre-
ziveis estdo em pontilhado, enquanto as comunicacdes de atraso infinito estdo em arestas

continuas. Nota-se que as arestas continuas ndo podem ligar elementos entre processado-
res distintos.

T=1|r=2|T=3|T=4|T=5|T=6|T=7]|T=7
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Definicao 4.2.11. Os AncestZeroConec(v) é um conjunto maximal de tarefas pertencen-
tes aos ancestrais de v que estejam conectados a v por arestas de custo zero.

Definicio 4.2.12. O Vazioss(p) € o conjunto de slots de tempos referente a um escalo-
namento S para o qual ndo existe tarefa escalonada neste slot para p.

Teorema 4.2.5. O escalonamento encontrado pelo Algoritmo 2 é vdlido.

Prova. O lago da linha 23 garante que para cada AncestinfConec(v) de v existird uma
copia no mesmo processador p e processada num tempo anterior ao processamento de v
em p atribuido na linha 28. Como todas as tarefas de AncestInfConec(v) sdo alocadas
em slots de tempo igual ou posterior aos seus respectivos mstg, entdo, existe pelo menos
uma cépia para os respectivos AncestZeroConec de cada AncestInfConec(v) alocadas
em slots anteriores em algum outro processador. Além disso, como o conjunto de to-
dos os ancestrais de v contém o conjunto dos ancestrais de cada um de seus ancestrais,
todos os AncestInfConec(v) de cada um dos ancestrais de v também estdo processados
em p. Qualquer ancestral de um vértice possui msts menor que este vértice, assim a
ordenacdo pelo mstg garante que cada ancestral de v tem seus AncestInfConec(v) alo-
cados anteriormente no mesmo processador. Além disso, a linha 28 também garante que
o tempo de processamento serd posterior aos AncestZeroConec e a fungdo Escalonar
chama MenorTempo para todos os vértices em 1/, portanto, todas as tarefas sdo proces-
sadas. [

Lema 4.2.6. Seja S um escalonamento do algoritmo 2 para uma determinada instdn-
cia. Seja P, um processador utilizado por S para processar uma cdpia de um vér-
tice v € V. Entdo para todo S' vilido, todos os slots de tempo deixados vazios
em P, por S, que sejam anteriores a esta copia de v, também serdo anteriores a
qualquer cdpia de v escalonado por S' em qualquer processador. Equivalentemente,
Vslotyazio € Vazioss(p),v € V, (t,p) € S(v) slotyazio < t = Slotyazio < tg.

Prova. Seja v uma tarefa escalonada em P, posteriormente a slot,q.i, € Vazioss(P,).
Como todas as tarefas escalonadas em um mesmo processador estdo ordenadas pelo
seu mstg, se v ndo possuir antecessor também escalonado em P, apds este s(0t,qzi0
v deveria ter sido escalonada neste mesmo slot,,.;, (lago da linha 23), exceto se
mstg(u) > sloty..i, para algum u € ancest(v). Se existirem antecessores também
escalonados apds slot,,.;,, pode-se argumentar o0 mesmo para todos esses antecessores.
Isto também se verifica nas atribuicoes feita no laco da linha 23. Desta forma, se existir
S’ contra-exemplo do lema, seja v uma das tarefas de menor profundidade que contradiz
o lema, entdo S’, escalonou tal que msts (v) < mstg(v), mas para isso teria de escalonar
u € ancest(v) de forma que mstg (u) < mstg(u), mas v é a tarefa de menor profundi-
dade dentre tais tarefas, portanto seu ancestral ndo pode ser uma dessas tarefas. [

Teorema 4.2.7. O escalonamento encontrado pelo Algoritmo 2 encontra o escalona-
mento Otimo.

Prova. Seja S’ um escalonamento cujo tempo final é menor que o escalonamento S dado
pelo algoritmo 2 para um instancia (G,C). Seja v uma tarefa de maior profundidade
em G, tal que, mst(v)g < mst(v)s. A maneira em que a cépia de v é escalonada no
processador Pg(v) na sua respectiva execu¢do em MenorTempo(v) pelo 2 garante que
ela serd a dltima tarefa a ser processada nesse processador. Se no processador Pg(v) o
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slot referente ao tempo mst(v)s for vazio ou anterior a algum slot vazio em Pg(v), S’
ndo € valido pelo lema 4.2.6.

Se tal slot ndo existe, deve haver uma tarefa AncestInfConec(v) processada em Pg no
slot de tempo igual a mst(v)s . Esta tarefa tem de ser processada em Ps, ¢ anteriormente
a v, mas pelo Lema 4.2.6 deve ser processada ap6s o ultimo slot vazio em Pg, 0 que ndo
¢ possivel sem deixar de escalonar outro ancestral de v.

]

Assim como o Algoritmo 1, o Algortimo 2, apresentado nesta secdo, or-
dena os elementos dos AncestInfConectados de cada vértice.  Contudo, os
AncestInfConectados de vértices distintos podem possuir uma interse¢do nao vazia.
Desta forma, temos que a complexidade é da ordem de ) | |A;| x log |A;|, onde A; sdo os
AncestInfConectados do i-ésimo vértice. Assim, Y |A;| x logn <logn x > |A;| =
O(n* x logn). De fato, esta quantidade de passos € atingida quando a interse¢do dos
AncestIn fConectados € maximizada, isto ocorre quando o DAG € uma cadeia.

4.3 Resultados envolvendo Cadeias de Tarefas Tipadas

Como foi mencionado na primeira secdo deste capitulo, o problema
Pm|prec; c;; € {0,00}; p; = 1|Crney estd fortemente relacionado ao problema de
escalonar sob restricdes de processamento. Em particular, este problema contém o
problema TAREFAS TIPADAS estudado por Jansen (JANSEN, 1993).

O problema considerado aqui esta fortemente atrelado as instancias do TAREFAS LI-
VRE COM COMUNICACAO, geradas a partir da transformagio utilizada no Teorema
4.1.2 de instancias do problema TAREFAS TIPADAS. Tal transformagao esta exemplifi-
cada na Figura 4.3(a). O problema ¢é precisamente definido a seguir.

CADEIAS TIPADAS

Entrada: (Cadeias, Tipo,p,t), onde Cadeias é um conjunto de cadeias de tarefas,
T'ipo é uma associagdo de cada tarefa presente em um das cadeias com algum "tipo", e p
e t sdo inteiros.

Saida: Decidir se existe escalonamento valido, tal que, o maior slot associado a alguma
tarefa € menor ou igual a t.

Um escalonamento S para o problema mencionado associa um natural representando
um slot para cada tarefa e um elemento de {1, 2, 3, ..., p}, que representa o processador
no qual a tarefa foi processado. S é valido quando as seguintes condi¢des sdo obedeci-
das. Primeiramente, o slot associado a tarefa .J; deve ser menor que o slot associado a
qualquer J; antecessor de .J;. Além disso, todas as tarefas tais que T'ipo(.J;) = T'ipo(J;),
devem estar associadas ao mesmo processador. Por dltimo, ndo pode haver duas tarefas
associadas ao mesmo tempo e processador.

Desta forma, o problema esta relacionado ao TAREFAS TIPADAS, mas permite uma
a quantidade qualquer de processadores e "tipos". Além disso, ndo existe um processador
predeterminado para cada tipo, mas as tarefas de mesmo tipo devem ser processadas no
mesmo processador.

Os parametros que descrevem o problema analisado aqui estdo limitados em diferentes
formas nas sec¢des que se seguem. Na primeira € visto que este problema é NP-completo,
ainda que o conjunto C'adeias seja restrito a apenas dois elementos. Na segunda e ter-
ceira secdo, sdo apresentados algoritmos de programacio dindmica polinomiais quando a
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quantidade de tipos sdo limitadas por constantes, sendo que na segunda se¢dao a quanti-
dade de elemento em C'adeias também € limitada por constante e na terceira € o tamanho
das cadeias que € limitado.

4.3.1 NP-Completude de Tarefas Tipadas com Duas Cadeias

Esta se¢do mostra que decidir se existe um escalonamento para o problema apresen-
tado com tempo de processamento final menor que um determinado valor ¢ NP-completo,
mesmo quando apenas duas cadeias sdo permitidas. Isto pode ser verificado através da
reducdo do problema da coloragdo de vértices a este problema. O problema da coloracao
¢ precisamente definido a seguir.

COLORACAO DE VERTICES

Entrada: (G, k), onde G = (V, E) é um grafo e k£ um inteiro.

Saida: O problema consiste em decidir se é possivel criar associacdo de cada vértice para
algum elemento em {1, 2, 3, ..., k}, tal que, ndo exista e = (u,v) € F paraqual u e v
estejam associados aos mesmos elementos.

O problema considerado é definido como segue:

DUAS CADEIAS TIPADAS

Entrada: (Cadeiag, Cadeiay, Tipo,p,t), onde Cadeiay e Cadeia; sdo cadeias de
tarefas, T'7po é uma associacdo de cada tarefa presente em um das cadeias com algum
"tipo", e p e t s@o inteiros.

Saida: Decidir se existe escalonamento valido, tal que o maior slot associado a alguma
tarefa € menor ou igual a t.

Teorema 4.3.1. O problema DUAS CADEIAS TIPADAS é NP-completo.

Prova. Dada uma instincia (G = (V, E), k) qualquer do problema COLORACAO DE
VERTICES, cria-se a seguinte instincia para o problema DUAS CADEIAS TIPADAS:
Cada vértice em V' corresponderd a um tipo possivel na imagem de 7'ipo. Para cada
e = (u,v) € E cria-se duas tarefas, uma tarefa com o tipo u em uma das cadeias, e
outra com tipo v na outra cadeia de forma que ambas as tarefas tenham o mesmo indice
(mesma quantidade de ancestrais) nas suas respectivas cadeias. Assim, sdo definidas as
duas cadeias, C'adetag e Cadeia; e a fungdo Tipo para cada tarefa. Por tdltimo, faz-se
p=ket=|E|.

Primeiramente serd mostrado que se existir escalonamento com tempo final £, entdo
G ¢é p-colorivel, onde p é o nimero de processadores disponiveis. Para isso, cada proces-
sador serd usado como rétulo de cor para colorir os vértices.

Todas as tarefas que possuem o tipo v (portanto, referente a um vértice v) foram pro-
cessadas no mesmo processador, seja tal processador P,. Isto permite colorir o vértice v
com a cor do processador P,. Como o escalonamento possui tempo final ¢, que € o nimero
de tarefas em cada cadeia, entdo, a i-ésima tarefa de cada cadeia foi processada no i-€simo
slot. Desta forma, dois vértices adjacentes em GG ndo possuem a mesma cor, porque para
cada aresta em F existem duas tarefas, uma em cada cadeia, que foram processados no
mesmo instante. Isto garante que os processadores que processaram tais tarefas sejam
diferentes, o que € o mesmo que dizer que a cor desses vértices sao diferentes. Verifica-se
também que, se existe uma k-coloragdo para os vértices de (7, existe escalonamento com
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tempo igual a ¢, pois, como k = p é possivel associar para cada processador uma cor e
processar no ¢-ésimo slot de tempo o ¢-ésimo elemento de cada uma das cadeias. Cada
uma dessas tarefas estd associada a um processador diferente pois existe uma aresta em
G ligando os vértices referentes a essas tarefas. 0

4.3.2 Quantidade de Cadeias e de Tipos Limitadas Por Constantes

Esta secao mostrard que € possivel escalonar tais cadeias se o nimero de cadeias e de
tipos for limitados por uma constante. Para isso, serd apresentado algoritmo polinomial
usando técnicas de programacao dinamica.

Primeiramente, o algoritmo precisa definir em quais processadores ird processar as
tarefas de um determinado tipo. Cada tipo possui p op¢des de processadores onde suas ta-
refas podem ser processadas, sendo p também menor que uma constante, ja que € limitado
pela quantidade de tipo, pois, em nada modifica adicionar mais processadores que tipos.
Verifica-se que o niimero de possibilidades totais é limitado por p!?°*, sendo, portanto,
uma constante. Para cada uma dessas possibilidades, executa-se uma programacgao dina-
mica, cujo estado € o conjunto de tarefas as quais todos os ancestrais ja foram escalonados,
ou equivalentemente, um indice para a tarefa em cada cadeia que ainda nao foi processada,
mas todos seus antecessores ja foram processados. A quantidade de estados €, portanto,
o produto dos tamanho das cadeias, [ |c;|, que ndo pode ser maior que n/4¢ sl Desta
forma, em um determinado estado, escolhe-se um subconjunto de cadeias para as quais
as tarefas devem ser processados. Por ultimo, verifica-se a possibilidade de se executar
essas tarefas verificando se nenhuma dessas tarefas estdo designadas a serem processadas
no mesmo processador. A complexidade total é O(p!™?os x nlCadeiasl iy glCadeias]) ‘pary
as restricdes dadas é O(nlCadeiasl),

4.3.3 Tamanho de Cadeias e de Tipos Limitadas Por Constante

Quando, além dos tipos possiveis para cada tarefa, o tamanho da cadeia € limitado
por uma constante, também € possivel utilizar técnicas de programacio dinamica para
se obter um algoritmo em tempo polinomial. O algoritmo apresentado aqui se utiliza de
ideia semelhante a apresentada anteriormente, como também do fato de que, se houverem
muitas cadeias, algumas delas devem coincidir em altura e tipos das tarefas na sequéncia
apresentada. Em outras palavras, as variacdes possiveis para as cadeias € limitada.

Uma cadeia possui no maximo h,,,, tarefas, onde cada tarefa possui exatamente um
dentre k tipos possiveis. Assim, as cadeias podem se distinguir entre si pela altura, que é
menor ou igual a h,,,.., € pelos tipos escolhidos para cada tarefa da cadeia. Desta forma,

hmax

sio Y k' variagdes distintas de cadeias, sendo isto O(k"ma=*1) e cujo valor é constante
i—1
pela; restrigdes dadas, valor aqui denominado de £’

A programacdo dindmica apresentada aqui utiliza um vetor de k£’ dimensdes, onde
cada dimens@o se refere uma das &’ variacdes de cadeias e o valor do vetor nesta dimensao
indica a quantidade de cadeias existentes de cada tipo de cadeia. A quantidade de estados
é limitado polinomialmente em n, em particular é O(n*"), pois nio pode haver mais que
n cadeias de um mesmo tipo.

Nota-se que as cadeias de uma determinada variagdo nao podem ser processadas em
um mesmo instante, pois as tarefas livres dessas cadeias possuem o mesmo tipo e devem
ser processadas em um mesmo processador.

Novamente, assim como na ideia apresentada na se¢do anterior, € preciso definir em
quais processadores cada tipo deve ser processado. Como ambos os valores sio limitados
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por constantes, pode-se tentar todas as possibilidades.
Assim, com a informacao de quantas cadeias existem para cada variacao de cadeia, é
possivel escolher para todo : < p um subconjunto dos tipos de cadeias para serem pro-

cessadas e verificar se nenhum par dentre essas tarefas estdo designadas a processar no
min(p,k") " min(p,k") "
mesmo processador. Tal operagdo custa > i x (%) < min(p, k) x > (%) <

y )
=1 =

min(p, k') x 2¥. Finalmente, se recorre a programacio dinimica com os ajustes neces-
sarios quanto a quantidade de cada tipo de cadeia, reduzindo-se a quantidade de tarefas
total a cada estado. A complexidade total da programagéo dindmica é O(n*" x 2+').



57

5 CONCLUSAO

Nesta dissertacdo de mestrado, foram obtidos e apresentados resultados relativos ao
problema de escalonar tarefas de tempos de processamento unitidrios em maquinas pa-
ralelas, objetivando minimizar o tempo em que a ultima tarefa a ser processada termina
seu processamento (minimizacao do makespan), isto quando atrasos de comunicagdo sao
determinados para cada par de tarefas precedentes e restritos a valores extremos, 0 ou co.

Dois problemas foram demonstrados serem NP-completos. No primeiro deles, a quan-
tidade de processadores disponivel € indicada na instancia do problema. Este resultado é
valido ainda que as relacdes de precedéncia sejam restrita a um conjunto de cadeias. No
segundo problema, a ordem de precedéncia € arbitrdria. Este resultado foi demostrado ser
vdlido ainda que uma quantidade fixa de apenas dois processadores esteja disponivel.

Dois outros problemas foram demostrados serem soldveis em tempo polinomial. Am-
bos consideram uma quantidade ilimitada de processadores disponivel. No primeiro deles
arelacdo de precedéncia € restrita para uma arvore descendente. No segundo, é permitido
o reprocessamento de tarefas.

Foram também apresentados, resultados para o problema de escalonar tarefas parti-
cionadas em conjuntos, cujas tarefas necessitam ser processadas no mesmo processador.
Este problema foi demonstrado ser NP-completo se a quantidade de processadores dispo-
niveis € determinada a cada instancia do problema. Mais especificamente, este resultado
foi demonstrado ser vélido ainda que a precedéncia seja restrita a duas cadeias. Ainda,
quando a quantidade de parti¢des estd limitada por uma constante, bem como a quanti-
dade de cadeias ou a quantidade de tarefas por cadeia, também € limitado, o problema
admite solug@o em tempo polinomial.

Como trabalhos futuros, os estudos realizados deixam em aberto se € possivel en-
contrar escalonamento polinomial sob tais restri¢des, envolvendo uma quantidade fixa
de processadores e uma relagdo de precedéncia restrita, por exemplo, por uma cadeia
P, |chain; ¢; j € {0,00}; p; = 1| Cyaq- Tais restri¢des sdo equivalentes as restrigdes do
problema P,,|chain; pmin*(delay = o0)| Cynaz, onde pmin* indica a possibilidade de in-
terromper o processamento de tarefas na transicdo dos intervalos unitarios de tempo e
delay = oo indica que o atraso de migracdo da tarefa € infinitamente grande. A si-
milaridade com o problema P;|chain;|Cy,,, € notdria, ja que neste problema migragdes
também ndo sdo permitidas. Assim, a distin¢do entre os problema se dé pela possibilidade
ou ndo de interrupgdo das tarefas. O fato de Pz|chain;|Cy,, ser fortemente NP-dificil
(DU; LEUNG; YOUNG, 1991) pode indicar que P,,|chain; c;; € {0,00};pj = 1|Chas
também seja.
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