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Resumo

Index trackingé uma estratégia de investimento passiva, com objetivo deformar
portfólios para reprodução do desempenho de um ı́ndice do mercado. Esse ar-
tigo apresenta uma proposta de modelagem de otimização deindex trackingcom
controle do número de ativos na carteira, correspondente `a restrição de custos de
transação. O modelo é aplicado ao Ibovespa entre Jan/2009 e Jul/2012. Foram for-
madas carteiras sem limite de ativos e com limite de 40, 30 e 20ativos, com reba-
lanceamento em 20, 40 e 60 perı́odos. Os resultados evidenciam a composição de
carteiras estatisticamente significativas para acompanhar a rentabilidade do ı́ndice,
especialmente para rebalanceamento de 60 perı́odos, com custos de transação mais
baixos devido ao maior intervalo de rebalanceamento. Verificou-se também que
alterações de parâmetros dosolver Cplexnão influenciaram os resultados, es-
pecialmente para tempo de solução. Assim, concluı́mos sobre a necessidade de
aplicar métodos heurı́sticos para formação de carteiras com menos ativos.
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Abstract

Index tracking is a passive investment strategy, which aimsat generating portfolios
to reproduce a specific market index’s performance. This article proposes a model
for a index tracking problem with control on the number of assets in the portfo-
lio, which corresponds to a restriction in transaction costs. The model is applied
to Ibovespa (sample: 67 stocks) from January/2009 to July/2012. Portfolios were
formed without limiting the amount of stocks and limiting this amount to 40, 30
and 20 stocks, with rebalancing periods of 20, 40 and 60 trading days. The results
were satisfactory especially for the 60 days rebalancing period, in which transac-
tion costs become lower due to the longer rebalancing period. We also verified
that changes in Cplex parameters didn’t influence the results especially in relation
to the computational times. Therefore, we also conclude about the need of using
heuristic approaches to form portfolios with smaller amounts of assets.

Keywords: index tracking; portfolio optimization; quadratic integer programming.

1. Introdução

O inı́cio da Teoria Moderna de Portfólio ocorreu com Markowitz
(1952), que propôs um modelo de média-variância para seleção de carteira.
Nesse modelo, a variância dos retornos dos ativos é usada como medida
de risco, e é feita a otimização do trade-off entre risco eretorno esperado.
Com base na literatura de investimentos, verificamos que hábasicamente
dois tipos de fundos de investimentos: fundos de administração ativa e
de administração passiva (Roll, 1992, Beasleyet al., 2003, Maringer &
Oyewumi, 2007).

Fundos de administração ativa possuem, em geral, gestãomais flexı́vel
e maior quantidade de transações de compra e venda. Assim,tendem a
apresentar custos maiores de gestão e de transações (pois têm maior volume
de operações). Estratégias ativas assumem que os mercados são ineficientes
e tentam explorar desequiĺıbrios resultantes desse fator.

Por outro lado, fundos de administração passiva têm gestão menos flexı́-
vel e comumente seguem critérios previamente definidos, apresentando me-
nores custos de gestão e de transações por ter menor volume de transações.
Essa estratégia baseia-se na hipótese de que há eficiência nos mercados e
que, no longo prazo, os rendimentos dos mercados não tendema ser su-
perados por fundos ativos, tendo como fundamento a teoria demercados
eficientes (Fama, 1970); por consequência, rendimentos deı́ndices de re-
ferência dos mercados também não tendem a ser superados.Frino & Gal-
lagher (2001), por exemplo, demonstram que investimentos em estratégias
passivas apresentam, em média, desempenho superior do queinvestimen-
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tos em estratégias ativas no longo prazo. Fama & French (2010) são outro
exemplo de estudo que demonstra que fundos ativos têm tendˆencia a apre-
sentar rendimento abaixo do rendimento do mercado.

Fundos deindex tracking(index funds, ou também fundos de ı́ndice)
são uma forma de investimento passivo que visa replicar o rendimento de
um ı́ndice de referência (por exemplo: Ibovespa). Através de Frino & Gal-
lagher (2001) e Fama & French (2010), podemos entender a relevância de
fundos passivos e da estratégia deindex tracking, como forma de acom-
panhar o rendimento do mercado com custos reduzidos e desempenho que
tende a ser superior a fundos ativos. O uso deindex trackingpode ser
feito, por exemplo, para formação de fundos de ı́ndices ou, também, para
formação de ETFs (do inglês,Exchange-Traded Funds) – ativos que repre-
sentam fundos de ı́ndice e que têm se popularizado no mercado brasileiro
nos últimos anos (Borgeset al., 2012).

A primeira opção para se montar umindex fundseria realizar uma
réplica total do ı́ndice (compor um portfólio com os ativos que formam
o ı́ndice e seus respectivos pesos). Porém, essa estratégia apresenta desvan-
tagens como a atribuição de peso bastante baixo a alguns ativos e maiores
custos de transação na medida em que a carteira é atualizada ao longo do
tempo (Barro & Canestrelli, 2009, Canakgoz & Beasley, 2009).

Assim, os modelos deindex trackingapresentam, entre outras restri-
ções, a limitação da quantidade de ativos para compor a carteira, de forma a
diminuir a quantidade de transações do portfólio e reduzir custos de transa-
ção e gestão. Neste estudo, buscamos apresentar um modelo deindex track-
ing com otimização de programação quadrática inteira, similar ao proposto
por Gaivoronskiet al. (2005), de forma a replicar um ı́ndice com controle
do número de ativos da carteira. O uso de Gaivoronskiet al. (2005) como
referência justifica-se por esse artigo ser um trabalho amplamente referen-
ciado na literatura, com a apresentação de modelos com diferentes aborda-
gens relacionadas ao tema, por exemplo, discutindo custos de transação e
de rebalanceamento.

Conforme destacam Barro & Canestrelli (2009), com limitação da
quantidade de ativos, dificilmente teremos a reprodução exata do ı́ndice;
portanto, o modelo de otimização visa minimizar o erro (diferença) de
trackingda carteira em relação ao ı́ndice (minimização dotracking error),
ou seja, minimizar a diferença entre rendimento da carteira e rendimento
do ı́ndice. Assim, o foco é minimizar o erro detracking com restrição da
quantidade de ativos do portfólio, o que representa uma limitação de custos
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de transação e gestão. Nesse estudo, adotamos o erro detracking de cada
carteira otimizada como sendo a diferença entre o rendimento acumulado
da carteira e o rendimento acumulado do ı́ndice no intervalode tempo fora
da amostra.

Trabalhos acadêmicos recentes sobre o assunto buscam, em sua maio-
ria, solucionar o problema deindex trackingcom uso de heurı́sticas para
formação de carteiras com quantidade bastante reduzida de ativos; nosso
objetivo é verificar que mesmo carteiras com quantidade um pouco maior
de ativos podem realizar satisfatoriamente o tracking do ı́ndice mantendo
custos baixos (verificados através dos valores de turnover). Pretende-se
demonstrar que, mesmo com uma técnica simples de solução, apoiada a
um leve relaxamento no controle do número de ativos, pode-se obter uma
abordagem eficiente deindex trackingcom controle de ativos sem o uso
de técnicas numéricas mais complexas ou de heurı́sticas de difı́cil imple-
mentação e parametrização.

Para aplicação do modelo, adotamos o ı́ndice Ibovespa (ı́ndice de re-
ferência do mercado brasileiro), para o perı́odo de Janeiro/2009 a
Julho/2012, com um total de 890 observações diárias. Foram realizados
testes para formar quatro tipos de carteiras: sem limite de quantidade de
ativos e com limites de 40, 30 e 20 ativos. Os perı́odos de rebalanceamento
adotados são 20, 40 e 60 observações diárias (ou seja, rebalanceamento
mensal, bimestral e trimestral).

Pelos testes realizados, constatou-se a eficiência dessa estratégia espe-
cialmente em termos de custos. Contudo, na medida em que reduzimos a
quantidade de ativos da carteira, os tempos de solução crescem de forma
exponencial, de modo que não conseguimos formar carteirascom menos
de 20 ativos. Porém, para carteiras de 20 ou mais ativos (especialmente
para rebalanceamento trimestral), temos soluções satisfatórias em termos
de custo (com baixos valores deturnover médios mensais), tempos de
solução e estatı́sticas que apontam forte correlação das carteiras formadas
com o ı́ndice.

Para realização dos testes, utilizamos o solver de otimizaçãoCplex(que
consiste em um software de otimização usado para solução de problemas
numéricos de pesquisa operacional), por ser um dos solversmais utilizados
comercialmente. Com a realização de testes complementares, constatamos
que alterações de parâmetros de configuração doCplexnão influenciaram
os resultados obtidos para esse modelo de otimização. Nestes testes, obtive-
mos variações bastante pequenas nos resultados, especialmente nos tempos
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de solução, o que demonstra a robustez do método aplicado.
O artigo está organizado da seguinte forma: a seção 2 destaca uma re-

visão bibliográfica sobre o problema deindex tracking, apresentando diver-
sos métodos de solução tratados na literatura; a seção3 apresenta o modelo
adotado nesse estudo; a seção 4 apresenta os resultados obtidos; e a seção
5 apresenta as principais conclusões.

2. Revis̃ao da Literatura

O problema deindex trackingé representadona literatura contemporâ-
nea com modelos que empregam diferentes métodos de soluç˜ao. Ana-
lisando-se alguns desses artigos recentes, podemos agrup´a-los por métodos
de solução similares como, por exemplo, uso de métodos heurı́sticos
(Beasleyet al., 2003, Ohet al., 2005, Maringer & Oyewumi, 2007, Jeuris-
sen & Van Den Berg, 2008, Krinket al., 2009, Guastaroba & Speranza,
2012, Scozzariet al., 2012), uso de cointegração (Dunis & Ho, 2005,
Caldeira & Portugal, 2010) e uso de programação quadrática (Jansen &
Van Dijk, 2002, Colemanet al., 2006, Yaoet al., 2006).

Gaivoronskiet al. (2005) discutem diferentes abordagens do problema
de index tracking, realizando otimização apenas usando umsolvere, tam-
bém, aplicando métodos heurı́sticos.

Esses autores usam restrições relativas à análise de risco do portfólio,
rebalanceamento das carteiras (portfólios dinâmicos) erestrição de custos
de transação. Entre as principais conclusões, é verificado que o erro de
trackingtende a ser melhor com uso de amostras maiores para a otimizac¸ão
(maiores amostrasin-sample); além disso, o desempenho das carteiras tam-
bém é influenciado pela quantidade de ativos da carteira e pela forma de
realização de rebalanceamentos. Por ser um dos estudos mais referencia-
dos na literatura deindex tracking, optamos por adotar esse artigo como
referência para elaboração de nosso modelo de otimização.

Outro tipo de abordagem do problema deindex trackingenvolve uso
de cointegração (Dunis & Ho, 2005, Caldeira & Portugal, 2010). Dunis
& Ho (2005) utilizam esse método com a justificativa de que ele incor-
pora “comovimentos” de longo prazo nos preços dos ativos; dessa forma,
há a tendência de formação de carteiras mais estáveis,exigindo menos
operações de rebalanceamento e diminuindo os custos de transação. Os
autores realizaram testes para diferentes intervalos de rebalanceamento,
obtendo melhores resultados para rebalanceamento trimestral, com forte
cointegração entre carteiras e ı́ndice. Caldeira & Portugal (2010) também
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utilizam cointegração como forma de se obter carteiras mais estáveis, pois,
conforme os autores, esse método permite a percepção de tendências es-
tocásticas nas séries de preços das ações, exigindo menos rebalanceamen-
tos.

Jansen & Van Dijk (2002), Colemanet al. (2006) fazem uso direto
de programação quadrática paraindex trackingcom reduzido número de
ativos, porém sem uso de restrição inteira para controlar o tamanho das
carteiras. Como os autores afirmam, esse problema possui complexidade
computacional NP-Hard, o que significa que o tempo de processamento é
elevado para formação de carteiras reduzidas. Como soluc¸ão, são formadas
carteiras reduzidas com um método que consiste na realizac¸ão de diversas
otimizações em sequência, com diminuição gradual da amostra de ativos.
Assim, os autores eliminam a restrição inteira para obtersoluções mais
rapidamente. De forma similar, Yaoet al. (2006) também usam programa-
ção quadrática sem inclusão de restrição inteira para limitação do tamanho
da carteira; no caso desses autores, a definição dos ativosda carteira de
index trackingé exógena, feita antes da otimização do modelo.

Quanto ao uso de métodos heurı́sticos na literatura contemporânea so-
bre index tracking, é recorrente a adoção das chamadas heurı́sticas de evo-
lução diferencial e algoritmos genéticos, baseando-seem conceitos de teo-
ria evolutiva advinda do campo da biologia. Dois trabalhos bastante refer-
enciados sobre esse assunto são Beasleyet al. (2003) e Ohet al. (2005).
Ambos os artigos apresentam modelagens que incluem restric¸ões de custos
de transação e de rebalanceamento. Porém, o objetivo, nesses artigos, é a
formação de carteiras de número bastante reduzido de ativos, proporcional-
mente ao tamanho das amostras. No caso de Beasleyet al. (2003), o obje-
tivo é a formação de carteiras de 10 ativos com amostras deaté 225 ativos
– diferentemente do presente artigo, em que buscamos formarcarteiras de
tamanho superior com uma amostra menor.

Maringer & Oyewumi (2007) e Scozzariet al. (2012) também aplicam
modelagens de programação quadrática e inteira, com controle da quanti-
dade de ativos e também do peso máximo de ativos em cada carteira. Para
solução, ambos os artigos usam heurı́sticas de evolução diferencial, devi-
do ao uso de uma quantidade maior de restrições e o emprego de restrição
inteira para formação de carteiras reduzidas. Os testes realizados permi-
tiram verificar a tendência de se obter menores erros detracking com au-
mento da quantidade de ativos da carteira, sendo que essa melhora no erro
é decrescente na medida em que se aumenta a quantidade de ativos. Da
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mesma forma, Guastaroba & Speranza (2012) propõem uma formulação
integrada com programação linear e inteira e uma heurı́stica de evolução
diferencial denominada KernelSearch para solução do modelo. Nos testes,
foram utilizados oito ı́ndices com amostras de até 2.151 ativos e formação
de carteiras com no máximo 90 ativos; assim, nota-se novamente a ne-
cessidade de um método heurı́stico para formação de carteiras reduzidas
proporcionalmente ao tamanho da amostra.

Em suma, a análise descrita acima de diversos artigos demonstra que
diversos métodos podem ser utilizados para o problema deindex tracking.
Porém, essencialmente, a literatura contemporânea trata desse problema
para formação de carteiras de número bastante reduzido de ativos. Por
exemplo, no caso de Guastaroba & Speranza (2012), são formadas carteiras
de 90 ativos para uma amostra de 2.151 ativos, ou seja, carteiras com
aproximadamente 4,2% dos ativos da amostra; em Beasleyet al. (2003),
são formadas carteiras de 10 ativos a partir de uma amostra de 225 ativos,
ou seja, carteiras com cerca de 4,4% dos ativos da amostra.

Todos os artigos analisados apresentam resultados satisfatórios em ter-
mos de realização de tracking de um ı́ndice. Porém, possuem foco diferente
do presente artigo, em que buscamos formar carteiras de 20 oumais ativos
a partir de uma amostra de 67 ativos (são carteiras com ao menos 30%
dos ativos da amostra). Nosso objetivo, portanto, é verificar que mesmo
carteiras de tamanho um pouco maior podem apresentar bons resultados
em termos detracking ao mesmo tempo em que têm custos reduzidos,
podendo-se obter soluções de forma mais simples em relação à aplicação de
métodos heurı́sticos. Além disto, trata-se do primeiro trabalho que aplica
programação matemática para análise deindex trackingao Ibovespa.

A revisão realizada permite antecipar alguns dos resultados do presente
artigo; acompanhando Gaivoronskiet al. (2005), espera-se que os resulta-
dos obtidos demonstrem que o erro de tracking tende a aumentar conforme
o tamanho das carteias é diminuı́do e, também, conforme aumenta-se o
perı́odo de rebalanceamento. Com base em Jansen & Van Dijk (2002)
e Colemanet al. (2006), espera-se que, com a diminuição gradual das
carteiras otimizadas, torne-se bastante difı́cil a solução do modelo através
de uso direto de umsolverde otimização, considerando que nosso modelo
foi empregado com uso de restrição inteira e, portanto, constitui-se num
modelo de complexidade computacional NP-Hard.
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3. Formulação

O problema deindex trackingpossui um espaço de solução bastante
largo, de crescimento exponencial. Por exemplo, no caso de realizarmos
trackingdo ı́ndice Ibovespa (composto por 69 ativos) com uma carteira de
20 ativos, a quantidade de portfólios que podem ser formados é69!/(20! ∗
49!) = 1, 156 ∗ 1017 . Por esse motivo, diversos autores utilizam heurı́sticas
para a solução do problema para carteiras com baixa quantidade de ativos
(por exemplo, 05 ou 10 ativos no caso do Ibovespa). A alta complexi-
dade aponta para dificuldade de se obter soluções ótimas (ou próximas das
soluções ótimas) devido ao tempo computacional necess´ario para otimiza-
ção.

Para demonstrar o modo como o problema foi formulado e aplicado,
apresenta-se inicialmente o modelo de otimização (item 3.1). Posterior-
mente, demonstra-se a forma de seleção e organização dos dados para apli-
cação do modelo (item 3.2). Para formulação e desenvolvimento do mo-
delo, a seguinte notação é empregada:

• xi = variável de peso do ativoi na carteira, sendo0 ≤ x ≤ 1;

• zi = variável binária para cada ativoi;

• ri,t = parâmetro: retorno do ativoi no momento de tempot;

• Rt = parâmetro: retorno do ı́ndice no momentot;

• t = momento de tempo;

• T = parâmetro: total de momentos de tempo;

• N = parâmetro: quantidade de ativos da amostra;

• K = parâmetro: quantidade limite de ativos na carteira;

• ϑ = parâmetro: limite mı́nimo de erro entre carteira e ı́ndice em cada
t;

• θ = parâmetro: limite máximo de erro entre carteira e ı́ndice em cada
t.
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3.1 Modelo de otimizaç̃ao

O modelo de otimização utilizado nesse artigo foi elaborado com base
na função objetivo apresentada em Gaivoronskiet al. (2005). Nesse mo-
delo, tem-se a definição de duas variáveis de decisão (xi e zi), e a função
objetivo busca minimizar a variância da diferença entre retorno do portfólio
e do ı́ndice, conforme abaixo:

Minimizar :
1

T

T
∑

t=1

[(

N
∑

i=1

xi.ri,t

)

−Rt

]2

(1)

sujeito a

N
∑

i=1

(xi.rit)−Rt ≥ ϑ,∀t (2)

N
∑

i=1

(xi.rit)−Rt ≤ θ,∀t (3)

N
∑

i=1

xi = 1 (4)

N
∑

i=1

zi ≤ K (5)

xi ≤ zi,∀i (6)

xi ≥ 0,∀i (7)

zi = 0; 1,∀i (8)

O objetivo do modelo é minimizar otracking error da carteira em
relação ao ı́ndice. O retorno do ı́ndice em cada momento (Rt) é calcu-
lado a partir do valor médio do ı́ndice Ibovespa nos momentos t e t− 1; da
mesma forma, o retorno de cada ativo em cada momento de tempo (ri,t) é
calculado a partir do preço médio de cada ativo, conforme abaixo:

Rt =
ı́ndice médiot

ı́ndice médiot−1

− 1 ri,t =
preçomédioi,t

preçomédioi,t−1

− 1
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As restrições (2) e (3) limitam a diferença de rendimentoentre carteira
e ı́ndice a um valor mı́nimo e a um valor máximo de erro – constantesϑ e
θ provenientes definidas – para cada momentot. A restrição (4) estabelece
que 100% do valor disponı́vel é aplicado nos ativos. As restrições (5) e (6),
em conjunto, definem a limitação da quantidade de ativos que podem ser
alocados na carteira (quantidade definida pela constanteK). As restrições
(7) e (8) definem a faixa de valores das variáveis de decisão(sendo que
zi é binária com valor 1 se o ativoi é incluı́do na carteira e valor 0 caso
contrário).

3.2 Base de dados e descrição do problema

Para aplicação do modelo, conforme já citado, foi utilizado o ı́ndice
Ibovespa. Os ativos selecionados foram os 67 ativos componentes do Ibo-
vespa no perı́odo de maio/2012 a agosto/2012 – considerandoque o ı́ndice
possui 69 ativos; porém, dois ativos foram retirados por falta de dados no
perı́odo (ativos excluı́dos: ALLL3 e OIBR3). Foram formadas carteiras
sem limite de quantidade de ativos e carteiras limitadas a 40, 30 e 20 ativos.
Conforme será detalhado, não foi possı́vel formar carteiras com menos de
20 ativos devido à dificuldade com o tempo de solução.

Adotamos, para a constanteT , o valor de 150 (amostrain-sample),
correspondente a 150 observações diárias. Trata-se de um perı́odo relativa-
mente longo,entre sete e oito meses,pois cada mês possui aproximadamente
20 dias úteis. Assim, tentamos seguir a proposta de Gaivoronski et al.
(2005) sobre o uso de perı́odosin-samplemais longos por apresentarem
tendência a gerar carteiras mais estáveis; o uso deT = 150 implica que,
para cada execução do modelo de otimização, usamos os históricos de re-
tornos diários das ações nos 150 perı́odos de tempo anteriores (ou seja, re-
tornos nos 150 dias úteis anteriores). Cada carteira formada com a otimiza-
ção (usando o histórico de 150 dias úteis anteriores) éprojetada sobre os
retornos den perı́odos de tempo subsequentes (neste estudo, adotamosn
igual a 20, 40 ou 60, o que representa, respectivamente, rebalanceamento
mensal, bimestral e trimestral das carteiras). Ou seja, para formarmos a
primeira carteira de investimento paran = 60, por exemplo, utilizamos
intervalo de dadosin-samplede1 ≤ t ≤ 150, e o portfólio formado é pro-
jetado sobre os retornos no intervalo de tempo150 ≤ t ≤ 210 (intervalo
out-of-samplepara projeção dos resultados emrolling horizon). A segunda
carteira é formada com dados de61 ≤ t ≤ 210, e a projeção é feita em
210 ≤ t ≤ 270, e assim sucessivamente.
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A base de dados adotada é composta pelos preços médios di´arios dos
ativos para o intervalo de 13/jan/2009 e 14/jul/2012 (obtidos através do
sistema Economatica). Temos dessa forma 890 momentos de tempo (ob-
servações diárias de preços dos ativos). Considerandoo intervalo de tempo
da amostra adotada, podemos formar um total de 36 carteiras em sequência
se optarmos por rebalanceamento mensal, ou seja,n = 20; já com uso
de rebalanceamento bimestral,n = 40, podemos formar 18 carteiras em
sequência; e, para rebalanceamento trimestral,n = 60, podemos formar
12 carteiras no total. Os valores dos parâmetrosϑ e θ foram definidos in-
dividualmente para cada carteira formada; foram adotados sempre valores
iguais em módulo, alterando apenas o sinal (ex.ϑ = −0, 002 eθ = 0, 002,
buscando-se formar o menor intervalo possı́vel entre essesdois parâmetros
para que o modelo tenha solução. Nos testes realizados,ϑ oscila entre
−0, 0015 e0, 0065, eθ oscila entre0, 0015 e0, 0065.

4. Resultados

Para solução do modelo proposto, adotou-se a linguagem deprograma-
ção AMPL, com uso do pacote de otimizaçãoCplex. Os testes computa-
cionais foram realizados em computador com processador Intel R© CoreTM

i5-2310 @ 2.90 GHz,8GB RAM DDR3 e WindowsR© 7. Adotamos o
solverCplexpor se tratar de um dos pacotes de otimização mais difundi-
dos e utilizados comercialmente, além de ser adequado paraprogramação
quadrática e inteira.

Estabelecemos, ao executar cada uma das otimizações (otimização de
cada carteira viaCplex), tempo limite de execução do solver de 3.600
segundos, com meta de se obtergap máximo de 5% para cada carteira,
considerando que este é o percentual padrão utilizado pela literatura so-
bre otimização de carteiras (conforme feito, por exemplo, em Filomena
& Lejeune (2014). Ogap de resposta corresponde à diferença percentual
entre a solução obtida e a solução ótima estimada (istoé, o gap refere-
se à tolerância da resposta obtida em relação à otimalidade; comgap de
5%, temos 95% de confiança de que a resposta obtida é a resposta ótima
–o cálculo destegap trata-se de uma estimativa feita peloCplexcom base
na diferença entrelower bounde upper boundque são obtidos durante a
solução do problema de otimização).

A seguir, apresentamos os resultados dos testes realizadospara solução
do modelo de otimização (item 4.1); na sequência, apresentamos uma breve
comparação entre os resultados aqui obtidos e um ETF atualmente disponı́-
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vel no mercado (seção 4.2), realizamos também uma breve discussão em
uma comparação com resultados de outros artigos sobreindex tracking
(seção 4.3)e,então,descrevemos os testes e resultadoscom alteração de pa-
râmetros dosolverCplex, a fim de verificar se alterações no solver podem
influenciar os resultados obtidos inicialmente (seção 4.4).

4.1 Resultados

Os principais resultados são apresentados na Figura 1, comprojeção
das carteiras para intervaloout-of-samplede 60 perı́odos; Tabelas 1, 2, 3
e 4, com resumo dos principais resultados por tipo de carteira formada –
sem limite de ativos e com limite de 40, 30 e 20 ativos; e Tabela5, com
estatı́sticas separadas por intervaloout-of-sample. Em relação à projeção
das carteiras formadas ao longo do tempo, percebemos na Figura 1 que os
resultados são satisfatórios, com as carteiras formadasrealizando otracking
do ı́ndice de forma bastante consistente para rebalanceamento trimestral
(sendo que a aderência é bastante similar para os casos de rebalanceamento
mensal e bimestral).

�

Figura 1
Projeção de resultados das carteiras com intervaloout-of-samplede 60 perı́odos – rebalanceamento
trimestral
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Pode-se perceber a tendência de que as carteiras apresentem, em média,
erro positivo em relação ao ı́ndice (ou seja, o rendimentomédio das cartei-
ras tende a ser superior ao rendimento do ı́ndice). Isso se deve à mode-
lagem de otimização empregada; dessa forma, a curva do ı́ndice na figura
permanece abaixo das curvas das carteiras. Essa tendênciatambém é obser-
vada nas Tabelas 1 a 4, em que, para os quatro tipos de carteiras formadas,
o tracking error médio permanece baixo, porém sempre positivo. Em to-
dos os casos, otracking error é crescente conforme aumenta a quantidade
de perı́odosout-of-sample(aumento da volatilidade), o que é natural dado
o maior intervalo de rebalanceamento. Vemos ainda esse movimento de
erro positivo em relação ao ı́ndice na Tabela 5, em que o retorno médio
das carteiras é sempre positivo, apesar de os retornos acumulados serem
negativos nesse perı́odo de análise (exceto para o caso de projeção de 60
perı́odos com carteira de 30 ativos, em que o retorno acumulado é positivo,
tendo, por consequência, maior erro detracking).

Em relação aos tempos de solução e valores degap (Tabelas 1 a 4),
verificamos que o problema deixa de ter condições de ser resolvido na oti-
malidade com a diminuição da quantidade limite de ativos das carteiras.
Considerando que o limite máximo adotado para ogap é 5%, devemos
tratar os resultados para carteiras sem limite de ativos e com limite de 40 e
30 ativos como resultados consistentes; nesses casos, ogap médio obtido
fica bem próximo dos 5%. Já para carteiras de 20 ativos, ogapmédio ultra-
passa 5%, e dessa forma as respostas obtidas não podem ser consideradas
confiáveis (apesar dos baixos valores detrackingobtidos mesmo comgaps
elevados).

Podemos considerar como cenário ideal a realização dotracking com
portfólios compostos por no máximo 10 ativos, no caso do Ibovespa;
porém, não é possı́vel atingir esse ponto com solução da modelagem na
otimalidade. Conforme já ressaltando, trata-se de um modelo que extrapola
a capacidade de solução dos programas comerciais dispon´ıveis, havendo
necessidade de se utilizar heurı́sticas para solução comuso de um número
baixo de ativos.
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Deve-se considerar que, para formação de carteiras de 30 ativos, embo-
ra o tempo de solução médio seja próximo de 5 minutos, o tempo máximo
atinge 1 hora para intervaloout-of-samplede 20 perı́odos e aproximada-
mente 40 minutos para intervalos de 40 e 60 perı́odos. Porém, dado que
o intervalo de rebalanceamento é elevado e que os valores degap não ul-
trapassam significativamente 5% nas projeções de 40 e 60 perı́odos, pode-
mos tratar esses fatores como atenuantes do problema de tempo de solução.
Nota-se a questão de custos baixos especialmente para o intervalo de 60
perı́odos, comturnover1 mensal de 11,6%.

Em relação aos custos, conforme Tabelas 1 a 4, a vantagem darea-
lização de rebalanceamento de 60 perı́odos pode ser percebida claramente
pelos valores médios mensais deturnover. Considerando que um dos obje-
tivos principais da estratégia deindex trackingé ter custos baixos, o reba-
lanceamento em 60 perı́odos apresenta claro destaque nos quatro tipos de
carteiras, uma vez que o maior perı́odo de rebalanceamento não demonstra
piora considerável de Volatilidade em relação ao ı́ndice (conforme valores
de Volatilidade Diária e Anual na Tabela 5).

1Forma de cálculo do turnover de uma Carteira 2 em relação auma Carteira 1 anterior:
Turnover = (

∑
N

i=1
|x2

i − x1

i |)/2, sendox2

i =peso do ativoi na carteira 2, ex1

i =peso do
ativo i na carteira 1.
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Tabela 1
Resultados para formação de carteiras sem limite de ativos

Carteiras Sem Limite de Ativos
Intervalo 20 perı́odos 40 perı́odos 60 perı́odos
out-of-sample
Resultados Tempo de solução (segundos) Gap Tempo de solução (segundos) Gap Tempo de solução (segundos) Gap
Média 0,159 0,00% 0,159 0,00% 0,16 0,00%
Mı́nimo 0,14 0,00% 0,14 0,00% 0,14 0,00%
Máximo 0,172 0,00% 0,172 0,00% 0,172 0,00%
Desvio Padrão 0,01 0,00% 0,011 0,00% 0,01 0,00%

Tracking Error (diferença entre rendimento do portfólioe do ı́ndice)
Média 0,08% 0,09% 0,28%
Mı́nimo -1,04% -2,15% -1,64%
Máximo 1,01% 1,51% 3,01%
Desvio Padrão 0,58% 0,89% 1,25%

Turnover Mensal
Média 17,41% 11,44% 9,42%
Mı́nimo 7,13% 6,87% 5,22%
Máximo 36,90% 17,17% 14,54%
Desvio Padrão 6,50% 2,96% 2,57%
Fonte: Elaborado pelos autores.
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Tabela 2
Resultados para formação de carteiras com limite de 40 Ativos

Carteiras com Limite de 40 Ativos
Intervalo 20 perı́odos 40 perı́odos 60 perı́odos

out-of-sample
Valores de Tempo de solução Gap Tempo de solução Gap Tempo de solução Gap

saı́da (segundos) (segundos) (segundos)
Média 1,158 2,91% 0,9 2,87% 0,844 2,87%
Mı́nimo 0,156 0,00% 0,172 0,00% 0,156 0,00%
Máximo 9,36 5,10% 1,654 4,88% 2,465 4,78%
Desvio Padrão 1,462 1,68% 0,353 1,67% 0,616 2,00%

TrackingError (Diferença entre Rendimento do Portfólioe doÍndice)
Média 0,09% 0,08% 0,32%
Mı́nimo -1,10% -2,15% -1,64%
Máximo 1,10% 1,51% 2,97%
Desvio Padrão 0,59% 0,89% 1,25%

Turnover Mensal
Média 19,62% 12,40% 10,21%
Mı́nimo 6,45% 7,32% 5,22%
Máximo 37,73% 17,48% 14,54%
Desvio Padrão 7,20% 2,93% 2,53%
Fonte: Elaborado pelos autores.
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Tabela 3
Resultados para formação de carteiras com limite de 30 ativos

Carteiras com Limite de 30 Ativos
Intervalo 20 perı́odos 40 perı́odos 60 perı́odos

out-of-sample
Valores de Tempo de solução Gap Tempo de solução Gap Tempo de solução Gap

saı́da (segundos) (segundos) (segundos)
Média 355,773 5,07% 205,32 5,01% 278,48 4,92%
Mı́nimo 0,92 3,94% 1,03 4,36% 0,92 3,94%
Máximo 3600,43 7,59% 2391,6 5,41% 2391,6 5,56%
Desvio Padrão 899,294 0,51% 553,374 0,23% 675,031 0,42%

TrackingError (Diferença entre Rendimento do Portfólioe doÍndice)
Média 0,09% 0,10% 0,39%
Mı́nimo -1,67% -2,67% -2,21%
Máximo 1,27% 1,25% 3,06%
Desvio Padrão 0,67% 0,92% 1,43%

Turnover Mensal
Média 23,71% 14,81% 11,61%
Mı́nimo 10,03% 9,41% 6,36%
Máximo 43,78% 22,31% 16,01%
Desvio Padrão 7,77% 3,47% 2,49%
Fonte: Elaborado pelos autores.
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Tabela 4
Resultados para formação de carteiras com limite de 20 ativos

Carteiras com Limite de 20 Ativos
Intervalo 20 perı́odos 40 perı́odos 60 perı́odos

out-of-sample
Valores de Tempo de solução Gap Tempo de solução Gap Tempo de solução Gap

saı́da (segundos) (segundos) (segundos)
Média 2941,078 13,00% 2900,026 12,66% 2629,175 11,65%
Mı́nimo 345,573 5,00% 345,573 5,00% 536,191 5,00%
Máximo 3600,55 25,19% 3600,55 25,19% 3600,3 24,26%
Desvio Padrão 1081,267 7,44% 1180,001 7,12% 1284,222 7,88%

TrackingError (Diferença entre Rendimento do Portfólioe doÍndice)
Média 0,05% 0,18% 0,32%
Mı́nimo -2,24% -2,22% -2,52%
Máximo 1,24% 1,41% 2,35%
Desvio Padrão 0,84% 0,92% 1,45%

Turnover Mensal
Média 29,45% 16,35% 12,03%
Mı́nimo 12,62% 9,92% 6,81%
Máximo 53,42% 22,33% 18,77%
Desvio Padrão 11,15% 3,82% 3,81%
Fonte: Elaborado pelos autores.
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Tabela 5
Resultados para formação de Carteiras com intervalo out-of-sample de 20 perı́odos

Intervalo Out-of-Sample de 20 Perı́odos
Estatı́sticas Ibovespa Sem Limite Limite de Limite de Limite de

de Ativos 40 Ativos 30 Ativos 20 Ativos
Retorno Médio Por Carteira 0,00% 0,01% 0,01% 0,01% 0,01%
Retorno Acumulado -3,76% -0,90% -0,71% -0,67% -2,03%
Volatilidade Diária 1,25% 1,25% 1,25% 1,26% 1,28%
Volatilidade Anual 19,86% 19,90% 19,89% 19,95% 20,25%
Correlação com Ibovespa 1,000 0,992 0,992 0,99 0,987
Assimetria -0,392 -0,395 -0,388 -0,388 -0,395
Curtose 1,755 1,706 1,72 1,676 1,626

Intervalo Out-of-Sample de 40 Perı́odos
Estatı́sticas Ibovespa Sem Limite Limite de Limite de Limite de

de Ativos 40 Ativos 30 Ativos 20 Ativos
Retorno Médio Por Carteira 0,00% 0,01% 0,00% 0,01% 0,01%
Retorno Acumulado -3,76% -2,37% -2,47% -2,12% -0,41%
Volatilidade Diária 1,25% 1,25% 1,25% 1,25% 1,28%
Volatilidade Anual 19,86% 19,88% 19,88% 19,86% 20,24%
Correlação com Ibovespa 1,000 0,992 0,991 0,99 0,987
Assimetria -0,392 -0,391 -0,39 -0,376 -0,386
Curtose 1,755 1,793 1,814 1,726 1,863

Intervalo Out-of-Sample de 60 Perı́odos
Estatı́sticas Ibovespa Sem Limite Limite de Limite de Limite de

de Ativos 40 Ativos 30 Ativos 20 Ativos
Retorno Médio Por Carteira 0,00% 0,01% 0,01% 0,01% 0,01%
Retorno Acumulado -3,76% -0,73% -0,27% 0,55% -0,57%
Volatilidade 1,25% 1,26% 1,26% 1,26% 1,27%
Volatilidade Anual 19,86% 19,92% 19,94% 19,93% 20,23%
Correlação com Ibovespa 1,000 0,992 0,991 0,99 0,987
Assimetria -0,392 -0,402 -0,401 -0,376 -0,402
Curtose 1,755 1,795 1,813 1,731 1,835

As estatı́sticas apresentadas na Tabela 5 corroboram a boa qualidade das
soluções obtidas. Para os três perı́odos de rebalanceamento, notamos valo-
res de Retorno Médio das carteiras próximos dos valores doIbovespa. Da
mesma forma, verificamos que os Retornos Acumulados, para o perı́odo
analisado, também permanecem próximos do ı́ndice para ostrês interva-
los out-of-sampleprojetados. Os valores de Volatilidade Diária e Anual
aproximam-se do ı́ndice em todos os casos, da mesma forma queos valo-
res de Correlação, Assimetria e Curtose. Verificamos que aVolatilidade
tende a aumentar um pouco e a Correlação tende a diminuir umpouco com
uma menor quantidade de ativos compondo os portfólios, o que aponta para
aumento do risco na medida em que a quantidade de ativosna carteira é re-
duzida.

Pela Tabela 5, percebemos que o retorno acumulado de cada um dos
quatro tipos de carteiras não varia de forma conjunta conforme o intervalo
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de rebalanceamento é incrementado. Por exemplo, no caso decarteiras de
30 ativos, o retorno acumulado melhora (ou seja, se aproximado retorno
acumulado do ı́ndice) quando aumentamos o rebalanceamentode 20 para
40 dias úteis, e piora (distanciando-se do ı́ndice) quandoo rebalanceamento
passa para 60 perı́odos; já no caso de carteiras limitadas a20 ativos, o re-
torno acumulado piora na passagem de rebalanceamento de 20 para 40 dias
úteis, e após sofre uma leve melhora na passagem para 60 dias úteis. As-
sim, não percebemos um movimento sincronizado entre retornos acumula-
dos para diferentes tipos de rebalanceamento, como ocorre na relação entre
erro médio detrackinge turnovermédio mensal.

Podemos verificar essetrade-off existente entre Erro Médio deTrack-
ing das carteiras eTurnoverMédio Mensal através das Tabelas 1 a 4. Nota-
se que, para os quatro tipos de carteiras testadas (sem limite de ativos e
com limites de 40, 30 e 20 ativos), oturnover médio mensal diminui e o
erro médio detracking cresce na medida em que aumentamos o intervalo
de rebalanceamento. Em consequência dessetrade-off, apresenta-se natu-
ralmente a questão sobre como definir o que é preferı́vel: buscar um menor
erro médio detracking mesmo que isso represente aumento doturnover
mensal, ou optar por menorturnover (ou seja, menores custos) sob o risco
de se obter maiores erros detracking.

Através da literatura pesquisada, não foi possı́vel encontrar referências
a respeito de como lidar com essetrade-off entre erro detrackinge custos
representados peloturnover. Nota-se que essa é uma decisão do investidor,
que necessita optar entre maiores custos para atualização da carteira ou a
tendência de ter um portfólio sujeito a maiores oscilaç ˜oes.

4.2 Desempenho versus polı́tica de um ETF de mercado

A fim de analisar os resultados obtidos, realizamos um breve exercı́cio
com a evolução dos retornos acumulados anuais na projeç˜ao da carteira
limitada a 20 ativos com rebalanceamento trimestral. O motivo desse teste
foi baseado no ativo BOVA11 (Fundo IShares Ibovespa Fundo deÍndice)
em negociação na Bovespa, que consiste em um ETF que visa replicar o
rendimento do Ibovespa (sendo que, para isso, esse ETF faz uma réplica do
Ibovespa, incorporando os 69 ativos do ı́ndice). De acordo com o Regu-
lamento deste ETF,2 existe a expectativa de que a diferença entre o rendi-
mento anual acumulado do fundo em relação ao Ibovespa nãoseja superior

2Regulamento disponı́vel emhttp://br.ishares.com/product_info/fund/
overview/BOVA11.htm (acesso em 21/abr/2014), página 40, Artigo 43, item (iii).
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a 4 pontos percentuais; e, caso o erro do fundo em relação aoı́ndice ultra-
passe 4pontos percentuais, é esperado que esse erro retorne para o limite
de 4p.p. dentro de 30 dias úteis (caso contrário, há a necessidade de que a
administradora do fundo forneça explicações aos cotistas sobre os motivos
desse erro de aderência).

Assim, optamos por adotar 4p.p. como limite de erro entre retornos
acumulados anuais da carteira e do ı́ndice. Para isso, utilizamos a projeção
da carteira limitada a 20 ativos com rebalanceamento trimestral pois, para
esse perı́odo de rebalanceamento, essa carteira apresentaerro médio de
tracking menor que as carteiras de 30 e 40 ativos (Tabelas 1 a 4), além
de turnovermédio mensal de apenas 12,026%. Para isso, precisamos con-
siderar o seguinte: a amostra de dados adotada é formada pelos preços
de ativos de 12/01/2009 a 17/07/2012, sendo que os preços de12/01/09
a 19/08/09 são usados para primeira execução do modelo deotimização
(amostrain-samplede 150 dias úteis), ou seja, as projeções das carteiras
são de 20/08/09 a 17/07/12; assim, a projeção das carteiras otimizadas ini-
cia em 20/08/09 e, a partir de 27/08/10, podemos verificar o retorno acumu-
lado por 252 dias úteis (ano comercial) – ou seja, retorno acumulado entre
20/08/09 e 27/08/10.

Dessa forma, a partir de 27/08/10, podemos verificar diariamente qual
o retorno acumulado anual para a carteira e para o ı́ndice, verificando as-
sim o erro acumulado anual (que é o erro utilizado como referência no
Regulamento do ativo BOVA11). Ou seja, verificamos a evolução do erro
acumulado anual através do erro anual entre 20/08/09 e 27/08/10, entre
21/08/09 e 30/08/10, e assim sucessivamente (atualizando diariamente esse
erro acumulado anual). O erro de tracking corresponde à diferença entre o
rendimento acumulado anual da carteira e o rendimento acumulado anual
do ı́ndice. A evolução desse erro ao longo do intervalo de quase dois anos
(27/08/10 a 17/07/12) pode ser vista na Figura 02 a seguir.

Por esse critério, os resultados demonstram que o erro foi superior a
4% apenas em três momentos: no dia 01/02/12, no intervalo entre os dias
16/03/12 a 20/03/12 (3 dias úteis) e no intervalo entre 29/03/12 e 02/05/12
(que compreende 23 dias úteis). Dessa forma, em nenhum momento o erro
permanece acima de 4p.p. por mais de 30 dias úteis sem convergir de volta
para dentro da meta estipulada.
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Figura 2
Evolução do erro acumulado anual entre a Carteira com Limite de 20 Ativos e o ı́ndice Ibovespa

Conforme a Tabela 05, o retorno acumulado do ı́ndice em todo operı́-
odo de análise (20/08/09 a 17/07/12) foi de -3,757%, enquanto que o re-
torno acumulado da carteira de 20 ativos (com rebalanceamento trimestral
– 60 perı́odos) foi de -0,567%. Apesar desse erro acumulado em torno de
3,2 pontos percentuais ser aparentemente grande, deve ser considerado que
se trata de uma diferença acumulada ao longo de quase três anos. Além
disso, através da análise feita acima com os retornos anuais acumulados,
vemos que essa estratégia atenderia à restrição de erroimposta pelo Regu-
lamento do ativo BOVA11. Dessa forma, esse ETF poderia ser composto
por apenas 20 ativos, em vez do total de 69 ativos que são atualmente uti-
lizados.

Em relação ao erro de rendimento entre as carteiras e o ı́ndice, é neces-
sário considerar que estamos adotando uma poĺıtica mais restritiva do que
a usada pelo ETF BOVA11. Analisando esse ETF, verifica-se queseu erro
em relação ao Ibovespa é bastante reduzido (erro menor doque o que ob-
tivemos em nossos testes). Porém, esse ETF realiza uma réplica total do
ı́ndice, ou seja, é composto por todos os ativos do Ibovespae seus respec-
tivos pesos. Ao utilizarmos uma poĺıtica mais restritiva,formando carteiras
de quantidade reduzida de ativos, é natural que haja um aumento do erro de
tracking. Conforme as Tabelas 01 a 04, nota-se que o maior relaxamento
do problema (aumentando a quantidade de ativos das carteiras) permite a
geração de menores erros detracking. Porém, mesmo com a formação
de carteiras menores (aumentando a restrição do problema), conseguimos
seguir um fundo que tem uma poĺıtica mais flexı́vel, e com a vantagem de
reduzir os custos de transação envolvidos.

A partir dessa análise sobre o erro acumulado anual, podemos concluir
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também sobre a existência de umtrade-off existente entre erro detrack-
ing e turnover mensal. Considerando os testes realizados, vemos que as
projeções apontam para a possibilidade de se aceitar uma tendência de erro
maior em troca de menores custos, uma vez que o erro tende a permanecer
dentro do limite estipulado.

4.3 Discuss̃ao dos resultados

Conforme análise realizada da literatura, não foi possı́vel localizarmos
estudos similares que utilizaram a mesma base de dados aqui adotada.
Além disso, nesse estudo, buscamos realizar testes para formação de cartei-
ras com quantidade um pouco maior de ativos, sendo que a literatura con-
temporânea tem foco em métodos de solução para carteiras bastante reduzi-
das.

Devido a essas particularidades, torna-se difı́cil a comparação dos re-
sultados aqui obtidos com os resultados de outras análises. Apesar disso,
realizamos uma breve comparação dos resultados obtidos em nossos testes
com os resultados obtidos por Beasleyet al. (2003) e Guastaroba & Sper-
anza (2012) – pois esses dois estudos utilizam a mesma base dedados,
apesar de empregarem métodos diferentes de solução.

A Tabela 06 apresenta de forma sucinta os resultados de Beasley et al.
(2003), de Guastaroba & Speranza (2012) e os resultados aquiobtidos
(“Resultados paráIndice Ibovespa”), de forma a permitir uma melhor com-
preensão dos resultados desse estudo. Para isso, comparamos os valores
de erro detracking para cada tipo de carteira formada e o correspondente
valor de percentual. O cálculo do erro detracking (TE), nesse caso, cor-
responde à diferença entre a soma dos quadrados dos desvios dos retornos
de cada carteira em relação ao ı́ndice (considerando os retornos diários do
intervalo fora da amostra). O valor de Percentual corresponde à relação
TE/DesP Rt, sendoDesP Rt o desvio padrão dos retornos diários do
ı́ndice no intervalo fora da amostra. No caso dos “Resultados paraÍndice
Ibovespa”, utilizamos os resultados das carteiras de limite de 40, 30 e
20 ativos com rebalanceamento trimestral. Considerando que, com rebal-
anceamento trimestral, podemos formar um total de 12 carteiras otimizadas
em sequência para cada tipo de portfólio que formamos (40,30 e 20 ativos),
os valores detracking errore de percentual correspondem à média dotrack-
ing error e do percentual dessas 12 carteiras.

Dessa forma, apesar de Beasleyet al. (2003) e Guastaroba & Sper-
anza (2012) utilizarem amostras diferentes do que foi usadono presente
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estudo, podemos perceber que, em nosso artigo, o erro detracking au-
menta principalmente para o caso de resultados para ı́ndiceIbovespa com
carteiras de 20 ativos. Porém, intuitivamente podemos afirmar que esse erro
deve-se ao fato de termos soluções comgap médio acima de 11% e, por
consequência, erro médio detracking elevado e com maior desvio padrão
(conforme Tabela 04). Apesar disso, comparando-se o caso decarteiras
de 20 ativos para o Ibovespa com os resultados de carteiras de10 ativos
para amostra de 31 ativos, em Beasleyet al. (2003) e Guastaroba & Sper-
anza (2012), vemos que o percentual para carteiras do Ibovespa é menor.
Isso demonstra que o ı́ndice Ibovespa tem maior volatilidade que os ı́ndices
usados pelos outros dois estudos, o que também ajuda a justificar maiores
valores de erro detracking.

Tabela 6
Comparação dos resultados de Beasleyet al. (2003) e Guastaroba & Speranza (2012) com os
resultados para o ı́ndice Ibovespa

Beasley, Meade e Chang (2003)
A* C** C/A*** Trackingerror Percentual
31 10 0,32 1,27E-03 3,827
85 10 0,12 2,05E-03 10,091
89 10 0,11 9,58E-04 5,527
98 10 0,1 1,03E-03 6,805
225 10 0,04 8,21E-04 2,89

Guastaroba e Speranza (2012)
A* C** C/A*** Trackingerror Percentual
31 10 0,32 1,27E-03 3,824
85 10 0,12 2,05E-03 10,09
89 10 0,11 9,59E-04 5,528
98 10 0,1 1,03E-03 6,805
225 10 0,04 8,21E-04 2,89

Resultados paráIndice Ibovespa
A* C** C/A*** Trackingerror Percentual
67 40 0,6 3,42E-03 0,342
67 30 0,45 6,14E-03 0,614
67 20 0,3 2,24E-02 2,239
*A = Tamanho da amostra; **C
= Tamanho da carteira; ***C/A =
Relação entre carteira e amostra.
Fonte: Elaborado pelos autores.

Em suma, conforme citado anteriormente, não é trivial fazermos uma
comparação direta dos resultados obtidos nesse estudo com os resultados de
outros artigos, por utilizarmos um método de solução mais simples e uma

112 Rev. Bras. Finanças (Online), Rio de Janeiro, Vol. 12, No. 1, March 2014 �



Index Trackingcom Controle do Número de Ativos

amostra de dados que não foi empregada por outros autores. Apesar disso,
a comparação realizada demonstra que obtivemos resultados próximos aos
de outros autores, especialmente em termos de percentual, oque ajuda a
justificar os valores um pouco mais elevados detracking error.

4.4 Resultados para alteraç̃oes de par̂ametros no solver Cplex

Após conclusão dos testes descritos acima, realizamos novos testes
computacionais com o solver Cplex, fazendo alterações emparâmetros do
solver a fim de verificar a possibilidade de se obter tempos de solução mais
baixos do que os obtidos inicialmente.

Para isso, foi realizada uma análise de parâmetros do Cplex que, se al-
terados, podem influenciar os tempos de solução. Os parâmetros analisados
estão listados a seguir.

• “coeffreduce”: realizamos testes desabilitando essa instrução
(coeffreduce = 1), que é aplicada na fase de pré-processamento do
problema, influenciando o desempenho do Cplex no caso de progra-
mação inteira através de alterações no algoritmobranch-and-bound;

• “probe”: realizamos testes desabilitando essa instrução (probe =
−1) que define se o Cplex realiza, no pré-processamento, uma son-
dagem nos problemas de programação linear e inteira afim deprepa-
rar o processo de solução;

• “mipemphasis”: realizamos alteração desse parâmetro para alteração
do método debranch-and-cutpara solução do problema. Com essa
alteração, osolver deve trabalhar com ênfase em encontrar novas
possı́veis soluções (mipemphasis = 1), sem foco na busca da solu-
ção ótima;

• “fpheur”: desabilitamos essa instrução (fpheur = −1) para alterar o
uso, pelo Cplex, da “feasibility pump heuristic”. Dessa forma, pode-
mos obter respostas mais rápidas especialmente em casos emque não
é exigida uma solução ótima;

• “mipsearch”: alteramos essa instrução para definir que o Cplex uti-
lize apenas o tipo de busca porbranch-and-bound(mipsearch = 1)
ou o tipo de busca dinâmica (mipsearch = 2) para solução do mo-
delo;

� Rev. Bras. Finanças (Online), Rio de Janeiro, Vol. 12, No. 1, March 2014 113



Sant’Anna, L., Filomena, T., Borenstein, D.

• “rinsheur”: desabilitamos essa instrução (rinsheur = −1) que afeta
o uso da heurı́stica de Rins (do inglês, “relaxation induced neighbor-
hood search heuristic”), determinando que o Cplex não utilize essa
heurı́stica durante a solução do problema.

Após seleção dessas instruções, realizamos testes computacionais ini-
ciais para verificar como elas poderiam afetar os tempos de solução. Para
tal, executamos testes em que as carteiras de investimento são limitadas a 20
ativos. Adotandon = 20 (amostraout-of-samplede 20 perı́odos), podemos
formar um total de 36 carteiras de investimentos para o perı́odo de análise
(conforme já explicado anteriormente). Escolhemosn = 20, em vez de
n = 40 oun = 60, por ser a opção em que podemos formar mais carteiras
(pois podemos formar 36 carteiras de investimentos paran = 20, 18 para
n = 40 e 12 paran = 60). Dessas 36 carteiras, selecionamos duas aleato-
riamente e realizamos otimização dessas duas carteiras utilizando oito dife-
rentes conjuntos de instruções.

As instruções utilizadas nos oito testes e os resultados obtidos para
esses testes podem ser vistosna Tabela 07, que apresenta tempo de solução
(em segundos) de cada uma das duas carteiras testadas, para cada com-
binação de instruções (cada um dos oito testes). Notamos, assim, que
esses novos testes com alterações de parâmetros do Cplexnão produziram
modificações consideráveis nos tempos de solução, exceto para dois casos;
no sétimo e oitavo testes, tem-se redução significativa do tempo de solução
da otimização para as duas carteiras.

Tabela 7
Resultados para testes iniciais com alteração de parâmetros do Cplex

Instruções Tempo de solução
utilizadas (em segundos)

Carteira A Carteira B
Solução original (sem alterações no Cplex) 2310,09 1710,36

1o Teste: fpheur = -1 rinsheur = -1 2389,78 1925,52
2o Teste: fpheur = -1 rinsheur = -1 mipemphasis = 12670,09 1395,33
3o Teste: fpheur = -1 rinsheur = -1 mipsearch = 12199,72 1824,19
4o Teste: fpheur = -1 rinsheur = -1 mipsearch = 22366,28 1825,77
5o Teste: rinheur = -1 2359,98 1926,07
6o Teste: fpheur = -1 2315,71 1603,01
7o Teste: probe = -1 1926,26 1297,21
8o Teste: coeffreduce = 1 1723,53 1338,1
Fonte: Elaborado pelos autores.

Assim, essas duas instruções (“probe = −1” e “coeffreduce = 1”)
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foram então aplicadas para otimização de todas as 36 carteiras de investi-
mentos que podem ser formadas para o caso de projeções de intervalo de
20 perı́odos. Dessa forma, buscamos então verificar de forma clara se essas
instruções impactarão os tempos de solução do Cplex.

Após execução da otimização das 36 carteiras de investimento com uso
da instrução “coeffreduce=1” (mantendo a instrução “probe” com seu valor
default) e, após, com uso da instrução “probe=-1” (mantendo a instrução
“coeffreduce” com seu valordefault), podemos ver o resumo dos resulta-
dos obtidos em termos de tempo de solução na Tabela 08. Nessa tabela,
podemos também ver os resultados sobregapde solução e valores de erro
das carteiras em relação ao ı́ndice.

Tabela 8
Resultados para testes finais com alteração de parâmetros do Cplex

Soluções originais coeffreduce = 1 probe = -1
Tempo de solução Médio 2941.08 2892.95 2978.53

(em segundos) Mı́nimo 345.57 578.61 519.80
Máximo 3600.55 3600.43 3600.32

Desvio Padrão 1081.27 1123.71 1016.16
Gap Médio 13.00% 13.27% 13.47%

Mı́nimo 5.00% 5.00% 5.00%
Máximo 25.19% 26.07% 36.24%

Desvio Padrão 7.44% 7.25% 8.26%
Erro da carteira Médio 0.050% 0.046% 0.061%

em relação Mı́nimo -2242% -2282% -2242%
ao ı́ndice Máximo 1236% 1383% 1236%

Desvio Padrão 0.840% 0.886% 0.839%
Fonte: Elaborado pelos autores.

Percebemos então que, apesar de os testes iniciais terem indicado que
cada uma dessas instruções poderia afetar os tempos de solução das otimi-
zações, esses resultados apontam para conclusão em contrário. Constata-
mos que os tempos médios de solução para as otimizaçõessem alterações
no Cplex são similares aos tempos de solução para cada umadas duas
alterações de parâmetro. Da mesma forma, o tempo de soluc¸ão máximo
é praticamente o mesmo, em torno de 3600 segundos. Apenas o tempo
mı́nimo tem alteração mais significante, sendo que as alterações no Cplex
resultaram em aumento do tempo mı́nimo de processamento.

Da mesma forma, vemos que os valores degap e de erro da carteira
em relação ao ı́ndice são bastante similares. Nota-se que não há grandes
variações entre os resultados das otimizações sem alterações no Cplex e
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com as alterações de parâmetros. Isso atesta que os resultados são pare-
cidos e mudanças nas configurações do Cplex não geram diferenças nos
resultados.

De forma geral, esses resultados demonstraram que, para esse problema
de otimização que está sendo trabalhado, a alteração de parâmetros do
solver para tentativa de diminuição dos tempos de solução nãogerou re-
sultados significativos e foi ineficiente. Temos assim um indicativo de que
alterações nos parâmetros dosolver não implicam mudança de qualidade
das respostas obtidas, e que é necessário o uso de um método heurı́stico
para solução desse problema de otimização com número reduzido de ativos
(quantidade menor que 20 ativos, no caso da amostra adotada nesse artigo).

5. Conclus̃oes

Nesse artigo, apresentamos uma proposta de modelagem para solução
do problema deindex trackingrealizando-se controle do número de ativos
das carteiras. O modelo foi aplicado para o ı́ndice Ibovespano perı́odo de
Jan/2009 a Jul/2012. Com o uso de uma amostra de 67 ativos, foram for-
mados quatro tipos de carteiras para perı́odos de rebalanceamento mensal,
bimestral e trimestral, considerando que nosso objetivo nesse artigo con-
siste em trazer um método deindex trackingpara o ambiente brasileiro e
aplicar uma técnica de solução mais simples e que exige umrelaxamento
um pouco maior no controle do número de ativos das carteiras.

Considerando-se os valores detracking error e turnover, pode-se afir-
mar que os resultados são satisfatórios para os casos testados (de diferentes
intervalosout-of-samplee com carteiras de diferentes tamanhos, exceto
para carteiras limitadas a 20 ativos, em que os valores degap não ficam
abaixo de 5%). Especialmente para o caso de carteiras de 30 ativos com
60 perı́odos out-of-sample, temos custos baixos (turnover médio mensal
de 11,6%, conforme expresso na Tabela 03) com erro detracking baixo e
tempo de solução, em média, abaixo de 5 minutos. Para essecaso, temos
ainda os valores de Volatilidade, Correlação, Assimetria e Curtose bastante
próximos do Ibovespa. Já para carteiras de 20 ativos, também temos bons
resultados, com as ressalvas de que há um aumento do tempo m´edio de
processamento para resolver o problema e de que as respostaspossuem
gapmédio acima de 5%.

Realizamos também comparações dos resultados com um ETFdo mer-
cado brasileiro (que busca seguir o ı́ndice Ibovespa) e também com resul-
tados de outros autores. Dessa forma, verificamos que, com carteiras de
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20 ativos, poderı́amos atender as exigências do ETF BOVA11, apesar de
estarmos utilizando uma poĺıtica mais restritiva em relac¸ão à quantidade
de ativos. Além disso, verificamos que nossos resultados seassemelham
aos apresentados por trabalhos análogos de pesquisa, em termos de erro de
tracking, exceto para formação de carteiras de 20 ativos; nesse caso, temos
erro detrackingum pouco superior, porém com a ressalva de que percebe-
mos que o Ibovespa também possui uma volatilidade um pouco maior, o
que contribui para o aumento do erro.

Realizamos também alterações de parâmetros dosolver Cplex a fim
de verificar se é possı́vel a obtenção de respostas para esse problema com
menores tempos de solução. Verificamos então que alterac¸ões no Cplex
não tendem a influenciar os tempos de solução, para o caso desse problema
de otimização que está sendo trabalhado. Isso auxilia a conclusão de que é
necessário o uso de algum método alternativo de soluçãopara que possam
ser formadas carteiras de menorquantidade de ativos com manutenção de
tempos de solução baixos.

Podemos observarque a modelagem quadrática inteira proposta nesse
artigo não converge para a solução ótima quando o número limite de ativos
incluı́dos na carteira diminui muito, o que aponta para a necessidade de
uso de heurı́sticas para aprimorar a relação entre tempo de solução egap;
isso permitirá a formação de carteiras com menor quantidade de ativos (por
exemplo, carteiras de 05 ou 10 ativos para o caso do Ibovespa). Adicional-
mente, podem-se considerar as seguintes propostas como possı́veis futuras
pesquisas: inclusão no modelo de restrições de controlede turnover e de
controle de pesos mı́nimo e máximo de cada ativo na carteira.
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