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Resumo

Neste trabalho desenvolveu-se e implementou-se um modelo computacional
paralelo multifisica para a simulacao do transporte de substancias e do escoamento
hidrodinamico, bidimensional (2D) e tridimensional (3D), em corpos de agua. Sua
motivacdo esta centrada no fato de que as margens e zonas costeiras de rios, lagos,
estuarios, mares e oceanos sdo locais de aglomeracoes de seres humanos, dada a sua
importancia para as atividades economica, de transporte e de lazer, causando
desequilibrios a esses ecossistemas. Esse fato impulsiona o desenvolvimento de
pesquisas relativas a esta tematica.

Portanto, o objetivo deste trabalho é o de construir um modelo computacional
com alta qualidade numérica, que possibilite simular os comportamentos da
hidrodinamica e do transporte escalar de substancias em corpos de agua com
complexa configuracao geomeétrica, visando a contribuir para seu manejo racional.

Visto que a énfase nessa tese sdo os aspectos numeéricos e computacionais dos
algoritmos, analisaram-se as caracteristicas e propriedades numérico-computacionais
que as solugdes devem contemplar, tais como a estabilidade, a monotonicidade, a
positividade e a conservacao da massa. As estratégias de solucdes enfocam os termos
advectivos e difusivos, horizontais e verticais, da equacao do transporte. Desse modo, a
adveccao horizontal € resolvida empregando o método da limitacdo dos fluxos de
Sweby, e o transporte vertical (adveccao e difusao) é resolvido com os métodos beta de
Gross e de Crank-Nicolson. Sdo empregadas malhas com distintas resolucdes para a
solucdo do problema multifisica. O esquema numérico resultante é semi-implicito,
computacionalmente eficiente, estavel e fornece acuracia espacial e temporal de
segunda ordem.

Os sistemas de equacdes resultantes da discretizacao, em diferencas finitas, das
equacoes do escoamento e do transporte 3D, sdo de grande porte, lineares, esparsos e
simétricos definidos-positivos (SDP). No caso 2D os sistemas sao lineares, mas os
sistemas de equacoes para a equacao do transporte ndo sao simétricos. Assim, para a
solucao de sistemas de equacoes SDP e dos sistemas nao simétricos empregam-se,
respectivamente, os métodos do subespaco de Krylov do gradiente conjugado e do
residuo minimo generalizado. No caso da solucdo dos sistemas 3-diagonal, utiliza-se o
algoritmo de Thomas e o algoritmo de Cholesky.

A solucao paralela foi obtida sob duas abordagens. A decomposicGo ou
particionamento de dados, onde as operacoes e os dados sao distribuidos entre os
processos disponiveis e sao resolvidos em paralelo. E, a decomposicdo de dominio, onde
obtém-se a solucdo do problema global combinando as solucoes de subproblemas
locais. Em particular, emprega-se neste trabalho, o método de decomposicdo de
dominio aditivo de Schwarz, como método de solucao, e como pré-condicionador.

Para maximizar a relacdo computacado/comunicacao, visto que a eficiéncia
computacional da solucao paralela depende diretamente do balanceamento de carga e
da minimizacdo da comunicacdo entre os processos, empregou-se algoritmos de
particionamento de grafos para obter localmente os subproblemas, ou as partes dos
dados.

O modelo computacional paralelo resultante mostrou-se computacionalmente
eficiente e com alta qualidade numérica

Palavras-chave: equacoes shallow water 3D, equacdo de transporte escalar 3D,
esquemas numeéricos semi-implicito, refinamento local, método de Sweby, método de
decomposicao de Schwarz.
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TITLE: “PARALLEL COMPUTATIONAL MODEL FOR HYDRODYNAMICS AND FOR THE SCALAR
TWO-DIMENSIONAL AND THREE-DIMENSIONAL TRANSPORT OF SUBSTANCES”

Abstract

A multi-physics parallel computational model was developed and implemented
for the simulation of substance transport and for the two-dimensional (2D) and three-
dimensional (3D) hydrodynamic flow in water bodies. The motivation for this work is
focused in the fact that the margins and coastal zones of rivers, lakes, estuaries, seas
and oceans are places of human agglomeration, because of their importance for
economic, transport, and leisure activities causing ecosystem disequilibrium. This fact
stimulates the researches related to this topic.

Therefore, the goal of this work is to build a computational model of high
numerical quality, that allows the simulation of hydrodynamics and of scalar transport
of substances behavior in water bodies of complex configuration, aiming at their
rational management.

Since the focuses of this thesis are the numerical and computational aspects of
the algorithms, the main numerical-computational characteristics and properties that
the solutions need to fulfill were analyzed. That is: stability, monotonicity, positivity
and mass conservation. Solution strategies focus on advective and diffusive terms,
horizontal and vertical terms of the transport equation. In this way, horizontal
advection is solved using Sweby’s flow limiting method; and the vertical transport
(advection and diffusion) is solved with Gross and Crank-Nicolson’s beta methods.
Meshes of different resolutions are employed in the solution of the multi-physics
problem. The resulting numerical scheme is semi-implicit, computationally efficient,
stable and provides second order accuracy in space and in time.

The equation systems resulting of the discretization, in finite differences, of the
flow and 3D transport are of large scale, linear, sparse and symmetric positive definite
(SPD). In the 2D case, the systems are linear, but the equation systems for the
transport equation are not symmetric. Therefore, for the solution of SPD equation
systems and of the non-symmetric systems we employ, respectively, the methods of
Krylov’s sub-space of the conjugate gradient and of the generalized minimum residue.
In the case of the solution of 3-diagonal systems, Thomas algorithm and Cholesky
algorithm are used.

The parallel solution was obtained through two approaches. In data
decomposition or partitioning, operation and data are distributed among the processes
available and are solved in parallel. In domain decomposition the solution of the global
problem is obtained combining the solutions of the local sub-problems. In particular,
in this work, Schwarz additive domain decomposition method is used as solution
method and as preconditioner.

In order to maximize the computation/communication relation, since the
computational efficiency of the parallel solution depends directly of the load balancing
and of the minimization of the communication between processes, graph-partitioning
algorithms were used to obtain the sub-problems or part of the data locally.

The resulting parallel computational model is computationally efficient and of
high numerical quality.

Key words: shallow water 3D equations, 3D equation of scalar transport, semi-implicit
numerical schemes, local refinement, Sweby method, Schwarz domain decomposition
method.
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1 Introducao

O Grupo de Matematica da Computacao e Processamento de Alto Desempenho
(GMCPAD) e o Grupo de Processamento Paralelo e Distribuido (GPPD) do Programa de
Pés-Graduacao em Computacao da Universidade Federal do Rio Grande do Sul (PPGC
da UFRGS) vem trabalhando em aplicacées de alto desempenho, e dentre elas esta
contemplado o desenvolvimento de modelos computacionais paralelos para a simulagcdo
do escoamento e do transporte de substdncias em corpos de dgua. O objetivo desses
modelos, enquanto aplicacdo, € simular complexos processos hidrodinamicos e de
transporte de substancias que ocorrem em corpos de agua, como aqueles de lagos,
regides costeiras e estuarios.

Essas questbes sdo os principais elementos motivadores desta tese, porém,
enquanto pesquisa aplicada em Ciéncia da Computacdo, mais especificamente em
Computacao Cientifica Paralela, o objetivo deste trabalho é desenvolver esquemas
numéricos e estratégias de solugdo paralelas apropriados, sob o ponto de vista
numérico e computacional, a construcdo de modelos computacional paralelos
multifisica, nos quais sao simulados diferentes fenomenos fisicos no mesmo dominio
de definicdo. Esse € caso da hidrodinamica 3D e do transporte escalar de substancias
3D, como tratado neste trabalho.

Para esta tese, foi desenvolvido um modelo paralelo para a hidrodinamica (modo
barotréopico, que € aquele que considera apenas as ondas de gravidade externa) e para
o transporte de substancias (dejetos humanos) em corpos de aguas rasos, motivado
pelo fato de que a disponibilizacao desses modelos computacionais com alta resolucao
e alto desempenho permite a simulacao em detalhes da circulacdo e do transporte de
substancias nesses ambientes. Essas questoes sdo essenciais para a compreensao das
atividades ecologicas relacionadas a esses ambientes.

Para contextualizar o modelo computacional paralelo multifisica aqui desenvolvido
em relacdo aos modelos ja existentes, objetivando-se comparar suas caracteristicas,
fez-se uma ampla revisao bibliografica, onde se encontrou 36 modelos. A analise
mostra que as principais caracteristicas dindmicas e numéricas de grande parte desses
modelos segue o mesmo padrao. A discretizacdo é via diferencas finitas, usa-se o
método ADI e o algoritmo de Thomas para obter a solucao — seqliencial - dos sistemas
de equacoes, e usa-se o sistema de coordenadas cartesianas ou curvilineas para
construir a malha horizontal. Além disso, esses modelos sdo desenvolvidos ou para o
escoamento ou para o transporte de substancias.

Exemplos desses modelos, que sao semelhantes ao desenvolvido originalmente
por Leendertse [LEE70] e [LEE71], e que reunem essas carateristicas, tipicas de
modelos 2D integrados na vertical, sdo os de: Cassalas [CSL85], Silveira [SIL86] e
Kaplan [KAP98]. Exemplos de modelos 2D que nao seguem essas caracteristicas sao os
de Paglieri [PAG97] e Ding [DIN98]. Nesses dois casos a adveccao € discretizada usando
a abordagem semi-Lagrangeano e a solucdo numérica € obtida em paralelo. Em
[PAG97] a solucao paralela € obtida via decomposicdo de dominio, e em [DIN98| a
solucao paralela é obtida via transformada rapida de Fourier (FFT).

Outros modelos, agora no caso 3D, sdo aqueles cujas principais caracteristicas
sdo: a separagdo dos modos (modo interno e modo externo), o uso de malha curvilinea
(ou malha nao estruturada) na horizontal, o uso do sistema sigma na vertical, e cuja
solucdo é obtida sequiencialmente. Exemplos sdo os modelos de: Sheng [SHES83],
Gomes e Blumberg [GOM95], Fortunato [FOR96]. Alguns exemplos de modelos 3D que
nao usam a separacdo dos modos sao os de: Vollebregt [VOL97], Vilar [VLA99], Kim e
Lee [KIM94|, Bonaventura e Villa [ROS2000], Zhu, Johnson, Bangalope, Huddleston e
Skjellum [ZHU98|, Zheng e Wang [ZHE99], Li e Zhanh [LIY96], Gross [GRO98], Cassuli
[CAS92], e Leendertse [LEE89].
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Destacam-se algumas particularidades de alguns desses modelos 3D de modo a
permitir uma comparacdo mais especifica com o modelo computacional paralelo
multifisica desenvolvido nesta tese, particularmente os modelos de [SHE83|, [VOL97],
[ZHE98], [VLA99] e [ZHE99].

No trabalho de Sheng destaca-se, principalmente, pela discussao sistematica e
abrangente das principais caracteristicas dinamicas e numeéricas dos modelos
hidrodinamico e de transporte de substancias. Além disso, outro ponto de destaque no
trabalhe de Sheng ¢é a discussdo das EDPs dos modelos matematicos de modo a obter
EDPs adimensionais em coordenadas sigma na vertical e em coordenadas curvilineas
na horizontal. A solucdo sequencial é obtida via separacdo dos modos e a
parametrizacdo da turbuléncia é semi-empirica.

Vollebregt [VOL97] desenvolveu modelos 3D, para a hidrodinamica e para o
transporte de substancias, e usa o sistema de coordenadas Cartesianas na vertical e
coordenadas curvilineas na horizontal. Um modelo de parametrizacao da turbuléncia
x —¢ (modelo de duas equacoes) €, também, desenvolvido e implementado. Para obter

a solucao paralela dos modelos emprega-se o método ADI combinado com estratégias
de transposicdo dos dados, e métodos do subespaco de Krylov. Os algoritmos
numeéricos seguem a abordagem desenvolvida por Leendertse [LEE89].

O trabalho de Vilar [VLA99| contempla, também, a solucdo — sequiencial e via
método ADI — dos modelos hidrodinamicos e de transporte de substancias 3D. A
parametrizacdo da turbuléncia é semi-empirica e semelhante aquela feita por Sheng.
Destaca-se o processo de discretizacao, que é feito empregando o método dos volumes
finitos usando uma malha nao estruturada na horizontal, e de modo a permitir o uso
de um sistema hibrido (como, por exemplo, sigma-Cartesiano-sigma) na vertical.

Ja o trabalho de Zheng e Wang [ZHE99] se destaca por ser um modelo
abrangente para o transporte multi-constituinte de substancias de modo a simular sua
adveccao, difusdo e reacdes quimicas em escoamento através de meios porosos
(groundwater flow). A discretizacao via diferencas finitas envolve esquemas numeéricos
empregando as abordagens semi-Lagrangiana e TVD. A solucdo — seqliencial — € obtida
empregados-se métodos iterativos (pré-condicionados) do subespaco de Krylov.

Em [ZHU98| desenvolve-se o0 modelo 3D empregando o método das diferencas
finitas para a discretizacao das EDPs, as malhas horizontal e vertical sdo em
coordenadas Cartesianas, a solucao paralela € obtida via decomposicdo de dados. A
estratégia de solucdo e os algoritmos numeéricos seguem a abordagem desenvolvida
originalmente por Casulli [CAS92].

No caso do modelo computacional paralelo para a hidrodindmica e para o
transporte de substancias 2D e 3D desenvolvido nesta tese, pode-se sintetizar algumas
de suas caracteristicas sdo: discretizacdo via diferencas finitas (forma conservativa, via
fluxo numérico); malha espaco-alternada na horizontal; sistema de coordenadas
Cartesianas para a malha vertical; algoritmos para calcular os fluxos sdo construidos
usando os métodos de limitacdo de fluxo de Sweby ([SWE84] e o Beta de Gross
[GRO98]; desenvolvimento de estratégias de solucdo paralela empregando o método
ADI combinado com o algoritmo de Thomas na versao pipeline como Povitsky [POV9S8],
a decomposicao de dados, e decomposicao de dominio e o método Krylov-Schwarz. A
solucao para o problema multifisica foi obtida construindo-se um refinamento local. A
parametrizacdo da turbuléncia é, também, semi-empirica, dado que o modelo de
turbuléncia € do tipo zero equagées.

Essas caracteristicas tornam o modelo computacional desenvolvido neste trabalho
distinto de todos os encontrados na literatura. Nas proximas secdoes segue-se uma
descricio mais detalhada e técnica dos principais atributos numeéricos e
computacionais deste modelo computacional multifisica.
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1.1 Objetivos e justificativas

Considerando-se que o objetivo geral € desenvolver um modelo computacional
paralelo multifisica, os objetivos especificos deste trabalho foram, portanto, o de
desenvolver esquemas numéricos, estratégias de paralelizagdo e de solucao
apropriados, sob o ponto de vista numeérico e computacional, & construcdo desses
modelos paralelos. No decorrer das atividades de pesquisa, analisaram-se os mais
importantes atributos numéricos e computacionais que modelos paralelos devem
considerar, visando a qualidade numeérica e ao desempenho computacional.

Com essa abordagem construiram-se modelos computacionalmente eficientes, e
que oferecem solucoes numeéricas condizentes com a realidade fisica. Além disso, com
o exame detalhado das propriedades dos modelos fundamentaram-se os critérios e as
abordagens para a construcdo dos esquemas (algoritmos) numéricos. As solucgoes
paralelas também foram desenvolvidas sob essa abordagem. O resultado final é a
producao de modelos computacionais eficientes e acurados, apropriados para
simulacoes de eventos de longa duracao.

No caso dos esquemas numéricos do modelo hidrodinamico, eles foram
construidos baseados na estratégia desenvolvida por Casulli ([CAS90], [CAS92] e
[CAS94]). Essa escolha decorreu do fato de que nesses trabalhos estabeleceu-se uma
rigorosa base matematica para a construc¢ao dos esquemas numeéricos, de modo que o
algoritmo numérico resultante ndo depende de consideracoes heuristicas, acarretando
a eliminacdo de inconsisténcias na solucao numeérica, como aquelas que surgem em
modelos que empregam a técnica da divisao do modo (mode splitting).

A analise de estabilidade das equacoes diferenciais parciais (EDPs) que modelam
a hidrodinamica mostrou que a celeridade (velocidade de propagacdo da onda) €
expressa por alguns termos constituintes das EDPs. Tais termos sao os coeficientes
dos gradientes de pressao barotropica nas equacgoes da conservacao da quantidade de
movimento, e as derivadas espaciais das velocidades na equacdo da continuidade.
Portanto, esses termos devem ser discretizados implicitamente para que a estabilidade
do esquema numérico nao dependa da celeridade. Os demais termos constituintes das
EDPs nao tém essa restricao e podem ser discretizados explicitamente, de modo que o
esquema numeérico resultante é semi-implicito.

Com essa abordagem, o esquema numeérico para a hidrodinamica nao depende
das condicoes Courant-Friedrichs-Levy (CFL) [FLE88], e tem um minimo grau de
implicidade, de modo que o algoritmo numeérico € estavel e tem maxima eficiéncia
computacional com o minimo de custo computacional.

Note-se, porém, que o algoritmo desenvolvido nos trabalhos iniciais de Casulli
([CAS90] e [CAS92]) € numericamente estavel e computacionalmente eficiente, mas ele
€ de primeira ordem de acuracia no tempo, o que introduz amortecimento artificial na
solucdo numeérica. Porém, esse erro de amortecimento pode ser reduzido ao minimo
quando se emprega uma média no tempo como no esquema Crank-Nicolson, como foi
mostrado por Patnaik [PAT87]. Entdo, para obter uma acuracia temporal de segunda
ordem, emprega-se o método trapezoidal ou seu caso particular, o método—6.
Tomando 8=0,5 os termos dos niveis da agua (gradientes de pressao barotropica) sao

aproximados como uma média nos niveis de tempo n e n+1. O esquema de
integracdo temporal resultante apresenta acuracia de segunda ordem, e o esquema
numeérico é estavel e independente da velocidade da onda [CAS94].

Especificamente, aproximam-se os gradientes de elevacao e a difusao vertical nas
equacoes de conservacao da quantidade de movimento, e a equacao da continuidade,
de modo implicito usando o método—€ . Os termos de difusdo horizontal, de adveccéo
(horizontal e vertical) e de Coriolis sdo aproximados explicitamente. Nessa abordagem
geram-se sistemas de equacdes lineares cujas matrizes sdo simétricas definidas-
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positivas (SDP). Nessa situacdo a existéncia e a unicidade da solugcdo numérica sao
asseguradas.

A solucao desses sistemas SDP fornece os niveis de agua. As velocidades
horizontais sdo obtidas resolvendo sistemas de equacdes 3-diagonal, também SDP, de
dimensao igual a da quantidade de camadas. As velocidades verticais sdo calculadas
explicitamente. Sob o ponto de vista de solucdo numeérica, essa abordagem requer a
solucdo de sistemas de equacoes lineares com matrizes tipo 5-diagonal, que sao
aqueles sistemas de equacdes cujas matrizes dos coeficientes tém no maximo cinco
elementos por linha, e requer a solucao dos sistemas 3-diagonal. Esses resultados
induziram os desenvolvimentos de determinadas estratégias quando da obtencao da
solucao paralela.

Na solucdo da equacdo do transporte escalar de substancias (ETM), deu-se
especial atencdo quando da construcao dos esquemas numéricos aos dois termos mais
criticos dessa EDP, que sdo as adveccgoes vertical e horizontal, e o termo da difusao
vertical. Isso se justifica pelo fato de que o objetivo central de esquemas advectivos
verticais é simular apropriadamente a mistura vertical e, portanto, devem-se
desenvolver esquemas numéricos com baixa difusdo numeérica, pois caso contrario, a
difusdo numeérica obscurece a difusdo fisica calculada pelo modelo de fechamento de
turbuléncia. No caso da adveccdo, sua solucdo deve contemplar esquemas que nao
sejam suscetiveis de sofrerem de oscilacoes numeéricas no entorno dos altos gradientes
de concentracdao como aqueles que surgem quando da simulacado de eventos como o
despejo de dejetos.

Além disso, deve-se considerar nessas abordagens as estratégias para obter a
solucao paralela do transporte escalar tendo em vista que o modelo computacional
desenvolvido neste trabalho é aquele para problemas multifisica. Esses problemas séo
aqueles nos quais os fenémenos simulados sao divididos em diferentes fenomenos
fisicos no mesmo dominio ou subdominio de definicao, e que exigem diferentes escalas
espaco-temporais nos algoritmos numeéricos para a obtencao de suas solucoes. Esse é
a situacdo da solucéo para a hidrodinamica 3D e da solucdo para o transporte escalar
de substancias 3D.

Nesse caso, devido as solucdes ja desenvolvidas para a hidrodinamica, um
esquema numérico para o transporte escalar com dependéncia implicita de dados
somente na coluna de agua facilita o desenvolvimento de estratégias na obtencao de
sua solucao paralela. Esses objetivos balizaram a escolha do método de solucao para o
transporte de substancias, de modo que o transporte vertical seja tratado
implicitamente e o transporte horizontal seja tratado explicitamente.

Para a solucdo da adveccdo vertical empregou-se o método—/ semi-implicito

desenvolvido por Gross [GRO98]. A analise de estabilidade desse método mostra que
ele é estavel para todos os numeros de Courant. Além disso, tem menos erros de
difusao e de dispersao que uma abordagem puramente implicita. Por esses atributos,
essa abordagem é particularmente importante em esquemas advectivos verticais para
representar a mistura vertical.

Para a solucdo da difusao vertical empregou-se o método Crank-Nicolson que é
semi-implicito e incondicionalmente estavel [FLE88]. O resultado € a producéao de um
esquema numeérico semi-implicito para o transporte vertical (adveccao e difusao), e que
pode ser empregado em regioes com grande variacao no numero de Courant, visto que
esquemas apropriados sdo aqueles que sdo acurados para baixos numeros de Courant
e que tenham uma boa acuracia para altos nameros de Courant, ja que esta € uma
caracteristica marcante em muitos corpos de agua. Essa escolha nao impde uma
excessiva limitacdo na magnitude do passo de tempo, melhorando a eficiéncia
computacional.
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O uso dos métodos beta e Crank-Nicolson gera um esquema numeérico semi-
implicito para o transporte vertical. Assim, uma solucio explicita para o transporte
horizontal, combinada com o esquema do transporte vertical, pode fornecer um
esquema numeérico global que € semi-implicito e tem o importante atributo
computacional de gerar sistemas de equacdes que sao 3-diagonal.

A questao central € como aproximar o transporte horizontal explicitamente sem
degradar completamente a sua acuracia, visto que a solucdo da adveccao horizontal
pode sofrer de fortes oscilacoes numéricas no entorno dos altos gradientes de
concentracdo se o esquema de solucdo nao for apropriadamente construido. Essa
questao é essencial e faz-se uma analise sistematica de solucoes para esse problema
através da especificacdo de uma série de funcoes limitadoras de fluxo considerando-se
o emprego do esquema de limitacdo de fluxo de Sweby para a solucdo explicita da
adveccao horizontal.

Essa escolha, discutida detalhadamente no anexo 1, decorre do fato de que
solucdes advectivas devem ser limitadas, acuradas e estaveis e essas caracteristicas
dependem do método empregado. Métodos numeéricos lineares somente sao efetivos em
regides com baixa adveccdo. Por exemplo, o esquema upwind de primeira ordem
produz solucdes estaveis e limitadas, mas € pouco acurado dado que € muito difusivo
em regides com alta adveccdo e/ou altos gradientes. As solucdes limitadas, acuradas e
estaveis sdo obtidas empregado-se malhas altamente refinadas e/ou esquemas com
alta ordem de acuracia.

Neste trabalho desenvolvem-se essas duas abordagens para obter solucoes
advectivas de alta qualidade numeérica. Malhas refinadas sdo discutidas no capitulo 3,
enquanto os esquemas nao lineares conservativos sdo discutidos no capitulo S e
empregam o método de limitacdo dos fluxos (FLM), de modo que as solucoes tenham
acuracia de no minimo segunda ordem. Neste trabalho sdo analisadas e
implementadas varias funcoes de restricao do fluxo numeérico, ja que essas funcoes
que definem a qualidade dos resultados do método FLM.

Especificamente, a adveccao horizontal da ETM é discretizada empregando
métodos de restricdo de fluxo desenvolvido por Sweby [SWES84|. Dependendo da
escolha da funcao limitadora de fluxo os esquemas numeéricos explicitos construidos
sob tal abordagem obedecem a caracteristica de serem Total Variation Diminishing
(TVD), satisfazendo a condi¢do de entropia, que € um critério matematico que permite
obter a solucao correta entre as solugdes fracas do problema, fornecendo solucoes
fisicamente corretas ((OSH84|, [SNO98| e [SAT98]).

No tocante a paralelizacdo, adotou-se a abordagem programagdo explicita, na
qual ha um completo controle sobre as estratégias de implementacao e sobre a propria
implementacdo. Essa escolha decorre do fato de que as aplicacoes paralelas
desenvolvidas neste trabalho visam arquiteturas tipo clusters de PCs, e inexistem
ferramentas apropriadas para extrair o paralelismo implicitamente desse tipo de
arquitetura. Além disso, em clusters multiprocessados, como o caso do disponivel no
Instituto de Informatica da UFRGS, tem-se memoria compartilhada, na qual os dados
e as operacoes sao globais, isto €, ttm o mesmo enderecamento, e tem-se memoria
distribuida, na qual a comunicacdo entre processos € obtida através de trocas de
mensagens. Assim, deve-se explorar os dois niveis de paralelismo, o intra e o
internodal.

Nesses ambientes de processamento paralelo as solucdes podem ser obtidas via
decomposicao de dados, em que as operacoes e os dados sao distribuidos entre os
processadores, ou via decomposicdo de dominio, em que a solucdo € obtida através da
combinacdo de solucoes dos subproblemas. Sob quaisquer dessas abordagens sao
decompostos o dominio ou os dados, de modo a identificar as células da fronteira e as
células internas a cada subdominio ou conjunto de dados. O objetivo, nesse caso, é
balancear a carga computacional entre eles de modo a minimizar o tempo de
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comunicacdo entre os processos. Essas questdes sdo do escopo de métodos de
particionamento de malha.

O problema de particionamento do dominio computacional (ou malha numeérica)
é visto como um problema de particionamento de grafos, quando se considera no grafo
que o conjunto de vértices sdo as células computacionais, e as arestas sdo as
comunicacoes entre essas células. Entao, pode-se associar a cada nodo da arquitetura
os processos ou dados, e as arestas, as comunicacoes ou dependéncias de dados. Além
disso, pode-se associar aos pesos dos nodos a carga computacional, e aos pesos das
arestas, a carga de comunicacao.

Essa abordagem é particularmente atraente, pois apesar de o problema de
particionamento nao possuir solucdo 6tima (¢ um problema NP-dificil), os algoritmos
baseados em grafos tém uma firme base matematica, que pode ser explorada para
estabelecer algoritmos aproximativos de solucdo de modo a gerar os subdominios ou as
porcoes de dados.

Ja os métodos de decomposicao de dominios para solucdao das EDPs constituem
um conjunto de técnicas (matematicas e computacionais) para obter a solucdo do
problema global combinando as solucoes dos subproblemas locais. Essa abordagem é
apropriada, ndo somente do ponto de vista computacional, mas também do
matematico, ja que existe uma firme base matematica para os algoritmos decorrentes
dessa abordagem (problemas elipticos) como discutido em [CHA94]|, [SMI96] e [QUA99].

Em particular, o método de decomposicdo de dominio aditivo de Schwarz é
empregado neste trabalho sob duas abordagens. Em uma delas é como método de
solucdo, e na outra como pré-condicionador. Nessa ultima abordagem tem-se o
chamado método Krylov-Schwarz, que € um dos meétodos mais efetivos atualmente
utilizados na solucao de grandes e esparsos sistemas de equacoes.

Os métodos de solucao usados para resolver os sistemas de equacoes localmente
ou de modo distribuido, ou seja, que foram empregados de modo sequiencial ou que se
tornaram objeto de processos de paralelizacao, foram o método direto de Thomas e os
meétodos iterativos do gradiente conjugado (GC) e do residuo minimo generalizado
(GMRES).

Quando as matrizes sdo 3-diagonal, o emprego do algoritmo de Thomas é
inquestionavel quanto a robustez e a rapidez. Ele € um método direto de ordem N,
onde N é a dimensdo da matriz, e nado preenche a matriz. Devido a essas
caracteristicas, foi empregado neste trabalho para obter as solucdes dos sistemas 3-
diagonal, como aqueles gerados pelo do método ADI (Alternating Direction Implicif) no
caso de modelos 2D, e como aqueles gerados pela discretizacao do transporte vertical
no modelo ETM 3D. Devido a formulacdo dos algoritmos numeéricos, as velocidades
horizontais do modelo hidrodinamico 3D foram obtidas via algoritmo de Cholesky.

Para resolver os sistemas de equacoes lineares com matrizes tipo 5-diagonal, que
sdo aquelas que tém no maximo cinco elementos por linha, foram empregados
métodos iterativos do subespaco de Krylov. A opcao por esses métodos decorreu de
analise feita a partir da literatura técnica. Métodos diretos tém a vantagem de serem
robustos e de fornecerem uma solucdo numeérica exata, exceto pelos arredondamentos
decorrentes da aritmética de ponto flutuante. Porém, levam ao preenchimento da
matriz destruindo sua esparsidade, o que dificulta o armazenamento e sua a
otimizacdo. Além disso, apresentam dependéncia global nas operacoes, tornando
complicada a sua paralelizacdo. Ja os métodos iterativos classicos (Jacobi, Gauss-
Seidel, SOR, etc.) sdo, geralmente, computacionalmente menos eficientes, quando
comparados aos métodos iterativos do subespaco de Krylov [SAA96].

Meétodos do subespaco de Krylov sdo particularmente eficientes quando aplicados
a matrizes grandes e esparsas. A eficiéncia decorre do fato de que seus algoritmos sao
construidos sobre operacoes basicas em algebra linear e, portanto, sdo altamente
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paralelizaveis. Uma aparente desvantagem dos métodos iterativos do subespaco de
Krylov é a falta de uma soélida base matematica. Porém, no caso particular em que as
matrizes sdo diagonalmente dominantes, simétricas ou nao, essa classe tem métodos
como o gradiente conjugado (GC), para matrizes simétricas definidas-positivas, e o
como o residuo minimo generalizado (GMRES), para matrizes nao simétricas. Esses
algoritmos convergem rapidamente e suas propriedades sdo bem conhecidas,
sobretudo as do algoritmo do GC. Por essas razoes, foram esses os métodos de solucao
empregados neste trabalho.

1.2 Apresentacao

Note-se, portanto, que a construcdo de um modelo computacional paralelo para
simular a hidrodinamica e o transporte de substancias em corpos de agua abrange
varias etapas, que vao desde a definicio do modelo matematico até a analise e a
validacdo dos resultados. Sendo assim, para uma melhor apresentacdo do trabalho
realizado, sdo sinteticamente pontuadas, a seguir, as principais questdes que devem
ser levadas em conta no desenvolvimento desses modelos paralelos:

1.  Os modelos matematicos que descrevem os problemas de valor inicial e de
contorno, que sao constituidos por equacdes diferenciais parciais ou equacoes
integrais, condicoes de contorno e condi¢oes iniciais;

2. A malha numérica, o método de discretizacdo para obter a versdo discreta das
EDPs, e as fungbes interpolantes para construir os esquemas (algoritmos)
numeéricos;

3.  Os algoritmos de particionamento de malha que devem particionar o dominio
computacional de modo a obter a melhor relacdo carga computacional
/comunicacao;

4.  As estratégias e técnicas de paralelizacao que devem considerar a decomposicao
do problema em subproblemas e/ou dados, de modo que a solucao paralela seja
consistente com a solu¢do em um s6 processador;

S.  Os métodos de solucao apropriados para serem empregados em conjunto com as
estratégias de paralelizacdo, objetivando maximizar a eficiéncia computacional;

6. A plataforma em que € implementado o cédigo computacional. Se tal plataforma
é formada por clusters de PCs heterogéneos e multiprocessados, o
balanceamento da carga e a comunicacgao entre os processos sao questoes que
devem ser adequadamente consideradas;

Essas questoes sdo discutidas ao longo deste trabalho. O capitulo 2 trata dos
problemas de valor inicial e de contorno que, neste trabalho, sdo constituidos das
equacoes diferenciais parciais, e das condicoes iniciais e de contorno. Nesse capitulo,
sao constituidos, classificados e discutidos todos os modelos matematicos empregados,
e sdo apresentadas as aproximacdes e consideracdes fisicas e matematicas desses
modelos.

O capitulo 3 contempla as discussoées relativas ao sistema de coordenadas, aos
valores nodais, a malha numeérica e o dominio discreto. Nele se discutem as
caracteristicas das malhas horizontal e vertical, bem como se definem as variaveis
dependentes na forma discreta. Discute-se, também, como sado construidas as
condicoes de contorno superior, inferior, e laterais abertas e fechadas. Além disso,
discutem-se os tipos de dominio empregados para aproximar a regido, considerando-se
dominios retangulares e nao retangulares.

O capitulo 4 discute os modelos introduzidos no capitulo 2, porém, dessa vez, na
forma discreta. Adotando-se o método das diferencas finitas, sdo construidos os
modelos hidrodinamico e de transporte de substancias 2D e 3D. Além disso, €
construido um modesto modelo de parametrizacdo de turbuléncia na forma discreta,
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de modo a obter os coeficientes de difusao e de viscosidade turbulenta para os modelos
3D da hidrodinamica e do transporte de substancias.

O capitulo 5 aborda os métodos e técnicas de aproximacdo para os fluxos
numeéricos. A partir de uma ampla revisdo bibliografica da literatura técnica, optou-se
por construir funcbes aproximantes para a advecgdo horizontal do modelo de
transporte 3D, considerando-se que o método de limitacdo de fluxo de Sweby, dado
que ele tem a desejavel caracteristica de ser TVD. Na solucdo da advecgdo vertical do
modelo de transporte 3D foi empregado o método beta de Gross. Nos casos de modelos
2D, a abordagem para tratar os termos advectivos foi, em geral, a upwind de primeira
ordem, dado que o interesse nesses casos foi explorar os aspectos computacionais e
obter background para desenvolver os modelos 3D.

No capitulo 6, é discutida a aplicacdo dos métodos e técnicas de aproximacéo
introduzidos no capitulo 5 para construir os esquemas numeéricos para a obtencao das
solucoes das EDPs do escoamento nos casos 2D e 3D. Também se discutem os
esquemas numericos para a solucao das EDPs do transporte escalar, nos casos 2D e
3D. Todas as condic¢oes de contorno implementadas sao apresentadas e analisadas.

O capitulo 7 contempla as questoes relativas ao paralelismo — métodos e
estratégias — e ao ambiente computacional. Nele sao discutidos paradigmas de
programacdo, a plataforma computacional e os ambientes de programacao
empregados neste trabalho. Duas abordagens foram empregadas para a obtencao da
solucao paralela: a decomposicao de dados e a decomposicao de dominio. Além disso,
faz-se uma discussao sobre o problema de particionamento de malha numérica, bem
como do procedimento de refinamento local para a solucédo detalhada do transporte de
substancias. Apresentam-se os métodos e as estratégias empregadas para a solucao
dos sistemas de equagdes lineares resultantes dos procedimentos de discretizacdo e
das funcoes interpolantes. Discute-se sobre os métodos iterativos do subespaco de
Krylov, pré-condicionadores algébricos e sobre o algoritmo de Thomas. Além disso, é
discutido o método aditivo de Schwarz, como “resolvedor” (solver) e como pré-
condicionador. Neste tltimo caso, obtém-se o método de Krylov-Schwarz, que também
€ empregado na obtencado da solugéo paralela para os sistemas de equacgdes lineares.

O capitulo 8 trata especificamente da apresentacdo das discussoes e
consideracoes finais decorrentes deste trabalho, bem como os apontamentos e
comentarios sobre trabalhos futuros.

O anexo 1 discorre sobre as propriedades e caracteristicas numérico-
computacionais que modelos computacionais de escoamento de superficie livre e de
transporte escalar devem considerar quando do seu desenvolvimento e implementacao.
Discutem-se em detalhes a monotonicidade, a estabilidade, a consisténcia entre a
continuidade e o transporte, a difusdo numérica e a difusao fisica, a positividade, o
transporte da solucdo, a conservacdo de massa, a construgcdo de esquemas semi-
implicitos e esquemas de integracdo temporal. Nos anexos 2 e 3 sao apresentadas,
respectivamente, as principais métricas para a avaliacdo da qualidade numérica e do
desempenho computacional desses tipos de modelos computacionais paralelos. No
anexo 4 discorre-se sobre os resultados, tabelados, de varias funcoes de restricao de
fluxo que foram empregadas para obter a solucdo numeérica da adveccao horizontal da
ETM 3D.
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2 Problemas de valor inicial e de contorno

Para realizar simulacoes de fendmenos fisicos, deve-se inicialmente traduzi-los
em modelos matematicos capazes de fornecer uma descricdo precisa da natureza dos
eventos, quando se consideram seus aspectos essenciais. Esses problemas sao,
geralmente, expressos através de equacoes diferenciais parciais (EDPs) (ou equacoes
integrais), de condicoes iniciais (CI) e de condicoes de contorno (CC), e formam um
problema de valor inicial e de contorno (PVIC).

Em um PVIC para problemas evolutivos, as equacdoes sao definidas em
(x,y,z,t)ngsz(O,T); as CI sao definidas em (x,y,z)eQ; e as CC, em

(x,y,z)xt e@Qx[O,T], onde Q e 0Q) denotam, respectivamente, o interior e a

fronteira do dominio, e T denota um dado tempo. A especificacdo das CC e CI sao,
nesse caso, imprescindiveis na simulacao.

Condicoes de contorno tipo Dirichlet, Neumann e Cauchy definem o tipo da
interacdo do escoamento ou do transporte, sob a acdo de forcas, na interface interior-
exterior do dominio. As CC podem ser abertas, quando do caso de fronteiras ficticias
que delimitam o interior e o exterior do dominio, nas quais as perturbacoes podem
entrar e sair do dominio. Outras CC sao as fechadas, situacdo em que néo € permitido
as perturbacdes entrar ou sair do dominio.

Para resolver numericamente esse PVIC continuo, empregam-se métodos de
discretizacdo e funcgdes interpolantes para aproximar as derivadas de modo a obter
uma versdo discreta, resolvivel computacionalmente. A solucdo é obtida através da
construcao de esquemas (algoritmos) numéricos que sao definidos em uma malha
computacional, de modo que os valores das variaveis dependentes associados a esses
pontos sao obtidos a partir do calculo dos sistemas de equacoes que fornecem esses
valores no nivel de tempo t+ At a partir do conhecimento dos valores no nivel ¢, onde

At € o passo de tempo.

2.1 Introducao

A dinamica dos fluidos lida com o comportamento de fluidos em repouso ou em
movimento. SAo muitos os conceitos necessarios para oferecer uma visao geral a titulo
de introducao a ela. Alguns desses conceitos sdo expostos a seguir, objetivando definir
uma terminologia basica que € empregada ao longo do texto. Discussoes a respeito
desses conceitos podem ser encontrados em [BTC90], [FOX98], [RIZ98] e [APS2001].

Fluido € a matéria que se deforma continuamente sob a aplicacdo de uma tensao
de cisalhamento nao importando quao pequena ela possa ser. Assim, os fluidos
compreendem as fases liquidas e gasosas das formas fisicas nas quais a matéria existe.
Uma distincao entre fluidos e solidos pode ser feita comparando seus comportamentos.
Ao contrario do fluido um solido pode se deformar, porém nao continuamente, quando
uma tensao de cisalhamento lhe é aplicada.

Um escoamento € o transporte de substancias em um fluido em que existe um
deslocamento relativo de suas diversas partes [MAC76]. O escoamento pode ou nao ter
fronteiras. Se qualquer propriedade do fluido néo varia com o tempo, o escoamento é
dito estacionario (ou permanente).

Um escoamento € governado pelos principios fundamentais da Mecanica e da
Termodinamica Classica. A aplicacdo desses principios fornece o modelo matematico
que € escrito na forma de equacodes diferenciais ou equacdes integrais (EI). A
abordagem integral permite a presenca de descontinuidades na regido, e isso tem
particular importancia em escoamentos com ondas de choque (escoamentos
compressiveis). A forma diferencial assume que as propriedades do escoamento sio
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diferenciaveis, logo continuas. Isso indica que a forma integral, por poder tratar
expressoes descontinuas, € indispensavel na construcao de solucoes fracas, como
discutido no anexo 1. Quando as quantidades do meio sdo continuas e suficientemente
diferenciaveis (suaves), pode-se mostrar que as duas formas sao equivalentes.

Em geral, os textos sobre Mecanica dos Fluidos adotam os termos sistema e
volume de controle (VC) para definir a regido de trabalho. Um sistema é definido como
uma quantidade de massa fixa e identificavel; as fronteiras do sistema separam-no do
ambiente a volta e podem ser fixas ou moveis, porém nao ha transferéncias de massa
através das mesmas. Um VC é um volume arbitrario em uma regido através da qual o
fluido escoa. A fronteira geométrica, isto €, o contorno da regido, € chamada superficie
de controle (SC). Ela pode ser real ou ficticia, e pode estar em repouso ou em
movimento.

Quanto ao enfoque, os principios fundamentais que sdo aplicados ao estudo da
Mecanica dos Fluidos podem ser formulados em termos de VCs infinitesimais ou
finitos. Por infinitesimal, entende-se que a abordagem é via elemento diferencial de
area ou de volume, e por finito, entende-se uma dada regido finita do plano ou do
espaco.

As grandezas (ou quantidades) fisicas como comprimento, tempo, massa e
temperatura sdo as dimensoes, isto €, as variaveis espaciais e temporal do problema.
Suas grandezas mensuraveis podem ser subdivididas em dois grupos: as primarias (ou
basicas) e secundarias (ou derivadas das primarias), que sdo aquelas cujas dimensoes
sdo expressas em termos das primarias. As quantidades fisicas devem ser
dimensionalmente homogéneas, ou seja, devem estar no mesmo sistema de unidades.

Na Mecanica dos Fluidos dos meios continuos, nao se considera a estrutura
molecular do fluido, apesar de ele ser composto por moléculas em constante
movimento. Isso se deve ao fato de que, para a maioria das aplicacoes tecnologicas, o
interesse esta nos efeitos médios ou macroscopicos de muitas moléculas, pois sdo os
elementos perceptiveis e mensuraveis. Entdo, pode-se tratar um fluido como matéria
continua (hipétese do continuo), deixando de lado o comportamento molecular. Além
disso, sdo encontradas as forcas superficiais, que atuam nas fronteiras de um meio
através do contato direto.

As forcas desenvolvidas sem contato fisico e distribuidas por todo o volume do
fluido sdo denominadas forcas de campo. As tensoes produzidas em um meio resultam
das forcas que atuam em alguma parte desse meio. A tensdo, uma grandeza tensorial
de segunda ordem, € um modo de descrever o modo pelo qual as forcas atuantes nas
fronteiras do meio sao transmitidas através dele.

Os fluidos podem ser classificados, de modo geral, de acordo com a relacao entre
a tensao de cisalhamento aplicada e a taxa de deformacédo. Como um fluido € a matéria
que se deforma continuamente sob a acdo de uma tensdo de cisalhamento, na
auséncia dela nao ha deformacdo. Fluidos nos quais a tensdo de cisalhamento é
diretamente proporcional a taxa de deformacdo sdo chamados de Newtonianos. Nao-
Newtonianos sao aqueles nos quais essa tensao nao € diretamente proporcional a taxa
de deformacao.

A resisténcia a deformacao que um fluido Newtoniano oferece quando submetido
a acao da tensao de cisalhamento € uma constante que depende das propriedades do
fluido sob influéncia do meio fisico, e € proporcional a taxa de deformacdo. Essa
constante € a viscosidade. Uma classificacdo dos fluidos sob esse ponto de vista pode
ser encontrada em [FOX98|.

Em problemas definidos no escopo da Mecanica Newtoniana, as equacoes (EDPs
ou Els) empregadas sdo as da continuidade (EC), da conservacao da quantidade de
movimento (ECQM) e da energia (EE), que sao declaracoes matematicas de trés
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principios fisicos fundamentais: a massa € conservada, a quantidade de movimento é
conservada, e a energia é conservada.

Esses principios, escritos na forma matematica, dao origem as chamadas
equacoes completas, que nao se resumem apenas as equacdes conservacao da
quantidade de movimento para um escoamento viscoso. O sistema completo que
abrange as equacoes da continuidade, da conservacao da quantidade de movimento e
da energia € chamado de equacoes de Navier-Stokes [AND95]. Ele pode ser escrito nos
sistemas de referéncia fixos ou nao, nas abordagens integral e diferencial, nas formas
conservativas e nao conservativas [HIR92]. Se o escoamento € inviscido (nao viscoso), o
sistema € chamado de equacdes de Euler.

Quando o fluido é viscoso e incompressivel, pode-se considerar a (quase)
desvinculacdo dos processos mecanicos dos térmicos no escoamento. Deixam de
existir os efeitos térmicos com origem em expansoes internas do fluido. Um elo de
ligacdo que permanece entre a parte dindmica e a térmica do escoamento € a
viscosidade molecular e, entdo, pode-se admitir que a viscosidade molecular é
constante [SIL86]. E possivel, portanto, simular o escoamento mecanico de um fluido
viscoso incompressivel somente com as equacdes da conservacdo da quantidade de
movimento e da continuidade.

Usando a terminologia adotada em modelos atmosféricos, o enfoque desta tese
estd na parte dinamica dos modelos hidrodinamicos e de transporte escalar de
substancias em corpos de agua rasos, com particular atencdo aos seus aspectos
numéricos € computacionais. As equacoes que modelam tais fendémenos sao
chamadas, respectivamente, de equacdes shallow water (ESW) e de equacdo do
transporte escalar de substancias (ETM). Quanto a parte fisica, a Unica questao
abordada € a parametrizacao (simplificada) da turbuléncia.

Especificamente, no tocante a parte dindmica, os processos fisicos considerados
pelo modelo hidrodinamico sdo a taxa de variacao local, a taxa advectiva, a aceleracéo
de Coriolis, os gradientes de pressdo barotropica, os atritos nas interfaces agua-
sedimento e agua-superficie livre. Quanto ao transporte de sedimentos, os processos
fisicos envolvidos sdo a taxa local e a taxa advectiva da variacdo de concentracao.
Essas quantidades fisicas sao calculadas pelos modelos de escoamento e de transporte
de substancias.

Quanto a parte fisica, os processos fisicos envolvidos sdo, para o modelo
hidrodinamico, a viscosidade cinematica turbulenta nas direcoes horizontal e vertical.
No caso do modelo de transporte, os processos fisicos envolvidos sao a difusao
turbulenta nas direcoes horizontal e vertical. Essas quantidades fisicas sao calculadas
pelo modelo de turbuléncia ou obtidas através de expressdes semi-empiricas. A
discussao sobre essa ou aquela escolha é feita na secéao 2.7.2.

2.2 Classificacao e aproximacoes para os modelos

Os modelos matematicos podem ser classificados de acordo com as
caracteristicas dinamicas e numeéricas [SHE83]. Quando de acordo com a dinamica, a
dimensao espacial € a caracteristica de classificacdo. Assim, eles podem ser
unidimensional (1D), bidimensional (2D), tridimensional (3D) ou quase 3D (Q3D).
Modelos 3D sao os baseados nas equagdes completas. Modelos Q3D sao aqueles
modelos nos quais o corpo de agua é dividido em varias camadas horizontais, sendo a
camada superior a Unica com espessura variavel no tempo devido as alteracoes da
superficie livre. A integracdo entre as camadas € realizada pela equacdo da
continuidade. Nesse modelo, sdo desprezados os efeitos inerciais e de atrito verticais.
Esse € o caso das ESW 3D que, a rigor, sao modelos Q3D.

Quanto aos modelos 2D, existem basicamente dois tipos: o integrado na vertical e
o integrado na horizontal. O integrado na horizontal é restrito a corpos de agua
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fortemente estratificados com dominio suficientemente regular. Nesse caso, as EDPs

sao obtidas integrando-se na largura do corpo de agua, e as variaveis dependentes sao

representativas da largura da secdo transversal [SCE91]. O integrado na vertical é o

mais popular e é discutido detalhadamente nos trabalhos de Leendertse ([LEE67],

[LEE70] e [LEE71]). Outra abordagem, que considera aspectos horizontais e verticais,

pode ser vista em [WUJ93)].

Uma discussao mais qualitativa sobre a hidrodinamica e o transporte pode ser
encontrada em [WEI92], [ZHE95] e [TUC98|. E uma discussao detalhada sobre os
aspectos fisicos e matematicos da modelagem da qualidade da agua pode ser vista em
[ORL83]. Neste trabalho, descrevem-se, porém, objetivamente, as aproximacoes fisicas
consideradas na deducao dessas EDPs, que sao:

1.  incompressibilidade do escoamento: sendo a agua um fluido com variacao total da
densidade muito menor que a unidade, pode-se desacoplar as equacdes de
continuidade e de conservacdo da quantidade de movimento da equacido da
energia, mostrando que € possivel obter a equacdo do transporte de calor da
equacao da energia [VLA99];

2. fluido Newtoniano: nesse caso considera-se que os tensores de forcas sao
linearmente proporcionais ao tensor de deformacédo e pode-se considerar que a
viscosidade molecular € constante como em [CHE93] e [VLA99];

3.  aproximagdo hidrostdtica: sendo as escalas horizontais muito maiores que as
verticais, pode-se considerar que as aceleracoes verticais sdo desprezadas
quando relativas as outras que intervém na equacdo do movimento na direcao
vertical. Uma analise dimensional das ordens de magnitude das forcas envolvidas
mostra que as contribuicoes devem-se a gravidade e a pressao. Assim, a equacao
da quantidade de movimento vertical reduz-se ao balanco hidrostatico das forcas;

4.  aproximacdo de Boussinesq: considera que as aceleracoes dos fluxos sao menores
que as da gravidade e, portanto, as variacoes de densidade sdo importantes
quando afetam os termos de gravidade e ndo o sdo nos termos de inércia
[VLA99]. Ou seja, assume-se que a densidade € constante, exceto nos termos
baroclinicos [CHE93]. Nesse caso, a integracdo da equacdao de estado, que
depende somente da concentracao da substancia (e da temperatura), incorpora
ao modelo hidrodinamico a variacao de densidade;

S.  decomposicdo de Reynolds: devido ao carater turbulento do fluxo, as equacoes de
Navier Stokes nao podem ser resolvidas nem analitica nem numericamente, pois
as incognitas sdo de magnitude instantaneas. Uma solucao para esse problema €
a decomposicdo proposta por Reynolds (promediacdo de Reynolds), que consiste
em considerar as magnitudes como sendo compostas de uma parte
relativamente lenta e outra turbulenta, que leva em conta as perturbacoes da
primeira, obtendo as equacoes de Navier-Stokes em valores médios temporais (ou
promediadas);

6. fechamento de turbuléncia: ao decompor e promediar as equacdes obtém-se
modelos de fechamento da turbuléncia cujos termos regulam as variacoes do
campo de flutuacoes. Esses modelos sdo resolvidos como os de fluxos
turbulentos com termos de viscosidade, em que se supde que sdo proporcionais
ao gradiente da magnitude transportada, e cujo fator de proporcionalidade € a
viscosidade e a difusado turbulenta horizontal e vertical, que sdo obtidas através
de modelos de turbuléncias.

2.3 Modelo hidrodinamico: ESW 3D

O modelo matematico de escoamentos de superficie livre com densidade
constante, escrito em variaveis primitivas, e que pode ser obtido a partir das equagoes
de Navier-Stokes assumindo a promediacdo de Reynolds e o escoamento como sendo
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hidrostatico, € chamado de equacdes shallow water (ESW) ([LEE89], [CAS90] e
[WEI92)).

Sob o ponto de vista matematico, as ESW formam um sistema de EDPs
hiperbolicas nao-lineares para um fluido incompressivel com superficie livre. Esse
sistema € composto pelas equacoes da conservacao da quantidade de movimento para
as velocidades horizontais (ECQMyx e ECQM;y) e pela equacao da continuidade (EC), e €
escrito como:

2 2
6_u+u6_u+v6_u+wa_u:_g@+vh(6_u+ 0 u}r d (v 8_uj+q)v (2.1)

ot ox oy oz ox ox*  oy?) oz\ "oz
2 2
8_v+u6_v+va_v+w6_v:_ga_n+vh 8_1;+6_1; +i(vva—vJ—CDu (2.2)
ot ox oy 0z oy ox~ 0Jy 0z 0z
U LW (2.3)
ox 0y 0z
em que:
1. uzu(x,y,z,t) e v:v(x,y, z, t) sao as velocidades horizontais nas direcoes

XeY,ew-= w(x, Y, z, t) é a velocidade vertical na direcao Z ;

n=n (X, y, t) € o nivel de agua;

3. ®=2wseng é a forca de Coriolis, onde @ ¢ a velocidade angular da Terra e ¢ é
a latitude;

4, vV, =V, (x, Y, 2z, t) € o coeficiente de viscosidade cinematica turbulenta
horizontal;

v, =V, (x, Y, z, t) € o coeficiente de viscosidade cinematica turbulenta vertical,

g € a aceleracao gravitacional, e t € o tempo.

Integrando a equacao da continuidade (ECIV) sobre a coluna de agua e usando a
condicdo de contorno cinematica na superficie livre, obtém-se a equacdo para a
integracdo entre as camadas, dada por:

n n
8_77+i udz +i vdz |=0 (2.4)
ot ox\(J., oy\J.n

sendo h:h(x,y) a profundidade da agua medida a partir de um dado nivel, como

aquele determinado pela superficie da agua nao perturbada, em que a profundidade
total é dada por H(x, y,t) = h(x,y) + 77(x, Y, t) .

2.3.1 Condicoes de contorno e condicoes iniciais

As condicoes de contorno na superficie livre, isto €, na interface agua-vento, em
Z =1, sao obtidas considerando que nao ha escoamento atravessando essa interface,
sendo a difusao vertical, que é determinada pelos coeficientes das viscosidades
cinematicas turbulenta vertical em (2.1) e (2.2), a responsavel por estabelecer as CC
nessa interface. Essas CC sao dadas por ([AGO94] e [GRO99a)):

ou 2 2
VU az = TX (uagua - uar) (uagua - uar) + (vagua - Uar)
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ou 2 2
Yy 0z = z-y (vagua - Uar) (u'agua - uar) + (Uagua - Uar)

em que os coeficientes de atrito na interface agua-superficie livre nas direcoes X e Y
sao como:

vo__ v vo__ v
z-x - parcd € z-y - parcd

ua a

em que C; é o coeficiente de atrito do vento na superficie da agua; Upgua € Vagua SO 8S

velocidades da agua na camada superior nas direcoes X e Y , respectivamente; onde
(u, v, )= (H(u, v)H seng,

velocidade do vento com o eixo X .

As CC no leito do corpo de agua, isto €, na interface sedimento-agua, sao obtidas
considerando que néo ha fluxo atravessando essa interface, sendo a difusao vertical a
responsavel por estabelecer as CC nessa interface. Nesse caso, pode-se especificar
essas CC empregando a expressido de Manning-Chezy ou um modelo de turbuléncia de
camada limite ([CAS2000] e [APS2001]). A primeira abordagem foi considerada neste
trabalho e nesse caso, as CC inferiores sdo dadas, em z = —h , por:

(u, v)H cos ¢) é a velocidade do vento, ¢ é o angulo entre a

u S v S
V,—=T,uevV,—=1
0z 0z

-1 [ —2
emque 7°=¢g (Cz2 ) u +v ,onde C, é o coeficiente de atrito de Chezy, sendo que
—2 -2

U e U sao as componentes da velocidade na interface sedimento-agua nas direcoes
X e Y, respectivamente. Essas componentes agregam os efeitos da rugosidade no
fundo, sendo que esses efeitos podem ser incorporados nas equacoes, considerando
que sao funcoes do gradiente do nivel da agua e da velocidade da agua como [LEE67]:
ou 0 - Ov 0

UL g0 _gep-2, g1 g

ot ox ot oy

sendo que outras expressoes para os diferentes tipos de rugosidade do leito podem ser
vistas em [GRO99a] e [VLA99], onde se obtém o atrito no fundo através um perfil
logaritmico, funcao da rugosidade e, da constante de von Karman.

Note-se que as CC podem ser dos tipos laterais abertas (inflow e outflow), laterais
fechadas, superior e inferior. As CC superior e inferior sdo aquelas em que ha
deslizamento parcial e sdo especificadas em termos dos atritos nas interfaces da
superficie livre e do leito do corpo de agua, respectivamente, como feito nessa secao.
Nas fronteiras laterais abertas especifica-se ou CC de Dirichlet (modelo de
escoamento), definindo niveis de agua ou vazao, ou a CC de Neumann (modelo de
transporte), definindo que o gradiente € nulo. Nas fronteiras laterais fechadas
especifica-se que nado ha fluxo e ha deslizamento completo, indicando que nao ha
penetracao de agua em paredes sélidas e que as velocidades da agua nessas fronteiras
sdo dadas pela componente tangencial da velocidade. Esses tipos de CCs sao
discutidos na secao 2.5.1, 3.2.1 e 3.4.

As condicoes iniciais para o PVIC podem ser obtidas considerando que o
escoamento se encontra parado no tempo inicial e com uma dada elevacido para a
superficie da agua. Mas essa € uma simplificacdo nao necessaria.

Note-se, também, que as equacoes da conservacdo da quantidade de movimento
devem ser modificadas quando o constituinte modelado na equacao do transporte €&,
por exemplo, o sal ou sedimentos. Nesses casos, deve-se considerar o gradiente de
densidade no termo de pressdo, e faz-se necessario utilizar uma equacao de estado
para relacionar a concentraciao da substancia com a massa especifica da agua p e a

u =
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temperatura. Isso € necessario devido ao fato de que a densidade da agua varia quando
essas substancias estdo nela dissolvidas, o que altera o regime do escoamento e isso
deve ser incorporado nas equacoes de conservacao da quantidade de movimento.

Nessas condigcées, vale a relagio Op/d0z=—pg, sendo p a pressdo. Essa
abordagem é dita aproximacdo de Boussinesq, e nela a densidade é constante em
todos os termos de forca, exceto na forca de corpo das ECQMs [CHE93|. Integrando

essa expressido convenientemente, obtém-se uma nova formulacdo para as ECQMx e
ECQMy como pode ser vista em [KIM94] e [GRO98].

2.4 Modelo hidrodinamico: ESW 2D-IV

Modelos 2D podem ser integrados na vertical (2D-IV) quando o corpo de agua €
bem misturado ou parcialmente estratificado. Essa classe envolve os mais conhecidos
modelos 2D em uso. Essa aproximacao pode ser considerada quando o fluido tem
densidade constante e uniforme; os movimentos ocorrem sobretudo na horizontal,
onde a escala vertical H é muito menor que a horizontal L ; os efeitos das flutuacoes
de velocidade de pequena escala estido agregados dentro dos termos de tensao e de
viscosidade (promediacdo de Reynolds). Assim, a integracao vertical de uma variavel
dependente qualquer ¥, que fornece seu valor médio na vertical, como ilustrado na fig.

2.1, é determinada por ([LEE71] e [CSL85)):

1 n
— dz=
HJhW %

onde h,n e H=h +n sao, respectivamente, a profundidade abaixo de um nivel de
referéncia, o nivel da agua acima desse referencial, e a profundidade total. A variavel
dependente ¥ pode ser u,v ou S, que sao, respectivamente, as velocidades
horizontais nas direcoes X e Y da agua e a concentracdo. Entdo, ¢ denota,
respectivamente, U, V e S que sdo as velocidades horizontais médias e a

concentracao média, variaveis dependentes de modelos hidrodinamicos e de transporte
de substancias integrados na vertical.

perfil de velocidades: ESW 2D

nivel de referéncia

profundidade abaixo do nivel de
referéncia (batimetrias Hu e Hv)

interface sedimento-agua

FIGURA 2.1 - Perfil das velocidades para as ESW integradas verticalmente

Apods manipulacoes algébricas, cujos detalhes podem ser vistos em [CSL85] e
[WEI92|, as ESW 2D integradas verticalmente (ESW 2D-IV) sao escritas como:
ou ou ou 0 g ; o°U o°U
+ U v oy =g +&,| —+—5| (2.5)
ot ox oy ox pH pH ox~ 0y
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v s 2 2
aV+U8V+V8V+CI)U:—g@+ ST + &, 6Z+a‘£ (2.6)
ot ox oy oy pH pH ox~ 0Oy
o|(h+n)U| o|(h+n)V
oy olhemU] ol(henV]
ot ox oy
em que:
1. g éaaceleragao gravitacional, e p=p, ,, € a densidade da agua;

2. H=h +n é a distancia do fundo até a superficie livre, onde =7 (x, Y, t) € a
elevacdo da agua acima de um nivel de referéncia, e h=h(x,y) representa a
profundidade abaixo desse nivel,;

3. U=U (x, Y, t) eV=V (x, Y, t) sao as componentes das velocidades horizontais
meédias obtidas pela integracao vertical nas direcoes X e Y ;

4, O=2wmseng é a forca de Coriolis, onde @ é a velocidade angular da Terra e ¢ €
a latitude;

5. &g, € o coeficiente de viscosidade cinematica turbulenta horizontal.

2.4.1 Condicoes de contorno e condicoes iniciais

As condicoes de contorno inferiores sao especificadas assumindo, como no
modelo 3D, que nao ha fluxo e a difusao vertical € o tinico termo onde se agregam os
atritos nessa interface. Desse modo considera-se o coeficiente de Chezy
C,=7,83In(0,3H/Z), em que Z, ~0,001m é a rugosidade na interface agua-leito do
corpo de agua. Esse parametro €, no perfil turbulento de velocidade de Prandtl, uma
medida da ordem de grandeza da espessura da camada limite. Ou seja, € uma medida
que é afetada pela natureza do fluido. As CC sao, para as direcoes X e Y, como:

73 UNU? +V? r,  VNU+V?

9 g9
H C,’H H C,’H

Para as CC superiores, consideram-se os coeficientes de atrito na interface agua-
superficie livre nas direcoes X e Y, resultando em:

P agua P agua

v v
T T

X alZ 1172 y _ v ‘172

_Cdpar x € _Cdpar y

P agua Y agua
onde W, :H(U,V)Hsen¢ e W, = H(U,V)Hcos ¢ sdo as componentes da velocidade do
vento nessas dire¢oes, medidas a 10 metros acima do nivel da agua; p,, € a densidade

do ar e C;; é o coeficiente de atrito na superficie da agua.

Como as velocidades horizontais e o coeficiente de arrasto C;; sado obtidos a 10

metros acima do nivel da agua, eles sdo, muitas vezes, denotados na literatura técnica
por U,,,V,, e C,, . Existem diferentes relacoes empiricas para determinar o arrasto do

vento na superficie da agua, e sua interacdo e a sua contribuicdo na determinacao do
atrito na interface agua-superficie livre. Algumas expressoes encontradas na literatura
técnica estao sistematizadas em [VLA99] e sdo como:

1. C,=0.9.107;10ms ™" <|(Uy,,V,, )| < 23ms™';
2. C,=(2.4+0.5)107;

(U0, V3o )| > 10ms™;
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3. C,=1.2.107;

(Ui, Vi) = 10ms™';
4. C,=1.14107; 4ms™ <|(Uy,,V,, )| <11ms™;

5. Ci =(0.98+0.14|(U,,,V,, )[)107°.

sendo que essas relacoes também se aplicam as condi¢coes de contorno discutidas na
secao 2.3.1 (para o modelo 3D).

Nas ESW, considera-se que a distribuicdo de pressdo na vertical € hidrostatica,
de modo que os gradientes de pressao barotrépica sao substituidos pelos gradientes da
superficie livre da agua. A distribuicdo das velocidades verticais € considerada
uniforme, e as substancias dissolvidas sdo bem misturadas na coluna vertical de agua.
Sendo a coordenada vertical aproximada pela pressdao, dado que a agua esta em
equilibrio hidrostatico, desprezam-se a aceleracdo vertical e a componente vertical da
forca de Coriolis.

2.5 Modelo de transporte escalar: ETM 3D

A presenca de substancias dispersas e/ou dissolvidas em corpos de agua que
sejam decorrentes ou nao de atividades humanas como, por exemplo, derramamento
de petroleo, despejo de dejetos domeésticos, despejo industrial, sedimentos, etc., e a
construcao de obras de acesso portuario e/ou de transporte fluvial nas margens
costeiras de estuarios e lagos podem resultar em danos a esses ecossistemas. E,
portanto, importante a previsdo, o monitoramento e a avaliacido dessas agdes e/ou
atividades.

A modelagem computacional do transporte (adveccio-difusdo) e do regime
hidrodinamico (escoamento) permite avaliar o impacto de como determinadas acgoes
podem alterar o regime hidrodinamico, bem como a dispersdo de determinadas
substancias. Este trabalho considera que o constituinte simulado é aquele formado por
dejetos humanos e o interesse € obter a concentracdo dos coliformes fecais em regioes
contaminadas. O termo de fonte da equacdo de transporte escalar de substancias é
uma abstracdo de um emissario que, em geral, € construido através de uma tubulacao
cuja extremidade tem difusores ([VIN91] e [CAM99]). Para uma eficiente diluicao, de
modo a ndo contaminar regides que tenham importancia ambiental e econémica, o
local do despejo deve ser apropriado e considerar o regime hidrodinamico do corpo de
agua.

O transporte do constituinte € realizado através de uma série de mecanismos
conhecidos como mistura e classificados como sendo aqueles que produzem o
transporte advectivo, e aqueles que produzem o transporte difusivo. O transporte
advectivo € realizado pelo campo de escoamento, que é influenciado por fatores
astronomicos (marés), meteorologicos (ventos, chuvas), sazonais (descarga de agua) e
por efeitos secundarios (forca de Coriolis). O transporte difusivo deve-se principalmente
a turbuléncia do escoamento, pois a difusdo molecular € menos importante [SCE91].

Note-se que os fenomenos de adveccao e conveccao sao parte integrante das mais
variadas areas e, em particular de problemas sob o escopo da Dinamica dos Fluidos.
Alguns autores, como Vreugdenhil [VRE94], nao distinguem esses fenémenos fisicos,
indicando que ambos significam o transporte de alguma quantidade (calor, massa,
quantidade de movimento, etc.) por um escoamento, ja que o processo fisico € o
mesmo, independentemente da causa. A distincdo é feita em dinamica dos fluidos
geofisica, onde a conveccdo indica escoamento vertical gerado pela diferenca de
densidade de um fluido termicamente estratificado, enquanto a adveccdo denota o
escoamento horizontal devido ao termo nao linear da equacdo do movimento. Neste
trabalho se emprega o termo adveccao para denotar ambos casos, como Vreugdenhil.
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Nao considerando os fendmenos de natureza quimica, sdo basicamente dois os
processos envolvidos no transporte de substancias: a adveccdo e a difusao.
Simplificadamente, pode-se dizer que a adveccdo transporta as substancias sem
dispersa-las, e que a difusdo é o fenémeno pelo qual as substancias vao se espalhando
ao mesmo tempo em que a concentracdo do poluente vai baixando. E devido a difusao
que, mesmo na auséncia da circulacdo, a concentragdo das substancias diminui ao
longo do tempo.

Em geral, o estudo dessa dispersao € feito a partir da formacao inicial da pluma e
da sua consequente distribuicdo pelos movimentos da agua. A dispersédo e a
configuracao da pluma dependem de fatores como a especificacao dos difusores, a taxa
de vazao e a densidade da substancia ejetada, etc. Além disso, dependem do
transporte das substancias pelos processos advectivo e difusivo turbulento, sendo
esses dependentes do campo de velocidades e das caracteristicas fisicas da agua na
regido de lancamento.

Levando-se em conta a acao da circulacédo sobre uma pluma inicial, se a fonte do

afluente esta localizada em um ponto (xo, Yo> ZO), a concentracdo da substancia
gjetada em uma célula 3D deve satisfazer o fato de que a variacdo total de
concentracao no tempo deve ser igual a variacdo advectiva, mais a difusao turbulenta,

mais o termo de decaimento, mais o termo de fonte. Essa afirmacéo pode ser escrito
matematicamente como ([GRO98] e [CAM99)):

§+8(u8)+6(v8)+6(w3)_i(8 as}+ a( as} a( as}r

= Y |t —| & — |+ —| &, —
ot ox oy oy ox ox) 0Oy oy ) 0z 0z
1. 2. 3. (2’8)
+F(%,,Y0,20,t)S + K (x,Y,2,t)
4. 5.

onde os indicadores numéricos expressos na parte inferior da equacao 2.8 indicam que
a respectiva porcao da EDP representa:

1.  taxa de variacao local, dada pela variacao temporal da concentracdo S em cada
ponto do espaco;

2. termo advectivo horizontal e vertical, que é a variacdo de S produzida pelo
transporte das substancias (ou efluentes) pela circulacao;

3. termo de difusao turbulenta horizontal e vertical, que é variacdo produzida por
movimentos de subescala (movimentos turbulentos);

termo fonte, que representa a vazao da emissao em (xo »Yo» 2y ) ;
termo de decaimento (ou deplecao) da substancia.

Para determinar o termo (ou matriz) de decaimento K = K (x, Yy, z, t) , considera-
se uma concentracao inicial S=S (xo »Uo» Zos t) em um corpo de agua estatico e com
termo de fonte F'=F (x, Y, 2z, t) =0. Nesse caso, (2.8) reduz-se a:

oS

gzK(x,y,z, t)} (2.9)

Como o decaimento, resultante de processos fisicos, quimicos e/ou biologicos, €
proporcional a concentracdo da substancia a cada tempo, tem-se que

K (x, Y, 2z, t) =—kS (x, Y, z, t) , onde k é a constante de proporcionalidade e o sinal
negativo indica o decaimento. Portanto, (2.9) pode ser reescrita como
0S(x,y,t)/ot=—kS(x,y,t), cuja solucdo €& S(x,y,z,t)=S(xy,2z,0)e™,

indicando que a concentracdo decai com o tempo.
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Especificamente, no caso de bactérias coliformes, considera-se que no tempo
t=T,, a concentracdo decai para 10% do valor inicial, ou seja, o tempo necessario
para que a concentracdo inicial decaia em 90% [ZHE95]. Nesse caso tem-se
0,15(x,y,2,0)=S(x,y,2,0)e™, e portanto k=2,3 /T, .

Este trabalho considera somente o transporte escalar de uma substancia, mas
uma discussao detalhada sobre os procedimentos numérico-computacionais para a
simulacdo de varios constituintes pode ser vista em [LEE70], [LEE71] e [ORL83]. A
equacao de transporte escalar 3D (ETM) é escrita na forma conservativa como
[GRO98|:

o(S) o(us) o(wS) a(ws)
ot " ox ’ oy ’ 0z

= i(ghﬁj+i 5;1@ +i(gUEJ+FS+K
ox ox) 0Oy oy ) 0z 0z

1. S é a concentracio;

em que:

& =&, (x, Y, z, t) é o coeficiente de difusado turbulenta horizontal,

2
3. g, =&, (x, Y,z, t) € o coeficiente de difusao turbulenta vertical,
4

F é o termo de fonte que é determinado, neste trabalho, em termos da
concentracao de um volume de despejo (diluicdo) como:

Q(m3/s)At(s) mpn
v, (mS)AzZ (m) Soni (10§m1j

Sn :Sn—l +

fonte fonte

em que Q ¢é a fonte; At é o passo de tempo; V, é o volume de diluicao; Az, éa

€ a concentracao de bactérias coliformes no

altura da k-€sima camada; S;,,.,

local de despejo (= 9.106 nmp/ 100 ml, onde nmp € o numero médio provavel);
5. K =2.3/T,,, onde T, é o tempo para remover 90% dos organismos, isto €, a

constante de decaimento.

Note-se que a presenca de coliformes fecais indica que a agua esteve em contato
com dejetos, o que aumenta a probabilidade de estarem presentes bactérias
patogénicas. Essa presenca, embora nao implique obrigatoriamente que uma pessoa
desenvolva alguma doenca se ingerir essa agua, representa um risco maior para a sua
saude. A agua s6 é considerada potavel se a sua analise bacteriologica indicar auséncia
de coliformes fecais. A balneabilidade é permitida quando a concentracao de bactérias
coliformes estiver abaixo de 1000 nmp/100ml, onde nmp é o nimero médio provavel,
que € uma estimativa da densidade de coliformes fecais em uma amostra [CET2001].

2.5.1 Condig¢oes de contorno e condicoes iniciais

A modelagem da distribuicao de concentracdo (transporte de substancias) pode
melhorar a compreensao do regime de transporte; ou reconstruir a evolucdo de uma
pluma existente a partir da data de origem até o presente; ou avaliar as reacoes de
uma pluma existente para os contaminantes presentes; ou simplesmente simular
quais as sub-regides sdo mais passiveis de contaminacdo para um dado regime de
escoamento ([ZHE95] e [ZHE99]). Para efetivar essa simulacéo, deve-se considerar as
condicoes iniciais (CI) do problema. No caso da ETM, essas CI sao dadas por
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S=S,, (x, Y, Z), indicando uma distribuicao inicial conhecida. Um caso particular é
tomar simplesmente S=S,_, (x, Y, z) =0.

A solucédo da ETM também requer a especificacao de CC tipo de Dirichlet e/ou de
Neumann. A CC de Dirichlet é definida quando a concentracdo € especificada nas
fronteiras para um periodo especifico de tempo agindo como uma fonte, fornecendo
massa para o dominio, ou como sumidouro, retirando a massa do dominio. Nesse
caso, as CC sao dadas genericamente por:

S=S(x,y,2,t); (x,y,2,t) € 0Qx[0,T]

onde 02 denota a fronteira do dominio computacional e S(x,y,z,t) é uma

concentracdo especificada nessa fronteira que pode variar no espaco e no tempo. Essa
CC tipo Dirichlet € especificada em fronteiras inflow, ou seja, em fronteiras onde o fluxo
esta entrando no dominio computacional.

A condicao de contorno tipo Neumann ocorre quando o gradiente de
concentracdo € normal a fronteira, significando que um fluxo advectivo e dispersivo
deve ser ai especificado. Porém, nas fronteiras laterais abertas inflow e outflow, onde
esta ultima € a fronteira na qual o fluxo esta saindo do dominio, pode-se assumir que o
fluxo advectivo domina o fluxo dispersivo. Nesse caso as CC podem, entdo, ser
simplificadas [ZHE95]. A CC gradiente € expressa como:

0S(x,y,2,t)
8ﬁ(x,y,z,t)

=VS; (x,y,2,t) e 0Qx[0,T]

onde n (x, Y, 2z, t) € o vetor unitario normal no ponto (x, Y, 2z, t) € 0Q.

Especificamente para os modelos de transporte, consideram-se condicdes de
contorno do tipo Dirichlet e de Neumann. Na primeira, € dada uma concentracdo na
fronteira inflow do dominio computacional como discutido na secao 2.5.1. No caso da
CC de Neumann especifica-se uma CC tipo gradiente nulo na fronteira interna outflow,
indicando que a taxa de variacdo espacial € nula. Esse tipo de CC permite que a
concentracdo saia do dominio sem acumular-se na fronteira, pois fisicamente a CC

VS‘ « =0 indica que a massa que entra é igual 4 massa que sai. Essa condicao pode

ser definida observando que, se IN,, € o ponto da fronteira outflowe N, € o ponto da

primeira célula externa, uma CC tipo gradiente nulo é como (direcao X ):

not S S -S cc

vs\ag = —=—T= =0
0x Ax

resultando em S("I\; 1) = S(’;\?l - Portanto, com essa CC a célula N, pode ser incorporada

ao sistema de equacoes quando do emprego de esquemas numéricos implicitos ou
semi-implicitos. Quando os esquemas numeéricos sdo explicitos usa-se esquemas de
aproximacoes para essas expressoes em cé€lulas adjacentes a essas fronteiras. No caso
multidimensional, as outras componentes da CC gradiente (direcoes Y e Z) podem ser
incorporadas através de decomposicoes unidimensionais na direcdo normal de cada
uma das faces das células.

Note-se que a solucdo do transporte de substancias ndo € somente influenciada
pelas suas proprias CC, mas também pelas CC do modelo hidrodindmico. Uma
questao importante €, entdo, analisar como a combinacdo das CC das ESW e da ETM
determinam o controle da taxa de entrada e saida de massa nas células das fronteiras.
Mas a abordagem para essa questdo nado € tratada neste trabalho, porém alguma
discussao pode ser vista em [ZHE95].
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2.6 Modelo de transporte escalar: ETM 2D-IV

A equacao que modela o transporte de constituintes dispersos em corpos de agua
bem misturados € a ETM 2D, que, integrada na vertical (ETM 2D-IV), é escrita na
forma conservativa (ou fluxo), como em [LEE71] e [ZHE95]:

0(SH) 0(SHU) 0(SHYV)

ot ox oy (2 1 O)
= i(HD ﬁJ + i(HD ﬁj + KHS + FH
ox *ox) oy Y oy
sendo, em (2.10), que:
1. S é a concentracéo integrada na vertical;
2. D, =a,cos’0+a,sen’d e D, =a,sen’0+a,cos’f sdo os componentes do

tensor de dispersao nas direcées X e Y; o, e a, séo os coeficientes de difusédo
longitudinal e transversal, semelhantes aos coeficientes de difusdo turbulenta
horizontal e vertical da ETM 3D; e 6 é o angulo formado entre o eixo X e o vetor
velocidade;

3. F é o termo de fonte que é calculado, neste trabalho, em termos da
concentracao como [VIN91]:

Sn — Sn—l

fonte fonte

Q(ms/s)At(s) mon
A, (m*)H (m) Sf°’”e(10§mzj

em que Q é a fonte; At € o passo de tempo; A, € a area de diluicdo; H € a

profundidade média; S fonte € @ CONCENtracao de bactérias coliformes;

onte

A especificacao das CC (de Dirichlet e de Neumann), e das condicdes iniciais para
a ETM 2D integrada na vertical € analogo as CC da ETM 3D.

2.7 Parametrizacao da turbuléncia

Nesta secao discutem-se alguns modelos de parametrizacao de turbuléncia, ou
seja, modelos de fechamento de turbuléncia para determinar os coeficientes de
viscosidade cinematica turbulenta das ECQM; e ECQMy, e os coeficientes de
difusibilidade turbulenta da equacao do transporte escalar de substancias.

A turbuléncia caracteriza os escoamentos irregulares nos quais as grandezas
fisicas comportam flutuacoes aleatorias em relacdo ao tempo e ao espaco em torno de
valores médios estatisticos. Em simulacoes de escoamentos naturais, o interesse nao
esta nos valores das variaveis afetadas por flutuagoes turbulentas, e sim na influéncia
das flutuacoes turbulentas do ponto de vista de um escoamento médio estatistico, no
qual a turbuléncia é interpretada como uma perturbacdo. Sob o ponto de vista do
escoamento médio, a turbuléncia é wuma perturbacdo aleatoria, rotacional,
tridimensional, dissipativa, difusiva, nao-linear e com diversas escalas de tempo e
espaco. Esses aspectos da turbuléncia estao implicitos nas EDPs através das tensoes
aparentes com flutuacdes turbulentas ([SIL86] e [BUR2000]).

Um aspecto importante da influéncia da turbuléncia sobre o escoamento médio é
a dissipacdo de energia, que influi diretamente nas outras caracteristicas do
escoamento. Nesse processo de dissipacdo, parte da energia do escoamento médio é
transferida pela turbuléncia das maiores para as menores escalas espaciais, onde ha
transformacao em calor pela acdo das tensdes viscosas. E a chamada cascata de
energia ([SIL86] e [VIL2000]). Somente as maiores escalas espaciais interagem com o
escoamento médio, e a dissipacdo de energia ocorre nas menores escalas (da
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viscosidade), a taxa de dissipacdo de energia € definida pelo movimento de grande
escala, e nao pela viscosidade.

Essa caracteristica da cascata de energia € importante, pois os principais efeitos
da turbuléncia no escoamento médio (transporte de substancias e de quantidade de
movimento) podem ser avaliados a partir das grandes escalas espaciais. As tensoes
aparentes podem ser avaliadas, partindo-se de pressupostos que utilizem as
caracteristicas do escoamento médio. Essas tensoes aparentes que surgem das EDPs
integradas no tempo sao conhecidas por tensoes de Reynolds. Todos esses aspectos
podem ser vistos, dentro de uma perspectiva e de um formalismo contemporaneos, em
[BUR97], [BUR9S8], [BUR98a], [BUR2000], [BUR2000a] e [BUR2000b].

A partir do principio da viscosidade turbulenta, Kolmogorov e Prandtl postularam
que os coeficientes de viscosidade turbulenta, responsaveis pela troca de quantidade
de movimento, e os de difusao turbulenta, responsaveis pela troca de calor e massa,
sdo proporcionais a uma velocidade e a um comprimento de escala (Eddy-Viscosity
Models). Outras abordagens como, por exemplo, Beyond Eddy-Viscosity Models e Wall
Boundary Conditions, podem ser vistas em [APS2001].

Empregando o principio da viscosidade turbulenta, pode-se modelar as tensoes
turbulentas para definir as escalas de espaco e tempo e o transporte de grandezas da
turbuléncia. No modelo proposto por Reynolds (promediacao de Reynolds) [VIL2000], a
turbuléncia esta baseada na promediacdo temporal das equacgdes, que consiste em
dividir o campo instantdneo de velocidade em uma componente média e outra
turbulenta ([SIL86] e [VIN91]).

A modelagem das tensdoes de Reynolds é feita com base no conceito de
viscosidade turbulenta introduzido por Boussinesq, que considerou a analogia entre os
fenémenos da viscosidade e os da turbuléncia. Esses fenémenos proporcionam trocas
de particulas fluidas com quantidades de movimento diferentes e cujo efeito no
escoamento toma a forma de tensoes. A diferenca entre os fenémenos reside no fato de
que a viscosidade, por ocorrer no nivel molecular, ¢ uma propriedade do fluido,
enquanto a turbuléncia, por envolver particulas macroscopicas, depende também do
escoamento.

Dessa interpretacdo, por analogia as relacoes de Newton e de Stokes para a
viscosidade, resulta a definicao de um coeficiente da viscosidade turbulenta, variavel
no tempo e no espaco. Assim, deve-se determinar quais os coeficientes de viscosidade e
de difusado turbulenta, analogos aos coeficientes de viscosidade e de difusao do fluido.
A sua obtencdo é feita empregando os modelos de fechamento de turbuléncia das
equacoes do escoamento e do transporte [BUR98a)].

Portanto, em simulacdes mais acuradas, devem-se desenvolver modelos de
parametrizacdo para determinar, para as ESW, os coeficientes da viscosidade

cinematica turbulenta horizontal v, , € os de viscosidade cinematica turbulenta vertical
v, . No caso da ETM, deve-se obter os coeficientes de difusao turbulenta horizontal ¢,

e os de difusao turbulenta vertical ¢,, que estdo agregados aos modelos matematicos
do escoamento e do transporte como mostrado nas segoes anteriores.

2.7.1 Classificacao de modelos de turbuléncia

Os modelos de parametrizacdo de turbuléncia podem ser definidos a partir do
principio da viscosidade turbulenta, que permite obter os coeficientes de troca
turbulenta em funcao das propriedades médias do fluido [VIL2000]. Uma classificacao
de modelos de turbuléncia é a de Rodi [ROD80], que tem por base o numero de
equacoes de transporte de grandezas turbulentas. Assim ha modelos de zero equagées
(ou nenhuma equacao), de uma equagdo, de duas equagdes, e de duas e meia
equacoes:
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1.  os modelos de zero equagées obtém os coeficientes de viscosidade turbulenta sem
o emprego de equacoes de transporte, mas com parametrizacoes ad hoc ou semi-
empiricas. Quando o coeficiente de viscosidade é considerado constante, a
modelagem da turbuléncia deixa de existir, e a utilizacdo do coeficiente de
viscosidade justifica-se apenas em razdo de manter a estabilidade numeérica da
solucao. Quando o coeficiente € considerado variavel, a abordagem mais comum
para parametrizar a turbuléncia € adaptar o conceito de comprimento de mistura
de Prandtl ao escoamento ([VIL2000] e [APS2001]).

2. os modelos de uma equagdo de transporte consideram, geralmente, a equacao de
transporte da energia cinética turbulenta. Nos casos dos modelos que empregam
o conceito de viscosidade turbulenta, o coeficiente é determinado com base no
valor da energia cinética k¥ e em uma escala espacial. No caso de modelos que
nao utilizam o conceito de viscosidade turbulenta, as tensoes de Reynolds sao
avaliadas diretamente em funcao dos valores transportados da energia cinética
turbulenta, como pode ser visto em [APS2001].

3. o0s modelos de duas equagdes resolvem uma equacio para a energia cinética e
outra equacado para a taxa de dissipacdo da turbuléncia. Essas equacoes
consideram, portanto, a escala de velocidade da energia cinética turbulenta e a
escala espacial, que pode incorporar a vorticidade, a freqiiéncia e a dissipacédo
correspondentes as flutuacoes turbulentas. Modelos que utilizam uma equacao
de transporte para a energia cinética turbulenta x e outra para a dissipacao da
energia ¢ sao do tipo x-¢, e predizem bons resultados [BUR98a]. Implementacoes
podem ser vistas em [VOL97], [MEI97] e [VIL2000].

4. o0s modelos de duas e meia equagdes consideram, além das equacoes de
transporte do modelo de duas equacoes, o desvio de certos parametros que nos
modelos anteriores, sdo considerandos constantes. Um modelo de fechamento de
turbuléncia dessa classe é o Quasi-Equilibrium Turbulent Energy (QETE), que é
uma versao daquele de Mellor e Yamada ([MEL74] e [MEL82]), com a
incorporacdo das funcoes de estabilidade desenvolvida por Galperin [GALS8S].
Outros conjuntos de funcoes de estabilidade foram desenvolvidas por Rodi
[RODS80]; Hossain [HOS80]; Kantha e Clayson [KAN94]; Burchard e Baumert
[BUR9S5] e Canuto [CAN2000].

Modelos de turbuléncia de duas ou mais equagoes sdo os mais adequados para
simular processos de turbuléncia e de mistura complexos. Suas funcoes de
estabilidade tém um papel determinante na qualidade das predicdes desses modelos,
no que concerne aos aspectos da validade fisica, eficiéncia computacional, robustez
numeérica e predictabilidade. Mas, em geral, empregam-se versées 1D ou 2D, pois
modelos de turbuléncia 3D nao sado populares, ainda, pois os parametros desses
modelos sao dificeis de serem determinados, e porque ainda nao se compreende bem
como um fechamento completo da turbuléncia pode influenciar nos resultados do
modelo de transporte/escoamento [VIL2000].

A turbuléncia esta associada diretamente com a escala do problema e, portanto,
deve-se diferenciar o calculo dos coeficientes da direcao horizontal dos da direcao
vertical, uma vez que os espacamentos na horizontal sdo muito maiores que os
espacamentos na vertical. Além disso, em simulacoes hidrodinadmicas consideram-se
os fenomenos de mesoescala, pois os de microescala sao filtrados e incluidos na
parametrizacao da turbuléncia [VLA99].

Sob essa situacao, muitas vezes consideram-se constantes os coeficientes de
viscosidade e de difusdo do transporte horizontal, dado que a turbuléncia tem
diferentes importancias no padrao do escoamento e nos processos de mistura
horizontais e verticais.
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Neste trabalho consideram-se, por simplicidade, modelos de zero equagdes para
obter os coeficientes de viscosidade e de difusao das EDPs. Porém, para uma melhor
representacdo da turbuléncia, esta sendo desenvolvido um modelo de duas e meia
equagoes que considera o modelo de parametrizacdo de Mellor-Yamada [MEL82]| e as
funcoes de estabilidade de Canuto [CAN2000].

2.7.2 Modelo de turbuléncia de zero equacoes

Na modelagem da turbuléncia deve-se levar em conta que as escalas dos
fenomenos estudados sdo muito maiores na horizontal que na vertical refletindo,
portanto, nas escolhas das respectivas malhas horizontal e vertical. Assim, aqueles
fenomenos de tamanho inferior ao passo horizontal devem ser filtrados e incluidos nos
coeficientes de viscosidade turbulenta horizontal como fenomenos de submalha. Nesse
caso, como em [VLA99|, a parametrizacdo para a viscosidade cinematica turbulenta
horizontal para as ESW 3D é determinada por:

vV, = al”

onde a constante « varia entre 0,002 cm?/3s! e 0,01 cm?/3s1, e toma-se L=Ax=Ay.

No caso da ETM 3D, os coeficientes de difusibilidade turbulenta horizontal tém
menos importancia e podem ser considerados constantes. Nesse caso os valores sao
tais que, para 0 < k <10, tem-se:

s~k

Para obter os coeficientes da viscosidade cinematica turbulenta vertical para as
ESW emprega-se a mesma abordagem de [SHE83] e de [VLA99], na qual o problema de
fechamento da turbuléncia reduz-se ao conhecimento da viscosidade turbulenta

vertical. Nesse modelo, emprega-se a hipotese de Prandtl que relaciona a viscosidade
turbulenta vertical com o gradiente médio das velocidades através do comprimento de

mistura vertical L, como:

v,= L[| (ou/oz) +(0v/oz) |
O comprimento de mistura representa uma média da escala dos vortices que

interagem com os fluxos e dependem da existéncia de uma camada limite no fundo e
na superficie. Pode ser obtido como L, =H [f(h/ H) ‘P(Ri)] onde a estratificacdo é

quantificada através do ntimero de Richardson R,, onde H é a profundidade total, e
h é a distancia até o fundo do corpo de agua e onde ‘P(Ri)zexp(—aRi) , com
a = 0,8. Algumas expressoes para estimar a funcédo f(h/ H ) , € uma comparacao

entre as parametrizacoes para o comprimento da mistura resultantes da escolha
dessas funcoes, podem ser vistas no capitulo 3 de [VLA99|. Na secdo 4.7 considera-se,

para efeitos de implementacdo neste trabalho, uma expressao alternativa a L, como

aquela empregada por [KIM94]. Uma discussao a respeito da fisica envolvida na
parametrizacdo semi-empirica da turbuléncia é como feita em [SHE83].

Os coeficientes de difusibilidade turbulenta vertical para a ETM podem ser
estimados, considerando, conforme [SHE83] e [VLA99], uma expressao como:

gv = VUIB(Ri)
onde ﬂ(Ri)=]/eXp(—7/'Ri), onde ¥y =1,2 e y=1,4. Quando o corpo de agua é
fortemente estratificado tem-se R, >0,8; quando 0,08 <R, <0,8, ele é parcialmente

estratificado; e quando R; <0,08, o corpo de agua é bem misturado.
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2.7.3 Condicoes de contorno

O modelo de parametrizacao de turbuléncia deve levar em conta as condicoes de
contorno do modelo hidrodinadmico e do modelo de transporte de substancias, pois
neles sdo fornecidos as CC do modelo de parametrizacao de turbuléncia, ja que estas
CC sao analogas as empregadas nesses modelos.

Note-se que as CC da ETM sao obtidas considerando-se que nédo ha fluxo na
superficie livre e na interface agua-sedimento, ja que ndo ha agua e/ou sedimentos
saindo ou entrando nessas fronteiras. As CC para as ECQMs sao obtidas observando
que, analogamente, ndao ha fluxo nessas interfaces. As expressoes especificas para
essas CC sao as discutidas nas secoes 2.3.1 e 2.4.1, para o caso do escoamento, e na
secdo 2.5.1 para o transporte escalar. Desse modo, na secdo 4.6 especificam-se as
condicoes de contorno para o modelo de turbuléncia discreto empregando o modelo
discutido na secao 2.7.2 e usando as CC estabelecidas para o modelo de escoamento.

2.8 Estudo de caso: Lago Guaiba

A principal motivacdo desta tese, enquanto aplicacdo, é a de simular os
complexos processos hidrodinamicos e de transporte de substancias que ocorrem em
corpos de agua, particularmente aqueles de lagos, regides costeiras e estuarios, dado
que € essencial conhecer a hidrodinamica local que controla o transporte de
substancias do corpo de agua. Por exemplo, nos sistemas estuarinos os processos de
mistura, circulacao e estratificacdo sao regidos por influéncias ditadas pela geometria,
salinidade e padroes de circulacao da regido costeira adjacente, e basicamente por trés
forcantes: a descarga de agua doce, as correntes de maré e a transferéncia de
quantidade de movimento através do cisalhamento do vento na superficie livre
([CAM99] e [MAN2001]).

Nesse ultimo forcante ha um acoplamento do atrito entre o vento e o corpo de
agua, onde a energia do vento € convertida para correntes através do atrito entre o ar
em movimento e a superficie da agua. A energia cinética da agua na superficie €
transferida verticalmente para baixo através do atrito dentro da coluna da agua.
Outros fatores importantes para determinar a hidrodinamica sao a inclinacao da agua
(gradiente de pressao horizontal) e o efeito de Coriolis.

O gradiente de pressdo horizontal age, colocando em movimento o fluido em
direcao as regioes de baixa pressado, e surge a partir dos gradientes espaciais da
pressdo na superficie da agua (o gradiente de pressao barotropico) e a pressdo no
interior do corpo de agua (gradiente de pressao baroclinico). O modo barotrépico nao
leva em conta os gradientes de salinidade e de temperatura.

No caso dos forcantes eles condicionam a circulacdo gravitacional (modo
barotrépico e modo baroclinico), a circulacdo residual e as correntes geradas pelo
vento, sendo que geralmente um desses padroes de circulacdo predomina em um
determinado sistema, mas os dois ou os trés tipos podem ocorrer simultaneamente ou
sazonalmente em um mesmo estuario [MAN2001]. Isso significa que nesses corpos de
agua, o modelo dindmico deve considerar os movimentos rapidos, causados pela ondas
de gravidade externa (barotropica), e os movimentos lentos, causados pela ondas de
gravidade internas (baroclinica) de correntes.

No modo baroclinico de movimento, as correntes fluem num sentido na camada
superficial e no sentido oposto na camada inferior. Tal estruturacdo ocorre
principalmente durante intrusées de massas de agua, sendo que a camada superficial
€ a de dominio da agua costeira, e a profunda € o dominio da agua do mar. No caso de
auséncia de variacdo de densidade o gradiente de pressdo horizontal € causado pela
inclinacdo da superficie. Esta componente do gradiente de pressao € chamada de
gradiente de pressao barotropico. A variacdo de densidade (efeitos termais) contribui
para o gradiente de pressao. Esta componente do gradiente € chamada de gradiente de
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pressao baroclinico. Os gradientes de pressao barotropicos e baroclinicos formam o
gradiente de pressao horizontal.

Note-se, porém, que nos sistemas estuarinos o transporte de substancias pode
nem sempre ocorrer na mesma direcdo do fluxo principal de agua, devido aos
complexos processos advectivos e difusivos de mistura. A dispersdo e adveccao de
massas de agua e de suas propriedades decorre basicamente de processos que
envolvem o movimento oscilatorio das marés, gradientes de densidade, cisalhamento
lateral entre massas de diferentes velocidades de corrente, atrito com o fundo, e
difusao turbulenta [MAN2001].

Além disso, os processos de erosao e ressuspensao apresentam particular
importancia na ciclagem de sedimentos em estuarios, pois promovem um aumento da
carga de sedimento em suspensdo (aumento do gradiente vertical), de forma a
intensificar o transporte advectivo e atuando na manutencdo da zona de maxima
turbidez estuarina [DYE88|. Também durante um ciclo de maré (marés enchente e
vazante) pode-se observar uma forte relacdo entre as velocidades das correntes e o
transporte e as concentracoes de sedimentos em suspensao [MAN2001]. E, os efeitos
episédicos de alta energia como, por exemplo, tempestades ou periodos de extremada
vazdo, apresentam particular importancia, pois podem movimentar, em um curto
periodo de tempo, uma carga sedimentar superior a verificada durante longos periodos
em condicoes normais [DYES8S].

Para obter quantidades fisicas como a elevacdo da superficie livre, velocidade do
escoamento, salinidade, coeficientes de viscosidade cinematica turbulenta vertical,
coeficientes de difusao turbulenta vertical, pressao hidrodinamica, coeficiente de atrito
no leito (bottom shear stress), coeficiente de atrito do vento (wind shear stress) €
necessario calcular, com o modelo hidrodinamico (ESW), os processos como: a
aceleracao local (inércia), aceleracao advectiva, aceleracdo de Coriolis, gradiente de
pressdo barotropica, gradiente de pressdo baroclinica, pressao hidrostatica e nao
hidrostatica, difusao turbulenta nas dire¢coes horizontal, viscosidade turbulenta vertical
influenciada pela estratificacdo da densidade, atrito no leito do corpo de agua, atrito do
vento.

No caso da equacdo do transporte escalar de substancias (ETM) € necessario
calcular os processos: da taxa local da variacdo de concentracdo, taxa advectiva da
variacdo da concentracao, difusdo turbulenta nas direcées horizontal, viscosidade
turbulenta vertical influenciada pela estratificacdo da densidade, viscosidade
turbulenta horizontal é parametrizada usando coeficientes constantes.

A aplicacdao especifica para o modelo computacional multifisica aqui
desenvolvido, o estudo de caso, € o Lago Guaiba. A opcao por utilizar o Lago Guaiba
como estudo de caso deve-se ao fato de que existem alguns dados da geometria e de
parametros fisicos para definir as condicoes iniciais e de contorno do problema de valor
inicial e de contorno. Além disso, existem modelos seqiienciais como o de Casalas
[CSL85], que estao calibrados e serviram de benchmark para orientar os primeiros
modelos paralelos desenvolvidos e implementados. Note-se, porém, que como o modelo
computacional somente foi verificado por experimentos numéricos especificos, nao
sendo, portanto, feito a calibracao e validacdo do modelo, aqui ndo sao apresentados
resultados especificos da simulacao de eventos do Lago Guaiba.

O Lago Guaiba se situa entre o chamado delta do Jacui e a Lagoa dos Patos, que
€ o mais extenso corpo de agua do sistema lagunar. Banha toda a regido metropolitana
de Porto Alegre e tem uma area de aproximadamente 468 km?2 e profundidade média
de 4,0m. Recebe contribuicdo das aguas do delta do Jacui (formado pela confluéncia
dos rios Jacui, Cali, Sinos e Gravatai). Com uma extensdo de aproximadamente 50 km,
o Lago Guaiba desagua na Lagoa dos Patos e apresenta secoes de até 15 km de largura
([SIL86] e [MEN98]). Situado entre os meridianos 50° e 55° Oeste e paralelos 28° e 35°
Sul, ele é importante para o transporte fluvial, a irrigacdo e o abastecimento de agua
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das cidades da regido, mas sofre constantes despejos de poluentes industriais e
domeésticos.

O Lago Guaiba, a Lagoa dos Patos e a Lagoa Mirim sdo corpos de agua com
caracteristicas bidimensionais que, interligados, formam o sistema costeiro lagunar da
Bacia de Sudeste. As Lagoas dos Patos e Mirim possuem areas aproximadas de 10.000
e 4.200 km?, e profundidades médias da ordem de 7,0m, respectivamente. O regime
hidrodinamico desse sistema lagunar, no qual o Guaiba esta inserido, € complexo
tanto na época de estiagem como na época de cheias. No periodo das cheias a Lagoa
dos Patos recebe, em meédia, 3.000m3/s do Lago Guaiba e no periodo de secas a
contribuicdo média € de 800m3/s. A fig. 2.2 ilustra uma imagem realistica do Lago
Guaiba. E importante destacar que, apesar de o modelo computacional ser aplicado ao
Lago Guaiba, ele independente da aplicacao.

Assim, um modelo computacional de alta resolucdo para regides altamente
complexas, como a mostrada na fig. 2.2, permite a simulacao de varios cenarios como,
por exemplo, os fendomenos de transporte de sedimentos como areia, sal, 6leo, entre
outros. Desse modo, os modelos hidrodinamicos e de transporte de substancias podem
ser empregados para o planejamento de atividades portuarias, de dragagens de canais
e de obras de engenharia, etc. Especificamente, pode-se empregar esses modelos para
[CAM99]:

1. o estudo da batimetria do corpo de agua a fim de verificar as possiveis variacoes
que o regime hidrodinamico sofrera quando da modificacdo desta batimetria em
funcédo de atividades como, por exemplo, de aprofundamento de canais de
navegacao;

2. a simulacdo da intensidade da poluicdo provocada por derramamentos de
produtos quimicos quando de acidentes com navios, oleodutos, atividades
portuarias, etc.;

3. a simulacdo de pluma de poluentes ao longo do tempo para identificar as
principais regides potencialmente atingidas;

4.  asimulacao dos efeitos de lancamentos de emissarios para a definicio de pontos
de lancamentos, além da verificacdo do desempenho de emissarios submarinos
de esgotos, entre outros;

S. a simulacdo de problemas que possam surgir do transporte de sedimentos e
areas de erosdo em canais de navegacao e pontos de lancamentos de lodo e/ou
de residuos sélidos;

6. o estudo das alteracoes nas correntes fluviais e/ou maritimas decorrentes de
obras portuarias ou costeiras, tais como molhes, cais, rampas, etc.

Portanto, dado suas potencialidades econdémicas, as margens dos estuarios, lagos
e regioes costeiras sdo densamente povoadas e sofrem influéncia direta ou indireta de
diversas atividades antropicas como, por exemplo, urbanas, recreativas, portuarias,
industriais, pesqueiras, etc., desenvolvidas ao seu redor ou ao longo de sua bacia de
drenagem. Um manejo racional demanda o entendimento dos varios processos
ecologicos, fisicos e quimicos envolvidos com a hidrodinamica e o transporte de
substancias nesses corpos de agua.

Essas questdes sao os principais elementos motivadores desta tese, enquanto
aplicacao. Note-se, porém, que enquanto pesquisa aplicada em Computacao Cientifica
Paralela, o objetivo deste trabalho € desenvolver esquemas numéricos e estratégias de
solugdo paralelas apropriados, sob o ponto de vista numérico e computacional, a
construcao de modelos computacional paralelos multifisica. Nesses modelos diferentes
fendomenos fisicos, dependentes ou nao entre si, sdo simulados no mesmo dominio de
definicdo, e de modo que suas escalas espaco-temporais sdo, geralmente, distintas.
Esse € a situacdo da hidrodinamica 3D e do transporte escalar de substancias 3D
como tratado neste trabalho.



FIGURA 2.2 - Imagem do Lago Guaiba obtida via varreduras feitas por sonar (extraido
de [EAS98)])
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3 Sistemas de coordenadas, valores nodais e malha

A malha na qual as equacgoes sao efetivamente resolvidas € chamada de dominio
computacional ou malha numérica. Transformacoes (mapeamentos algébricos) podem
transformar o dominio fisico arbitrario em um dominio computacional regular. Esses
mapeamentos sdo obtidos quando se empregam os métodos de transformacoes e de
geracdo de malhas ([THMS86], [KNU93] e [MAL9S]). Alguns modelos hidrodinamicos
com malhas construidas em coordenadas generalizadas sao os de [SHES83], [SHE89] e
[CHU96].

Em uma abordagem paralela, a malha é particionada e distribuida entre os
processadores disponiveis. Essa divisdo do dominio é efetuada por algoritmos de
particionamento que partem do principio que o dominio computacional pode ser visto
como um grafo. Aplicando-se algoritmos de particionamento de grafos pode-se reduzir
as comunicacoes entre os subproblemas e balancear a carga entre os processadores.
Além disso, quando se considera a plataforma disponivel necessita-se, no caso de uma
arquitetura heterogénea, de estratégias para mapear o grafo da aplicacao sobre o grafo
da arquitetura.

Essas questoes foram estudadas na dissertacdo de Elias César Araujo de
Carvalho, que desenvolveu seu trabalho no GMCPAD do PPGC-UFRGS, “Algoritmos e
Software para Particionamento de Dominios e Mapeamento em Clusters Heterogéneos”
[CAR2002], [CAR2002a] e sao, também, discutidas no capitulo 7. Nesse capitulo, mais
especificamente na secdao 3.5, se caracterizam os procedimentos que estao
relacionados com a geracdo e o armazenamento do dominio (dos subdominios
particionados) e cujos sistemas de equacodes sdo gerados de modo distribuidos.

3.1 Malha horizontal: espaco-alternada

Malhas numéricas sao caracterizadas tendo em vista a posicao relativa das
variaveis dependentes em relacdo a essas malhas. Sao possiveis varios arranjos dessas
variaveis, mas, para sistemas de coordenadas ortogonais, dois deles sdo os mais
comuns: o arranjo co-localizado e o alternado (ou desencontrado ou espaco-alternado)
((MAL95], [MES98] e [BRL2000]).

A escolha pelo uso de malha espaco-alternada deve-se ao fato de que as EDPs
tratadas neste trabalho sdo as equacoes shallow water (ESW) e a equacao do
transporte de substancias (ETM). Para essas EDPs, pode-se mostrar, como em
[MES76], [WAS86] e [MES98], que a malha de Arakawa tipo C é apropriada para a
construcao de esquemas conservativos via abordagem fluxo numeérico. Além disso, ao
desacoplar as variaveis que, entdo, ndo necessitam ser definidas no mesmo ponto,
reduz-se o tempo de processamento mantendo, o erro de truncamento como em
malhas nao alternadas. Uma desvantagem da malha espaco-alternada, em relacéo a
malha com arranjo co-localizado, € a complexidade adicional na implementacao
computacional, sobretudo para problemas 3D e para suas condicoes de contorno.

As variaveis dependentes, cujas posicoes relativas na malha de Arakawa C sao
como mostrado na fig. 3.1, tém os seguintes significados:

1. u e v sao as velocidades horizontais da agua nas direcoes X e Y ;
2. n € o nivel da agua acima de um dado valor de referéncia.

Além disso, as batimetrias h=H = H,, que sdo as profundidades da agua

abaixo de um certo nivel de referéncia, sdo posicionadas, respectivamente, com as
componentes u e v da velocidade horizontal. Ja o coeficiente de Chezy C, é

posicionado no centro da célula, com o nivel de agua. A concentracao de substancias S
€ posicionada no centro da célula.
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FIGURA 3.1 - Malha espaco-alternada Arakawa tipo C

Apresenta-se a seguir uma ilustracdo referente a aplicacdo ao Lago Guaiba dos
modelos computacionais desenvolvidos neste trabalho, objetivando destacar que a
topografia do leito do Lago Guaiba é complexa, indo de profundidades de 18m até
poucos centimetros (5 cm no nosso estudo de caso). Uma representacao para essa
complexa batimetria é aquela mostrada na fig. 3.2, que € gerada por uma malha de
880 pontos na direcdo X por 660 pontos na direcido Y. Todos os pontos sdo
equidistantes, pois tomou-se na malha horizontal nesse exemplo como Ax=Ay=50m
(arquivo Guaiba_50, que € aquele arquivo onde se toma Ax=Ay=50m na discretizacao
da geometria).

100 igalinhae
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FIGURA 3.2 - Batimetria do Lago Guaiba representada por 100 isolinhas

A batimetria, mostrada na fig. 3.2, foi obtida a partir de uma malha de pontos
resultante de processos de varreduras por sonar, combinados com procedimentos de
interpolacdo para obter os pontos ndo coletados no processo de varredura. Essa
imagem foi gerada utilizando o pacote IDRISE®, que € um sistema de informacao



48

geografica para processamento de imagens desenvolvido pela Graduate School of
Geography da Clark University. Seu representante no Brasil € o Centro de Recursos
Idrise, que esta vinculado ao Centro de Ecologia do Instituto de Biociéncias da UFRGS
[EAS98|. A fig. 3.2 foi gerada empregando a funcao contour do MATLAB®, a partir da
malha de pontos gerada pelo IDRISE®.

Note-se que, quando da aplicacao do modelo computacional ao Lago Guaiba, €
necessario, para efeitos de calculo, definir a localizacdo e a orientacdo da malha de
calculo na superficie terrestre. Fixou-se a latitude média de 30° sul e o angulo de 2420
(sentido horario) entre o eixo OY da malha e o norte geografico [SIL86]. Mas o indicador
de orientacdo (pontos cardeais) da fig. 3.2 é somente para chamar a atencdo para a
diferenca de orientacdo dessa figura em relacdo as outras figuras analogas como, por
exemplo, as fig. 2.2, 3.12, 7.2, 7.3 e 7.5.

3.2 Malha vertical

A malha numérica da fig. 3.1 refere-se somente ao plano horizontal, mas em
modelos 3D deve-se definir uma malha vertical. Nesse caso, a obtencado dessa malha
vertical impoe que se escolha entre:

1.  malhas fixas em coordenadas—z , como em [LEE89], [CAS92] e [KIM94];

2. malhas sigma (coordenadas—c ) que seguem o terreno, como em [SHES83],

[SON94], [SHE95], [LIY96], [MEL98a] e [VIL2000];

3. malhas r —adaptativas, que redefinem os nodos de acordo com critérios de
adaptatividade, como em [FOR99];

4. malhas isopycnal (coordenadas—p), que sdo as geradas por camadas com
densidade uniforme, como em [CAS97], [BLE98| e [CON98];

S.  malhas fixas em coordenadas—7 (coordenadas eta), como em [BLA94| e [KAL99],
que aproximam a topografia “em blocos”.

A escolha por esse ou aquele sistema de coordenadas vertical decorre da
necessidade de desenvolver esquemas numéricos que considerem o carater
multidimensional do corpo de agua e que incorporem a topografia do leito desse corpo
de agua. Alguns dos problemas que aparecem na simulacdo do escoamento multinivel
devem-se a incorporacédo da topografia do terreno ao modelo, sendo que os problemas
dependem da escolha da coordenada vertical introduzida nas equacoes dos modelos
[MES84].

Trés das coordenadas verticais mais populares sdo coordenada-z, a
coordenada—p e a coordenada—o . A fig. 3.3 representa trés regimes de escoamento
associados com uma dada coordenada vertical. A camada de superficie (misturada) é
representada usando coordenadas—z. O interior do corpo de agua é representado
usando coordenadas—p; e a camada do fundo ¢é representada wusando
coordenadas—o . A discussao neste trabalho a respeito desses regimes e de suas

representacoes através dos sistemas de coordenadas (x, Y, z) , (x, Y, O') e (x, Y, p)

segue aquela feita por [VLA99] e por [GRI2000].

No primeiro regime, ha uma camada de misturas de superficie que geralmente é
turbulenta e dominada pela transferéncia de quantidade de movimento, calor, agua
doce, etc. Esse regime geralmente € do tipo bem misturado na vertical através de
processos convectivos turbulentos 3D, e os processos envolvidos requerem fisica néao
hidrostatica que necessita de alto grau de resolucao vertical e horizontal para boa
representacao.

No segundo regime, ocorrem processos de transporte de substancias (traces) no
interior do corpo de agua, que ocorrem predominantemente ao longo de direcoes de
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densidade constante. Nesse regime as propriedades das massas de agua tendem a ser
preservadas ao longo das escalas espaciais e temporais.

O fundo do corpo de agua € representado no terceiro regime e age como um forte
forcante para acelerar as correntes de agua, o qual influencia diretamente o balanco
dinamico. Em um corpo de agua nao estratificado, o escoamento geralmente segue
linhas com constantes CD/ H , onde ® ¢ a forca de Coriolis, e H , a profundidade. No

caso de ser estratificado, a escala vertical efetiva é reduzida, e o controle sobre a
dinamica é reduzido. Também existem regides nas quais a intensidade das correntes
(overflows) e os processos da camada de contorno turbulenta no fundo (Bottom
Boundary Layer - BBL) agem para determinar as caracteristicas da massa de agua.

N/p

VA

o

FIGURA 3.3 - Trés regimes de escoamento associados com uma dada coordenada
vertical (adaptado de [GRI2000])

Outra consideracdo que € relevante para a escolha das coordenadas é
relacionada com a importancia do balanco hidrostatico e geostréfico para fluidos
geofisicos. Visando a obter acuracia numeérica e simplicidade analitica, € usual
descrever esses balancos com um conveniente conjunto de coordenadas.

Uma escolha para a coordenada vertical € a coordenada—z, que representa a
distancia vertical de uma superficie de referénciaem z =0 até z = —h (x, y) , que é o

leito do corpo de agua. Algumas das vantagens dessa classe decorrem, [GRI2000]:

1.  da simplicidade da discretizacao numérica que permite que esses modelos sejam
usados logo apés seu desenvolvimento inicial,

2. do fato de que, para fluidos de Boussinesq, o gradiente de pressdo horizontal
pode ser facilmente representado;

3. da simplicidade e da acuracia na representacdo da equacdo do estado para a
agua, que € nao linear e importante na determinacao das propriedades da massa
da agua;

4. do fato que a camada de mistura da superficie (surface mixed layer) é
naturalmente parametrizada usando coordenadas—z ;

S. e que, em geral, coordenadas—z fornecem um modelo util para representar
processos diabaticos.

Algumas das desvantagens de modelos—z, ou seja, de modelos em
coordenadas—2z , sao:

1. o fato de que a adveccao e a difusao de substancias dissolvidas (tracer) ao longo
de superficies de densidade inclinada no interior de corpo de aguas nao sao bem
representadas;

2. arepresentacdo e a parametrizacao da camada de contorno turbulenta no fundo
(BBL) € nao natural;

3. arepresentacao da topografia € dificil e ndo natural.
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Outra escolha para a coordenada vertical sdo coordenadas—p isopycnal que

consideram a densidade potencial referenciada com uma dada pressdo. Em um corpo
de agua adiabatico estratificado estavel, a densidade potencial é conservada
materialmente e definida como uma camada monotonica de fluido. Algumas das
vantagens dessa classe de coordenadas sao ([CAS97] e [GRI2000)):

1. o transporte de substancias no interior do corpo de agua tem uma forte
tendéncia para ocorrer ao longo das direcoes definidas pela densidade potencial
localmente referenciadas (ou seja, direcoes neutras), em vez de através. Assim,
esses modelos sao apropriados para representar a dinamica desses regimes, pois
as isopycnais sao razoavelmente paralelas as direcoes de densidade constante
(neutras), significando que essa coordenada é apropriada para escoamentos
estaveis e estratificados;

2. a topografia do fundo é representada de modo a evitar a necessidade de
distinguir o fundo do lado como feito por modelos -z ;

3.  as pesquisas atuais sobre a fisica de overflows sugerem que modelos—p podem
fornecer alguma vantagem sobre modelos—z na representacdo desses processos;

4. em fluidos adiabaticos, o gradiente de pressao horizontal pode ser facilmente
representado. Além disso, para fluidos adiabaticos, o volume (fluido de
Boussinesq) ou massa (para fluido ndo Boussinesq) entre isopycnais €
conservado.
Algumas desvantagens de modelos—p , ou seja, de modelos em coordenadas—p,

sao0:

1. ama representacdo dos efeitos de equacdes nao lineares;

2. o fato de que a coordenada—p gera um modelo inapropriado para a

representacdo de camadas misturadas de superficie ou BBL, pois essas camadas
de contorno sdo geralmente nao estratificadas.

Uma terceira escolha para a coordenada vertical € a coordenada—o que segue o
terreno (terrain-following), introduzida por Phillips em 1957 [MES98]. Essa coordenada
€ monotonica e define um mapeamento (transformacdo biunivoca) entre a
profundidade e o sistema coordenadas—o . Algumas das vantagens dessa escolha sao
[GRI2000]:

1. fornecem uma representacdo suave para a topografia do corpo de agua, com
isolinhas coordenadas concentradas em regides onde processos BBL sdo mais
importantes, fornecendo um modelo natural para parametrizar processos BBL;

2. os efeitos termodinamicos associados com a equacdo do estado sdo bem
representados;
Algumas desvantagens de modelos—c , ou seja, de modelos em coordenadas—o ,
sao:
1. as camadas de superficie misturadas (surface mixed layer) ndo sao tdo bem

representadas como em coordenadas—z. Isso decorre do fato de que as
distancias verticais entre os pontos da malha sdo, geralmente, crescentes na
direcao de regides continentais e, portanto, levando a camadas de superficies que
tém potencialmente menos resolucao vertical que a ideal;

2.  como em modelos—2z, a representacao da adveccao e da difusdao ao longo de
superficies de densidade inclinada no interior do corpo de agua nao é boa. Além
disso, € dificil a “re-orientacao” da fisica em escala submalha ao longo de direcoes
de densidade constante (neutras), pois quando a topografia € muito ingreme, as
superficies em coordenadas—o podem cruzar as diregdes de densidade
constante (neutras) em grandes angulos;
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3. modelos—o também ndo sao bons para representar de modo acurado o
gradiente de pressao horizontal, dado que as superficies o —constante ndo sao,
geralmente, horizontais. Assim, o gradiente de pressdo horizontal, que é
perpendicular a direcao vertical local definida pela gravidade, tem uma projecéo e
cruza a superficie coordenada—o . Isso provoca o aparecimento de forcas de
pressao puramente numeéricas que produzem correntes nao fisicas.

Note-se, entdo, que nao ha esquemas de discretizacdo do gradiente de pressao e
do calculo do geopotencial pela equacao hidrostatica que estejam livres desse erro e
que ndo resulte em um falso gradiente de pressdo. Para superar parte desses
problemas, Mesinger [MES84] definiu um novo sistema de coordenadas, as
coordenadas—77, no qual as montanhas consistem em malhas tridimensionais tipo

blocos (grid boxes). Veja em [MES84] ou [BLA94] a expressdo matematica e a
representacdo geométrica dessa coordenada.

Nesse sistema, as coordenadas verticais sdo definidas de tal modo que as
superficies permanecem em elevacoes fixas nos lugares onde tocam e definem a
superficie do solo. O sistema em coordenadas—7 € construido a partir de um sistema

de pressao de referéncia que considera a coordenada—o e as coordenadas x e y.
Assim, quando a pressao € funcao somente da altura geométrica z, e até um nivel que
inclui as montanhas mais altas, essa funcdo € igual a pressdo de referéncia, e as
superficies de coordenada—7 sao horizontais.

Entao, para qualquer escolha razoavel do esquema numeérico, nao havera erro no
gradiente de pressdao. Essa € uma caracteristica que somente pode ser obtida no
sistema coordenada—o para condicoes muito restritas, nas quais a inclinacao das
superficies coordenadas definidas coordenadas—7 sera pequena, e erros do gradiente

de pressao serao reduzidos [MES84]|.
Portanto, modelos em coordenada—7 tém como vantagem o fato de que as

superficies coordenadas sdo aproximadamente horizontais, reduzindo os erros nos
calculos de variaveis obtidas a partir de derivadas horizontais, ja que esses erros sao
significativos em regides de montanhas ingremes. A topografia do modelo é
representada em forma de degraus cujo topo coincide com a interface das camadas. A
altura de cada degrau € obtida através do valor médio das alturas maximas da
topografia dentro de cada quadrado de grade. Cada degrau possui um ponto de massa
no centro e quatro pontos de velocidade localizados nos vértices [KAL99]. Com essa
escolha, a malha vertical é a Arakawa tipo E.

3.2.1 Malha vertical e representacao da topografia
A representacao da topografia do fundo em modelos p e ¢ € acurada e nao

impoe distincdo entre o fundo e os lados do corpo de agua, permitindo a completa
representacdo do contorno. O uso de modelos em coordenadas—z impde essa
distincdo uma vez que sao usadas células retangulares com espessura fixa no fundo.
Porém, algumas representacoes da topografia de modelos—z podem superar alguns
dos obstaculos ao uso de coordenadas—z para representar topografias complexas.
Essas consideram, além da tradicional representacao em células cheias (full cell), duas
abordagens mais apropriadas que sdo as células cortadas (shaved cel) e as células
parciais (partial cell) [GRI2000].

Na abordagem célula cheia (full cel) as espessuras verticais de todas as células
sdo independentes da latitude e da longitude e, portanto, as células sdo completas. Na
abordagem célula parcial (partial cell), as espessuras verticais das células podem variar
de acordo com a topografia. Nesse caso, as alturas podem ndo preenche
completamente as células, mas continuam sendo retangulares. Na abordagem shaved
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cell, as células do fundo sao lineares por partes com a topografia, permitindo diferentes
alturas para os diferentes lados das células.

A abordagem full cell € a que produz mais erros. A partial cell simplifica a
abordagem computacional. Além disso mostra-se que essa abordagem representa a
topografia melhor que a abordagem full cell, mas nao tdo bem como a shaved cell. Mas
duas importantes caracteristicas sao mantidas tanto pelas células cortadas e como
pelas células parciais.

A primeira caracteristica refere-se ao refinamento da resolucdo horizontal.
Quando se refina a resolucdo horizontal sem alterar a resolucdo vertical, nao ha
melhora na representacdo da topografia via células cheias, mas a representacao via
células parciais ou cortadas € significativamente melhorada. A segunda caracteristica
refere-se ao refinamento da resolucao vertical. Quando a resolucao vertical é refinada,
mas a resolucao horizontal é fixa, os modelos que usam células parciais mostram
menos variacoes quando comparados com aqueles com células cheias. Isso significa
que a simulacdo com células parciais € mais robusta que aquela com células cheias. E
a robustez do modelo com esses refinamentos na resolucao vertical € importante,
devido a sensibilidades em processos overflow.

Assim, devido a “natureza—o ” das células parciais ou cortadas, analogamente ao
emprego da coordenada—o , aparecem dois termos quando do calculo dos gradientes
de pressao horizontal. Porém, em contraste com modelos em coordenadas—o , os
problemas gerados por esses termos sdo menores em modelos—z . Uma analise desses
termos, e de seus resultados, mostra que o erro do gradiente de pressao para células
parciais de modelos em coordenadas—2 pode ser desprezado.

Assim, o desenvolvimento e a implementacdo de modelos em “células parciais” ou
em “células cortadas” em coordenadas—z melhora a representacdo das complexas
topografias. Além disso, se considerada a questdo computacional, a abordagem em
células parciais € particularmente interessante, dado que concilia a simplicidade
computacional com uma boa representacdo da topografia. Portanto, nos modelos 3D
desenvolvidos, a escolha recaiu na coordenada—z, onde o sistema de coordenadas

definido € o (x, Y, z) , com células parciais. Com essa escolha, a topografia é reduzida

a uma série de paralelepipedos, e o fundo continuo é representado no plano X-Z como
nas fig. 3.4 (a) e (b) e cuja localizacdo das variaveis dependentes pode ser vista na fig.
3.6.
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_— célula parciaz /> P

FIGURA 3.4 -(a) Dominio fisico; (b) dominio computacional em coordenadas
Cartesianas no plano X-Z
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Assim, neste trabalho empregou-se nas discretizacdoes que a malha 3D é a
Arakawa C em coordenadas—z. O posicionamento das variaveis nessas células e,
portanto, como representado na fig. 3.5. Em funcao dessa escolha, a malha 3D

consiste de células definidas por (Ax, Ay,Az; ) Se as alturas das faces da célula nao

sdo completamente formadas de agua, como no caso de algumas células adjacentes ao
leito e/ou da superficie livre, tomam-se como espacamento vertical as alturas da
coluna de agua nessas faces.

Em uma célula 3D, € necessario especificar seis vetores velocidades, um para
cada face, cada qual com trés componentes de velocidade (direcao X, direcao Y, direcao
7). Assim, foram especificadas as dezoito componentes, usando as condicoes de
deslizamento completo, de deslizamento parcial e a condicdo que ndo ha penetracio.
Para especificar essas CC, observa-se que, na malha horizontal, os niveis de agua sao
definidos no centro da célula, mas as componentes (u,v,u) da velocidade estao
definidas, respectivamente, na face direita, de tras, e superior da célula, conforme
ilustrado pela fig. 3.5.

N
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FIGURA 3.5-Célula 3D no sistema de coordenadas (x, Y, z) e considerando os

espacamentos (Ax, Ay,AZZ) (adaptado de [LEE89))

X \

FIGURA 3.6 - Localizacao das variaveis dependentes no plano X-Z



54

Note-se que o espacamento vertical na ultima camada (a primeira camada de
cima para baixo na coluna de agua) é denotado por Az; e depende da posicdo da

camada k em relacéo a superficie livre que pode variar no nivel de tempo t". Nesse
caso, no calculo dos espacamentos entre as diversas camadas que compoem o vetor

T
AZ :(Az;},...,Azm) , deve-se considerar o nivel de agua. Para melhorar a

estabilidade numérica, os espacamentos Az;, € Az, das camadas superior e inferior,
sdo menores que os espacamentos das camadas interiores. Assim, denotando os
espacamentos nas camadas superior e inferior por Az, e Az, , a altura total por H,,

o numero de camadas por N, e a razdo entre as camadas por D, as alturas das
camadas sdo tais que Az, =Az,=Az, /D, e sdo calculadas como:

Az, N Az, DH,
D 2+D (N - 2)
Neste trabalho tomou-se D = 3, de modo que a primeira e a Ultima camada tem

1/3 da altura das camadas interiores. Quando o modelo tem apenas duas camadas as

alturas sao iguais. Dependendo do nuimero de camadas especificadas as espessuras
dessas camadas variam de alguns metros até 0,05m, que é a profundidade minima
especificada neste trabalho. Essa profundidade minima néo €, a rigor, necessaria mas
€ definida para evitar instabilidades numeéricas que podem surgir quando o regime do
escoamento € ndo permanente. Nesse caso, dado que a ultima camada varia no espaco
e no tempo, pode-se ter situacoes em que células podem ter alturas negativa. Uma
solucdo para esse problema é impor para as células cuja profundidade minima seja
menor que, por exemplo, 104 m, sejam consideradas células secas, e implementar
algoritmos para essas areas passiveis de secarem ou de serem alagadas, como
discutido na secao de trabalhos futuros.

+Az, (N-2)=H,,ouseja, Az, =

3.3 Valores nodais e variaveis dependentes
No caso 3D, as variaveis dependentes discretas sdo definidas considerando que:
N _ € o namero de células da j€sima coluna, percorrida na i€sima linha e na k-€sima

camada; N , € 0 numero de células da i-€sima linha, percorrida na j€sima coluna e na

k-€sima camada; N, € o numero de camadas verticais; n € o nivel de tempo. Assim,
as posicoes dos valores nodais nas células sdo como:

def

x, =1Ax ,1<i<N,
def . .

y; = jAy ,1<j<N,
def

z, = kAz; ,1<k<N,
def

t" = nAt ,nell

Os valores nodais do nivel de agua, da concentracdo das substancias e das
componentes das velocidades horizontal e vertical sdo definidos por:
def
n —

i, j.xo) n(xi—%’yj—%’zk—%’nAt)

n((i-/)Ax,(5- /) Ay, (k- /) Az, nAt)
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def

S’:Jk = S(xi_%,yj_%,zk_%,nAt)
=S((i- %) Ax,(j- %) Ay, (k- ) Az, nAt)

def
u(i+yjk) = u(xi,yj_y,zk_y,nAt)
u(idx,(j- %) Ay, (k- 1) Az,nAt)

&
~

H/Jk v(xly’yj:zk /,nAt)
v((i

- 4)Ax, jAy, (k- %) Az,nAt)

QU

ef
Wi jksy) = w(xify’yjfyaanAt)

= w((i- %) Ax,(j- %) Ay, kAz,nAt)

As condicdes iniciais em t°=0 podem, por simplicidade, ser definidas

considerando que o escoamento encontra-se em repouso. Mas essa ndo € uma
condicao necessaria. As condicoes iniciais sao definidas por:

M= 770( l%,yj%,zk%,O); 1<i<C; 1< j<L;1<k<M

S =So (XiyppUs 4y Zh4,0) 5 1<0<C5 1< <L 1<k<M

(i,4,k)

n=0 . : . ! .
W = uo(xl,yjy, k/,O) 0<i<Cy; 1<j<L;1<k<M
p° 0 =Vo (xi%,yj,zk%,O); 1<i<C;; 0<j<L;1<k<M
n=0 . ; . / .
w, +y)_wo(xl._%,yj_%,zk,o), 1<i<C; 1<j<L; 1<k<M

onde Cj € o numero efetivo de células da j€sima coluna percorrida na i€sima linha,

na k-ésima camada; L, é o numero efetivo de células da i€sima linha percorrida na j-

ésima coluna, na k-ésima camada.
Note-se que a malha 2D é um caso particular do caso 3D, pois os valores de
U,V , n e S no nivel de tempo n, as condicdes de contorno e as condi¢oes iniciais

especificadas no tempo inicial t°=0 séo definidos simplesmente suprimindo a
coordenada k e nao especificando a velocidade vertical w.

3.4 Condicoes de contorno discretas

Neste trabalho, foram especificadas condicoes de contorno para as ESW e a ETM.
A solucao da ETM requer a especificacao de CC de Dirichlet e de Neumann. Na CC de
Dirichlet, especifica-se uma concentragcdo em um periodo especifico de tempo, o que
significa o fornecimento ou a retirada de massa do dominio. Na CC de Neumann, o
gradiente € normal a fronteira, impondo a necessidade de nela se especificar um fluxo.
Como nas fronteiras laterais abertas assume-se que o fluxo advectivo domina o fluxo
dispersivo (conforme discutido na secao 2.5.1), considera-se na fronteira inflow CC tipo
constante (Dirichlet) e fronteira outflow CC tipo gradiente nulo (Neumann). Esta tltima
CC permite que a concentracdo saia do dominio sem acumular-se na fronteira, como
pode ser visto na fig. 3.18.

No caso das ESW, as condi¢des de contorno podem ser do tipo laterais abertas
(inflow e outflow), que neste trabalho, sdo definidas em termos de niveis de agua ou
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vazao. Outras fronteiras sao: laterais fechadas, superior e inferior. Nas fronteiras
laterais fechadas considera-se que nao ha fluxo (no flux condition) e ha deslizamento
(full-slip condition). Na fronteira inferior considera-se que nao ha fluxo e ha
deslizamento parcial (partial-slip condition), dado pelos termos de atrito na interface
agua-sedimento. No caso da fronteira superior, também se considera o deslizamento
parcial, e a CC é dada pelos termos de atrito na interface agua-superficie livre. Assim,
as CC sao definidas empregando as notacoes:

1. asfaces em relacdo a célula sao denotadas por: U = superior; L = inferior; S = sul;
N = norte; E = leste; W = oeste;
2.  as velocidades em paredes solidas sdao dos tipos nao escoamento (NF), onde a

velocidade normal € nula, ou deslizamento (D), ou deslizamento parcial (DP).

Dessas definicoes e/ou notacoes, em respeito a célula 3D, como nas fig. 3.5 e 3.6,
nessas fronteiras laterais fechadas, inferior (interface sedimento-agua) e CC superior
(superficie livre), deve-se definir, respectivamente:

E(%D,U&D,LU(DD)E(]V_F,D,D) ’ W(%E’U(DE71'U(DE)E(M7D7D)
Sty Vi, » W, |5(DNF,D) , Ntk Uy » W, )=(D,NF, D)
Lt Vi, » Who, ) =(DP,DP, NF) € Uty Uy , W, |=(DP, DP, NF)

Assim, as velocidades discretas (u,v,u) que nao estdo localizadas nas fronteiras
leste, oeste, norte, sul, superior e inferior podem ser calculadas considerando a
localizacao das variaveis dependentes para as velocidades tangenciais nas fronteiras e
a localizacao das variaveis dependentes para as velocidades normais nas fronteiras.
Detalhes podem ser vistos em [RIZ2002a]. Outras CC como, por exemplo, reflectiva,
absorvente, periodica, etc. podem ser vistas em [PIE84]|, [ZON97], [MAT99] e [RIZ99].

Note-se que nas células internas adjacentes as fronteiras do dominio, deve-se
obter aproximacdes diferenciadas para os termos constituintes das equacoes, pois
nessas células esses termos nao sdo aproximados como o sdo nas outras células
internas aos dominios. Pode-se suprimir apropriadamente alguns termos das equacoes
e/ou empregar formulas de extrapolacdo, como em [AND95], [HUN95] e [HUN9g],
considerando-se o esténcil computacional. No capitulo 6, trata-se detalhadamente
dessas questoes.

3.5 Dominios computacionais

O método de discretizacao adotado neste trabalho para obter as EDPs na forma
discreta foi o das diferencas finitas, e os esquemas numéricos foram construidos sobre
a malha espaco-alternado a equiespacada mostrada na fig. 3.1. Essas escolhas
determinam uma certa restricao ao tratamento mais realistico, que € dado quando do
emprego de elementos finitos ou de volumes finitos sobre malhas nao estruturadas,
para regioes com geometria e batimetria complexa. Contudo, a técnica de discretizacao
de dominios gerais via diferencas finitas, como discutida em [GER85] e [CUM2000],
fornece uma boa representacdo para regides arbitrarias e, por esse motivo, ela é
empregada neste trabalho.

3.5.1 Configuracoes geométricas e enumeracao

Dominios retangulares discretos sdo como representados pela fig. 3.7. Nela se
pode notar que os valores em negrito nas células sombreadas sdo os indices
associados com os valores nodais internos, enquanto os valores nao negritados sao
indices associados com os valores nodais na fronteira do dominio.
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5.1 5.2 5.3

4.0 4.1 4.2 4.3 4.4

3.0 3.1 3.2 3.3 3.4

2.0 2.1 2.2 2.3 2.4

1,0 1.1 1.2 1.3 1.4

0.1 0.2 0.3

FIGURA 3.7 - Dominio retangular de dimensao 4 x 3

A matriz dos coeficientes dos sistemas de equacdes lineares para esse tipo de
dominio retangular é estruturada e regular, tendo a forma de “blocos diagonal
principal” e “blocos diagonal superior e inferior”. A representacdo matricial para o
dominio da fig. 3.7 € como na fig. 3.8, onde “F”, “S”, “D”, “E” e “C” representam os
coeficientes do sistema de equacodes (6.1) apresentado no capitulo 6 e, que sado obtidos
considerando um esténcil como o apresentado na fig. 3.9 b).

n+l

cl,l D1,1 Sl,l ¢1,1 Bfl *El,l {,‘31 *FM gjl
E1,2 C1,2 D12 Sl,2 ¢1,2 Bf,lz - F1,2¢(;l,£1
E1,3 c1,3 SI,S ¢1,3 Bﬁs - D1,3 131 - F1,3 g,;l
Fz,l C2,1 D2,1 S2,1 ¢2,1 B;l,l - E2,1¢2n,51
FQ,Q E2,2 c2,2 Dz,z Sz,z ¢2,2 B;z
F2,3 E2,3 C2,3 Sz,3 o ¢2,3 _ B;l,s - D2,3¢£:11
F3,1 Cs,l D3,1 SS,I ¢3,1 B;,1 - E3,1 3%1
F. 3,2 E3,2 C3,2 D3,2 S3,2 ¢3,2 B;;
Fs,s Es,s c3,3 Ss,s ¢3,3 B;,3 - Ds,s sn,zl
F4,1 C4,1 D4,2 ¢4,1 B:Il,l - E4,1¢:61 - s4,1¢;,;1
F4,2 E4,2 C4,2 D4,2 ¢4,2 B:,g - S4,2 5"51
F4,3 E4,3 C4,3 ¢4,3 B:,s - D4,3¢:;11 - S4,3¢;§1

FIGURA 3.8 - Representacdo matricial, via ordenacéo natural, para o dominio da fig.
3.7, discretizado com um esténcil de 5-pontos

Note-se, porém, que essa representacdo € limitada, pois apenas considera
dominios retangulares e, conseqlientemente, matrizes regulares. Uma representacdo
mais apropriada € aquela que considera dominios gerais [CUM2000], nao retangulares
e cujas fronteiras sdo irregulares, e que tem ilhas e istmos no seu interior.

Um dominio nédo retangular €, por exemplo, como aquele mostrado na fig. 3.9 a),
onde esse subdominio ndo retangular pode ser um “recorte” de um dominio maior,
resultante da aplicacdo de um algoritmo de particionamento de grafos como discutido
na secao 7.3.1. Nesse caso, a matriz dos coeficientes do sistema de equacdes € do tipo
estruturada e irregular, e € como dada na fig. 3.10. Note-se que a estrutura e a
regularidade da matriz, no caso de dominios gerais, advém da aplicacdo dos algoritmos
de particionamento de malha (grafos).

As células internas ao subdominio tém sua numeracdo destacada em negrito,
enquanto as células externas nao o tém. Suponha, nesse exemplo, que todas as
fronteiras sejam abertas e internas ao dominio global, exceto a face “F” da célula (3,1)
que coincide com uma fronteira aberta verdadeira do dominio onde se tem uma
situacao outflow. Considerando, também, que nas fronteiras que obedecam a condicao
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de serem interna e aberta sejam especificadas CC de Dirichlet, e na fronteira contorno
e aberta (a face “F” da célula (3,1)) seja especificada a CC de Neumann, considerando-
se o gradiente nulo.

5.2

4.1 4.2 4.3

3.0 3.1 3.2 3.3 3.4
' E C D

1,2 1,3 1.4 1.5

outflow

] 0.4 a) b)

[
»

FIGURA 3.9 - Dominio nao retangular com CC tipo Dirichlet em todas as faces, exceto
a face Fda célula (3,1), onde se tem CC tipo Neumann

Nesse caso, para montar o sistema de equacdes um procedimento varre todas as
células testando se as fronteiras sado dos tipos interna ou contorno e, se sao do tipo
aberto ou fechado. No caso do exemplo em discussao, identifica-se quais sdo as faces
interna e aberto entre os tipos “F”, “S”, “D” e “E” como denotadas pelo esténcil mostrado
na fig. 3.9. b). No caso especifico da cé€lula (4,2) ela tem como fronteiras as células (4,1),
(4,3) e (5,2). Os valores das variaveis nessas cé€lulas sao conhecidos no passo de tempo
anterior, e portanto, podem ser empregadas para estabelecer a CC de Dirichlet.
Considerando a linha especifica dessa célula, o vetor dos termos independentes fica
como:

B;L,Q - E4,2¢2,1 - D2,2¢2,3 - S4,2¢5",2
sendo os demais casos analogos. Note-se que, neste trabalho, denotam-se os
coeficientes “F”, “S”, “D”, “E” e “C” do sistema de equacoes com uma ordenacao relativa
a célula “C”. Assim, Eup indica o coeficiente a esquerda de Cupg; Dug indica o
coeficiente a direita de Cupo e Sy indica o coeficiente acima de Cup. Os coeficientes
gerados sdo como aqueles discutidos no capitulo 6.

As células que sejam do tipo contorno aberto e cuja CC seja do tipo gradiente nulo
sdo tratadas observando que para essa CC indica que a taxa de variacdo espacial da
quantidade fisica envolvida € nula na face entre o limite do dominio computacional,
como discutido na secao 2.5.1. Assim, para uma variavel ¢, tem-se

8¢/8yD(¢(i7j)—¢(i_l,j) /Ay)zO e, portanto, ¢, ,=¢,, . Especificamente para o
exemplo acima tem-se ¢, =¢,,, € nesse caso, na montagem da matriz dos

coeficientes tem-se:

Ca,1¢(n+1 + F3,1¢(2j)1 = (C3,1 + F3,1)¢n+1

3,1) (3,1)

significando que se deve adicionar ao coeficiente C da célula (3,1), o coeficiente “F” da
célula (3,1) (note-se que o coeficiente “F” tem sinal negativo, como pode ser visto na
secao 6.1 e, portanto, deve-se aqui considera-lo com o sinal “+”), sendo que nesse caso
esse termo ndo entra no vetor dos termos independentes. A matriz dos coeficientes
para esse exemplo € como dada na fig. 3.10.
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C1,4 Sl,l ¢1,4 B1r,L4 - E1,4¢1r,13 - D1,4¢1r,ls - E,4¢g,4
C2,2 D2,1 82,1 ¢2,2 B;,Q - E2,2¢2n,1 - }?2,2¢17,12
E2,2 C2,3 D2,2 Sz,z ¢2,3 Bg,s - F2,3¢1r,ls
F2,3 Ez,s C2,4 y ¢2,4 _ B;A - D2,4¢2n,5 - Sz,4¢3r,l,4
C3,1 + F3,1 D3,1 ¢3,1 B:;l,l - E3,1¢;,o - Ss,1¢:,1
F3,2 E3,2 C3,2 D3,2 83,2 ¢3,2 ng
Fs,s Es,s Cs,s ¢3,3 B;l,a - D3,3¢3n,4 - Ss,sﬂl,s
E},l C4,2 ¢4,2 B:,Q - E4,2¢f,1 - D:,2¢f,3 - S4,2¢sr,1,2

FIGURA 3.10 - Representacdo matricial para o dominio da fig. 3.9 a), considerando-se
os seus tipos de fronteiras e de CC

3.5.2 Armazenamento: estruturas de dados

Note-se que os procedimentos de montagem e geracdo das matrizes e das CC nao
sdo apenas importantes para especificar as CC para o dominio global, mas também
para estabelecer as CC entre as fronteiras artificialmente criadas para obtencédo da
solucdo paralela via decomposicdo de dados, de modo a identificar as células da
fronteira e as células internas a cada subdominio visando a assegurar a continuidade
da solucao e de suas derivadas entre os subdominios.

Dominios arbitrarios sao representados, neste trabalho, através do emprego de
uma estrutura de dados que descreve o dominio computacional ndo retangular de
modo a gerar matrizes estruturadas, porém irregulares, permitindo a representacao
para regides nao retangulares com ilhas e istmos no seu interior.

Na descricao do dominio computacional, emprega-se como unidade basica uma
estrutura chamada de “linha de calculo”, que descreve um conjunto de células do
dominio computacional pertencentes a uma determinada direcdo coordenada. No caso
da direcao X, essa estrutura descreve as células que pertencem a mesma linha e que
sdo contiguas. Cada linha de calculo contém o ntimero da linha do grupo de células,
coluna inicial, coluna final e as CC de ambas as extremidades do grupo de células. De
modo analogo, para descrever a estrutura de vizinhanca das células na direcdo Y é
utilizada uma estrutura chamada “coluna de calculo” que contém, para cada grupo de
células contiguas pertencentes a mesma coluna, a linha inicial do grupo, linha final do
grupo e as CC da extremidade superior e inferior do grupo de células.

Estando definida essa estrutura, o dominio computacional completo & descrito
através de uma lista de linhas e uma lista de colunas de calculo. A partir dessa
descricao do dominio computacional obtida de um arquivo com a descricao do
dominio, é alocada uma malha tridimensional contendo todas as células, cada uma
das quais contém as variaveis do modelo como as componentes da velocidade, o nivel
de agua e a concentracao de poluente.

Dado o esténcil utilizado para as aproximacoes, a matriz de coeficientes gerada é
esparsa, contendo, além do elemento da diagonal principal, até quatro outros
elementos por linha. A matriz € armazenada no formato CSR (compressed sparse row),
que é um dos formatos mais efetivos para o armazenamento de elementos nao nulos
de matrizes grandes e esparsas. Outros formatos de armazenamento de matrizes
podem ser vistos em [BAR94], [JUD96] e [SAA96).

O formato CSR, cujo exemplo pode ser visto na fig. 3.11, armazena apenas os
elementos ndo nulos de uma matriz esparsa (e ndo simétrica) e sua estrutura é
baseada em trés vetores: um vetor (val) do tipo do dado da matriz e dois vetores
(col_ind, row_ptr) de tipo inteiro, onde:
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1. val: armazena os valores da matriz da esquerda para direita e de cima para baixo;
col_ind: armazena a coluna da qual os valores contidos em “val” foram obtidos na
matriz;

3. row_ptr. armazena os ponteiros que indicam quantos valores nao nulos cada

linha possui. A primeira posicao desse vetor recebe o valor “1”, a segunda posicao
recebe o valor da posicao anterior somado com o numero de elementos nao nulos
da primeira linha do vetor e assim sucessivamente.

10000 -2 0
3 900 0 3

o 787 0o of| va |10]2][3|9[3]|]7|8[7]3.9][3[4[2]-1
3 08 7 5 oleobind| 1 [5]1]2]6|/2[3[4[1.5[/6]2[5]6
0809 1 3 | rowptr | 1 |3 | 6|9 13 ] 17 | 20 |

0 400 2 -1) 4 b)

FIGURA 3.11 - Formato CSR, a) exemplo para uma matriz esparsa As.s; b) estrutura de
dados empregada para armazenar os elementos nao nulos da matriz
exemplificada no item a)

Neste formato nao considera qualquer informacdo sobre a estrutura da matriz e
armazena os elementos nao nulos em posicoes contiguas na memoria Porém, o
formato CSR nao é computacionalmente muito eficiente para matriz de dimensoes
modestas, pois necessita de enderecamento indireto para quaisquer operacoes. Se n é
o numero de elementos ndo nulos da matriz, esse formato é econémico, pois, em vez de
armazenar N2 (onde N é a dimensdo da matriz) elementos, necessita-se de n + N +1
posicoes.

Como o procedimento de geracdo da matriz é feito apés o particionamento do
dominio, as partes do sistema de equacoes (e as submatrizes locais) sdo geradas em
paralelo e ja estao distribuidas. Desse modo, cada processo possui a sua parte do
dominio ou da matriz global, e sua parte do vetor das incéognitas, necessarios para
calcular o produto matriz por vetor, e as demais operacoes em algebra linear, durante
a solucao iterativa via algoritmo do gradiente conjugado.

Note-se, porém, que como foi usado o esténcil de 5-pontos para construir os
esquemas numeéricos que geram os sistemas de equacoes SDP que sao resolvidos via
GC, € necessario um esténcil (halo) de uma célula nas fronteiras dos subdominios. A
geracdo e o armazenamento desses esténceis devem ser feitos considerando-se que as
células dos esténceis sdo utilizadas em duas situacgoes.

Na primeira situacdo objetiva-se a assegurar a continuidade da solucdo nas
fronteiras artificiais quando da obtencado da solugdo paralela via decomposicdo de
dados. Nesse caso considera-se para essas células dos esténceis que as CC sao outflow
e do tipo gradiente nulo de modo que essas células sao adicionadas ao termo “C” na
matriz dos coeficientes, como discutido anteriormente.

Na segunda situacdo os esténceis sdo necessarios para obter os pré-
condicionadores via decomposicido de dominio. Nesse caso, o uso do MDD aditivo de
Schwarz requer que, a cada iteracdo do GC, os valores dos esténceis entre as células
adjacentes sejam trocadas a fim de estabelecer CC homogéneas.

Porém, dado que os dominios sdo nao retangulares, as células do esténcil estao
distribuidas de modo ndo ordenado entre os processos deve-se estabelecer uma
estratégia a fim facilitar o armazenamento das células que sao adjacentes internas as
fronteiras do subdominio (“esténcil ou sobreposicao interna”), e que sao as células que
necessitam receber a identificacdo e o conteudo das outras células que, sdo adjacentes
internas as fronteiras dos outros subdominios (“esténcil ou sobreposicao externa”). A
fig. 3.12 que ilustra um exemplo para as células internas e para os esténceis interno e
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externo do subdominio em destaque, de modo que estdo identificadas as enumeracoes
das células e seus conteudos.

Dy
TR RN
nn e

ol e

LR
w

V133 | IH | 135 | 130 | 15T | 138 Q178 | 170

137 | 128 | 122 | 130 | 131 ) 132 172 | 173

50 | 51 o | o1 | 92| 93| 9] 95 |1 | 167 2L
45 | 46 | 83 . g9 |1 12
40] 41 | 75 : g2 | 115 | 118
35 36 | o0 PRl 75 | 1oe | 110
30 31 | 52 | . . b6 68 | 104 | 108

o526 [ssse |57 | 5o | so[co]er |00 famn]| =S

14| 15 g 16 | 17 | 18 | 12 | 20 | 11 %6 | 97

FIGURA 3.12 - Subdominio gerado pelo particionamento gercado pela biblioteca
METIS, onde se destacam as células internas e suas enumeracoes, €
as células das fronteiras e suas enumeracoes

Isso significa armazenar as células, ou seja, os elementos da matriz e do vetor
das incognitas, necessarias para calcular o produto matriz por vetor, e caracterizar as
comunicacdes para a solucdo paralela, via decomposicdo de dados, do sistema de
equacoes, e para obter o pré-condicionador, via decomposicdo de dominio. Nesse
ultimo caso, o pré-condicionador € obtido de modo distribuido, e essa abordagem gera
o método Krylov-Schwarz de solucao, discutido na secao 7.8.

A solucao adotada foi aquela discutida em [SAA2002] e [PIC2002a], onde se tem
uma estrutura de armazenamento baseada na enumeracdo das células do dominio,
que é global mas gerada localmente para cada subdominio, como ilustrado na fig. 3.12.
A estratégia baseia-se no fato de que na operacao produto matriz por vetor, as células
da matriz que sdo multiplicadas por células do vetor que ndo sao esténceis interno, sao
aquelas que pertencem a algum esténcil externo. Desse modo, armazena-se
separadamente e em forma de vetores, para cada subdominio, as partes da matriz que
pertencem aos esténceis. Assim, as partes da matriz correspondentes a esses esténceis
estdo associadas aos vetores recebidos na comunicacdo, e a um vetor contendo a
enumeracdo da posicdo onde os resultados das operacdes matriciais devem ser
colocados. A ordem em que estes vetores sdo recebidos € aquela definida pela
numeracao do esténcil externo, e a posicdo onde o resultado € colocado é aquela
definida pela numeracéao do esténcil interno.

Assim, a multiplicacdo matriz esparsa por vetor € dividida em duas partes. Ou
seja, Ax = Ax + Ax onde Ax denota a parte desse produto matriz x vetor

cel_int cel_est ? cel_int

em que apenas se consideram as células internas ao dominio (células computacionais
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locais), e onde Ax

e denota a parte desse produto matriz por vetor referente aos
esténceis (ou sobreposicoes) externos que pertencem aos processos vizinhos (células

computacionais que constituem as fronteiras adjacentes externas ao subdominio).

Essa estrutura facilita a incorporacdo dos pré-condicionadores baseados em
decomposicdo de dominio, bem como a especificacdo das CCs tipo outflow na
abordagem decomposicao de dados. Note-se, portanto, que o produto matriz por vetor
em paralelo consiste nas trocas dos “esténceis internos e externos” entre os
subdominios, na realizacdo dos produtos matriz por vetor local (cé€lulas internas), e a
realizacao dos produtos matriz por vetor externo (células das células adjacentes
externas aos subdominios). Além disso, como as comunicagoes (troca dos esténceis) e
os produtos matriz por vetor local sdo independentes, eles podem ser sobrepostos,
fazendo-se essas comunicagoes e computacoes simultaneamente usando, por exemplo,
troca de mensangens e threads.

3.5.3 Regioes nao retangulares: método ADI

A técnica Alternating Direction Implicit (ADI) reduz a solucdo de um problema
multidimensional a solucao de problemas unidimensionais. O caso 2D € formado a
partir de duas “subsolucdes”, uma para cada direcdo coordenada. O caso 3D é
formado a partir de trés “subsolucoes”, uma para cada direcdo coordenada. Essas
solucoes sao obtidas empregando o algoritmo de Thomas para resolver os sistemas de
equacoes lineares através de uma varredura linha a linha e outra coluna a coluna
(problema 2D).

Essa abordagem foi extensamente desenvolvida e aplicada na solucao de
problemas nos trabalhos pioneiros de Leendertse ([LEE67], [LEE70] e [LEE71]), pois
permite combinar a eficiéncia computacional do algoritmo de Thomas (de O(N)), com as
boas propriedades de estabilidade do esquema numeérico (semi-implicito), além de
permitir uma boa representacdo de ilhas, istmos e outras conformacdes irregulares.
Isto porque a malha pode ser alocada e resolvida de modo a englobar somente a regido
de interesse que € definida por conjuntos das linhas e das colunas, como pode ser
observado na fig. 3.13.

A malha computacional é vista como uma colecdo de células, em cada uma das
quais, define-se o contorno fisico para cada um de seus lados, que pode ser fechado,
aberto interno e aberto no contorno da regido. O arranjo desses trés tipos produz nove
espécies de células e a especificacdo de oito tipos de condi¢cées de contorno, que séo
incorporadas aos sistemas de equacdes lineares, como feito em alguns dos modelos
2D, em nossos trabalhos, e por [CSL85], [SIL86] e [KAP98].

As duas meias solucoes sao obtidas através de varreduras, a cada meio passo de
tempo, nas direcoes X e Y. Os sistemas de equacdes gerados para a varredura na
direcao X, que ¢é feita no nivel de tempo [n, n+ %] , sdo 3-diagonal. Tais sistemas de

equacdes sdo, para uma linha genérica j, formados a partir do acoplamento das
equacoes da continuidade e da conservacdo da quantidade do movimento para a

direcao X, que sao definidas, respectivamente, nas localizacées (i, J ) e (i +%,J ) .

Nessa situacao, os dominios formados por uma colecéo de linhas e uma colecao
de colunas permitem a representacdo de dominios nao retangulares sem um
tratamento especial. Para cada uma dessas linhas e colunas é formado um sistema de
equacoes, sendo necessario, portanto, especificar condicoes de contorno para cada um
desses sistemas.
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FIGURA 3.13 - Aproximacao grosseira (Ax=Ay=1000m) para o dominio (Lago Guaiba),

ilustrar as células internas ao dominio (quadriculas), que sédo utilizadas
para obter as linhas e as colunas de calculo para o emprego do método
ADI

Neste trabalho, para a direcdo X, foram implementadas quatro tipos de CC,
resultando em sistemas de equacodes lineares cujas ordens sdo, respectivamente,

nxn, nx(n—l), (n—l)x(n—l) e (n—l)xn. Especificamente, para o primeiro

meio passo de tempo, e empregando a componente U da velocidade, essas CC sao do

tipo:

1. tipo U-U, onde se conhecem os valores de U(':j;/j,j) eU (" 1;/2%’]) ;
2. tipo U —n, onde se conhecem os valores de U(ﬁ;/j,j) e 77&;}/]?) ;

3. tipo n — 17, onde se conhecem os valores de 77('23{2 e 77&?) ;

4.  tipo n—U, onde se conhecem os valores de 77(':;/2 eU ('E?%’j) :

Esses sistemas de equacdes lineares, que podem ser escritos matricialmente
considerando suas posicoes relativas na malha de Arakawa e especificando as
condicoes de contorno nos extremos esquerdo e direito de cada matriz para uma dada
linha genérica j, fornecem matrizes 3-diagonal. Uma representacdo matricial para o

primeiro caso € como dado na fig. 3.14.

1 Dy

@(i,j) @(H}/Q,j) @(Hl,])

B

- T n+y r no_ n+%,
i j) B(i,j) E(i%,f) (i-)54)
n+% n
Ui Bliz)
1 D(i+3/2,j) % : _ :
n+Y, n
@(M_Lj) @(M—%,j) @(M,j) U(M—yz,j) @(M%J)
E ) 1 n+% n _ n+)
(40 3Ly | [ Bonn = Dareg Ui |

FIGURA 3.14 - Matriz 3-diagonal para uma linha genérica com CC U -U

Em [RIZ2002a], pode-se ver todos os detalhes e deducdes do esquema semi-
implicito para a solucao das ESW 2D integradas verticalmente e, que resolvidos pelo
método ADI,

foram aplicadas ao Lago Guaiba. Além disso, pode-se ver as
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representacoes para os outros tipos de matrizes formadas na direcao X, como a
matriz 3-diagonal para linha genérica CC U —7; a matriz 3-diagonal para linha
genérica CC 7 — 17; e a matriz 3-diagonal para linha genérica CC n—-U .

Analogamente, os sistemas de equacoes lineares para a varredura na direcdo Y
no nivel de tempo [n +Y¥,n+ 1] sdo, para uma coluna genérica i, formados a partir do
acoplamento das equacdoes da continuidade e da conservacdo da quantidade do
movimento, que sao definidos, respectivamente, para as localizacoes (i, j ) e (i, j+ yz)
Para esses sistemas de equacoes lineares, pode-se especificar CC nos extremos
esquerdo e direito de cada matriz para uma dada coluna genérica i

Foram implementadas quatro tipos de CC para a varredura na direcdo Y, que
fornecem matrizes cujas ordens sao, respectivamente, nxn, nx(n — 1) ,

(n-1)x(n—-1) e (n—1)xn. Especificamente, no segundo meio passo de tempo, e

empregando a componente V' da velocidade, as CC sao:

. n+l n+l .

1. tipo V -V, onde se conhecem os valores de V(i,j%) e V(LM%) ;
. n+l n+l

2.  tipo V —n, onde se conhecem os valores de V(i,j%) € i s

n+l

3. tipo 7 — 7, onde se conhecem os valores de 77('231) € M)

. n+l n+l

4.  tipo n—V , onde se conhecem os valores de M) © V(LM%) .

e onde as matrizes sdo 3-diagonal. Uma representacao matricial para o terceiro caso é
como dado na fig. 3.15.

(Cusmy s N Vi 1|8 (mf%) - B o
Eiijony T i B(r;%)
N . 1 :
Ewsy 1 Gy | | Moy Bl
] By Gonn ] [V, Bl = Doy

FIGURA 3.15 - Matriz 3-diagonal para uma coluna genérica com CC 77 — 1

Assim, sdo oito os tipos de condi¢coes de contorno que podem ser especificadas.
Quatro para o primeiro meio passo de tempo e quatro para o segundo meio passo de
tempo. As representacoes para as matrizes 3-diagonal para coluna genérica com CC
V -V ; matriz 3-diagonal para uma coluna genérica com CC V —7, e matriz 3-
diagonal para coluna genérica com CC 77—V podem ser vistas, também, em
[RIZ2002a].

No caso da aproximacao considerada na fig. 3.13, uma abordagem via método
ADI gera 49 sublinhas de calculo com matrizes 3-diagonal do tipo exemplificado pela
fig. 3.14, cujas ordens (dimensoes) variam de 1 a 73. Também existem 51 subcolunas
de calculo com matrizes 3-diagonal do tipo exemplificado pela fig. 3.15, cujas ordens
variam de 1 a 37. As tab. 3.1 e 3.2 mostram os detalhes a respeito de cada uma dessas
subcolunas e sublinhas de calculo que englobam todas as células computacionais.
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TABELA 3.1 - Sublinhas de calculo para o caso da configuracdo geométrica da fig.
3.13. Solucgao do problema 2D via método ADI na direcao X

ordem de linha geral coluna coluna final tipo do ordem da
calculo inicial contorno matriz
1 2 4 8 U-U 7
2 3 3 8 U-U 9
3 4 2 8 U-U 11
4 4 10 11 U-U 1
5 5 1 9 U-U 15
6 5 9 13 U-U 7
7 6 1 13 U-U 23
8 7 1 12 U-U 21
9 8 1 13 n-U 24
10 9 1 14 n-U 26
11 10 1 13 n-U 24
12 10 37 40 U-n 4
13 11 1 12 n-U 22
14 11 36 39 U-U 5
15 12 2 13 U-U 21
16 12 14 16 U-U 3
17 12 35 39 U-U 7
18 12 39 40 U-U 1
19 12 41 43 U-U 3
20 13 2 14 U-U 23
21 13 14 17 U-U 5
22 13 18 20 U-U 3
23 13 21 22 U-U 1
24 13 34 45 U-U 21
25 14 2 17 U-U 29
26 14 17 23 U-U 11
27 14 27 30 U-U 5
28 14 34 44 U-U 19
29 15 2 23 U-U 41
30 15 25 31 U-U 11
31 15 32 39 U-U 13
32 15 39 41 U-U 3
33 16 2 24 U-U 43
34 16 25 40 U-U 29
35 17 2 39 U-U 73
36 18 2 36 U-U 67
37 19 2 11 U-U 17
38 19 12 35 U-U 45
39 20 2 9 U-U 13
40 20 12 32 U-U 39
41 21 12 32 U-U 39
42 22 11 31 U-U 39
43 23 11 19 U-U 15
44 23 19 27 U-U 15
45 24 13 19 U-U 11
46 24 22 26 U-U 7
47 25 13 29 U-U 11
48 25 22 25 U-U 5

17 U-U 5]

N
O
N
@)
=
N
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TABELA 3.2 - Subcolunas de calculo para o caso da configuracdo geomeétrica da fig.
3.13. Solucao do problema 2D via método ADI na direcao Y
ordem de coluna geral linhainicial linha final tipo do ordem da

calculo contorno matriz
1 2 4 11 V-V 13
2 3 3 20 V-V 33
3 4 2 20 V-V 35
4 5 1 20 V-V 37
5 6 1 20 V-V 37
6 7 1 20 V-V 37
7 8 1 20 V-V 37
8 9 4 20 V-V 31
9 10 4 19 V-V 29
10 11 3 19 V-V 31
11 12 4 18 V-V 27
12 12 21 23 V-V 3
13 13 4 6 V-V 3
14 13 7 10 V-V 5
15 13 11 23 V-V 23
16 14 8 9 V-V 1
17 14 12 25 V-V 25
18 15 11 26 V-V 29
19 16 11 26 V-V 29
20 17 12 26 V-V 27
21 18 13 25 V-V 23
22 19 12 25 V-V 5
23 10 12 23 V-V 21
24 21 13 23 V-V 19
25 22 12 23 V-V 21
26 23 13 25 V-V 23
27 24 15 25 V-V 19
28 25 16 25 V-V 17
29 26 14 24 V-V 19
30 27 14 23 V-V 17
31 28 13 22 V-V 17
32 29 13 22 V-V 17
33 30 13 22 V-V 17
34 31 14 22 V-V 15
35 32 15 21 V-V 11
36 33 14 19 V-V 9
37 34 14 19 V-V 9
38 35 13 19 V-V 13
39 36 11 18 V-V 13
40 37 10 17 V-V 13
41 38 9 17 V-V 15
42 39 9 15 V-V 11
43 39 15 17 V-V 3
44 40 11 16 V-V 9
45 41 12 14 V-V 3
46 41 14 15 V-V 1
47 42 11 14 V-V 5
48 43 11 14 V-V 5
49 44 12 14 V-V 3
50 45 12 13 V-V 1
51 40 9 10 V-V 1
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Se o tipo da CC for, por exemplo, U-U, em vez de n-U, a ordem da matriz 3-
diagonal aumenta de uma unidade. E se o tipo da condicdo de contorno for U-U, em vez
de U-n, a ordem da matriz 3-diagonal aumenta de uma unidade. As CC n-U e U-n foram
especificadas para um caso pratico, como aquele da simulacdo da hidrodinamica 2D para o
Lago Guaiba, cujos resultados graficos podem ser vistos nas fig. 7.33 e 7.34.

Note-se que na tab. 3.1 a expressao linha geral indica qual € a linha de calculo
para cada matriz gerada, sendo que as expressoes coluna inicial e coluna final indicam
onde a matriz inicia e termina no dominio computacional, formando todas as
sublinhas de calculo. O mesmo acontece com as expressoes linha geral, linha inicial e
linha final da tab. 3.2.

A ordem de cdlculo indica a ordem de solucdo sequiencial dos sistemas de
equacoes cujas dimensoes sao dadas pela ordem da matriz. Mas pode-se obter uma
solucao paralela para a abordagem ADI em dois meios passos de tempo, de modo que
ocorram varreduras simultaneas em cada subdominio. O sincronismo e a troca de
dados ficam apenas restritos as fronteiras de cada subproblema. O problema da
solucdo paralela, quando se emprega o método ADI para se resolver os sistemas 3-
diagonal, é a intrinseca dependéncia de dados no segundo meio passo de tempo. Essas
questoes sdo abordadas nas secoes 7.10 e 7.10.1.

Uma discussao detalhada sobre o efetivo emprego do método ADI e do algoritmo
de Thomas, bem como da geracdo dos sistemas de equacdes a partir do acoplamento
da equacdo da continuidade e das equacdes da conservacdo da quantidade de
movimento (abordagem de Leendertse), podem ser vistos nos trabalhos de Cassalas
[CSL85], Silveira [SIL86] e em [RIZ2002a].

3.6 Métodos adaptativos para malha numérica

Muitos problemas podem ser resolvidos, eficiente e acuradamente, utilizando-se
malhas fixas. Entretanto, existem aqueles nos quais o uso dessas malhas ¢é ineficiente
sob o ponto de vista computacional. Exemplos sdo os problemas ditos multifisica, que
sdo aqueles nos quais os fendomenos simulados sao divididos em diferentes fendmenos
fisicos que ocorrem no mesmo dominio de definicao, e exigem diferentes escalas
espaco-temporais para a obtencéo de suas solucoes.

A classe de problemas multifisica abrange os problemas abordados neste
trabalho, que é a modelagem computacional da hidrodinamica e do transporte de
substancias em corpos de agua. Devido as diferentes naturezas das dimensodes da
malha das ESW elas dependem: das dimensodes horizontais envolvidas; da
profundidade média dos corpos de agua; do fato de a agua ser do tipo misturada; e do
nivel de detalhes desejado. No caso do Lago Guaiba, ela varia de Ax=Ay=1000m até
50m, onde Ax e Ay sdo os espacamentos nas direcoes X e Y. O espacamento vertical Az
pode variar de poucos centimetros, no fundo e na superficie, até alguns metros no caso
de aguas mais profundas como em [UMG96], [ZHE99] e [ROS2000].

Na solugao da ETM, deve-se considerar pelos menos trés questdes. A primeira € o
fato de que a sub-regidao contaminada €, em geral, menor que o dominio de definicao,
nao necessitando, portanto, de uma malha refinada globalmente. As dimensoées dessa
sub-regido dependem de fatores como condicdo meteorolégica, clima, periodo do dia,
tipo de agua (doce ou salgada).

A segunda questao diz respeito a importancia de obter detalhes da contaminacao
e indicar quais as sub-regidbes mais contaminadas e que sofrem restricoes de
balneabilidade e captacao da agua. O terceiro fator € numérico. Em malhas refinadas,
o numero de Péclet € tal que as oscilacoes numéricas da solucdo sdo menos
importantes, pois, como o numero de Péclet depende do espacamento da malha, a
construcao de malhas refinadas € um importante fator para que as oscilacoes sejam
minimizadas ou suprimidas. Por essas razoes, a malha da ETM tem, nas experiéncias
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realizadas as dimensoes Ax=Ay variam de 100m a 25m, e Az varia dependendo do
numero de camadas.

Para uma solucao acurada e eficiente, esses problemas que exigem diferentes
escalas espaciais, existem os chamados métodos adaptativos, que podem ser
classificados em trés grupos ((HAW91], [MOO92] e [FOR99)):

1. métodos—h : definidos quando se adicionam mais pontos a malha. Um exemplo
dessa classe sao os refinamentos locais;

2. métodos—p: definidos quando se aumenta a ordem das funcoées de interpolacao;

3.  métodos—r: surgem da movimentacao dos pontos da malha.

Atualmente, uma variedade de estratégias tem sido desenvolvida na busca das
solucoes, usando os métodos—r. Nesses métodos, a malha é redistribuida
dinamicamente a medida que a solucao evolui no tempo, usando, para isso, uma
funcao indicadora da atividade espacial em cada sub-regido. Esse procedimento da
origem ao chamado principio da equidistribuicdo, que pode ser visto em detalhes em
[HAWO91], [SMT92], [BAI92], [NEI94| e [HUA94a].

Essa abordagem € um tema atual, e muitas das estratégias usadas ainda sao
empiricas e tratadas de modo heuristico. No caso de diferencas finitas nao existem
critérios matematicos rigorosos para a distribuicdo dos nodos e para a analise da
convergéncia de malhas moveis. O teorema de Lax nao € aplicavel nesse caso. Sao
intensas as pesquisas para a solucao r —adaptativa de EDPs em dominios 3D, dada a
importancia de construir esquemas em coordenadas generalizadas ou em malhas nao
estruturadas ((HUA94|, [HUA97], [LIS98], [HUA99] e [CAS2000]).

Uma alternativa viavel para compatibilizar a construcdo de modelos 3D
computacionalmente eficientes com a necessidade de alto refinamento € usar o
método—h , definindo malhas refinadas localmente, como em [MOQ92] e [ZEE93]. Essa
foi a abordagem adotada neste trabalho.

3.6.1 Refinamento local para o transporte: método-h

O refinamento local € uma estratégia que permite que a malha seja concentrada
em sub-regides nas quais ocorrem maiores atividades. Nessas sub-regides, pode-se
obter solucdoes acuradas, sem o custo computacional de uma malha globalmente
refinada. Porém, essa escolha tem as desvantagens de:

1. necessitar de uma estrutura de dados sofisticada, particularmente quando a
estratégia de solucdo envolve o paralelismo em arquitetura de memoria
distribuida, como no caso deste trabalho;

2.  exigir procedimentos de interpolacao para obter as condicoes de contorno para as
solucoes locais, o que pode degradar essas solucdes se esses procedimentos nao
forem adequados;

3. degradar a acuracia da solucdo global, que pode ser sensivel a combinacdo
“interpolacao + solucoes locais”.

Para malhas regulares, como no caso deste trabalho, o refinamento local é obtido
através de interpolagdes, definindo um subdominio encaixado no dominio maior. Note-
se que essa escolha é possivel, ou seja, pode-se construir duas malhas, uma para o
escoamento e outra para o transporte de substancia. Isso porque as EDPs desses
fenomenos podem ser resolvidas de forma desacoplada, ja que a variacdo na
concentracao do constituinte ndo causa variacdo na densidade da agua, ou seja, nao
modifica o escoamento. Quando o gradiente de concentracdo € significativo nas
equacoes de quantidade de movimento, os modelos devem ser resolvidos de modo
acoplado ([SCE91], [ZHE95] e [ZHE99]).

Quanto as desvantagens mencionadas, elas podem ser superadas, definindo
estruturas de dados convenientes e processos de interpolacao e de solucao adequados
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para obter as solucgdes locais. No caso deste trabalho as estruturas de dados, tanto
para a malha da hidrodinamica, quanto para a malha do transporte de substancias,
sao semelhantes.

Para a malha da hidrodinamica, ha um vetor de apontadores (pointers) para
linhas de células (lista_linhas). As linhas do dominio da hidrodinamica comecam na
linha O, e o nimero da linha € o nimero da posicao do vetor lista_linhas. Para acessar
a quadricula de linha lin e coluna col, a referéncia é feita através de
(*(lista_linhasflin]))/coll. Nas versoes em que se emprega o método ADI (matrizes 3-
diagonal), é gerada uma matriz para cada linha, e as linhas comecam em colunas
variaveis, sendo a coluna inicial de cada linha dada pelo vetor lis_col inic.

No transporte, utiliza-se uma estrutura semelhante a da hidrodinamica.
Emprega-se um vetor de pointers para linhas refinadas com coluna inicial dada por um
vetor lis_col inic t. A malha de transporte e a malha da hidrodinamica tém a mesma
origem, ou seja, a linha O da malha de transporte e de hidrodinamica sado coincidentes,
permitindo que, a partir de uma linha em uma das malhas, seja possivel calcular a
linha da outra malha.

O procedimento de montagem da malha da hidrodinamica se inicia com a leitura,
pelo processo O, do arquivo com a descricao do dominio. Esse arquivo contém, para
cada linha de calculo do dominio, a coluna inicial, a coluna final e as condicoes de
fronteira a esquerda e a direita. Contém também, para cada coluna de calculo, as
linhas inicial e final e as condigdes de fronteira superior e inferior. A partir dos dados
desse arquivo, € gerada uma lista encadeada na qual cada nodo contém informacoes
sobre uma linha de calculo. Uma vez lido o arquivo de descricao, o processo O efetua o
particionamento do dominio entre os processos e envia para cada um deles a descricao
de seu subdominio. Cada processo, recebendo esses dados, cria também uma lista de
linhas de calculo e uma lista de colunas de calculo, que descrevem seu subdominio. A
partir dessa lista, cada processo aloca as linhas de seu subdominio conforme a
estrutura descrita acima.

A criacdo da malha refinada do transporte de substancias utiliza também uma
lista de linhas de calculo semelhante a wutilizada na criacao da malha da
hidrodinamica. Para a criacdo da lista de linhas de calculo do transporte, a lista de
linhas de calculo da hidrodinamica é percorrida, e as linhas que cobrem, mesmo que
parcialmente, a area que sera refinada, geram linhas de calculo de transporte. Uma vez
gerada a lista de linhas de calculo do transporte, a malha refinada é alocada de modo
semelhante a malha da hidrodinamica. Apds a alocacdo da malha, a mesma é
inicializada. A concentracao é zerada em toda a malha, e as velocidades em cada célula
sao calculadas por interpolacdo, a partir das células correspondentes na malha da
hidrodinamica.

Durante a simulacéo, a cada ciclo de hidrodinamica, ¢ montado um sistema de
equacoes que, resolvido, resulta nos novos valores da velocidade e/ou nivel de cada
célula. O procedimento que monta o sistema chama o resolvedor apropriado e, apos
resolvido o sistema, os valores das variaveis na malha do dominio sdo atualizados.
Antes de iniciar o calculo do transporte de substancias, os valores das velocidades e
nivel nas células da malha refinada sdo obtidos por interpolacdo a partir das células
correspondentes no dominio da hidrodinamica. Apos os valores de velocidade e nivel
serem atualizados, € gerado o sistema de equacoes para a resolucdo da concentragao.
O sistema é resolvido, e os valores da concentracao resultantes sao atualizados nas
células. Apds essa atualizacdo, é verificado se o nivel de concentracdo préximo a
alguma das fronteiras atingiu um valor pré-determinado (10 nmp/1). No caso positivo o
dominio refinado € aumentado proximo a essa fronteira, sendo alocada mais uma linha
ou coluna naquela fronteira.

Quanto aos processos de interpolacdo e solucdo, as estratégias para definir o
refinamento-h decorrem do fato de que a solucdo das ESWs fornece os valores das
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velocidades e dos niveis que sao, em cada ponto da malha e em cada nivel de tempo,
dados de entrada da ETM. Entao a construcdo da malha refinada deve considerar que
a pluma de substancias varia espaco-temporalmente.

Uma alternativa de solucdo pode ser a de contemplar os seguintes
procedimentos: resolver as ESW definidas em todo o dominio, obtendo as condicdes de
contorno para o modelo encaixado; resolver as ESW refinadas localmente e obter os
valores das velocidades e dos niveis que sdo dados de entrada da ETM; resolver a ETM
no modelo encaixado. Porém essa estratégia exige que se resolvam dois PVIC, um
global e outro local; o global fornece as CC para o local. A abordagem adotada neste
trabalho, € utilizar a seguinte estratégia:

1. definir um PVIC global no qual as ESWs sao resolvidas, fornecendo as
velocidades e os niveis em cada ponto dessa malha;

2.  definir um esquema de interpolacao espacial para as velocidades e os niveis na
malha refinada a partir dos obtidos na malha global;

3. resolver a ETM localmente a partir desses valores das velocidades e dos niveis.

A solucao para essa abordagem é considerar que as malhas localmente refinadas
sdo construidas através de interpolacdes, observando que tanto a malha global quanto
a malha local sado do tipo Arakawa C equiespacada. Nessa situacdo, empregaram-se
formulas tipo Newton-Gregory [GER85] para definir as expressdoes de interpolacao
objetivando obter as malhas refinadas.

Os algoritmos resultantes para as velocidades horizontais, usando interpolacao
linear, podem ser vistos em [RIZ2002a]. Porém, em funcao da estratégia desenvolvida
para obter matrizes SDP (simétricas definidas-positivas), os algoritmos calculam os
niveis de agua 7. As velocidades sdo recuperadas a partir do conhecimento desses

niveis. Em seguida, calculam-se os valores da concentracdo em cada ponto da malha
local. Nesse caso, o algoritmo para a interpolacao linear, definida linha a linha, para a
obtencao dos valores dos niveis de agua 7 na malha refinada, ocorre conforme

mostrado na fig. 3.16.

1. paraj=1 até R faca

2. parai=1 até R faca

3. 7, =1 (i-1)/(2R-1)|An+n,
4 fimi

5. fimj
FIGURA 3.16 - Algoritmo para interpolacéo linear dos niveis

Nesse algoritmo An =17, —1n, € a diferenca de nivel na malha original, sendo,

respectivamente, 77, € 77, os niveis da agua a direita e a esquerda na célula original, e

R, o refinamento adotado. O esquema de interpolacdo empregado € o bi-linear e é
consistente com a formulacado de diferencas finitas para a solucdo do escoamento a
partir das velocidades obtidas nas interfaces da malha [ZHE95].

As solucoes locais também necessitam de interpolacao temporal, como discutido
no anexo 1, pois os esquemas numeéricos das ESW e a ETM tém passos de tempo

diferentes. Se esses passos sdo denotados, respectivamente, por At e At,., entao
At,, = kAt,, onde k é o fator de proporcionalidade entre os dois passos de tempo. Se
R é o refinamento adotado, as malhas equiespacadas determinam que os passos de
tempo sdo relacionados pela expressdo definida por At, = At,/R . Esses passos de
tempo dependem dos limites impostos pelas aproximagdes construidas para cada EDP,
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como tratado detalhadamente no anexo 1. A fig. 3.17 ilustra o transporte de
substancias na malha refinada encaixada na malha mais grosseira.

FIGURA 3.17 - Transporte de substancias pela ETM 3D, onde se destaca a malha
refinada localmente a partir da malha da hidrodindmica (ESW 3D)

Em geral, a ETM necessita de uma malha local altamente refinada para capturar
os detelhes do transporte e controlar as oscilacoes numeéricas, dado que uma malha
refinada reduz as oscilacbes numeéricas controlando o numero de Péclet, que é a
métrica que determina como o transporte &€ dominado pela adveccdo. Assim, deve-se
considerar a questdo da acuracia do refinamento local, mas essa questdo nao foi
analisada em detalhes neste trabalho. Deve-se analisar a acuracia do refinamento
local, pois a conservatividade da massa pode requerer algoritmos de interpolacdo mais
sofisticados como, por exemplo, a spline cubica. Esses aspectos sdo objetivos de
trabalhos futuros. A fig. 3.18 mostra as substancias estdo saindo do dominio
computacional na fronteira outflow, mostrando que a concentracdo sai do dominio sem
acumular-se na fronteira, como discutido na secao 3.4.

FIGURA 3.18 - Sequiéncia de imagens mostrando as substancias saindo do dominio na
fronteira outflow devido a CC gradiente nulo

Na fig. 3.18 mostra-se uma seqiiéncia de imagens ilustrando as substancias
saido do dominio computacional. Essa solucao foi obtida com um esquema numérico
UMIST usando um campo de velocidades com um numero de Courant constante e

igual a C, =0,40. A ultima imagem dessa ilustracdo foi obtida com uma simulagao
executando-se, aproximadamente, 21000 ciclos do algoritmo do gradiente conjugado.
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4 Modelos na forma discreta

Na definicao da discretizacdo horizontal e vertical, considerou-se que a malha
definida é a Arakawa C na horizontal e a malha coordenada—z na vertical, conforme
ilustrado pelas fig. 3.5 e 3.6. Com essa escolha, e conforme a definicao dos valores
nodais e das variaveis dependentes apresentadas na secdo 3.3, as componentes U, U

e w das velocidades sao posicionadas nas localizagdes (i+ %, k), (i,j+ %,k) e
(i, Jk+ %2) Os niveis de agua 7 e as concentracoes S sao posicionados na
localizacao (i, j,k).

A malha 3D consiste de células definidas por (Ax, Ay,Az,f) , onde Az, denota

que o espacamento vertical depende da posicdo da camada k —ésima em relacédo a

superficie livre, e que pode variar no nivel de tempo t". Assim, se as alturas das faces
da célula nao sdo completamente formadas de agua, como no caso das células
adjacentes ao leito e/ou da superficie livre, tomam-se como espacamento vertical as
alturas da coluna de agua nessas faces, conforme discutido na secao 3.2.1.

Se os espacamentos nas direcoes X, Y sdo Ax e Ay, as alturas das faces na

ev=U, estdo posicionadas sdo Az ,, . . e
) p (i+)5,d.k)

i+Y,7, Lj+)as
Vord k) (i,7+ ).k

O indice n sobrescrito nos espacamentos verticais indica que a altura da

k — ésima camada onde u= 2
AZ; i) -
camada da superficie depende do nivel de agua, que pode variar no tempo e no espaco,
mostrando que Az também varia no tempo, isto €, Az, =Azy + 1 ;. Suas alturas

médias sao definidas como:

Az(i+y2,j,k+y2) =0,5 (Az(i+y2,j,k+1)

Além disso, m = My i) © V=T 0y

inferior (interface agua-sedimento); M =M (1K) € M=M (4 K)

k —indices da camada superior (interface agua-superficie livre), nas direcoes X e Y,

+Az"

(i%)j’k)) e Az +AzZ"

(i,J+Y%.k+4) (l,j+y2,k))

denotam os k —indices da camada

=o,5(Az'%

(z,j+y2,k+1)
denotam os

respectivamente, onde m varia espacialmente; e M =M" indicando que também varia
espacial e temporalmente.

4.1 ESW 3D na forma discreta

As EDPs (2.1) e (2.2) sao as equacoes da conservacao da quantidade do
movimento nas direces X e Y respectivamente, denotadas por EMCMy e EMCM;y. As
EDPs (2.3) e (2.4) sao as equacdes da conservacdo da massa e da conservacao da
massa integrada verticalmente, denotadas por ECM e ECMIV, respectivamente. Essas
EDPs, com as condicoes de contorno e condi¢coes iniciais apropriadas, formam um
PVIC bem posto.

Seguindo a abordagem desenvolvida por Casulli [CAS90], [CAS92], [CAS94]|,
[CAS97] e [CAS2000], discretizam-se implicitamente os termos do gradiente de
elevacdo da superficie livre e da difusao vertical nas ECQMs. Os termos advectivos, de
difusao horizontal e da forca de Coriolis sdo discretizados explicitamente, e a ECM e a
ECMIV sao discretizadas implicitamente. Com essas escolhas, e considerando o
método—6€ para melhorar o grau de implicidade da componente vertical da velocidade
e dos gradientes de elevacao da superficie, resulta que essas EDPs sao escritas na
forma discreta como:
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ox 5y (i+4).k) 0z 0z (64 24,7.6) (i+15,7.k)

auj”“ ( auj” ( avJ" [ avj" ( an}’”e
— +l u— +lv— +lw— =—| g—- -
O k) N O igupnm) \ O )y 02 )0 %Y J(i543)

2 2 n n+l
+v, 8_1;4_81; + ivv(é_vj —((Du)n“ )
ox Y (i,J+ Y4k) 0z 0z (irj+4.k) (b7 )

(auerH (aan‘*& (aw)nhg
— +| — +| — =0
ox (irj,k) oy (i.7.k) 0z (irj,k)

a il a " n+6 a . n+6
(—77] +|— J‘ udz +| — J. vdz =0

(i4,k (i,4.k)

Portanto, uma discretizacdo em diferencas finitas para a ECQMx é como:

n+1 n+l n

ou Wirygjie) ™ Wissys
o termo de avanco no tempo é (—j MO 2 M i/ ) ;

t Jis110) At

ox (i+5).k) y 0z (i+4,,k)
explicitamente e agregado a um operador explicito F U('; Yik)

o gradiente de elevacdo da superficie € discretizado implicitamente como
n+ n+l  _n+l _ n+l  _n+l
(gﬁ_nj o ge(%l,j) mih)+ (L-0) (i, i)

_ ou Y ou) ouY' L .
o termo advectivo | u— +|lv— +|w— é discretizado
(i+Y,7.k)

K

0x (i+ 4 7,k) Ax
N Pu du s .
o termo de difusao horizontal v, | —+—— € discretizado explicitamente
ox® 0y (1)

e agregado ao operador explicito F' U('l.‘+ i)

~ d)lj(nﬂ y,jk) € discretizado explicitamente e agregado

n

o termo Coriolis (<D v)(ﬂy i)

ao operador FU ('; Yoik)
2 Js
no termo da difusao vertical considera-se que a CC na superficie livre (superior), €

dada pelo atrito do vento na agua, e a CC inferior é definida em termos do
coeficiente de Chezy. Com isso, tem-se:
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n+l n+l n+l n+l
. . — . . d .. —U,. . d
v u(l+y2,],M+l) u(lerQ,j,M) if 2 v v(z,]+}/2,M+1) U(l,]+y2,M) if 7
U(i+y2,j,M+y2) Zn - x? U(i,j+%,M+y2) Azn - y
(i+%,0,M+14) (i,J+%,M+14)
n+1 n+l n+l n+l
. . — . . d .. —U,. . d
v u(Hy,],m) (l+%,],m71) if S v v(l,]+%,m) U(l,’]+y2,ﬂ'L71) Ef s
v(i+Y%,j,m-Y%) AZ" T Tx0 Pu(i,j+ Yom-1) AZ" Yy

(i+)204:m=))

(6.+ om=)s)

onde 77, 7, e r;’ , r; sdo, respectivamente, as condi¢cdes de contorno superior e
. . . ~ n+1 n+1
inferior nas direcoes X e Y. Note-se que os valores de u(H%j’MH) , U(i,j+y2,M+1) ,

n+l n+l1

Wisy,jim-1) € V(i jsyym-1
sao substituidos pelas CC e ndo aparecem nas expressoes finais em diferencas

) sao ficticios e surgem para k =M e k =m. Esses termos

finitas.
a 6 n+1
. . . - - . u
Assim, na discretizacdo do termo de adveccao vertical | — [UU —j
0z 0z (i+7,.)
tomam-se as k — ésimas camadas horizontais como:
o k = M , que indica a camada superior, discretizada como:
n+l n+l1 n+l n+l1 .
Wiy jrer) ~ Wivgju) Wiy jar) ~ Wivsg i) CCS‘femr
Volispoinr o))~ pgm Vulisspoir-4) ~ pgn =
(i+5.0,M+};) (i+5.0,M=},)
n+l1 g ntl
(i+%.J,M) (i+%,j,M-1)

(z’v )n -0, . .
% iy, i M4y, v(i+Y,j,M-Y) n
(i+,0,M+ 1) AZi oy i)

° m < k < M , que denota as camadas interiores, onde a adveccao é como:
n+l n+l n+l n+l
" Wirygjiest) ~ Wivig k) _ Wivyg i) ™ Wir s k1)
v(i+ Y, 5.k +15) " v(i+Y%,J.k-4) "
(i+%5.4.k+5) (i+5,d:k=14)
° k = m, que indica a camada inferior, onde a advecgao discreta € como:
n+1 n+l n+l n+1 . .
(i+ Y, j;m+1) u(i+y2,j,m) u(i+y2,j,m) - u(i+%,j,m—1) ce "ie”or
Volistpims}s) — pgn Vulistpim=3) A m -
(i+Y3odom+15) (i+%3:J.:m=13)
n+l n+l
u(i+y2,j,m+1) u’(i+y2,j,m) s\ n+l
Vv —\z.)). u., .
v(i+Y%,J,m+Y%) Az" x (i+%,4.m) (i+5,0,m)
(i+%5.4,m+ 1)

Portanto, uma discretizacdo para ECQM;, que fornece a componente u da
velocidade horizontal, € escrita para a k — ésima camada, com m < k < M , como:

At
n+l _ n n+l n+l n n
Yiospi) =E Ui —9 E[e("(m,j) - 77(1:1)) +(1- ‘9)(77(141,1) ) )J "
n+l n+l n+l n+l
v u(i+y,j,k+1) - u(i+/v2,j,k) v u’(i+y2,j,k) - u(i+y2,j,k71) (4. l)
v(i+ Y5, jile+J5) " v(i+ Y, j.k=Y) Z"
. (1140 (1145~
AZ(ivy, 1.

Analogamente, considerando todas as notacoes e definicoes anteriores, a
discretizacdo em diferencas finitas para a ECQMy € como:
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n+l n+l _yn
1 (a_uj i) " Vi)
ot ’

(e 15K) At

2. (ué_vJ +(vé_v] +[w@j éagregadoa F‘/(:l, '+y2,k);
ox (i+5:k) oy (i,j+5.k) 0z (674 )5k)

> o a_nj )l | e )

K

%Y iy Ay
v o) . . .
4, Ul =5 += é agregado a um operador explicito F V( IS
ox~ oy” ). . L.+ Vok)
(i.7+)2:k)
5. (CDu)(i,j,k) ~Ou(ij+yk) € agregado ao operador FV(:L )
a 61) n+l
6. aaproximagao para a difusao vertical | —| v, — considera:
0z 0z)|. .
(i.5+ k)
o k = M , a camada superior, que se discretiza como:
n+l n+l n+l n+l .
o, | (e m+1) ~ Vi je ) v, | Y0ijespm) ~ Y jespmmr) COSPerer
v(i, j+ Y5, M+Y, n v(i, j+Y5,M -1 n -
B2y 1) AZ(s s -3
n+l1 _qyntl
() _y IR (VISR
Y (i j+3%,M+Y) (i, j+ Y% M=) Az"

(6.7+ )M =)

. m < k < M , as camadas interiores, onde a adveccao vertical € como:
n+l n+l1 n+l n+l
Yiijspks) " Yidspk) Vs 1pk) " V(i g 1pk1)
vv(i,j+y2,k+y2) AZ" vv(i,j+y2,k—y2) Az"
(L.J+Jark+15) (L.7+Y5k=15)
. k = m, a camada inferior, onde se toma a adveccao vertical como:
n+l n+l n+1 n+l1 . .
Ui, jsvpoms1) ~ Vi, j+15.m) B Vijssom) ~ V(i spm-1) Ccmf’w’
vv(i,j+y2,m+y2) AZ" vv(i,j+y2,m—%) Az"
(i,j+y2,m+y2) (i,j+y2,m—y2)
n+l n+l
v v(i,j+y2,m+1) v(i,j+y2,m) _ (TS )” Un+1
(i, j+Yam+ ) Az Y )i, j+tpm)  (i+Jom)
(l,]+%,m+y2)

Portanto, a discretizacdo para ECQMy, que fornece a componente v da
velocidade horizontal, € escrita para a K — ésima camada, com m <k < M , como:

n+ n At n+ n+ n n
U(i,jiyz,k) :FV(i,j+y2,k) - g@[e(n(i,jlu) - n(i,jl)) + (1 - 0)(77(i,j+1) - 77(1’,1'))} +

n+l n+l n+l n+l1

g U(i,j+y2,k+1)_v(i,j+y2,k) _ U(i,j+y2,k) _v(i,j+%,k—1) (4~2)
V(i j+ Yookt ) AZ" V(i j+ k= 1) Z"
+ (i j+ Y k+Y5) (ij+ Y k=Y5)
AzZ]

(i,j+5.k)
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A discretizacao em diferencas finitas para a ECM integrada verticalmente é:

n+ n+l n
1 (5_77) C M) e

ot ) At

M M
n+l n n+l n
5 ( jv dzJM 9[2,@ Ui 15,5008 (i53,1.) _Zk=m “(i%,j,k)Azwg,j,k)J
u

—_ ~ +
ox -h . Ax
(i,5:k)
M M
(1-0) (Z I (AT A Z . “(i—mmAZ(i—yz,f,kJ
+
Ax
M 1 M 1
(e Yy Y (Z A A Z o ”(i,f%,k)AZu,f%,k)]
™ .[ vdz ~ A +
3. I\ v
M M
(1-6) (Z o Vioj+3k) (0 o 3pk) ~ Z . v(i,j}/z,k)AZ(i,ij,k)j
+
Ay

Assim, a EDP da continuidade integrada verticalmente, que € responsavel pela
integracao entre as camadas de agua, € aproximada como:

n+l _ n+l At 9 M n+l A n M n+l A n
M) =) " Ay B U A e VA R A P (5P el R0
At M n+l n M n+1 n
Ay ’ (Z Je=m Vi ook 2(0430k) ~ Z k=m Vo) (05 4k)
At Z e n 2 : - n
- E(l_e)( . u(i+y2,j,k)AZ(i+%’j,k) B e u(i-%yf,k)AZ(i—Vz’f’k)j

At M n n M n n
- E (1 N 0) Z e U(i,j+y2,k)AZ(i,j+y2,k) - Z o U(i,j—%,k)AZ(i,j—%,k)

A discretizacdo em diferencas finitas para a ECM também considera essas
notacoes e definicoes, e € da seguinte forma:

) ( ou jme 0 (u('ﬁﬂ/Q,j,k) ~ U ) +(1-9) (%%M) ~ Ui yin) )

0X ) 1,) Ax

@ ~

) (6u]w 0 (”831%,@ = Ulej-4m) ) +(1-9) (”&f%k) =Vl 4m) )
(i.7k) Ay

, (awj”” Y (Wit = Wiy )+ (1= 0) (W sy = W)

9Z Jijw) AZ ;)

e, portanto, a aproximacado para a equacao da continuidade, que fornece as velocidades
verticais, € como:
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n+6 n n+6
o s (”(w%,j,k)AZ(i%j,k) Uiy, i D2 /Jk))
w,. . =Ww,. . —
k1) = Wi jes) e
H H (4.4)
_( 50D VA )
Ay

onde m < k < M , sendo que a CC na interface agua-sedimento €, impondo a condicao

que nao ha escoamento, tal que w('f]&k /) =0. A velocidade na interface agua-

superficie livre é, neste trabalho, tal que w( =0.

i,]s k+ n) —
Note-se que, nas expressoes anteriores, alguns dos valores das variaveis
dependentes sado obtidos empregando o método—6, sendo, portanto, dadas por

" =0p™" + (1 — 6’) @",com 0<@<1. Também as alturas das faces sdo tais que, em

geral, tem-se Az( =Az/ =Az/ exceto nas faces verticais que interceptam

+Y,0.k) (i,j+¥.k) — (i,7.k)?
a batimetria na camada inferior e/ou cruzam a superficie livre. Nesse caso, as alturas
dessas células sao dadas pela altura da agua.

n+l n+l -~

(i+5.7k) € Vlijesak) €
1

dependente dos valores dos niveis de agua 7t f) nos algoritmos anteriormente obtidos,

Como o calculo dos valores das velocidades horizontais u

deve-se resolver as expressdes (4.1)-(4.3) de forma acoplada. Essa escolha acaba
gerando sistemas de equagdes com N, N, (2N, +1) equagdes, nos quais N,, N , €N,
sdo, respectivamente, o numero efetivo de células nas trés direcées coordenadas,
conforme definido na secao 3.3.

Porém, dado o porte desse sistema de equacoes, que deve ser resolvido para cada
passo de tempo, essa abordagem € inconveniente. Para contornar esse problema,
emprega-se a estratégia desenvolvida por Casulli em [CAS90], e faz-se a decomposicao

do sistema de equacodes (4.1)-(4.3) em um conjunto de 2N N sistemas 3-diagonal,
cada qual com N, equagdes, e um sistema tipo 5-diagonal de N N equagdes. Para

efetivar esse procedimento, as EDPs (4.1) a (4.3) (as ECQMy, ECQMy e a ECMIV) sao
escritas na forma matricial como [CAS92] e [CAS94]:

Usin= (Alonn) { Clog) 9 %[9("&1’” ~3) A% 1)} (*:3)

7 :(A(';,j%) )_1 {G('; = gﬁ—;[e(nﬁfﬁu -1 ”))}AZ(';M } (4.6)

€
(=" %(1 - ‘9)[(“(7%]') )T Ut~ (AZ0, )T Yin
- 2_2(1 -0 [(Azﬁﬁ/) )T Vitson = (A2, )T Vies-

(4.7)
(i+25.J) (i+25.J) (i)

At .
- _9[(”@ =

)

| ]
—ﬁe[(AZ’% .)TUf%+1 (AZ” U”“ }
Jt

n+l n n+l
) Vit~ (azg, ) Vu %
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n+l n+l n n ~
sendo que, em (4.5)-(4.7), U(i%’j), V(i,j%), AZ(i%’j) e AZ(i’j%) sdo os vetores das
componentes u"" e V"', e dos espacamentos verticais nessas direcoes,
respectivamente. Esses vetores tém a dimensao 1<k <N, e sdo escritos como:
n+1 B n+l ]
Hirspim) Yiieom)
n+l n+l
(i+%.4,M-1) (i,j+Y5,M-1)
ntl o _ : ntl o _ :
(#+5.4) : » (6g+)) : ’
n+l n+l
(i+¥,4,m+1) (i5+Y4m+1)
n+l n+l
| Yietpoiim) | Yleirtsm) |
- _ - _
A2y ) AZ(s sy
AZ(H%,]’,M—I) Z(i,j+y2,M—1)
n _ . n _ .
AZ(i+y2,j,k) - € AZ(i,j+y2,k) -
Az(i+y2,j,m+1) Az(i,j+y2,m+1)
] Az(i%’j,m) | I Az(i,j%)m) |
Ja os vetores G(’lf%’j)e G(’;’j%), que sao expressdoes como em (4.8) e (4.9),

agregam os operadores explicitos que sao escritos da seguinte forma:

( 8u)" ( 6ujn [ Gujn
+lu— +Hv— + w— +
ox (i+34,4.k) ay (i+%..k) 0z (i+ )3 50)

2 2. \" —n
+v, (8_1; +a—ljj + DU(i+ 1, j k)
ox~ 0Jy

FU G0 = Wirsgi)

(i+324:k)
n n ov " ov " ov "
FVi i) = Vs *| Yoy Yoy Yoz ’
X (i, j+ V4 k) Yy (i,j+Y5k) Z J(i.j+ k)
+v (821) azvjn CDE(H k)
hl Ao —2 - i,j+ Y,k
OX" Y oy

nos quais m < k < M sao indices para a k —ésima camada, que varia de m =1 até

m=N,.

B " n At n n v
AZ(H%J,M) [FU(A%J,M) B gﬂ(l - ‘9)<77(M'j) ~ My )} AT
B n At n n |
Ao | PGy =975 (1= O~ 77“”’”)_
G(rll+%1) - B 7 (4-8)
A FU” At 1 9 n n
Ziory o) i (i1 jme1) ~ 9 H( - )(77(1‘+1,j) - 77(i+1,j))_
n At n n
AZ(i,y, im) [F Ui =9 e O iy =iy )}
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e
I n At n n l)_
Az(l J+4M) |:F‘/(i,j+%,M) -9 E(l - 9)(77(i,j+1) - ’7(141,]'))} + Atz
n At n
AZ(i,jerz,M—l) |:F‘/(i,j+y2,M1) g_y(l ‘9)( M, j+1) n(i+1,j)):|
Glijory = (4.9)
n At n
Az(i,j+%,m-¢—1) |:F‘/(i,j+%,m+1) g_y(l 6)( (i,j+1) 77(i+1,j)):|
n At n n
Az(i,jJr%,m) |:F‘/(i,j+%,m) -9 E(l - 9)(”(1‘,;41) - n(i+1,j))i|
e as matrizes A(l+ 1) A(lﬁ y) em (4.5)-(4.7) sao escritas como:
. B —aM_yQ Az, , F Ay oy Ty gy (4 10)
A(i+}é,j) - . . . .
i O _am+}/2 AZm +am+}/2 +At2'x_
e
Azy + Ay, —Cy_y, 0
N B —Qy_y Az, |+ Ay +Ayryy —Qyy gy
e . . (4.11)
i 0 —Q,.y AZ,+a,,, +Atr |

onde akszAt/Az,'j em (4.10) e (4.11) em que, ou se tem Uy = Uy(ijeyghry) OY

v (i+ ik dUE sdo os coeficientes de viscosidade cinematica turbulenta vertical,

v = UU
eou Az, AZ(1J+/ ki1 OO Az, Az(lﬁy ke1)) , respectivamente.

A substituicdo formal de (4.5) e (4.6) em (4.7) gera uma expressio em que 0S
niveis sdo as Unicas incognitas a calcular. Essa expressao € escrito como:

n+1

n+l

n+l

Mi.5)

At

- g(gf 6° [AUT (

n+1

77(i+1

J)

)]

i) - AU (5~

n+1

o[

y
At

- 0)| AU}

onde:

T
AUy, 5

:(AZ(';%J) (A(rzli% ))

2 T n+1
j 0 [AV (ks -

1)~

T
(350) ~AY,

AZiy,;

Mi )

)]

(1-0)[AV],.,,

AVT (77(;”1

]

At

Ay

T
(=) -AV.

)

T
¢ AV(Z i)

(Mﬁ v (Ain)

(i.4-1%)

]

(4.12)

T
AZ(i,jisz) j

A expressao (4.12) manipulada adequadamente fornece a expressao matricial
(6.1) em termos de coeficientes e onde os niveis de elevacdo da superficie sdo as Unicas
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variaveis a serem calculadas a cada passo de tempo, na solucdo do sistema de
equacoes. No capitulo 6 descrevem-se detalhadamente os algoritmos numeéricos para a
solucao efetiva do problema.

4.2 Condicoes de contorno discretas: ESW 3D
As CC discretas para a interface sedimento—égua sao obtidas, para a direcdo X,

considerando (secdo 2.5.1) que em 7° :g(CQ) \j u + v tem-se:

o .n gAt n n S _.n gAt n n
U=Wiiyjm)~ Ax (n(i+l,j) - 77(1',]')) CV=Viyjm) ~ 2Ay ( Mijy ~ ’7(1',]'))
tal que Y,y jm) = 0 25( (i spm) T (i,j—%,m) F V(041,74 14,m) +v(i+1,j+%,m))' E para a direcao
Y tem-se:
o .on gAt n n S .n gAt n n
V=ijesm ~ Ay( (6.j+1) ”(i,j)) € U=Wijnm) T oAy (77u+1> ‘”(u))

n

tal que U ;,y;m) =0 25( Uiispgiom) + Wiosgim) +”<i+%,j+1,m>*“(i—%,mm))

4.3 ESW 2D-IV na forma discreta

Neste trabalho, foram desenvolvidos e implementados modelos 2D integrados na
vertical, tanto para o escoamento quanto para o transporte de substancias, cujas
formas analiticas foram discutidas nas secoes 2.4 e 2.6. Também desenvolvidos e
implementados modelos 3D, para o escoamento e o transporte de substancias, cujas
formas analiticas foram discutidas nas sec¢oes 2.3 e 2.5.

Esses diferentes modelos desenvolvidos e implementados obedeceram a ordem
cronologica da elaboracao deste trabalho, onde inicialmente foram considerados
modelos 2D e, posteriormente, modelos 3D. Porém, a forma discreta das ESW 3D com
apenas uma camada, reduz-se a forma discreta das ESW 2D integradas verticalmente.
Basta tomar, como em [CAS92]:

2D def 2D def

AZi) = Hioiy = Hugoni) Mo - DZijen = Hijon = Hopgen + Mg
Ay =His + A7)y oo > Ao = Hisog +88(50) o Hlso
Gt =Hitsyn UG + L), € Gl = HE g PV AL ()

Entao, sob essas condicoes, as formas discretas das ECQMs 3D com uma so6
camada coincidem com as formas discretas das ECQMs 2D integradas na vertical.
Nesse caso, as EDPs sao aproximadas como:

4 e Atr o AtE) L Ag(e) U
U(Zl% 3= _%[9(’7&4;) _’7(1‘,11)ﬂ+ " ; jj) - cZiq(Z;) .) J
+75,] z +70,]

n n+1

vl —pyn gAt [9( il n+l ):|+ At(z—; )(niyj%) . Atg(z'; )(i,ﬁ%) (L.7+%)

(L+3) — 7 Ui+ %) _A_y 77(i,j+1) _77(1',]) I-I(" ) CQI—I(” )
iL,j+% z= L+ ),

ou seja, usando a notacdo como em (4.5) e (4.6), tem-se:




Un+1

(i+%3.)

Vn+1

(L.i+)s

(1+At( e ))1 {FU

-1
) (1+At( )(u+/)) {FV(?
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n

(i+)2:4)

i,j+%5)

At

—9 [‘9 (’7(7:,1') =i )}}
~gfolnit - ’7833)}}

e, de modo analogo, a discretizacdo para a ECM fornece a expressao:

n+l _ At n+l n+l
i) =" g ? [(Hu@m) 1 UG = (Huospy + 7 ) UG J
At n n+1 n n+l
- E‘g [(Hv(id%) * ”(j))V<u+/> (Hva,j—%) ) ) Viei- /)}
At n n n+l
L ‘”[(Hu(i%ﬁ 0y Uy = (Bl 60 ) U /JJ
At n n+l n n+l1 n
"y 1Y) [(Hv@f%) 1 )Vt = (Ho oy 0 )V /)} * 10)
em que Hu(l. ) € Hv(i,j ) sdo as batimetrias. A substituicao formal das ECQM; e
ECQMy na ECM fornece a expressao:
v At H iy * Mo | Huy) + Moy
iy~ 9 A, A_n,
Ax 1+ At (7 )(/) 1+ Atz )(/)
i+ J o
2 n n
At S Hogeny T 10 Hy iy + MGy
RV R Ewera e e P i
+ t( )(l J+/) + t( )(1] /2)
At n n n n
=~ E(l 9) |:(Hu(i+%,j) + U(i))U(H/V J) (Hu(i—%,j) + n(i—l))U(i%,j):|
At n n n n
“ag O )[(Hvu,f%) 10 ) Vi~ (Hsoy 0 ) Vi /J
_ ﬁe Hu(”/ J) + 77(1) FU™ _ H u(i~}5.7) 77(1 1) FU™"
Ax | 14 At () 1 ae(s) )
L (i+)5.4) (i=)54)
H 1 Hy, o+
) 2_13 1+ (A; (/) ) ; FV(zj%) ) 1+(Ajt;) ) - FV(ZLJ | T 77(?71)
i (i.+%) (&.-%)

que é completamente analoga a (4.12), tomando k = 1, e as notagoes:

_ n+l n+l n+l n+l
A+’7i‘(’7<i+1,j)‘77< 3)> A= ("(i,j)‘”(i—l,j))’
_ n+l n+l _ n+l n+l
A7, —(77(1‘,141) - 77(1',1)) e A —(’7(i,j) _’7(1‘,]‘—1))
def def def def
onde 7y =iy 04 My = Mivjy» © My = Miyy O4 My = My dependendo da

direcdo das componentes horizontais da velocidade. Essas duas condicdes sao
necessarias para estabelecer a propriedade CTC discutida no anexo 1.
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Mas dada a importancia de modelos 2D-IV e dado que eles t€ém uma estrutura de
dados muito mais simples que os 3D, quando sao implementados diretamente em
duas dimensoées. Além disso, as solucdes paralelas apresentadas e discutidas na secéo
7.10 (Thomas pipeline) sao especificas para modelos 2D, quando das solucdes obtidas
empregando a abordagem ADI. E, portanto, ndo sao passiveis de serem comparadas
com as solucdes de modelos 3D, mesmo que esse esteja com apenas uma camada,
dado que nao se implementou a abordagem ADI para o caso 3D.

4.4 ETM 3D na forma discreta

A EDP (2.9) € a equacao de transporte escalar (ETM) que, de acordo com notacoes
e definicoes anteriormente introduzidas, pode ser escrita na forma discreta como
[GRO98|, [GRO99] e [ROS2000]:
0(SAz) 0(uSAz) 0(vSAz) o(wSAz) o [ 8(SAZ)}
+ + + —l g, ———|+

ot 0x oy 0z 0z 0Z
\—ﬁ/——J —_—
lt}grggg?;l adveccao horizontal adveccao vertical difusao vertical

(4.13)

o(SA O(SA
+i ghg +i ghM + KSAZ +FAZ
o0x ay ay decaimento  fonte

difusao horizontal

onde &, =¢, (xi,yj,zk,t”) e svzav(xi,yj,zk,t") em (4.13) sdo os coeficientes de difusao
turbulenta horizontal e de difusao turbulenta vertical, respectivamente.

A ETM discreta é obtida considerando que a adveccao horizontal é interpolada via
fluxo numeérico nas faces; a adveccao vertical € interpolada via fluxos numeéricos nas
faces; a difusao vertical é calculada através do método Crank-Nicolson; a difusao
horizontal é calculada via diferencas centrais; a fonte e o decaimento sao obtidos em
termos de concentracdo e de uma matriz de decaimento, respectivamente, como
definido na secdo 2.5.

Especificamente, tomando ¢ =8p"" + (1 - 6’) " em que 0<@<1, um

esquema de discretizacdo em diferencas finitas via fluxo numeérico para a adveccdo
fornece as seguintes expressoes discretas para (4.13):

n+l n+ n+ n
1 8(SAZ)J SzjlkAlelk Sz]kAz(zjk) .
ot 635 At
n+6 n+9 n+9
,  [8(uSAz) ] Y5580 ~ Y i Sw BB i)
o0x i) Ax
n+60 n+5 n+0
5 [0 (USAZ)} S on) ~ViaS5 8 )
Y i Ay
n+6 n+6 n+9
A a(wSAz)] - Wi ey SUBZ( k) ™ Wiy SIAZ( i A
2 Jin) AZ( i)
I a a(SAZ) " ~ Sn+1 Sn+1 Sn+1 Sn+1
5 a_z &, 8—z ~8(i,j,k+y2)( (i, k+1) — N(id, k)) (l J,k—%)( (i,.k) — (i g k- 1))
: L (i.J.k)

+g(i,j,k+}/2)(sr:_1k+1) S(':Jk)) (i,j,k—yz)(s(rzjk S(rll_]kl)
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not E .. not E ..
1 v(i,jk+%) o v(i,jk-Y)
onde i) = (n > € Sk = o (ag” 5
( Z(z_]k+y)) ( Z(i’j’k_%))
_ o a(SAZ) T 8hAZ:c1(i,j,k) n n n
6. a_x(gha—x ~ 2Ax2 (S(1.+1Jk QSl]k +Sz]1k)
L gk
o (. a(saz))| EnAZY0) ( " "
7. ay( hT zW(S@]Hk QS(l_]k +S(l]1k)
Ji.jk)
8.  FAz~AtAz; ., Fp..;
0. KSAz~AtS,, Az} K.

Note-se que todas as discretizacbes consideram a propriedade consisténcia da
continuidade com o transporte (CTC), como discutido no anexo 1. Isso requer que os
fluxos nas faces da equagao da continuidade (EC) sejam aproximados de modo analogo
aos fluxos nas faces da ETM, indicando que o esquema de solucao da ETM deve ser tal
que o nivel de tempo e a posicdo das variaveis dependentes na malha sejam iguais aos
da expressao EC discreta. As diferencas devem ser restritas aos tipos de aproximacoes
considerados para a solucao da ETM e da EC (JGRO98] e [BON2000]). Uma condi¢ao
necessaria para a propriedade CTC € que os espacamentos verticais devem ser tais que:

d
AZ”+1 ef AZ”+1

(M+Y,5.k

n+l

)+ 77(1' 141

+—,J
2 J

Azn+
j €

def
AZrH—l

n+l

(i.M+1,

n+l

+
k) 77( .J2+1j

em que I:—sign(u("ﬂi%’j,k)) e J=-sign (v(i,M+}/Q,k

consistentes com os fluxos numeéricos que sao definidos para velocidades arbitrarias
como detalhado no capitulo 6.

Assim, a ETM 3D ¢é aproximada considerando uma abordagem massa
conservativa (adveccao na forma fluxo) como:

)), que fornecem expressoes

n+l n+l _ qQn
Sl]kAlek Sl]k (zj,k)_
At n n+H
A (A2, S = AZ eyl S: )
l?])
At n n+€ n+9
- E(Az(i%j U, S AL S
AL (pgn e Sy—A v’ S 4.14
Ay( Z1s 5o 508 A4 S) (4.14)
Ate, Ate,
v(i,j e+ ) n+l n+l v(i,j k- )) n+l n+l
T 2AZQ (Sl]k+1 Sl]k)_ 2A22 (Sljk Sz]kl)
Ate, Ate,
v(iik+)) (qn n v k=%) ((qn n
T 2AZQ (S(l,]k+1 Sl]k) 2A22 (Sljk Sz]kl)
+ AtS(l i k) (l i k)K + AtAz(l i k)s}lonte
Na expressao (4.14) tem-se que, em geral, Az( LkeY) = Az(” ko) = Az(lj K) exceto,

possivelmente, nas faces verticais que interceptam a batimetria na camada inferior
e/ou cruzam a superficie livre na camada superior. Note-se, porém, que o
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espacamento vertical entre as k camadas deve levar em conta a variacao na espessura
devido ao movimento do nivel de agua, indicando que em k=M tem-se

Az, =Az, + 77(’}, Iy Assim, os termos da adveccao vertical e da difusao vertical em

(4.14) sao escritos como:
o(wSAz)

~ (wS
. (ws)

- (wS)

k+Y, k=Y,

cuja expressao discreta em (4.14) é como( (l i ,H /)S w(l ; k y)S ), e entao:

0 ( GSJ ( OSJ ( OSJ
0z 0z 0z 0z
S’:;lku _Slek SrzH]lk _SrzHJlk 1)

= | Culijkr ) OAZ2 + Eulije-) OAZ

_le S(rLLJ k+1) S(r:] k) te S(rzLJ k) S(rzL] k-1)
v(i, jok+ ) OAZ> v(ij,k-%) OAZ>
E .. E ..
v(i.jk+1%) n+ n+ v(i,j.k-}3) n+ n+
= nj (St]1k+1 _Sl_jlk ) . (Szjlk _Sl_]lk 1 )
Q(A (ljk+y2)) Q(Az(ljk /))
E .. E ..
v(l,J,kerQ) n n U(l,],k*%) n n
2(A 2 (S(ivj,k+1) _S(i’j,k))_ oA (S(l Jok) S(l Jok— 1))
( Z(zm/)) ( Z(uk/>)

Porém, por conveniéncia algoritmica, a forma discreta empregada € como em
(4.14). Essa conveniéncia deve-se ao fato de que nessa situacdo, pode-se escrever os

algoritmos de solugdo em termos dos nimeros de Courant locais C, = w At/ Az , que

€ uma importante métrica para a analise dos efeitos da discretizacdo espacial. Isso
porque expressa a relacdo entre a magnitude da velocidade de fluxo, o tamanho do
intervalo de tempo At e o tamanho da discretizacao espacial.

Note-se que muitas vezes o termo de difusdo horizontal € desprezado, ja que os
coeficientes de difusdo turbulenta podem ser considerados como sendo nulos, como
em [GRO98], [GRO99] e [ROS2000]. Isso se justifica quando os mecanismos de
transporte influenciados pelas marés sao puramente advectivos, sendo que os efeitos
do vento e da difusdo sao despreziveis. Porém, optou-se por considerar o termo de
difusao nos calculos ja que a énfase €, neste trabalho, apenas nos aspectos numéricos
e computacionais das EDPs do escoamento e do transporte.

Com essas escolhas, a discretizacao da ETM 3D resulta em N, N sistemas de

equacgoes 3-diagonal, uma para cada coluna de agua, cada qual com M —-m+1
equacoes, pois o esquema numeérico resultante é semi-implicito, e somente o transporte
vertical € implicito. Essa € uma abordagem particularmente util para obter a
paralelizacao da solucao.

4.5 Condicoes de contorno discretas: ETM 3D

As condicoes de contorno superior e inferior para a ETM sdo obtidas
considerando que nao existe massa atravessando as superficies solidas ou a superficie
livre. Ou seja, nesse caso, as CC de nao escoamento na superficie livre e na interface
agua-sedimento, sao tais que:
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S, =0

Wi Soteinnery = O € Wi 1ySiaimy)

Essas CC referem-se ao transporte vertical que é implicito e, portanto, essas
condicoes sdo incorporadas aos sistemas de equacoes. Os demais termos, que sao
explicitos, particularmente aqueles da adveccao horizontal que € aproximada com um
esténcil computacional tipo 9-pontos, necessitam somente de tratamento especial em
células que distam de duas células e em células que sdao adjacentes as fronteiras
solidas e/ou no caso das fronteiras abertas que delimitam o dominio computacional.
Isso requer uma analise sistematica das diversas aproximacoes, questao tratada na

secao 6.5.1.

4.6 ETM 2D-IV na forma discreta

Note-se que a ETM 3D discreta nao se reduz, quando em uma s6 camada, a ETM
2D-IV, como no caso das ESW. Isso se deve ao fato de que a ETM 2D é discretizada na
forma fluxo semi-implicitamente, e a ETM 3D ¢é discretizada na forma semi-implicita de
modo que em uma s6 camada o esquema numérico 3D torna-se completamente
explicito. Mas a ETM 2D-IV € semi—implicita e € escrita na forma discreta como:

n+1 n+l _Qn n n n n n n
S H(Hyj) S (H/Q ot S )KAt+H SfomeAt+S(l.’ (%)
n+l n+l n+l n+l
T Ax (U<z+/ e ~URSwH )
At n+l n+l n+l
_A_y(v(i,f%)SNH(l L VS )
AtDnJrl
x(i+3,4) n+l n+l n+l yn+l
+ 2Ax2 (S i+1,7) H(l+/ J) S(i,j)H(iJr%,j))
AtD™"!
x(i~15.J) n+l pyn+l n+l1 n+l
- 2Ax2 (S( H(H—/ ]) S(l Lj) H(i—%,j))
Ay, Ml (st |
(i+1,5) z+3/_] 1+/]
AtDn
(S L+}/2 z 1] )
n+1
“‘/J n+l n+1 n+1 n+l1
(Slj+1 (i,+%) S z]+/ )
AtDrL+1
l »J / n+1 n+l n+l n
(S l]+}/2 SLJ 1 1J }/2 )
AtD” Hyj ( )
(1,4+1) z]+/ 1]+/
AtD”
y(i,j-%) n n n n
2Ay2 (S(i,j)H(i,j+}/2) S (i,7-1 H(i,j—}/g))

sendo que D"(Z”ﬁ y © D”(l+ V) sédo os coeficientes de dispersdo longitudinal e

transversal discretos dados na secao 2.6. Porém, a componente advectiva da ETM é
aproximada via esquema fluxo numérico tomando nesta abordagem os fluxos como
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sendo advectados pelo esquema upwind de primeira ordem. A difusdo horizontal é
aproximada via Crank-Nicolson.

4.7 Modelo de turbuléncia na forma discreta

O modelo de parametrizacdo de turbuléncia descrito na secao 2.7.2 ¢
apresentado nessa secdo na forma discreta. A sua discretizacdo considerou os
parametros empregados em um corpo de agua bem misturado. Usando as notacoes e
parametros introduzidos na secdo 2.7.2, toma-se que « = 0,007 . Desse modo, €
denotando o comprimento de mistura horizontal por L=Ax=Ay, onde Ax e Ay sao
os espacamentos horizontais da malha da hidrodinamica, os coeficientes da
viscosidade cinematica turbulenta horizontal sao constantes, e sdo tais que
Vv, = 0,007(Ax)% para as duas equacdoes de conservacdo da quantidade de

movimento do sistema de EDPs shallow water.

Os coeficientes de difusibilidade turbulenta horizontal para a equacdo do
transporte escalar de substancias € considerado, pelos motivos discutidos na secao

2.7.2, constante e igual a ¢&,~0,2. Essa escolha é aplicavel as difusées nas
direcoes X e Y.

Os coeficientes da viscosidade cinematica turbulenta vertical das ESW sao
obtidos como em [KIM94]. Considera-se que na expressao do comprimento de mistura
vertical L, , que o atrito interno y ¢é tal que [f(h/H)‘P(Ri)]z}/, em que

y2 ~ 0,001, e onde a altura é dada pela k —ésima camada, isto é, tomando

H =~ Az . Portanto, tem-se:

v, =v,(xy,2,t)= 0,00l(Az,’j )2 \/[(Gu/az)2 + (av/az)ﬂ

n

onde toma-se Az( i)

Ja os coeficientes de difusibilidade turbulenta vertical da ETM sao obtidos como:
&, =¢,(xy,2,t) =1,4v,exp(-0,096)

como sendo a média Az(i’j,k) =0,5 (Az(i%,j,k) + Az(i’j%’k)) .

onde o numero de Richardson é tomado como R, = 0,08, ja que o corpo de agua ¢é
considerado bem misturado, para efeitos de simulacao neste trabalho.

As CC para a ETM sdo obtidas considerando-se que devem ser do tipo ndo
escoamento na superficie livre e na interface agua-sedimento, como detalhado na
secao 4.5. Ja as condigcoes de contorno para as ECQMx sdo obtidas considerando-se o
transporte vertical que, conforme os casos analisados na secdo 4.1, fornece, para
k = M (fronteira superior), que:

n+l n+1 .
. Wivygjomr) ™ Wisy, gy €€ superior - )n
v(i+3%,7,M+Y) n - * )i+, j,M+
Az(i%’j’M%) (i+% )

e, para k = m (fronteira inferior), vale:

n+l1 n+l . X
. Mivsoim) “ Mg LT gn
V(i Y jom—15) A" Ve ivsg,jom) Wi tusim)
(i+)5,d:m=15)

Analogamente, tem-se na ECQMy, para k = M (fronteira superior), que:
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n+l1 n+1

. U(i,j+y2,M) _U(i,j-%-yz,M—l) CCszﬁ)erior i )n
v(i,j+ Y5, M~3) Az(r; ) - Y )i, j+6,M+15)
p 2, M =75
e, para k = m (fronteira inferior), que:
n+l n+l . .
. v(i,j+y2,m) _v(i,j+y2,m—1) CClrierlor )n vn+1
o(ins* Yom=12) AZ iy mey) = U geppm) Viieam)
B 2:M= 75

Portanto a forma discreta de \/ [(au/ 82)2 +(ov/ 82)2} é

n+1 n+l1 n+1 n+1

[5_’*} o Lipik) i i) ( @j < D)~V
0z (irj.k) Az(i+y2,j,k+y2) 0z (i,4.k) Az(i,j+%,M—%)
valida para m < k < M —1, onde Az('lf%,j%yk) :O,5(Az('lf+y2yj%vk+l) + Az(r;%,j%,k)).

Note-se que deve-se construir esquemas numeéricos que tenham uma viscosidade
e/ou difusdo numérica tais que nao obscurecam os coeficientes das viscosidades
cinematica turbulenta e das difusibilidade turbulenta calculados pelo modelo de
parametrizacdo, pois esse fornece as viscosidades e as difusoes fisicas para o modelo
computacional. Essas questdes sdo discutidas no anexo 1.
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5 Métodos numeéricos

Muitos dos métodos classicos de solugdes para problemas sob o escopo da CFD,
sdo discutidos em detalhes por Patankar [PTK81], Fletcher [FLE88] e [FLE88a],
Anderson [AND95] e Ferziger e Peric [FER97], entre outros. Pode-se destacar, também,
os textos de Fortuna “Técnicas Computacionais para Dinamica dos Fluidos”
[FRT2000], e de De Bortoli “Introducdo a Dinamica de Fluidos Computacional”
[BRL2000], dois textos nacionais sobre técnicas numeéricas e computacionais para
solucao de escoamentos. Porém, o enfoque nesse capitulo € discutir abordagens para a
construcao de solucoes de alta qualidade numérica para os termos advectivos das
EDPs hiperbdlicas, ja que esses sdo os termos “mais criticos” dessas EDPs.

Como discutido no anexo 1, ndo existem resultados tedricos gerais para a analise
da convergéncia da solucdo numeérica de EDPs ndo lineares, pois, nesse caso, o
teorema de Lax ndo é aplicavel. E necessario construir e mostrar que um método
particular de solucdo € convergente. Na busca por solucdes de alta qualidade
numeérica, desenvolveram-se muitas solucoes. Por exemplo, Rood [ROO87] mostrou
que, ja na década de 80, existiam mais de 100 algoritmos advectivos. Outros trabalhos,
como os de Baptista [BAP95] e Gross [GR0O99,] mostraram outras colecoes de
algoritmos mais atuais. LeVeque [LEV9I6] e Sons [SON2000] discutem, também, varios
algoritmos para solucdoes com alta qualidade numérica da adveccdo em escoamentos
incompressiveis.

Uma vez que existem muitos métodos disponiveis na literatura técnica, objetiva-
se, neste trabalho, construir algoritmos para a solugcdo numérica dos modelos
computacionais, tendo como base aqueles com solida fundamentacao matematica, nao
considerando os desenvolvidos sob abordagens puramente heuristicas. Uma referéncia
para balisar essa escolha, que deve ter como compromisso o equilibrio entre a
qualidade numérica e a eficiéncia computacional, é o trabalho de Byun, Young, Pleim,
Odman e Alapaty [BYU99], que analisaram e compararam uma gama de métodos para
a solucao da adveccgao 1D.

Tais meétodos sdo os MPDATA (Multidimensional Positive-Definite Advective
Transport Algorithm) de Smolarkiewicz [SMO82], [SMO83] e [SMO84], o ARF (Area
preserving Flux-Form Advection Algorithm) de Bott [BOT89], [BOT89a]; o Piecewise
Parabolic Methods (PPM) de Colella e Woodward [COL84]|; o Yamartino (YAM); Flux
Corrected Transport (FCT) de Boris e Book [BOR73|, [BOO75] e [BOR76|; o semi-
Lagrangeano (SLT); o Accurate Space Derivative (ASD), e o Chapeau Function Method
(HAT). Os resultados indicaram que as solucoes obtidas por esses métodos, quanto a
qualidade numeérica, tém as seguintes caracteristicas:

1. ARF: é acurado e massa conservativo, porém pode criar ripples (rampas ou
oscilacoes) e overshoots (sobre-especificacdo), mas é definido-positivo;

2. ASD: é acurado, porém nao ¢é estritamente massa conservativo, nao € monoténico
mas, geralmente, fornece resultados positivos;

3.  FCT: é acurado e massa conservativo, e nao cria quaisquer ripples e overshoots,
mas tem certa difusdo numeérica;

4. HAT: é acurado e massa conservativo, mas pode levar a ripples, que podem
crescer e causar instabilidade;

S. MPDATA: é de acuracia relativamente baixa, € massa conservativo, mas pode
levar a ripples em campos de alta concentracao;

6. PPM: é acurado, massa conservativo, monoténico e tem pequena difusao
numeérica, mas o pico de clipping (pontos criticos) pode ser significativo;

7.  SLT: tem menor acuracia e problemas de conservacao de massa; a sua Unica
caracteristica positiva € que nao tem ripples;
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8.  YAM: é muito acurado para comprimentos de ondas curtos e € massa
conservativo, mas pode levar a overshoots.

O tempo de execucao de tais métodos foram normalizados com respeito ao
esquema de SMO. Nessa situacao, os tempos de execucao de CPU desses métodos
aplicados a solucdo da EDP da adveccao linear 1D mostraram que a Unica solucéo
menos custosa que a MPDATA foi a ARF. Os outros esquemas foram mais custosos,
sendo que o mais custoso foi 0 ASD, que exigiu quatro vezes mais tempo de CPU que o
MPDATA. Nao obstante a eficiéncia computacional dos métodos MPDATA e ARF, um
exame na literatura técnica, particularmente aquela de solucdo numeérica para
escoamentos de superficie livre, como em [GOM9S5], [LAN97], [BYU99] e [GRO99],
mostrou que os métodos de Smolarkiewicz e de Bott estdo se tornando populares
devido a seus atributos, ja que Smolarkiewicz e de Bott desenvolveram versoes
monotonicas e mais acuradas de seus métodos.

A versao MARF (area monotone preserving flux-form advection algorithm) de Bott
((BOT92] e [BOT93]) emprega a abordagem FCT para limitar os fluxos; de modo a
minimizar os erros que surgem quando do emprego do modo de divisao do tempo (time-
splitting). Além disso, Chlond [CHL94| construiu uma versao localmente modificada do
meétodo de Bott, na qual sao introduzidas fun¢oes monitores auto-ajustaveis para obter
um esquema monotonico, conservativo e com pouca difusdo numérica. Isso & obtido
combinando o algoritmo de Bott com um esquema de interpolacdo exponencial. Ja
Smolarkiewicz desenvolveu uma versiao nao oscilatoria do MPDATA, o chamado
Multidimensional Positive Definite Advection Transport Algorithm: Nonoscillatory Option
[SMO90].

No entanto neste trabalho a opcao foi pelo emprego de métodos que se mostram
robustos sob quaisquer situacoes. Um exemplo particularmente importante desse caso
€ o método da limitacdo dos fluxos (Flux-Limiter Methods) de Sweby [SWE84|. Tal
meétodo, como a exemplo do FCT e do PPM, pertence a classe TVD (Total Variation
Diminishing), que € um dos conceitos fundamentais dos mais modernos e sofisticados
métodos de solucdo numeérica, que sao discutidos nos textos de Colella [COL9§|,
Trangenstein [TRA2000], Lomax, Pulliam e Zingg [LOM2000], Benden, Brouwer, Mirani
e Schrijvers [HEM2000] e de Levy [LEV2001].

O suporte tedrico oferecido pelo conceito TVD e as intrinsecas caracteristicas
numéricas e computacionais do método FLM, discutidas no anexo 1, tornam essa
abordagem particularmente importante na solucdo de problemas hiperbolicos com
altos gradientes de concentracdo, como neste trabalho. Por essas razoes, foi essa a
abordagem escolhida para a solucdo do transporte escalar de substancias 3D.

5.1 Método com limitacao de fluxo: formulacao de Sweby

A construcao de esquemas lineares em diferencas finitas com alta ordem pode
nao ser o melhor caminho, pois os esquemas numeéricos resultantes podem reduzir a
dispersao numeérica, mas também podem fornecer solucodes fisicamente incorretas
quando da solucado de escoamentos hiperbolicos complexos, dado que muitas vezes a
condicao de entropia nao € satisfeita [LOM2000]. Uma alternativa, como discutido nas
secoes precedentes, € construir esquemas numeéricos nao lineares que empreguem o
conceito de diminuicao (ou limitacdo) das variacdes totais, de modo a produzir solucoes
Unicas e com alta resolucdo. Tais esquemas sao obtidos, neste trabalho, empregando o
método de limitacdo de fluxo desenvolvido de Sweby.

Um modo de se obter um esquema com limitacdo de fluxo que seja TVD é
adicionar um termo de correcdo, visando a eliminar as oscilagées que aparecem no
entorno das descontinuidades [CUM2000]. Essa correcao parte da nocao de que um
meétodo de primeira ordem nao gera oscilacoes porque o termo difusivo ou de
viscosidade artificial presente € suficientemente grande para suavizar a solucao



90

numeérica. Isso ndo acontece com um método de segunda ordem que € apropriado para
regioes de solucdo suave. Porém, tais métodos introduzem oscilacoes no entorno de
descontinuidades ou no entorno de altos gradientes.

Assim, a idéia é usar uma “média ponderada”, de um método conservativo de
primeira ordem, com outro conservativo de segunda ordem, de modo que, proximo das
descontinuidades, o peso maior € do método de primeira ordem e, portanto, para um

fluxo de baixa ordem F,. Em regides de solucdo suave, o peso € maior para o método
de segunda ordem e, portanto, para um fluxo de alta ordem F,. O fluxo é calculado

como F=F +¥(r)F,, onde ¥ ¢é a funcdo limitadora do fluxo. No caso geral, isso

significa que um método néo linear F” pode ser visto como sendo um método linear
F*, mais uma correcdo. Nessa situacéo, a funcao fluxo F interpolante e limitada é
escrita como F=F"+¥ (F i ) (LEV96] e [HEI99]), onde ¥ é a funcao de

restricao (ou funcao limitante) de fluxo.

Um outro atributo dessa funcido € que ela deve reconhecer a localizacao das
descontinuidades ou dos altos gradientes, para a limitacdo dos fluxos. Isso pode ser
feito analisando a suavidade da solucdo através de funcoes monitores, que podem ser
definidas através de gradientes da solucdo V@ em pontos consecutivos da malha.
Assim, a funcao ¥ = ‘I’(r) é escrita em funcgdo do quociente r=®,-®, /D, - D,,
dependendo da direcao do escoamento (veja a secao 5.1.2).

O método FLM considera a definicao de fluxo numérico e usa o método fluxo
dividido (flux-splitting) para integrar a EDP na forma conservativa. Se os fluxos
numeéricos nao estao definidos nas faces das células, eles devem ser obtidos através de
interpolacdo, e a escolha da funcdo interpoladora fornece o tipo e a ordem da
aproximacao. O exemplo classico de funcao interpolante € a funcao—K de van Leer

[LERS8Y]. A forma geral, para uma variavel @, &€ como:

1 n n n n
) +Z[(1+K)( (i+1,4,k) _q)(i,j,k))+(1_K)(q)(i,j,k) _q)(i—l,j,k)):| }(5 1)

onde o parametro —1< K <1 em (5.1) é escolhido para definir um esquema em

="

n
@ (i.4.k

(t+3)

particular. Por exemplo, o esquema Fromm [FRO68] de segunda ordem é obtido com
K = 0; o QUICK de Leonard [LEO79] é obtido com K =1/2; o CUS (Cubic Interpolation

Scheme), um esquema de terceira ordem, € obtido com K =1/3; o upwind é obtido com
K=-1; e o esquema em diferencas central com K =1. Uma variedade de esquemas de

interpolacdo de alta ordem pode ser construida usando como ponto de partida a
funcao de interpolacdo de van Leer (5.1), como feito por [HUN9S], [ZIJ935], [ZIJ97] e
[HEI99], entre outros.

Porém, essas interpolagoes podem destruir a positividade devido ao surgimento
de oscilacoes. Assim, deve-se estabelecer alguns critérios para manter a positividade
das solucgoes. O critério, no método de Sweby [SWE84|, é empregar funcoes limitadoras
de fluxos, para as quais, mostram-se condicoes necessarias e suficientes para a
limitacdo da variacao total da solucdo. Note-se, porém, que a funcao limitante pode ser
arbitraria, e a escolha desta ou daquela funcdo ndo tem, ainda, uma firme base
matematica. Elas sdo obtidas de modo empirico, por inspecdo ou através de
experi€éncias numéricas, apesar de muitas dessas funcoes serem obtidas dentro do
escopo da teoria.
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5.1.1 Funcoes interpolantes

O método de limitacdo de fluxos empregado neste trabalho é o FLM (flux-limiter
methods) formulado por Sweby [SWE84|. Nessa abordagem, considera-se que o valor
do fluxo numeérico ® pode ser escrito como a soma de um termo difusivo upwind de
primeira ordem com um termo antidifusivo. A parte antidifusiva de alta ordem é
multiplicada por uma funcao limitadora de fluxo ¥, que é funcdo nao linear, razao
upwind de gradientes consecutivos. Ou seja, para escoamentos 1D na direcdo X , tem-

se ‘I’E‘I’(ri%) , onde:

D, -0, +¢
i—®iteE

,9 ~ . « . ~
sendo ¢=10 um parametro para evitar a divisdo por zero em escoamentos
uniformes.

Com o emprego da formulacdo de Sweby, pode-se construir um esquema de

solucao tipo fluxo limitado, que emprega uma funcao ¥ limitadora de fluxo. Tal
esquema, empregado em [ZIJ95], [HUN96] e [ZIJ97], € como:

1
CI)(i+y2) :q)(i) +§\P (r.z+y2)(q)z —CDi_l )} (52)

Note-se que (5.2) nao sofre nenhuma restricao para construir e incorporar
esquemas tipo upwind parciais (upwind biased) para obter solucoes acuradas dos
esquemas numeéricos, pois estes podem ser obtidos a partir da escolha de uma funcéo
limitante de fluxo.

Para obter uma solucdo TVD para a EDP da adveccao, deve-se mostrar que o
limite ¥ (r) deve satisfazer as condicoes definidas pelo teorema de Harten. Nesse caso,

mostra-se que, para velocidades constantes e positivas, (5.2) fornece uma solucao TVD
se a funcao de limitacdo de fluxo da EDP da adveccado pura satisfaz a desigualdade

oYy (r) <2r [Z1J95]. Condicdes para outras funcoes de restricido podem ser vistas
em [ZIJ97].

Além disso, esses resultados podem ser estendidos para englobar discretizacoes
espaciais que consideram uma abordagem analoga ao método—6 ,com O < f <1. Em

tais discretizacoes o esquema resultante é explicito de primeira ordem quando 6= 0.
Esquemas completamente implicitos sdo obtidos quando #=1, e quando 6= 0,5

obtém-se esquemas tipo Crank-Nicolson. No caso desse tipo de discretizacdo, uma
condicao suficiente para (5.2) € dada por:

0<¥ (r)<min(2r,M) | (5.3)

onde 1<M=-2+ ( 2/Cr (1—6’)) e, por acuracia, toma-se M =1.Nocasode M =2,

(5.3) fornece o critério desenvolvido originalmente por Sweby [SWE84.
Essas mesmas analises podem ser empregadas para obter funcoes limitadoras de
fluxo especificas para a EDP da adveccao-difusdo. Se C, =u At/Ax denota o nimero

de Courant do escoamento e se P, = |u| Ax/e, denota o numero de Péclet da malha, o
esquema—K nao produz solugcdes com oscilacoes para a advecgcao-difusdo, se cumpre
a condicao [ZIJ97]:

Ax 4
—=P <P .. = 5.4
|U. & e e(critico) (1+K) } ( )
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O valor critico P( € obtido exigindo-se que os elementos fora da diagonal

e(critico)
principal, por envolverem contribuicoes dos termos advectivos e difusivos, sejam nao
negativos. Essa € uma condicdo suficiente para a supressao das oscilacoes numéricas
[Z1J97], que aparecem quando altos gradientes de concentracdo estdo presentes em
sub-regides nas quais a adveccao € dominante.

Note-se que o numero de Péclet pode ser visto como uma meétrica que estabelece
o grau de como o transporte € dominado pela adveccdao [ZHE95], [CMO99]. Basta

observar que, para problemas puramente advectivos, tem-se que &, — O e, portanto,
P, — oo. Quando a difusao € significativa, o nimero de Péclet é pequeno. Mostra-se
que, quando P, <2, as oscilagdes sdo eliminadas ([FLE88] e [FER97]). Quando
P >P

*(critico) * deve-se adicionar alguma difusdo artificial para que o esquema seja livre

de oscilacoes.

Uma idéia é, portanto, obter funcoes limitadoras de fluxo para a equacao da
adveccao-difusao, embora alguns trabalhos indiquem que essa abordagem nao resulta
em solucoes com significativa melhora na acuracia [ZIJ95]. De qualquer modo, tais
funcoes limitadoras podem ser construidas de modo analogo as condicoes dadas para
a EDP da adveccao pura, e que levem em conta a restricao (5.4). Nesse caso, para uma
aproximacao via diferencas centrais para a difusdo, quando aplicada a condicao (5.3),
mostra-se que um esquema numérico para a EDP da adveccao-difusao é TVD, se a
funcéo de limitacao de fluxo ¥ cumpre a seguinte condicao [ZIJ97]:

zs‘P(r)Smin M+2, 2+3 r
P P P

e e e

para VM > 1. Para P, — o, o critério (5.3) é recuperado.

Com essas consideracoes, € possivel desenvolver para a equacdo da adveccao-
difusdo uma classe de limites de fluxos, que sado lineares por partes. O
desenvolvimento € baseado no esquema—K e depende do ntimero de Péclet. Essa

classe € chamada por Zijlema [ZIJ97] de classe de K —limites de fluxos difusivos

lineares por partes (DPL), e podem ser usados quando P, > 4 (1 + K)_1 .

5.1.2 Funcoes interpolantes para velocidades arbitrarias

Dada a formulacdo de Sweby, nesta secdo, sdo desenvolvidas expressoes para
interpolacdo dos valores nas faces das células, isto é, para a obtencdo dos fluxos
numeéricos para a malha espaco-alternada Arakawa C ilustrada na fig. 3.1. Tais
expressoes sdo escritas, para velocidades positivas ou negativas, de modo a obter a

solucao da adveccao horizontal da concentracao S(i,j) , € SA0 como:

1 .
Pyt Y (oo (@ =®i) ot >0

(D(i+y2,j)= 1 i (5’5)
(D(i+1,j) _E\P (r(i+y2,j))(q)(i+2,j) _q)(i+l,j))’ u(i+y2,j) <0
em que:
o Py re o Py Pun e | oo
L I I YN Y (5-6)
(1,4) (i-1,j) (i+2,]) (i+1,])
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Note-se que a definicdo das funcoes monitores em (5.6) decorre do fato de que
essas funcoes devem reconhecer a localizacdo das descontinuidades e/ou dos
oscilacoes. Essa condicdo € cumprida considerando o quociente de gradientes
consecutivos da solucdo em pontos consecutivos da malha. Ou seja, o gradiente de
concentracao da face upstream, dividido pelo gradiente de concentracdo da segunda

face upstream [AWA2000] (veja fig. 6.8). Assim, se Wiy > 0, pode-se definir, para

uma variavel dependente @ qualquer que, em malhas equiespacadas, tem-se:

(ONNE O o, —D
VO, = 0 _ T P Vo, = 0P Py %
ox Ax ox Ax
e, portanto, define-se VO, ), / Vo, = (+/) . Analogamente, se Wiy < 0, entao:
D, —D, o, —D
VO, = 0P Piva) ~ Piny e VO, = 0D Py ~ %
ox Ax ox Ax

e, entéo, define-se V@, /VD, ) = Moy

Note-se, antes de estender essas idéias ao caso multidimensional, que o esténcil
(ou molécula) computacional que define a dependéncia de dados entre os valores
nodais do esquema (5.5). Uma representacdo para o esténcil computacional da
formulacao FLM, caso 1D e direcdo X, € como dada na fig. 6.8. Seu emprego pratico na
obtencao de esquemas aproximativos pode ser visto em [AME77].

5.1.3 Esquemas de limitacao de fluxo: caso multidimensional

Por razoes de robustez e simplicidade algoritmica, que foram discutidas na anexo
1, os esquemas numéricos multidimensionais foram construidos através de
decomposicoes unidimensionais na direcdo normal de cada uma das faces das células.
Portanto, considerando as notacoes e definicdes anteriores, o esquema de interpolacdo
2D (adveccao horizontal), na presenca de um campo de velocidades arbitrario, € escrito
como:

1. paraadirecdo X eface S;, tem-se:

Py ;‘P(w D@y =®eiy) oty >0

O, | .=
(i+)2:4) 1
q)(i+1,j) 2 \P( (i+1%, ))(q)(i+2,j) _q)(i+1,j))’u(i+y2,j) <0
em que:
v PP tE o Py TP tE
) "o e )T —®, . +&
(i,4) (i-1,J) (i+2,7) (i+1,))

2. paraadirecao X e face Sy , tem-se:

Py * ;“P(( ) (@ = Pag) Ui >0

O . =
(i=)2.J) 1 )
Piy=—5 ¥ (r@—%,j) ) (P =P) 8y <O
em que:
L Mt N N () R () B
() @ +e TR @Dt
(1)~ Pli-2. 1)~ o)
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3. paraadirecdo Y eface S, , tem-se:
) L Y(A: d ) 0
() g ( (m’%))( i~ Pi) Yigrn)”
D, . . =
(6.4+%) 1 )
cD(i,j+1) _5 ¥ (ﬂ’(i,ﬁ-%) ) (q)(i,j+2) - q)(i,j+1) ) ’ U(i,j+y2) <0
em que:
N Py =Py + € - Py ~ P

ﬂ(iyﬁ%):q)(_ T L T s
L,J

4. paraadirecdo Y e face Sy, tem-se:

i) te

(i,j-1 (tj+2) ~ Plijen TE

1 +
Py t5 ¥ (’1(111—%) ) (®s) =P s0)) Vo >0
[OFE—
(i.4-)2) 1 )
q)(i,j) _ET (/l(m.%) ) (q)(i,m) B (D(i,j)) Vi) < 0
em que:
Pra Py " Py T € P _ Py~ Pu tE
WD e @, te WA D @ 4
(i.4-1) (i.j-2) (i.j+1) (i.J)
onde, como discutido na secdo 5.1.2, as funcoes 7‘(;’%,1.) e i(z’;.%) verificam se a

monotonicidade do esquema numérico € violada. Por esse motivo, sdo chamadas de
funcgdes suavizantes ou monitores. Pode-se mostrar, denotando tT=7 ou t=A, que
ocorrem as seguintes condicoes [TRA2000]:

1. se 1> 0, entdo a solucdo numeérica tem um comportamento monoténico, no
ponto, crescente ou decrescente;

2. se 1< 0, entdo a solucdo numeérica tem um extremo local no ponto, devido as
oscilacbes numeéricas;

3. se T~ 1, a solucdo numérica tem um comportamento suave no ponto;

4. se 1=0 ou t— w0, entdo a solucdo numérica tem uma descontinuidade no
ponto.

Assim, se os gradientes tém o mesmo sinal (T > 0), a funcao limitadora de fluxo
deve determinar uma média ponderada, como discutido na secéo 5.1, gerando funcoes
de interpolacdo de segunda ordem de acuracia para as faces das células. No caso de
gradientes terem sinais diferentes (t < 0), ocorrem oscilacdes e, nesse caso, uma

abordagem para tratar desse problema é tomar ‘P(r)zO de modo que o esquema é

somente de primeira ordem no entorno de descontinuidades ou no entorno de altos
gradientes. Isso significa especificar, quando t > O, fungoes limitadoras que sejam nao
lineares e nos casos que isso nao acontece, ou seja, quando T < 0, pode-se especificar
funcgdes limitadoras que sejam lineares de primeira ordem de acuracia. Além disso,
essas funcoes limitadoras devem ser, em quaisquer casos, tais que os valores muito
maiores do que a unidade sejam “naturalmente” limitados.

Note-s, porém, que Zijlema [ZIJ97] mostra que esquemas TVD nao necessitam
ser de primeira ordem de acuracia nos pontos extremos, mas reduzir localmente a
solucdo para primeira ordem de acuracia em pontos extremos € a abordagem
tradicionalmente encontrada na literatura técnica. Exemplos sdo os trabalhos
“Numerical Convection Schemes in Phoenics” [SPA2001], que implementa diversas
funcoes de interpolacao, e o artigo original de Osher e Chakravarthy, “High Resolution
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Schemes and the Entropy Condition” [OSH84|. Assim, essa foi a escolha implementada
neste trabalho, pois foi a que se mostrou numericamente mais robusta e mais simples
de implementar.

5.1.4 Funcoes limitadoras de fluxo

Varios limites para os fluxos sao propostos na literatura técnica, como pode ser
visto em [WAT95] [HUN9S], [ZIJ95], [ZIJ97], [SPA2001], [SNO98| e [HEI99]. Essa
variedade de funcdes limitadoras de fluxos decorre do fato de que o emprego do
esquema—K de van Leer ndo obedece a condicdo (5.3), pois € linear e causa oscilagoes

em regides onde existem altos gradientes.

Funcodes limitadoras de fluxos nao diferenciaveis podem ser desenvolvidas
notando que a funcao de van Leer pode ser escrita como:

v, (r):%(1+K)r+%(1—K)

e, assim, para assegurar que esse esquema seja TVD, impoe-se a condicdo (5.3), de
modo que se obtém uma classe de funcoes de restricao de fluxos, que € dada por:

Yy (r)=max [O, min(‘PKM21 ,2r)]

Essa classe de funcoes de restricdo de fluxo, e outras mais, tem a vantagem de
ter alta flexibilidade, no sentido de definir esquemas lineares e ndo lineares. Uma
desvantagem € que a funcdo Y nao é diferenciavel, o que pode afetar, em alguns
casos, o comportamento da solucédo [ZIJ95]. O parametro M permite controlar a
solucéo de altos gradientes. Um grande valor de M conduz a uma melhor acuracia no
entorno desses gradientes. Porém, para manter a monotonicidade da solucao, essa
escolha exige que o passo de tempo seja muito pequeno, o que ¢é indesejavel visto que
se deve manter a eficiéncia computacional.

Com essas estratégias e idéias, pode-se introduzir uma abordagem unificada de
modo a nao modificar as fungoes interpolantes ja desenvolvidas, sendo que o esquema
numeérico resultante depende apenas de qual funcdo de restricio de fluxos é
empregada para a solucdo de escoamentos e/ou de transporte escalar de substancias
multidimensionais dominados pela adveccdo, ou para solucdo daqueles eventos em
que a difusao € importante.

Neste trabalho sdo implementadas e analisadas uma ampla colecao de funcoes,
composta de 32 funcoes de restricao de fluxo. Muitas dessas funcoes foram geradas
particularizando esta ou aquela funcédo limitadora através da especificacdo de
parametros constantes. Por exemplo, tomando ® =2 na funcdo Sweby, tem-se a
funcdo Roe Superbee; tomando ® =1 na funcdo Chakravanthy-Osher, gera-se a
funcdo Minmod; tomando K =—-1 e M =1 na funcao PL-Kappa, tem-se a funcao
Davis; tomando K = %4 e M = 2 na func¢ao PL-Kappa gera-se a funcéao Koren, e assim
por diante. Com algumas funcoes basicas, gera-se uma série de esquemas numeéricos
lineares e nao lineares, como em [HUN9J]|, [ZIJ95], [ZIJ97] e [HEI99], que fornecem
solucoes positivas ou TVD.

Como discutido anteriormente, quando a monotonicidade € violada, as funcoes
monitores sdo tais que 7 < 0. Nesse caso, as funcoes de restricdo de fluxo retornam

zero, ou seja, V¥ (r) = 0 gerando, quando aplicadas as funcdes de interpolacao de fluxo
dadas na secao 5.1.3, o esquema upwind de primeira ordem de acuracia. Além disso,

quando determinada funcao de restricao de fluxo nao estiver definida em algum ponto
do dominio, escolhe-se, para efeito de implementacdo e para simplificar o tratamento

computacional das excecoes, que tal funcao seja, também, tal que ‘P(z’)z 0. Sob
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essas consideracoes, e denotando, nessa secdo, a expressio caso contrdrio
simplesmente por CC, os limites analisados e implementados neste trabalho sao:

a) Limites diferenciaveis
1.  LUS (Linear Upwind Scheme - linear de primeira ordem):
b4 (r) =0

2. Kappa, com K=1/3 (linear de alta ordem):

%(1+K)r+%(1—K), ser>0e-1<K<1

Y (K,r)=
0, CC
3.  Kappa simétrico, com K=1/3 (linear de alta ordem):
ps (K,r): %(I—K)r+é(l+K), ser>0e —-1<K<1

0, CC
4.  QUICK (Quadratic Upwind Scheme) Kappa com K=0,5 (linear de alta ordem):

§r+l,ser>0
4 4

¥ (r)=
0, CC
S.  CHARM (Cubic-Parabolic High Accuracy Resolution Method) (nao linear):
r(3r+1)
——,ser>0
¥(r)=4 (r+1)
0, CC
6. HCUS (Harmonic Cubic Upwind Scheme) (nao linear):
3
—(r+|r|) ,ser>0
¥(r)=42(r+2)
o, CcC
7.  HQUICK (Harmonic Quadratic Upwind Scheme) (ndo linear):
2
—(r+|r|)7 ser>0
¥(r)=4 (r+3)
o, cC

8.  USR-Kappa (Upstream Symmetric Limiter), com K=0 (linear):

1
(r+|r|), se 0 < rsg

2
W (K,r)= (8+9K) +(2—121§)r+2+3K se r>l
3(1+7) 3

0, CC

9. R-Kappa, com K=1/3 (no linear):
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f— 2 f—
(r+|r|) r +Ef+1§2)r K, se0<r <l e -1<K<0
+r

(2+K)r-K
‘P(K,r)= 1+r

(r+Ir)!

, ser>1 e —1<K<O0

1+K)r+1-K
(1+r)2

, se 0<K<1

0, CC

10. van Leer harmoénico (TVD) (néo linear):
(r+Ir)
Y(r)=4 (1+7)
0, CC

,ser>0

11. van Albada (néo linear):

rl+r

Y(r)= (r2 + 1)
0, CC

—
SN—"

,ser>0

12.  Ospre (nao linear):
S(r2 + r)
Y(r)= 2(r2 +r+1)
o, CcC

,ser>0

13. Fromm (linear):

14. 23A (nao linear):
4r® + 2r
2

¥(r)=43(r+1)
0, CC

ser>0

15. 23B (nao linear):
2r’ +r
Y(r)=12r> —r+2
0, CC

16. ISNAS (Interpolation Scheme which is Nonoscillatory for Advected Scalars) (ndo
linear):

,ser>0

(r + |r|)(3r +1)
w(r)={ 2(rs1)
0, CC

,ser>0
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b) Limites nao diferenciaveis:

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Sweby:
\P(r’(D):{max[o,min(cl)r,l),min(r,CD)], ser>0e-1<d<1
0, CC
Chakravanthy-Osher:
\P(r,q))z{max[o,min(r,q))], ser>0e-1<d<1
0, CC
MC (Monotonized Central):
max O,min(—1 T ,min(2,2r)j ,ser>0
¥(r)= 2
0, CC
USPL-Kappa(Upstream Symmetric Piecewise Linear), com K=0:

max[O, min(2r,§) , min(M, Y (K,r), 2r) }, se

¥ (K,r,M)= r>0e-1<K<leM=>1
0, CC

DPL-Kappa (Diffusive Piecewise Linear Kappa), com K=0,75 e M=3/2:

max{LM,min(M + 2,‘1’(K,r),(2+£jrﬂ, se
P P P

e e e

¥ (K,r,M,P,)= r>0eM=>1eP,>4/(1+K)e 0<K <1
0, CC

MPL1-Kappa (Modified Piecewise Linear 1), com K=0 e a=0:
max {O, min(Qr,gj , min(M, Y (K,r),(2+a) 2r)], se

Y (K,r,M,a)= r>0eM>1e-1<a<0e-1<K<1
o, CC

MPL2-Kappa (Modified Piecewise Linear 2), com K=-1 e a=0:
max [min(M,‘P(K, r),(2+a), r)ﬂ + min [O, max(a,—ar)] , se

¥ (K,7,M,a)= r>0eM=>1e ae[-1,-K]n[-1,0]e-1<K <1

24.

0, CC

SMART (Sharp and Monotonic Algorithm for Realistic Transporf) (QUICK
limitado)(PL-Kappa(r,1/2,4)):
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max| 0, min 2r,§r+l,4 ,ser>0
Y (r)= 4 2

0, CC
25. UMIST (Upstream Monotonic Interpolation for Scalar Transport) (QUICK limitado,
TVD ) (SPL-Kappal(r,1/2,2)):
max O,min(Qr,l+§r,§+lr,2j ,ser>0
Y(r)= 4 44 4
o, cC
26. MUSCL (Monotonic Upstream Scheme for Conservation Laws) (Fromm limitado,
TVD) (SPL-Kappal(r,0,2)):
max O,min(Qr,l+lr,2] ,ser>0
Y (r)= 2 2
0, CC

27. Roe Superbee (TVD) (Sweby(r,2)):
¥ (r)= {max[O,min(2r,1),min(r,2)], ser>0
o, CcC

28. Minmod (Minimum Modulus - Chakravanthy-Osher(r,1)):
maX[O,min(r,l)], ser>0

()= {o cc

29. Koren (CUS limitado, TVD)(PL-Kappa(r,1/3,2)):
max O,min(Qr,z+l,2J ,ser>0
Y(r)= 3 3
0, CC
30. Davis (PL-Kappal(r,-1,1)), com K=-1:
max|0,min(1,¥Y(-1,r),2r)|,ser >0
‘P(K,r)z [ ( ( ) )}
0, CC
31. Hundsdorfer, com K=1:
max min(l,r),min{min(l,r),l+lr} ,ser>0
Y(r)= 3 6
0, CC
32. Kappa-PSI com ®=1,25
max(0.0,min(®r,1.0)), se r >0

\P(K’r):{o, cc

As funcoes de limitacdo de fluxo PL-Kappa (Piecewise Linear) e SPL-Kappa
(Symmetric Piecewise Linear) foram empregadas para gerar, respectivamente, as
funcoes UMIST e MUSCL e, SMART, Koren e Davis.

Na literatura encontram-se varias funcoes que servem de benchmark para
verificar a qualidade de esquemas numéricos, como podem ser vistos em [BAP95],
[GRO99], [ZOU99], [BYU99] e [AWAOQ]. Neste trabalho, as solugdes numéricas foram
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verificadas analisando-se o caso 1D quando da aplicacao da funcado de restriciao de
fluxo as funcoées de interpolacao de fluxo para a solucdao da adveccao horizontal (6.8).
Nos experimentos numéricos empregou-se a conhecida funcao teste, a “onda
quadrada” (square wave), dada como sendo o perfil inicial de concentracdo S°. Todos
os tempos de CPU apresentados foram normalizados com respeito ao esquema upwind
fluxo numeérico.

As diferentes solucoes numéricas para esse problema sdo comparadas com a sua
solucdo numérica discreta exata, que é expressa por S = SOAxAyAt . A analise e
comparacao da solucido numeérica fornecida por um particular esquema de solucao e a
solucdo discreta exata sao feitos, neste trabalho, empregando as métricas discutidas
no anexo 2 e considerando que o avanco da solucdo exata € caracterizado pelo nimero
de Courant C, =u At/Ax. Ele é que determina o quanto a solucdo pode se deslocar
durante um mesmo passo de tempo. Ou seja, o niumero de Courant fornece o nimero
de células (ou fracao de célula) que uma solucao € advectada em um passo de tempo.

As tab. 5.1 a 5.3 mostram os resultados obtidos quando da aplicacao da funcao
de restricao de fluxo UMIST as essas funcodes de interpolacao de fluxo, mas no anexo 4
encontram-se tabelados (tab. A4.1 a A4.45) os resultados, discutidos, para todas as
funcoes de restricao, de 1. a 32. Os resultados das tab. 5.1 a 5.3 foram os obtidos com
a onda quadrada de perfil 1x10x10, representando a concentracéo inicial S°=1,0

de comprimento de 10 espacamentos de malha em cada direcao coordenada. O pulso
onda quadrada é advectado na direcao X (os resultados para a direcdo Y sdo idénticos)
com os parametros Ax=Ay=1,0m, At=1,0s, u=0,25m/s e v=0,0m/s. A
distancia de adveccao é de SOAx, que é obtida depois de 200 passos de tempo, pois
o nimero de Courant é C, = uAt/Ax = 0,25 . Nesse caso empregou-se uma malha de
100 x100 pontos.

Outros experimentos mais sofisticados podem ser vistos na bibliografia
mencionada, mas neste trabalho empregou-se a onda quadrada, e os experimentos
numeéricos sao efetuados para diferentes nimeros de Courant. Seus resultados, onde
RMQ significa raiz média quadrada, sdo como:

TABELA 5.1 - Resultados para o teste com a onda quadrada e o esquema UMIST

meétrica x esquema G=0,25 C~0,40
massa total (exata) 100,000000 100,000000
massa total (numérica) 99,9999771 100,000007
razéo do pico (RP) 0,9999982 1,0000065
conhecimento para a RP -0,0000001 -0,0000002
razao de massa 0,9999994 0,9999996
| 1 - razao de massa | 0,0000005 0,0000003
razao de distribuicao 0,8898882 0,9236349
maximo (numérico) 0,9999982 1,0000065
minimo (numérico) -0,0000001 -0,0000002
erro absoluto médio 0,0022301 0,0049246
erro da RMQ 0,1048088 0,0912286
norma L 0,1930242 0,9999925
norma L, 0,2370105 0,9610593
norma L, 0,4584135 1,0000065

tempo total (normalizado)

1,0523

1,0591

Uma discussao completa sobre todas as funcoes de restricao implementadas €
como aquela apresentada no anexo 4, onde se analisam os resultados da aplicacao das
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métricas a todos os esquemas numéricos. Porém, nessa secdo somente se discute
qualitativamente a funcao aqui apresentada (UMIST).

Nesse caso, a tab. 5.1 mostra que o esquema UMIST é massa conservativo. Esse
esquema preserva o pico, indicando que a concentracdo maxima nao é aumentada ou
diminuida. Ja a métrica do conhecimento para a razdo do pico, que mede as oscilacoes
introduzidas por esquemas nao monotonicos, indica que o esquema nao introduz
oscilacoes. A razdo de distribui¢cdo, que analisa a manutencao do formato do perfil de
concentracdo, mostra que o perfil € mantido com boa aproximacéao (cerca de 89%). Ja
as meétricas relacionadas aos erros e as normas refletem os resultados anteriores,
mostrando que esse esquema néo linear fornece alta qualidade numeérica.

A tab. 5.2 apresenta os resultados obtidos com as mesmas condicoes
empregadas para aqueles da tab. 5.1, somente que nesse caso se verifica a influéncia
do uso de precisdo simples (floay) e de precisdo dupla (double) nos resultados
numeéricos do esquema UMIST.

TABELA 5.2 - Experimento numérico para a onda quadrada com C=0,25. Analise da
precisdo dos resultados do esquema UMIST com parametros 0,00025,
100x100, 200 ciclos, S°%10x10

meétrica x concentracao S0=1 e float S0=1 e double
massa total (exata) 100,00000000000 100,00000000000
massa total (hnumérica) 99,99997711182 99,99996948242
razéo do pico (RP) 0,999998211861 0,999996244907
conhecimento para a RP -0,000000198382  -0,000000198867
razao de massa 0,999999465942 0,999999313354
| 1 - razdo de massa | 0,000000534058 0,000000686646
razao de distribuicao 0,889888297737 0,889886712409
maximo (numérico) 0,999998211861 0,999996244907
minimo (numérico) -0,000000198382  -0,000000198867
erro absoluto médio 0,002231752050 0,002231760209

erro da RMQ 0,104808839929  0,104808781014
norma L 0,193024234772  0,193024940491
norma L, 0,237010555258  0,237010346232
norma L, 0,458413541317  0,458413422108

Os resultados apresentados na tab. 5.2 mostram que os arredondamentos de
aritmética de ponto flutuante no esquema numérico sdo praticamente irrelevantes,
sendo os resultados oferecidos com precisdo simples praticamente como aqueles
oferecidos com o uso de precisao dupla. No anexo 4 apresenta-se um quadro
comparativo desse atributo numeérico para todas as 32 funcoées implementadas.

Note-se que os parametros 0,00025, 100x100, 200 ciclos, S%x10x10 referem-se,
respectivamente, a imposicao de restricdo para as meétricas que empregam O erro
relativo (RMQ, L: e L,) onde se considera, para efeito de avaliacdo, somente as células
cuja concentracao € maior que 0,00025 mpm/100ml; a malha de pontos empregada
no teste; o ciclo (nimero de passos de tempo) onde os resultados foram verificados; e
ao perfil da funcao de teste, como discutido anteriormente.

A tab. 5.3 apresenta os resultados obtidos com o uso de precisao simples e das
mesmas condicées usadas na obtencdo dos resultados mostrados na tab. 5.1, para
diferentes perfis de concentracdo. Ou seja, alterou-se o “pulso” da concentracao inicial,
de modo a verificar se o esquema numérico retém sua (6tima) qualidade numérica,
mesmo sob fortes gradientes de concentracao.
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TABELA 5.3 - Resultados para o teste com onda quadrada para C=0,25 analisando a
influéncia do perfil para esquema UMIST com parametros 0,00025,
100x100, float, S°x10x10

So0=1 S0=10%

métrica x concentracio S0=107

massa total (exata) 100,000000 1000000,000000 1000000000,000
massa total (numérica) 99,9999771 1000000,000000 999999744,0000
razao do pico (RP) 0,9999982 0,9999966 0,9999947
conhecimento para a RP -0,0000001 -0,0000000 -0,0000000
razao de massa 0,9999994 0,9999995 0,9999995

| 1 - razdo de massa | 0,0000005 0,0000004 0,0000004
razao de distribuicao 0,8898882 0,8898885 0,8898856
maximo (numeérico) 0,9999982 9999,9667968  9999947,000000
minimo (numeérico) -0,0000001 -0,0000124 -0,0106831
erro absoluto médio 0,0022301 22,3184309 22318,5496589
erro da RMQ 0,1048088 0,1285871 0,1438643
Norma L, 0,1930242 0,1930321 0,1930331
Norma L, 0,2370105 0,2370108 0,2370101
Norma L, 0,4584135 0,4584104 0,4584104

Os resultados apresentados na tab. 5.3 mostram que a solucdo numérica do
esquema UMIST mantém toda a qualidade numeérica, como as apresentados nas tab.
5.1 e 5.2, mesmo sob situacdes onde ocorrem elevados “picos” de concentracdo. As
diferencas dos resultados fornecidos pelas métricas relativas aos erros e as normas
apenas refletem as diferencas das quantidades envolvidas nos testes das tabelas
anteriores e no teste dessa ultima tabela. No anexo 4 pode-se ver, também, uma
analise analoga para outras funcoes de restricao de fluxo.

5.2 Método beta

O método FLM foi empregado, pelos motivos discutidos nas secoes 5.1 e no
anexo 1, para a obtencao da solucao da adveccédo horizontal da EDP do transporte
escalar de substancias 3D. Por outro lado, a solucao da adveccao horizontal € obtida
com o emprego do método beta desenvolvido por Gross [GRO98]. Essa escolha é
induzida por duas questoes fundamentais na solucao do transporte vertical. A primeira
questao é a manutencao da estabilidade da solucdo, mesmo em regides “muito rasas”
em corpos de agua. A segunda questao diz a respeito a difusdo numeérica, devido ao
fato de que ela deve ser menor que a difusao fisica.

Essas questoes também foram abordadas no anexo 1, porém, nessa seciao
destaca-se que o espacamento vertical da malha é, geralmente, construido de modo
que seja muito menor que o espacamento horizontal da malha. Além disso, as alturas
(magnitude do espacamento vertical) das células das camadas podem ser muito
pequenas, aproximando-se de zero em células que sofrem os processos de alagamento
e de secamento. Para manter a estabilidade da solucdo numérica nesses casos, uma
discretizacdo explicita para a adveccao vertical exige um passo de tempo muito
pequeno, menor que o necessario, quando se considera somente o aspecto da
acuracia, o que reduz a eficiéncia computacional. Uma solucdo para esse problema é
construir um esquema completamente implicito. Porém, nesse caso, a dependéncia de
dados torna complicada a obtencédo de uma solucao paralela eficiente.

A segunda questao considera o fato de que uma difusdo numérica excessiva,
produzida pela solucao do transporte vertical, encobrira a difusao fisica, calculada pelo
modelo de turbuléncia, tornando inécua a modelagem turbulenta e o calculo preciso
da mistura vertical (ver anexo 1).
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A alternativa €, portanto, desenvolver um esquema semi-implicito para o
transporte vertical, de modo que a componente horizontal seja aproximada
explicitamente como, por exemplo, pelo método FLM. A componente vertical deve ser
aproximada implicitamente. Essa abordagem mantém a estabilidade da solucao e
maximiza sua eficiéncia computacional, caracteristicas altamente desejaveis em
modelos 3D.

Um exame detalhado da literatura técnica disponivel mostrou poucas
alternativas para obter um esquema semi-implicito com essas caracteristicas. Uma
abordagem ¢é tratar os termos explicitos do transporte escalar com um esquema semi-
Lagrangeano como feito em [CAS92], que ndo tem os atributos de ser altamente
acurado e massa conservativo. Um esquema de solucdo que obedece tais exigéncias € o
esquema—/?, que foi desenvolvido por Gross [GRO98].

Esse esquema ¢é semi-implicito e obtido através da combinacdo do
método—6€ com o esquema QUICK de Leonard [LEO79], e é empregado para resolver
semi-implicitamente a adveccao vertical. A difusao vertical € resolvida empregando o
método semi-implicito Crank-Nicolson. A combinacdo desses dois métodos gera um
esquema numeérico semi-implicito para o transporte vertical.

A analise da difusdo mostrou que o esquema—/f tem difusdo numérica de pelo
menos uma ordem de magnitude menor que a difusao fisica (ver anexo 1). Além disso,
apesar de o método permitir o surgimento de alguma oscilacdo numérica, ele € de
segunda ordem de acuracia, para todos os numeros de Courant. Assim, o método—/f3
de Gross tem os atributos necessarios a solucao de alta qualidade numeérica. A difusao
vertical € resolvida com o método Crank-Nicolson, dado que o objetivo € manter a
estabilidade do esquema, mesmo quando o espacamento vertical Az € pequeno. Os
termos de difusdo sdao agregados as CC do modelo de transporte vertical, como
mostrado na secao 4.7.

Assim, os esquemas numeéricos resultantes para o transporte vertical podem ser
empregados em regides com grande variacdo no numero de Courant, dado que essa
caracteristica € marcante em lagos e estuarios, pois, embora predominem escoamentos
com baixos nimeros de Courant, escoamentos com altas velocidades verticais podem
ocorrer, sobretudo em regides com fortes gradientes batimétricos ou bruscos
movimentos baroclinicos [GRO98].

Na construg¢ao do método—/f para a solucdao da advecgao vertical considera-se,
inicialmente, a adveccdo escrita na forma fluxo S;"'=S; -C, (S, -S,), onde

C,= w(At/ Az) € o namero de Courant, At € o passo de tempo, e S, e S, sé@o os
fluxos nas faces inferior e superior, respectivamente. Esse esquema é conservativo, por
construgao, se (SL )k = (SU )kf1 e, assim, basta especificar aproximacoes para S,

pois a aproximacdo para S, é obtida simplesmente empregando um deslocamento
para a esquerda no indice k.

Considerando inicialmente que as velocidades sao positivas, o fluxo superior
interpolado com método QUICK fornece a expressao:
1 n n 1 n n n
Sy :5 (Sk + Sk+1) - g (Sk—l —-25: + Sk+1)

porém, o esquema QUICK é explicito e nado € estavel para a adveccao pura [GRO98|.
Um modo de melhorar sua estabilidade e acuracia €¢ empregar a abordagem trapezoidal
[HIR92] na sua forma particular, o método—6 , onde O <@ <1. Nessa situacéo, o fluxo

S, € aproximado como:
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0 n+ n+ 1-6 n n 1 n n n
S, za(sk 1+sk+;)+7(sk +S7.,) —g(sk_1 - 257 +57,,) } (5.7)
onde em (5.7) o termo de corre¢ao do esquema QUICK ¢é O, 125(8,?71 —-2S; +S,?+1) eé

explicito para que a matriz seja do tipo 3-diagonal, ja visando a obter um esquema
numérico que seja semi-implicito, ficando a “implicidade” restrita a componente
vertical, sendo a componente horizontal completamente explicita.

Nessa situacdo a paralelizacdo do modelo de transporte 3D considera somente
uma decomposicao 2D, onde a dependéncia de dados fica restrita apenas a coluna de
agua. Isso € particularmente atraente sob o ponto de vista da solucdo paralela, pois o
particionamento do dominio pode ser apenas em duas dimensoes. Essas questoes sao
tratadas no capitulo 7.

Quando se toma #= 0,5 em (5.7), o esquema € estavel e tem acuracia temporal
de segunda ordem. Porém isso se verifica somente quando |CZ|S 1. Para manter a
estabilidade para altos nimeros de Courant, emprega-se o [ —esquema, que depende

do numero de Courant. Com isso a interpolacdo do fluxo S;, onde

0<p. =5 (Cz ) <1 é como definido por (Al.2), e € dado por:

Sy =5 (C,)[ 68" +(1-0)S; |

(1= A (C))] (st es)+ 1 St et - S0 -2+

)} (5.8)

Sendo o esquema conservativo, isto €, vale que (S L )k = (SU )k—l , & EXpressao para
o fluxo S, é obtida diretamente de (5.8) como:
S, =B.(C,)[ 0S¢ +(1-6)St, |

+(1- B, (cz)){ g(s,g_*; +s;+1)+%(s,¢_l +57) —é(s,j_2 —28"  +S!

)} (5.9)

Desse modo, a expressdo S; "' =S, —C, (Su —SL) € aproximada, usando (5.8) e

(5.9) como:
Sy 0, | 417 (S-S ) 5 (1- A (51 2
- St-(1-0)C,| A (St et )3 (1- A1) (st -5 | (5.10)

_ é(l_ B)(Sp,-3Sp, +3S) -S).,)

A expressao (5.10) deve ser estabelecida para velocidades positivas e negativas,
dado que o escoamento é ndo permanente e pode mudar de direcdo, mesmo
localmente. Essa formulacdo pode ser obtida a partir da definicido dos numeros de
Courant locais e dos fluxos numéricos na direcao vertical. As expressoes obtidas sao
descritas e empregadas na secao 6.5, quando da obtencdo dos esquemas numeéricos
para a ETM 3D. A tab. 5.4 mostra alguns resultados para o esquema beta.
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TABELA 5.4 - Resultados para o teste para o esquema beta (adaptado de [GRO98))

Perfil x esquema numeérico passo Seno ao quadrado semi-elipse
Resultados com a métrica do erro absoluto
Esquema beta 2,21 0,78 1,90
Upwind trapezoidal 5,34 6,74 7,98
Diferencas centrais trapezoidal 6,99 2,95 3,77
QUICKEST 1,41 0,26 1,16

Os resultados apresentados na tab. 5.4 foram obtidos considerando-se a
adveccao de trés perfis de teste em uma malha uniforme, onde cada perfil foi
transportado a uma distancia de 45 pontos da malha (espacamentos verticais, Az)
empregando os parametros w=1,0m/s, Az=0,01m e At=0,005s, ou seja, o namero de
Courant C, = w(At/ Az) =0,50. O perfil passo (step) unitario consiste, nesse caso,

em estabelecer o valor da concentragdo como S=1,0 no lado esquerdo e S=0,0 no lado
direito. O segundo perfil consiste em uma onda senoide ao quadrado (sine-squared) de

comprimento de 20Az. Esse perfil é expresso como S = sen (zrz/ ZOAZ)Q, onde

0<z<20Az. O terceiro perfil consiste em uma semi-elipse (semi-ellipse) de

comprimento de 20Az, centrada em z., descrita por S = \/ 1- (z -z, )2 / (IOAZ)2 , onde
0<z<20Az.

Os resultados mostram que os melhores esquemas numeéricos sao o método beta
e o QUICKEST. O esquema upwind é altamente difusivo, enquanto o esquema em
diferencas centrais é fortemente oscilatorio. Note-se que o esquema QUICKEST, que é
explicito, tem uma acuracia um pouco melhor que a do método beta mas isso somente
se deve ao fato de que o numero de Courant é C, = 0,50 o que garante a estabilidade
desse método. A grande vantagem do esquema beta é que ele €& dentro das
caracteristicas discutidas no anexo 1, estavel para todos numeros de Courant, apesar
de permitir o surgimento de alguma oscilacdo, o que ndo acontece com esquemas
explicitos que sdo, necessariamente, limitados por pelo numero de Courant C,<1,0.

Resultados adicionais, e um ampla discussdo sobre os atributos numéricos e
computacionais do esquema, beta podem ser vistos em [GRO98|.
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6 Esquemas numeéricos

Para obter solucoes numéricas estaveis e acuradas, de modo que os sistemas de
equacoes sejam lineares, deve-se construir funcoes interpolantes para os valores das
variaveis dos termos constituintes das EDPs, além de decidir se as aproximacoes sao
explicitas ou implicitas, dado que cada qual tem suas vantagens e suas desvantagens.
Em geral, um esquema numérico implicito é mais difusivo que o correspondente
esquema explicito. Mas a abordagem implicita, por ter estabilidade incondicional, ndo
restringe a magnitude do passo de tempo, que de qualquer modo nao pode ser
arbitrariamente grande para nao degradar a acuracia da solucao.

Portanto, deve-se ter um compromisso entre a eficiéncia computacional e a
acuracia da solucdo. Uma estratégia nesse sentido € construir um esquema semi-
implicito. E essa a abordagem que norteia este trabalho.

Para este trabalho, no caso das ESWs 2D e 3D, seguiu-se a abordagem de
Casulli, na qual os gradientes da elevacdao da superficie nas ECQMs e o divergente da
velocidade da EC sao discretizados implicitamente. Por questdes de estabilidade, os
termos de atrito na interface agua-sedimento nas ECQMs, sao, também, discretizados
implicitamente. Os coeficientes de atrito na interface agua-superficie livre sao
discretizados explicitamente. Essa abordagem fornece esquemas numeéricos semi-
implicitos para a solucao do escoamento.

No caso da ETM 3D, a abordagem foi a de discretizar implicitamente o transporte
vertical, e explicitamente os demais termos. O esquema numeérico resultante é semi-
implicito. No caso da ETM 2D, os esquemas numeéricos também foram construidos
através da abordagem semi-implicita. O paralelismo é obtido via decomposicdo de
dados e/ou de dominio, mas essas questoes sdo tratadas no capitulo 7.

6.1 Esquemas semi-implicito: ESW

Considerando as escolhas mencionadas anteriormente, a solucao para as ESW é
obtida através da substituicao formal das expressoes (4.5) e (4.6), que sao as equacoes
da conservacdo da quantidade do movimento (ECQMx e ECQMy), na expressao (4.3),
que é a equacao da continuidade integrada na vertical (EC-IV). Com isso obtém-se um
sistema de equacoes lineares e SDP tipo 5-diagonal, cujas incognitas sdo somente os
termos barotrépicos (gradientes dos niveis da agua), e que € escrito como:

Bia T+ Clfly + DT + By /ety + Sl =Bl 1(6:1)

(171]) (i,J-1) ( (i,J- 1) (i-1,j) L]+l (i+1,)

onde os coeficientes sdo:

2
c. . =1+g| 2] 021[(az)" a'az] Az) A'az| }
(i.4) 9 [ij {[( ) :|(i+%,j) " [( ) }(i—%,j)

2
tg (AA_;] o° {[(AZ ) Aaz }(tﬁy) +| (a2)’ AlAZL%)}

_ At 2 2 T -1 n
E(i+1,j)_ g(ij 0 |:(AZ) A AZj|(i_/]/2’j)
AtY .
D..=—qg|l— AZ) A'AZ
(i.) Q(ij 0 [( ) :|(i+y2,j)
At
F Sk 92 (AZ Taaz]
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2
At T n
S..=—g|l—| 6*|(AZ) A'AZ
) g(ij [( ) :|(i,j+y2)

At T n T n At T
B =———(1-6 AZ) U AZ) U -—(1-6 AZ) V
o aet-o[eayv] | [azy o] A-2a-o)fav]
n At T n T n
AZ)'V - 220 (Az) AT'G AZ) AT'G
* |:( ) :|(i,j}/2)} Ax {':( ) :|(i+y2,j) * |:( ) :|(iy2,j)}
At T -1 n T -1 " n
-—0<|(AZ) A™G AZ) ATG L
Ay {[( ) li,j%){( ) li,j—%)}m("”
sendo os vetores U (’EZ,J.), V(?ﬁ%), AZ(':%,J.) , AZ(';,J.%) , G(':%’j)e G(;J.J%), e as matrizes
A('; 1) © A(';ﬂ ) como descritos na secéo 4.1.

Os valores das velocidades horizontais, que sdo responsaveis pela troca das
quantidades de movimentos entre as camadas, sdo calculados resolvendo os N, N,

sistemas de equacoes 3-diagonal e SDP de dimensao NN, via algoritmo de Cholesky,

apos a substituicdo em (4.5) e (4.5) dos valores dos niveis recém calculados, via
algoritmo do GC, em (6.1).

As velocidades verticais sao obtidas a partir do conhecimento das velocidades
horizontais nos niveis de tempo n+1 e n, empregando a expressao (4.4), que é a
forma discreta da equacdo da continuidade, e que € resolvida explicitamente da
primeira camada para a Ultima camada (o implementacao e os esquemas consideram
que a ordem dos indices € crescente de baixo para cima na coluna de agua, conforme
ilustrado na fig. 6.9) , ou seja, como:

n+1 _ -1 n n+1 -1 n
w(i’j:k+%) - (0 1) w(i’j'k+%) + w(i’jka%) + (e 1) w(i’jka%)

9_1 n+60 A n n+6 A n

_E(u(i%j,k) Zirtpin) ~ Hi-100) z(i—%,j,k))
9_1 n+6 n n+6 n

‘E( A2~ a2 )

n+6 _ n+l n n+6 _ n+l n
em que Uy ;4= 0,5u(ii%’j’k) + O,Su(ii%,j’k) e v(i’j%’k)— 0’5U(i,jiy2,k)+ O>Sv(i,j¢y2,k)’

tomando se 8 = 0,5 . As velocidades verticais sdo responsaveis pela troca de massa.

A ESW como sendo um caso particular das ESW 3D com apenas uma camada, e
denotada como ESW 2D, de modo a diferencia-la das ESW 2D integrada na vertical
(ESW 2D-1V). O sistema de equacdes para as ESW 2D e para as ESW 2D-IV é analogo
ao (6.1). Mas, nesses dois casos, seus coeficientes sao:

E. L .=—g (ﬂf e hu(i—%,j) + i)
) Ax 1+ Atrj?i%j)
2 h,. .+
At u(i+¥, 771
D(i+1,j) =-9g (—j 6? Lﬂ”
Ax 1+ Atrj(i%,j)

2 h +nt
At o(ij-yy) T -y
FEHLJ) - g[ j 6 ) !

Ay 1+ AtT;Z )
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2 n
S 3 At 0 hu(ij+y) + 77(1‘)
() =79 A_y 1+ Atr

Y(ij+15)

C —1+9(£T g || Detoss MKEN Pt * M
(i) = "
L+Ately,,) ) | 1At
‘g ( At )2 e i ey +70G) N i jrg) * M)
X s"
1+ Atr Wi 1+ Atry(i’j_%)
. At

By = - Ax (1-0) [ i) 1) U = (Pugos *”(i—l))Uw,f)}

37 O Py +70 ) Vitsy = (g 750 ) Wi

Ay
[ hu i+Y,7 + 77,: h e i 77’:_
I T e
hu i,j+ + 77”' h i,] + nn‘_
- AA_QG ﬂ% (i)~ 1(+JAy12f)r | Vi |7 o
i (l] /) (l.l /)
def def def .

onde 778) - 77(?1') ou 77&) - 77(?*1,1) © 77(’11') - 778,1) » ou 77(,;) - 77(” 1)’ dependendo da
direcdo das velocidades horizontais.

Note-se, porém, que neste trabalho, o esquema numérico semi-implicito para as
ESW integradas na vertical (2D-IV) foi desenvolvido independentemente do 3D e de seu
caso particular, as ESW 2D. Em qualquer caso, os sistemas de equacoes resultantes
sdo lineares, tipo 5-diagonal, e SDP quando satisfeitas as condicoes:

0,5(Man sy + 1y )+ Pugrerg ) O € O5( oy 7 )+ Py >0

u(it)5.J) v(i.jt)s)

onde hu(ii ) € hv(l.ji %) sdo as batimetrias nas direcbes X e Y . No caso das ESW 2D

tomou-se 8 = 0,5 e no caso das ESW 2D-IV tomou-se € =1 (acuracia temporal de
primeira ordem). As alturas nas ESW 2D-IV foram obtidas através das expressoes:

0 =0,5 (M 7y 4 2Ry, ) € UL = 05 (1t 1) + 2P 1)
enquanto as alturas das ESW 2D sao obtidas como:
def def

Hug, 0 = Py P i) © BV = ey T js2)

em que I e J sao as funcgodes sinal definidas na secao 4.4. Desse modo os algoritmos
numeéricos para as ESW 2D e 3D fornecem expressoes consistentes com os esquemas
de solucao para a ETM 3D, satisfazendo, portanto a condigcdo CTC. Os esquemas de
solucao para as ESW 2D-IV nao contemplam tal atributo.

Para verificar a qualidade das solugées numéricas produzidas pelos modelos de
escoamento 2D e 3D, no tocante as velocidades e aos niveis, fizeram-se experimentos
numeéricos como apresentados e discutidos em [SIL86], [SCE91], [KIM94|, [CAS94] e
[KAP98]. Esses experimentos consistem na solucdo da ESW 1D e de um modelo
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aproximado para as ESW 3D. Desse modo, a verificacdo entre os resultados teoricos e
resultados numeéricos sao somente entre aqueles resultantes da solucao de sistemas de
equacoes simplificados, onde nao existem os termos de atrito e de viscosidade. Mas
esses modelos teoricos sdo importantes na fase de verificacdo, onde se busca investigar
a qualidade numérica dos algoritmos desenvolvidos e implementados. As solucoes
analiticas para as ESW 1D (6.2), bem como para o experimento que trata do modelo
3D, sao calculadas através do emprego do software MAPLE V®, que € um pacote de
computacao simboélica desenvolvido pela Waterloo Maple Inc.

O primeiro experimento compara a solucdo numeérica e a solucdo analitica das
equacoes shallow water 1D. Essas equacoes sao escritas como:

8—77+H6—u:0

ou 0On '
—+g—=0

ot ox

sendo que a solucao analitica de (6.2), no caso dos niveis, € como:
X
n(x,t)= asen(a)t - Z] +1°(x,0)

e a solucao analitica, no caso da componente de velocidade na direcdo X, € como:

u(x,t) :%«/gH sen(cot—%)

em que as quantidades fisicas envolvidas sdo como:

1. n= ﬂ(x, t): nivel de agua;

u= u(x, t): componente (direcao X) da velocidade;
H (x,t): profundidade;

c= \/giH : celeridade da onda;
a : amplitude;

T : periodo;

A =cT : comprimento de onda;

® =27 /T : freqiiéncia angular;

© ® No g kW N

k =27/ A : numero de onda;

L : espacamento na direcao da onda (comprimento da malha de teste);

[ S S
= O

770 (x, O) : nivel de agua de repouso, acima do plano de referéncia;

—
N

t: tempo.
Substituindo esses parametros fisicos nos termos de solucdes analiticas de (6.2)
obtém-se a expressao para os niveis (elevacao da superficie):

n(x,t)= asen(z%t— d ]+77° (x,0)

JgHT

e, a expressao para a componente u da velocidade horizontal, que € dada por:
a 2 X
u(x,t)=—./gH sen| =—t -
( ) H 9 { T gH T}

Note-se que especificando um nivel em um ponto x tem-se uma “onda senoidal”
propagando-se sem deformacdo de uma extremidade a outra de um “canal” com




110

profundidade constante. Assim, o primeiro experimento consiste em verificar a
qualidade numeérica do modelo 2D integrado na vertical e, também, a qualidade
numeérica do modelo 3D com apenas uma camada. Para esses casos, foram
empregados os seguintes parametros:

1.

©° N ok w b

u(x,O) = U(x,O) =0m/ s: velocidade inicial;

H (x, t) = 4,0m : profundidade uniforme;

c= m [16,2642m / s: celeridade da onda;
a = 0,1m: amplitude;

T =720 s : periodo;

L =2800m : comprimento do canal;

770 (x, O) =1,0m : nivel inicial;

t =2160s: tempo de simulacéo.

Considerando-se uma malha de teste de 7x14 pontos (sete linhas na direcao Y

por 14 colunas na direcao X), simula-se o escoamento na direcao X e os niveis de agua
em um canal retangular com uma profundidade uniforme de 4,0 m. Nesse
experimento o espacamento € Ax = 500m e passo de tempo é At = 24s e, portanto,
a simulacdo requer 90 passos de tempos. As fig. 6.1 e 6.2 mostram os resultados
analiticos e numeéricos obtidos com tais parametros.

0.157
0.1
0.05]

04 " oo
-0.05
RE

0157

FIGURA 6.1 - Curva obtida com a solucao analitica de (6.2) para os niveis de agua

depois de 90 passos de tempo (720s) e considerando-se o ponto onde se
tem L=2800m

Modelo 2D e modelo 3D com 1 camada
2.0E-01

1.5E-01 +
1.0E-01 +
5.0E-02 f
EP-0E+00 A /

/ \ /
S0E021 3 5 7 Y9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33

s

-1.0E-01 +

Velocidade horizontal
(componente u)

-1.5E-01 +

-2.0E-01

Ponto de malha x=14 (2800m) em t=720s

FIGURA 6.2 - Curva obtida com a solucdo numérica de (6.2) para os niveis de agua

depois de 90 passos de tempo (720s) e considerando-se o ponto onde se
tem L=2800m
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Na verificacdo da qualidade da componente horizontal da velocidade, empregou-
se a métrica do erro relativo e, uma analise comparativa entre os resultados analiticos
e os numeéricos, como ilustradas nas fig. 6.1 e 6.2, mostra que o erro maximo é menor
que 0,5%, o que indica que o modelo € suficientemente acurado.

Dado que os niveis de agua sao calculados somente a partir da camada superior,
tanto no modelo 2D quanto no modelo 3D, e os algoritmos numeéricos para o calculo
desses niveis sao idénticos nos dois modelos, a analise comparativa dos resultados
desses niveis € feita no experimento a seguir.

Note-se que todos os resultados analisados nas tabelas dessa secao foram
obtidos empregando a malha de ponto com 7 linhas e 14 colunas. Porém, os
resultados mostrados referem-se somente a linha central (nimero 4), dado que os
resultados para as outras linhas sdo completamente coincidentes com este. Todas as
velocidades verticais (i) e horizontais (1) sdo nulas no tempo inicial (t=0). Além disso,
todos os niveis (elevacdo da superficie da agua) sdo idénticos, tanto para os modelos
2D quanto para o modelo 3D.

O segundo experimento consiste na avaliacdo das solucdes produzidas para o
modelo hidrodinamico 3D. Nesse caso pode-se mostrar, como em [KIM94], que as
solucoes analiticas sdo tais que, para os niveis, tem-se:

1n(x,t) = a cos(kx)cos(wt)

2r 2r
=a cos|—x |cos| —t
A T
e a velocidade horizontal (componente na direcao X) € obtida pela expressao:

u(x,t)= %c sen(kx)sen(wt)

a 2r 2
=—,/gh sen| —x |sen —t
h A T
e onde a velocidade vertical é calculada como:

w(x,t)= %a)(h + 1) cos(kx)sen(wt)

= 22—7[(h +1n)cos (Q—ﬂx] sen(Q—” tj
h T A T

Nesse experimento o campo de velocidades e os niveis sdo simulados em um
canal retangular. Tal canal €, também, formado por malha com 7x14 pontos (sete
linhas na direcao Y por 14 colunas na direcao X), e com profundidade total uniforme,
quando em repouso, de 4,0 m. O espacamento horizontal adotado é Ax =200m . O
espacamento vertical adotado é Az =1,0m e considerou-se um modelo 3D formado

com quatro camadas. O passo de tempo € At = 5s, e os parametros adotados foram:

1. u( X, O) =0m/ s: velocidade (horizontal) inicial;

2. w(x, O) =0m/ s: velocidade (vertical) inicial;

3. h(x,t) =4,0m : altura total;

4. c= m [16,2642m /s quando se considera a altura total

h(x,t) =4,0m (ou apenas uma camada). Para a avaliacdo das componentes

das velocidades horizontais e verticais no caso do modelo 3D com quatro
camadas, toma-se h (x, t) =Az=1,0m;
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a = 0,4 m : amplitude;
T =720 s : periodo;
L =2800m : comprimento do canal;

770 (x, O) =1,0m : nivel inicial;

© ® N o u

t =2160s: tempo de simulacao

As fig. 6.3 e 6.4 mostram, respectivamente, os resultados analiticos e numéricos
obtidos para os niveis de agua (elevacdo da superficie a partir de um plano de
referéncia).

0.44

0.2
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FIGURA 6.3 - Curva de niveis obtida com a solugao analitica para a elevacdao do nivel
da agua depois de 432 passos de tempo (2160s), e considerando-se o
ponto de malha onde se tem L=2800m

Modelos de escoamento 2D e 3D
0.4
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FIGURA 6.4 - Curva de niveis obtida com a solucdo numérica para a elevacédo do nivel
da agua depois de 432 passos de tempo (2160s), e considerando-se o
ponto de malha onde se tem L=2800m

Na verificacdo da qualidade dos niveis de agua empregou-se a métrica do erro
relativos e, uma analise comparativa entre os resultados analiticos e os numeéricos,
como nas fig. 6.3 e 6.4, mostrou que erro maximo € de aproximadamente 0,5%.

Uma outra analise refere-se as velocidades verticais e horizontais. As velocidade
verticais sdo avaliadas considerando-se a acuracia temporal de primeira e a de
segunda ordem. Ou seja, empregando esquemas numeéricos com o parametro teta
0 =10 e 8=0,5, respectivamente. As fig. 6.5 e 6.6 mostram os resultados obtidos
(solucao numeérica) para as velocidades verticais do modelo 3D com quatro (4) camadas
de altura uniforme e igual a 1,0m. Os resultados analiticos ndo sao apresentados em
forma de tabelas, e os resultados numéricos sdo apresentados de modo que as
sequiéncias —#—, —®%— —#— ¢ —®— indicam, respectivamente, os resultados
para a primeira, segunda, terceira e quarta camadas do modelo 3D.
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Uma analise comparativa entre os resultados analiticos e os numeéricos,
mostrados nas fig. 6.5 e 6.6, empregando o erro relativo, mostra que o erro maximo &
menor que aproximadamente 0,5% com esquemas de segunda ordem de acuracia, e
menor que aproximadamente 1,0% com os esquemas de primeira ordem de acuracia.

Modelo 3D com 4 camadas e com teta=1.0

2.50E-04
2.00E-04
1.50E-04 T
1.00E-04 +

» 5.00E-05 +
& 0.00E+00 1
-5.00E-05 L 2 3
-1.00E-04 +
-1.50E-04 |
-2.00E-04

Velocidades verticais

Pontos da malha (tempo=2160 s)

FIGURA 6.5 - Resultados obtidos com a solugdo numérica para as velocidades verticais
depois de 432 passos de tempo (2160s), empregando o algoritmo de
calculo com acuracia de primeira ordem

Modelo 3D com 4 camadas e teta=0.5
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Velocidades verticais

Pontos de malha (tempo=2160 s)

FIGURA 6.6 - Resultados obtidos com a solugdo numérica para as velocidades verticais
depois de 432 passos de tempo (2160s), empregando o algoritmo de
calculo com acuracia de segunda ordem

A fig. 6.7 mostra os resultados obtidos para a componente horizontal (direcao X,
componente u) da velocidade.

Modelo 3D com 4 camadas
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Velocidade horizontal

-6.0E-02
Pontos de malha (tempo=2160 s)

FIGURA 6.7 - Resultados obtidos com a solugdo numérica para as velocidades
horizontais (modelo 3D com quatro camadas) depois de 432 passos de
tempo (2160s)
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Uma analise comparativa entre os resultados analiticos e os numeéricos,
mostrado na fig. 6.7, empregando o erro relativo, mostra que o erro maximo € de 0,1%,
indicando que o esquema numérico é suficientemente acurado para simulacdes de
longos periodos de tempo.

Note-se, porém, que todos esses experimentos consideram situacdes ideais para
a solucao numérica. Na pratica a influéncia da topografia, etc. torna esses resultados
insustentaveis impulsionando as pesquisas de modelagem, técnicas numéricas e
computacionais, etc. que visam obter solucoes condizentes com a realidade fisica.

6.1.1 Solucao explicita para termos das ESW

Como discutido no anexo 1, onde se apresenta e discute, entre outras questoes, a
importancia de se desenvolver esquemas semi-Lagrangeanos para a solucdo do
escoamento, neste trabalho optou-se por construir solucoes Eulerianas para os

operadores explicitos F' U( ) © F V( .y Das ESW discretas.

Nesse caso, os operadores explicitos agregam as discretizacoes explicitas para o
termos da adveccdo, dos atritos superior e inferior, da forca de Coriolis e da difusao
horizontal. Na solucdo dos termos advectivos para as ESW, emprega-se esquemas
numeéricos upwind de primeira ordem e, assim, a adveccdo da ECQMy é aproximada
considerando que:

Uty =Vt U Upy Ui,
OU [ ZGd) " ed) ooyn 5 ¢ QY o 0d) Zlivd) ooppn
ox Ax (+/2:7) 0x Ax (i) <
oU UYiny Yinsn _ on oU Ulpiny " Yliny)  on
ped) (47070 se Vi(irz,) =0 e pedt) 7 (472]) se V(2. <0
oy Ay oy Ay
em que a componente V da velocidade discreta nao esta definida na posicao
(i+ v, _]) Portanto VZ%J‘) € aproximado como a média dos quatro pontos
circunvizinhos da malha numérica nos quais V" é conhecido, ou seja, como:
Vieen=025(VEL sy + V0 + Wiy * Vi)

Os termos de atrito inferior e superior sdo escritos na forma discreta,
respectivamente, como:

n 2 v g
(z's )n ~ g\/(U(H’/ J)) (V(i+%’j)) (TU )n ~ CD Par Wx

i+ 5,d) 2 n (i )3.d) o Hu
0,25(Chin + Cigey ) Hutly agua Ui, )
enquanto os termos de Coriolis, e de difusdo horizontal que € aproximado via
diferencas centrais, sdo escritos na forma discreta, respectivamente, como:

DV (12357 ~DO, 25(1/(?]+ DV Vs V(?H,j%))
e
o | Y =2 MY | [ Yisssn =2V Y
V U +
(i+3%:0) ™ Ax> Ay?

Analogamente, o operador explicito para a direcdo Y agrega as discretizacoes
explicitas para os termos da adveccdo, dos atritos superior e inferior, da difusédo
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horizontal e do termo de Coriolis. As aproximacoes para os termos advectivos para a
ECQMy que sao definidas nos pontos (i, Jj+ %) sdo tais que:

Ve =V . Vo=V .
OV i) i) (o 50 @ DY a i) i) (o e 0
ox Ax ox Ax
oV Vi Vi V" 30V 4 Vs _V(i,f%) V' <0
ay Ay (Lith) = ay Ay (i, J+/)

onde a componente U da velocidade discreta nao esta definida na posicao (i, j+ ¥ ) .
Logo U i)

numeérica nos quais U" € conhecido como:

Ul = 025(U( UL UL, )+U(H%J+1))

Analogamente a ECQMx, os termos de atrito inferior e superior sdo escritos na
forma discreta, respectivamente, como:

—n 2 . 2
o] ()
”

(”%’”zo,25(c +Cy, )) Hu"

€ aproximado como a média dos quatro pontos circunvizinhos da malha

e (Ty)n ~ CD Par W
Y/, i+
059 Pagua U .

h(i,j+1) (i,j+%)
enquanto os termos de Coriolis, e de difusdo horizontal que € aproximado via

diferencas centrais, sdo escritos na forma discreta, respectivamente, como:

DU,y quO,QS(U( o FUL UL, U(l._%’jﬂ))
(&
£, V2" ~ e, V(lﬁ“’/) 2V(11+/)+V(u ) V(l+1J+/) 2V(w+/)+v(l L.j-15)
(l ]+/) Ax2 Ay2

em que os detalhes das deducoes para as ESW 3D e ESW 2D-IV podem ser
encontrados em [RIZ2002a].

Os operadores explicitos empregados nos esquemas numeéricos semi-implicitos
para as ESW 2D e para as ESW 3D sao como nas expressoes abaixo. Especificamente
no caso das ESW 2D, eles sao escritos como:

n n At n n n
FU(Hy i U(i+%,j)_2Ax |:(U1+/2 ‘UH—% )U(z+3/ J) + Q‘UH—/ Jj) U(l+y J)
At |(on —n
(Ui * U] )V }——[(Vw j)—‘Vw ) )U”
(i+%.4) (i+%.J) (i-%.J) 2 2 (i+%5,j+1)
2Ay (6.3)
+2‘V(i+%,j) (i) —( V(i) + |V (i+4.5) )U(’;%)J._l)}
2rtn v\ —n i
+Ate,V U(i%j)+At(rx)(i%j)+AthV(l%J)

€ Como:
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. . At [ =n = n
FV =vr ——[( Uijey) —|U i+ 15) Vi)

(Li+)a) (L)) oax

)V(?H’j%) +2‘U(i,j+%)

T IT n At n n n
_ (U(i,j%) + %) )‘/(i—l,j+%):| - 2AyY |:(‘/(i,j+y2) _“/(i,j+y2)‘ )‘/(i,j+%) (6.4)
+2‘Vu+/ ‘V(i,ﬁ/) (Vu% ‘Vw/ ‘)Va,j—%J
2y7n ..
+ALg, VAV, +AL (7 )(l ]+y)—Atq>U(l,J+y2)

de modo que sao usados para calcular as velocidades horizontais, depois que os niveis
de agua sao calculados, utilizando-se as expressoes (4.5) e (4.6), ou suas analogas 2D
(secao 4.3). No caso das ESW 3D, os termos advectivos das componentes horizontal e
vertical sdo obtidos observando as seguintes notacoes:

-n

j ) Ijz+}/2) =(a(i+}/2,j,k) +
Ui, j+Y%k)

] uij i) =( Ufi,jr1pk) £

—-n

U(i+ Y5,J.k)

n

Uiisyy, k)

D+

Yiry) :( Wissg k)

)
)

(1+}/2_]k u(l‘*'}/gu( }élk:|
u(i+y2,j,k) —U(i+}) u(i+}é7]'_1’k)i|

“{;%, j) M) “{Z% j,k—l):l

Wiy = (_(nl% k) £ Wi 4.5.0)

v(ij%):(v(’:,j%,k)iv(rz,j%,k) j’ W(j+y) = ( Wi, j+¥k) £ w(lJ+/2 k)
e, entao, tem-se:

u%+5%+@a—u ——[u‘ o +2
ox oy 0z 2Ax (i+14) 435,00

1
*ory { Vlisss) Wi o) T2
2Ay i+ 15, J+ )

1 [— .
"onz [w(l%’) Uirgihery) ™ Q‘u)(“r}/z’],k)

n
i+15,7.k)

-
U(i+ %, j,k)

—8_u+v%+b—uau [_ +2
ox oy Yoz aaxl VM (1,743

Ui, j+15.k) v(rz?,j+}/27k) (J+V) (l 1,j+ Y.k )}

n

+2v v(i, j+Y5.k) _U(j%)v(iyj%)k)}

1 _
"2ay [”(f%) Yessosn * 2 s

(i.j+15,K) _w(f%)v(i, j+y2,k—1)i|

1 — —
+ QAZ liu)(j+}/2)v(i,j+}é,k+l) +2‘u)(i’j+}/2’k) Y

em que as componentes das velocidades horizontais e vertical w,v e w sao
aproximadas como uma média dos quatro pontos circunvizinhos da malha numérica,

como feito para as componentes V e U . Detalhes em [RIZ2002a].

6.1.2 Condicoes de contorno: supressao de termos

Note-se que as expressoes obtidas na secao 6.1.1 sao validas apenas para células
internas ao dominio. Deve-se obter expressdes de modo a contemplar os casos das
células adjacentes as fronteiras sul (S) e norte (N) da malha numérica e que nao sao
esquinas da malha; das células adjacentes as fronteiras oeste (W) e leste (E) da malha
numeérica e que, também, ndo sdo esquinas da malha. Essas particularizacées sao
necessarias e devem-se ao fato de que o esténcil empregado nas discretizacoes das
ESW € o de 5-pontos. Especificamente, para as ESW tem-se os seguintes casos:
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1. em células internas onde vale 2<i<n-1 e 2<j<m-1, as expressoes

empregadas para os calculos sdo as completas, como as (6.3) e (6.4) e seus
termos constituintes;

2. em células adjacentes as fronteiras sul, norte, oeste e leste, mas que nao sao
esquinas da malha, € necessario considerar as seguintes aproximacoes para
determinadas expressoes: na fronteira inferior (sul), isto é, para j=1 tem-se

n n __yyn+l ., s . . -
0 5( Mio +77(Z 1)) Ry © FV(i,%) NV(i,y)7 na fronteira superior (norte), isto é, para

— n n n+1 . .
j=m tem-se O 5( lm+1)+ G, m)) *Mim) © FV(l i) = V(l miy)> DA fronteira

esquerda (oeste), isto é, para i=1 tem-se O 5( 01+77 1 1)) 77( ¢

1,§)

n n+l . .« . . _ _
F U( )~ U(y ;s na fronteira direita (leste), isto é, para i=n, tem-se

n n+l1
0 5( n+1] +77(n _1)) n,j) € FU(n+y J) U(n+y J)’

3. em células que sao esquinas da malha (1,1), (n,l), (1, m) € (n, m), as
aproximacoes sdo semelhantes: na fronteira esquerda inferior, isto é, em i =1 e
j=1, temese 0,5(nf o 1) )=y O (Mot iy <10 FVE =iy e

F. U(n/ ) NU(n/“l)' na fronteira esquerda superior, isto é, em i=1 e j=m,

n n n n+1
05(’71m+1)+77(1m)) R Ma,m) 05(’70m+77(1m)) M 1,m) Fv(lmy) ‘/(1m+}/2) €

F U("/ )~U(r§/+1m); na fronteira direita inferior, isto é, em i=n e j=1, tem-se
4 ,

n n n n+l
05( n+11+77(n1)) R n1)> 05( no+77(n1)) Moy Ty Uy ©

F V(n %) zV(T;); e na fronteira direita superior, ou seja, em i=n e j=m, tem-se

05 (Mivsson* M) o Py SV 0o (M oy ) < Moy

n n+1
F‘/(n m+/) ‘/(n m+ 1)

Outras expressdes sdo aproximadas através da supressdo de termos, de modo
que estejam definidas no dominio computacional. Uma abordagem mais sofisticada é
desenvolvida neste trabalho para a ETM e usa a técnica de extrapolacdo, como pode
ser visto na secdo 6.5.1.

6.2 Esquema semi-implicito fluxo numérico: ETM 2D-IV

Apds determinadas manipulacoes algébricas, que podem ser vistas em
[RIZ2002a], o esquema semi-implicito gera sistemas de equacdes lineares cujas
matrizes sao do tipo 5-diagonal nao simétricas. Se a componente advectiva da ETM 2D
€ aproximada via esquema upwind fluxo numeérico e a difusdo horizontal é via Crank-
Nicolson, os sistemas de equacoes resultantes sdo lineares, e suas Unicas incognitas
sao as concentracoes S . Esse sistema de equacoes € escrito na forma matricial como:

By oSttt + CpSiot + D Sty + FoySihy + S Stk =Bl }(65)

ll] l+1J l+1J l]l l]+1 l]+1

em que os coeficientes de (6.5) sdo como:

_ At n+l n+l
Eip= {_ 2AX (U(i%’ ) ‘U( )

n+l At n+l n+l
) H, <iy2,f>} ~oae D
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_ At n+l n+l n+l At n+l n+l
F(i,f-n—[‘@(‘/uy Vit )Hu%,ﬂ}—D it
2AY? y(ii+)a)” " (6.1+22)
At n+l1 n+l1 n+l At n+l n+l
*2ay [(V( 0 Ve )H@J%J ‘@[(V(m%) [Vt
n+l n+l
A2 xi ) i) T 2D H,
n+1
“ony? Dt He
(20) ] 2Ax2 DX(l o )(S H(H% N
St H At At
(l J*yz) fonte
_ n+l n+l _ n+l1
(i+3%,J) _hu(i+}/2,j) +77(i+(1+1/2),j) » Hj; -
onde K =2,3/T,, , e os coeficientes longitudinais e transversais, como na sec¢éo 2.6
90
fluxo numeérico para obter uma solucdo upwind para a advecgcao. Nesse caso, os

_ At n+l n+l n+l At n+l n+l
D(i+1,j) - {QAX (U (i+14.7) ‘U (i+4.J) )H(i+%,j):|_ 2AX> Dx(i+}/2,j)H(i+3/2,j)
ony” i (24
_ At n+l n+1 n+l At n+l n+1
St = { oAy (Vs [ )HMJ)} " ong? Dt
_ At n+1 n+1 n+l At n+l n+l n+l
()= DAx [(U HERR e )Hu%ﬂ}—gm [(Uu—yg,f) “[vi )Hu—yz,f)}
n+l
)Hu,j%)}
At n+l n+l At n+l n+l At
oan? D ienn " ppe P 2ay? Detein s
At n+l n+l
i,7)
n _ At n n n n At
B(i,j) - 2Ax2 Dx(z+y J) (Sl+1] H(H—/ ) S(i,j H )
1) T g Petern) (St H g =S H(u+/>)‘—2 Ay? vt
(St H oy =Sty H sy )+ Sy iy (14 KAL) + AH] S
onde, para I e J, sdo usadas as funcoes sinal definidas na secao 4.4 e
e coa=h
(i,j+%) v(i,j+%) (i, j+(J+1/2))
n+1 n+l
H =0,5 (hu(i+y2,j) + hv(i,j+%) ) + i)
sio D, =0,23U.H, e D, =5,93U.H,, onde U*zg(CZ)_l(w/U2+V2).
O sistema de equacoes (6.5) originou-se quando do emprego da abordagem tipo
valores nas faces de uma célula 2D podem ser obtidos, para a componente
U=U (x, Y, t) , considerando a seguinte definicao

n+l n+1
aef (U, 1, seU;’, >0
sign (U ('Zf/ J)) = —U(nf’j) , isto &, sign (U (’:f/ 7 ) = Emy )
e que:

‘U@Jrl ' UrHl + ‘U@Jrl '

1+sign|U',  |=1+ Gl _ —(06)) (+/2)
(i+2%.4) U Ut
(i+)44) (i+144)

Assim, uma aproximacao via fluxo numérico fornece, para a face direita da
célula, a seguinte expressao:
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1 n+1 n+l 1 . n+l n+l
5 [1 + Slgn (1)) )} S(l.’j) + 5[1 — sign (u(i%,j) )} S (i+1,))
n+1 n+l n+1 n+l
i) T M| | gnar 1| Hin) ™ i s
n+1 (i,4) 2 un+1 (i+L,7)
) (i+)2:4)
€, portanto:
not
n+l1 _ n+l1
i) = Ui
_ 1 n+l n+1 n+l 1 n+1 n+1 n+l1
_5( (l+/])+ (i+%, ))S(i,j)+§( (i+6.) (l+/2 ))SH—IJ

De modo analogo, tem-se a seguinte expressao para a face esquerda:

Sw =1:1+sign( ur, ))}srfllj é[l_sign( w, ))} s

2
n+1 n+l n+l n+1
I 7 T e (7 PSR o 72 (2
- n+l (i-1,4) n+l (i,4)
Uiy 2| Uy,
€ portanto:
n+l _ n+l
S( i) S Wiy j)

_ 1 n+1 n+1 n+l1 1 n+1 n+1 n+1
—5(“<f—y2,j>+ (-4 ))Szu 2( (-%0) |44 ))S

Substituindo nas expressoes anteriores a componente © pela componente v da
velocidade e os indices i por j, obtém-se expressoes como nas faces de cima e de baixo.
Especificamente essas expressoes sdo como:

not

n+l _ ,.n+l
St = Vi
_ 1 n+l n+l n+1 1 n+l1 n+1 n+1
—5(’%1’4%) Vg0 )S 5(%1%) Vi) )Su+1
€
n+l1 ot n+l
Stei- = Sl
_ 1 n+l1 n+1 n+1 1 n+1 n+1 n+l1
_E(U(i,f%) Vein) )S(lf 1) E(U(i,i%) Y1) )S(

Os resultados numéricos obtidos pelo emprego dessa abordagem na solucdo da
ETM 2D-IV sao semelhantes aqueles apresentados nas tab. da secdo 5.1.4. A diferenca
resume-se ao fato de que a discretizacao para a equacao de transporte escalar 2D-IV
considerou uma abordagem semi-implicita gerando um sistema de equacdoes como
descrito pela expressao (6.5). Nesse caso, o passo de tempo nao € limitado pelo niimero
de Courant.

6.3 Esquemas semi-implicitos: método ADI

Alguns dos esquemas numeéricos para solucoes de EDPs 2D implementados
neste trabalho empregaram o método ADI como estratégia para melhorar a eficiéncia
computacional, dado que os sistemas de equacgdes gerados com essa abordagem sao 3-
diagonal. Apos certa manipulacao algébrica [RIZ2002a], e considerando a abordagem
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de Casulli, o esquema numérico via método ADI decompde o passo de tempo em dois.
No primeiro meio passo de tempo, os termos na direcdo Y sao considerados explicitos,
e no segundo meio passo de tempo os termos na direcado X sao considerados
explicitos.

Com isso, geram-se dois conjuntos de sistemas de equacoes lineares com
matrizes SDP, um para cada direcdo coordenada. Para o primeiro meio passo de
tempo, o sistema de equacoes lineares é escrito como:

n+Y% n+% n+% _ pn
Eo i+ Confliy T D ylisis) _B(i,j)} (6.6)
e os coeficientes em (6.6) para o nivel de tempo [n, n+ %] sao:

+Q(£T Hugy Hug )

+
Ax 1+ 7;(1.%’].)At 1+ }/x(i_%’j)At

2 n
E __9 ( At j )

(i-1,7) — n
2(Ax) |1+ V(o)A

D __9(At) | )
)= o Ax ) |1+, At

V(i)

n _ _n At n n n
Biij =" _(—Qij(HU(iJ%)V(iJW) HU Vi)

_ ( At j Aug, ) (FUzE,)- Huiy (FUz %, )
n i+1,J n i-1,J
2Ax )| | 1+ Vx(i%,j)At 1+ 7x(l>y2,j)At

Apoés os niveis de agua 77(1 11/1 )2 778 J;)%, 77(H1yj ) serem calculados, as velocidades

n+
Ui

especificamente, através da expressao:
-1
n+Y, n-Y _ ﬁ n+Y . n+Y
U(i%,n (1 + At( )(H/ J)) [FU(Z+/2 )~ 9 Ax (77(1‘+1,j) M) )}
em que o operador explicito FU [Zy%,j) € dado como:

n n—VQ _ At ( _/2 ‘ _/2
FU(1+/2 i U(i+y2,j) 2AX|: Uz+/2 Ul+/]

sdo recuperadas através de uma expressdo semelhante a (4.5). Mais

ur

(i+34,7) (i+%,0)| ~ (i+%.4)

Juis o+ 2,

_ n-%, n-1, n-% _ At —n-1 _—nfyz n-%
(U l+/ _] ‘U 1+/2 )U(l%x])j| 2Ay |:( V(ierz,]‘) ‘V(H%,J) U(i+y2,]‘+1)
_/2 ni% . —n—% —n—% ni%
+2‘V (i+%.J) U(i+y2,j) (V(H%,j) + ‘V(Hyz,j) )U(i+y2,j1):|
2rn-% Rz )
+Ats, VUL J)+At( )( o )+At®V(H/ P

Para o segundo meio passo de tempo [n +Y,n+ 1] , 0 sistema de equacoes

lineares € escrito como:
n+l n+1 n+l n+%
E(i’j_1)77(i,J 1) + C 77 + D(z Jj+1) 77(1‘,_;’+1) B } (6 7)
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em que os coeficientes em (6.7) sdo escritos como:

2 n+Y
g (ﬁ Hv(l] %)

E. . ..=-= _—
(85-1) 2\ Ay 1+ ;/”(té /)At
2 n+l
b gfaty | My
W 2ay) 1+ A
2 n+/ n+Y%
C,. . =1+g[£j M) + Mo
() 2\Ay) |1+ y({ At 1+ 7”(*1{2 At
n+l, _  n+Y n+Y, n+Y, _ n+Y n+Y,
Bieiy =iy (2 j(H” U HE U )
n+y n+),
lj+/2 ( VrL )_ Hv(lj y) (FVn )
nt 1 (i.j+1) n+ (6.4-1)
2Ay 1+y, H/JAt 1+7/( yJ)At

e, depois que os niveis de agua 77(” 1) 778*11), 77(';311) sdo calculados, as velocidades

‘/(:l;}r /) sao recuperadas através da expressao:
n+l yZ B n At n+l n+l
V=t ) [PV - o)

em que o operador explicito F V(:1 1)) € dado como:

n n At T
FVisum= V(i,f%)‘ﬂ[(U”*/Q ‘U”*/Q )V<z+u+/ 2 ‘U”*/z Wi
Ui o +[Ugion)| |V AL Fyn v v
(Y @) T Y )| Vi) _2Ay ( (i,j%)_‘ (i,j%)) (i.j+%)

)V(Zj—%)}

—Atd)U(i,j%)

22V Vi Vi + Vi

+Ate, VIV

g +At( )

+%5) (l_]+/)

As aproximacdes para as expressoes (Tj ): i)’ VU (” 1)’ (TZ )(n )’ Hu(". i)
i+Y%,] /2 i+Y,j 7

n E ok s\ n+% v\ n+¥ n ~
FUG > Vienis (70 VVirts (7)o HUG FViy € Ul 1y séo0
como as da secao 6.1.1, exceto o nivel de tempo, que deve considerar os meios passos
de tempo do esquema ADI. Os sistemas de equacdes lineares 3-diagonal para as linhas
i ecolunas j, tais 1<i<N_ e 1<j< N,  sdo como tratados na secdo 3.5.3. Detalhes

podem ser vistos em [RIZ2002a].

Outros esquemas semi-implicitos foram desenvolvidos e implementados para a
solucao das ESW 2D-IV e da ETM 2D-IV. Nesse esquemas empregou-se a abordagem
de Leendertse, mas esses esquemas numeéricos nao sao detalhados neste trabalho e
podem ser vistos em [RIZ2002a]. Os sistemas de equacoes resultantes do emprego da
abordagem de Leendertse (0 uso do método ADI e solucao via algoritmo de Thomas)
sdo nao simétricas, dado que sdo gerados pelo acoplamento das equacoes ECQMx, EC;,
ECQMy e EC,.
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6.4 Esquema numeérico para adveccao horizontal: método FLM

A construcdo de solucdo para a adveccdo horizontal da ETM 3D emprega o
método de restricao de fluxos. Os fluxos horizontais sao obtidos com o método de
fluxos de Sweby [SWE84|, como em [BLO94|, [HUN93], [ZIJ95], [SPE96|, [HUN96| e
[HEI99]. Além disso, as interpolacoes podem ser obtidas empregando o método—6€ de
modo que os esquemas resultantes tenham uma acuracia temporal de segunda
ordem. A adveccdo na forma discreta e conservativa € escrita como:

n+l n At At

(/)(i,j,k) = (P(i,j,k) - A_x(FEH%,j,k) o in—%,j,k)) - A_y(FEi,_H%,k) - in,j—%,k))
e os fluxos numeéricos nas faces das células sdo como em [SPE96]:

n

Fiy = (14, 10,0 ) (B ) +min (w0 0) (i )

n n * n B
B ey = 085 (0 i O) (Bl ey ) 1080 (01O ()
em que esses fluxos numeéricos, como discutido no anexo 1, sdo obtidas empregando
funcdes interpolantes construidas com o método FLM, e sdo como:

(B )+ (B ) » (B ) @ (R )

As solucoes FLM sao escritas a partir das definicdes dos nimeros de Courant
locais horizontais, isto €, aqueles das direcoes X e Y, que sdo como:

At At
n+6 _ =0 o ntl n+6 —_ = n+6
4509 = g Yot © S = g Yoo
n+6 _ n+l _ n+l
sendo u(ityz,j,k) eu(l+y 7, k) (1 0) (ﬁ-y 7, k) € U(l J+/ k) HU(1J+/ k) (1 0) (1 JjtY, k)

Usando a definicdo dos numeros de Courant locais e das velocidades como
anteriormente introduzidos, os fluxos nas faces sao obtidos com uma abordagem FLM
trapezoidal, isto é, do emprego do método—€ , para obter um esquema numeérico geral,
em dois niveis de tempo, como:

not

1.  considerando a notacao S(” o y) = (S )n , tem-se:
n+ +\+o n+ 1 n n+ n+
C(L+i Jik) >0 :> s =0 |:s (i _]lk 2 (H—%,j,k) ) (S(l ]lk) S(z 111 k) ):|
1 n n
o |:Sl]k 2 (1+/2,j,k)) (Sl]k Sll]k ):|
(SE ) B n+9 n+
n+ n+l - n+l n+l
C(1+i]k) <O:> 9': (i+1,7,k) (r-(z+y2,j,k)) (Sz+2]k SHl]k ):|
(1 H) [ i+1,j,k) (r(z;%,j,k) ) (S(r:+2 Jok) Srzl+1 Jok) )j|

- . ~ -9 .

onde as fungdes monitoras sdo, para £ *107 , definidas por:
n n n

+ _Sl+ljk Sl]k _ Sl+1jk

rii+%,j,k) Sn S \ +& ¢ Tii+y2,j,k) Sn

(i,4,k) (i-1,7,k (i+2,4,k)

Srlljk
-S/;

(i+1,],k

)+6‘

€, portanto:
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(SE )n+€ — maX(C(’::i 7, k) O)(S}; )n+€ + mln(C('ZI; ,k),O)(Sg )n+€

n+6 n+6 + n+9 n+6 n+6 _\n+?
=5 (CH/ o+ Gt ) (S2) + 3 (C<l+/ 0G0 ) (2)
n+6 not
2.  analogamente, com a notacao (S(i—y) ) = (Sy )nﬂg , tem-se:

Cn+€ >O:>(S;, )'”0 -0 Sn+1 Sn+1 Sn+1

(i~ Y.J-K) (i-1,j,k)

I‘I’(r+
2

)
(SW)n+9: n+6 1 "
Clt, 0 <0=(Sy) ze{sﬁf‘l _EIP(T@—%,M)) (St =St )}
)

+(1-6 {S@f,kfé\y(r(im'c)) (Sr;“f") Srz”“))}

onde as funcoes monitoras sao definidas por:

rT . Srlljk Srllljk +é er SrlL]k Srllljk t+é
(l_/Q)]’k) S"l‘ Lj.k) S’: 2,j,k) +é& ( e k) Srll+lj k) S’llj k)
€, portanto:
S n+¢ Cn+v9 O S+ n+é Cn+9 O 87 n+¢
(Sw) —max( (i-Y5.0.0)? )( w) +mm( (i)’ )( v)
1 n+6 n+6 + n+9 1 n+6 n+o _\n+0
=3 (C< i) ‘C( i) )(S )+ (C< ik ‘C(i—yz,j,k) )(Sw)
n+6 not n+0
3.  considerando a notacéo ( ) , tem-se:

(i,4,k)

S 38 () (St =S|

(t.+ k)

(1=

9)
(SN )n+9 - e
G ﬁ; r <O :> v nw =0 [STJIH k) ’1(1-, j+y2,k)) (S’Zﬁg o)~ Sk
( { (i, j+Lk) — 5 (/1(_1‘,1'%, )) (S(r:]+2 k) S(rzj+1k
onde as funcoes monitoras sao definidas por:
i(:,j%y k)~ zzﬁlk SS?J = N ¢ ﬁ“(_i,j%,k) SSn?ﬁlk ;?J “
(k) ~Pij-1k) T € (i.j+2.k) " ijerk) T €

portanto, tem-se:

(5, = max(c(’;;i L 0)(31;) +rmn(c(’;*f+ L o)(s;v)nw

_ 1 n+6 n+6 + n+¢ 1 n+6 n+6
= §(C<zuj+y2,k> +‘C<i,j+y2,k> )(SN) * E(Cu,f%k) “C@ﬁ%,k)

) (S;, )n+9

(i_%,j,k)) ( (i-1,j,k) (i-2,4,k)

n 1 + n n
+(1-6 [Sal,j,kﬁgly(r(i—%,j,k)) (St =S

Cljory > 0= (S+ )”+‘9 0 {sm +- (ﬂ(t J+Jak) )” (S(Tzlk) S(rlH;llk) )}

)

)

)
)
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n+6 not

4. e, considerando a notacao (S (j_%)) = (S, )n+9 tem-se:
G0 (5 =0 8+ 2 () (50
n+ +( 9)[871 S lP(/1(421 Vk)) (Srllj 1k)

(ESS) B 0 n+6 1 n+ 1
ity <0=(Sy) e{s(’;; o E‘P(/l(‘” /k)) (Sin

1

onde as funcoes monitoras sao definidas por:

St =St tE St

+ (i,4,k) (i,j-1k)

+(1=0)] 0 =5 (A

(i,4,k)

| (St -

S" +¢&

(i,j-1k)

Sn

E;n+l

(i,j-2,k

Sn

l] -2,k

= S{iin )}

o)

Auin) = St i) — S o) € © Ai = S;

(i,j-1,k) (i,J-2,k)

€ portanto:

Sn

(i,j+Lk)

(i,4,k)

(Ss)"" =max(Cy7,,,0)(Ss)™ +min(Ci7, 0,0)(S5) ™

(L7~ Yok (L.i-Jak

n+6 n+6
2(Clj/2 ‘CIJ ~Y3.k)

k-1 e k+1 entram na geracao da matriz, que é 3-diagonal. Consequientemente, as

n+6 n+o
)(S ) 2 (C(lJ VoK)

Note-se que essas aproximacoes sdo formuladas a partir de expressdes com
dependéncia temporal em dois niveis de tempo, n e n+1 de modo que a acuracia
temporal € de segunda ordem. Essa abordagem gera expressoes para inteporlacdo dos
fluxos com uma parte implicita e outra parte explicita. Os termos implicitos séo
aqueles em #. Os termos explicitos sdo aqueles em 1— 6. Porém, nessa abordagem
gera-se sistemas de equacdes cujas matrizes dos coeficientes tém estrutura tipo 9-
diagonal. Porém, objetivando manter a estrutura da matriz como 3-diagonal, onde as
dependéncias implicitas estdo apenas restritas a componente vertical, toma-se nessas
expressoes FLM trapezoidal (FLM-T) € = 0,0, de modo que apenas os indices k,

‘ n+6

S

aproximacoes, especificas para a adveccao horizontal, sdo como:

)(Sg )n+6

] Sy =50+ \P((Hy]k))(sgjk) St Seul >0
i =

S5 =7~ 5 ¥ (T (St =St ) »5€ 47,1 <0

N n 1 + n n n+o
) Su =S+ Q‘P(r(i_%,j,k))(sll]k ~S ) SeUll, >0
W=

Sy =S k)~ ;\P(r‘(;%,j,k))(sfﬂjk) Srfjk)) Seu(mijkﬁo
. Sy =50t \P(z(jﬁ/k))(s';ﬂ ~S% k) sSevil, >0
NE

Sy =S, j1) Ew(ﬂ(_lﬁ/k))(sr:ﬁzk S’fmk) Sev(’fﬁ/kﬁo

)
)



125

s S Srll]1k+ ‘P(ﬂ’(tj}/k))(srz]lk S?]Qk) Sev(l]/k) >0
g =

SS”

(i,4,k)

_‘P(;t(‘u/2 J(S’:ﬁlk S’:Jk) sev(’:g/k) <0

Para escrever essas funcgbes aproximantes, algoritmicamente concisa e
conveniente de modo a englobar velocidades positivas ou velocidades negativas,
definem-se expressoes em termos dos numeros de Courant como:

(G =(Cite #Citel) (S =[Gt =it

Y )i, j£34.k) (jt)k) © (672 Y5K)
4 \nt+o n+6 n+0 _\n+0 _ n+0 n+6
(G =Gt |Chiml) € ()i =[Gt (Gt

X (it 5,7,k) (i£)5,7.k) (i)4,4:k) )
e, assim, os fluxos numéricos nas faces para a componente horizontal da célula
computacional 3D (veja a fig. A1.2) sao dados por (6.8):

N 1 L\ N 1 _\n+o _
Stsaim =S = E(C’x )W et E(Crx)(i%,ka) S

S(i—%dk - W

n+0 1 _\n+0 _
( ) (i-%47ik) W + 2( ”‘)(i—%,j,k) SW
n+ 1 _\n+ -
(S )Jg St 5 (G )<i,fg+%,k) S
5(C

n+ 1 _ A\t -
) l]g Jok) Ss + E(Cry )(i,j_yz,k) Ss

ou seja, nas faces E,W,N,S,L e U os fluxos numéricos sdo escritos na forma

. 1
Stjesr) = Sn D)
_1

S(rzlj Y4.k) =S

conservativa, respectivamente, como:

not not not

Stiespin) = WinsintSe » Sispin) = WinginySw > o) = YlinjeyiSn
not not not

Stisr) = ViesamSs » Sijnosy = WiinySe € Sk = WiwerySu-

Sao esssas as expressoes que efetivamente sdo usadas para interpolar a
concentracao das substancias nas faces de uma célula computacional 3D, e sao
posicionadas conforme ilustrado pela fig. A1.2.

6.5 Esquema numérico semi-implicito: método beta

Os fluxos numéricos nas faces na direcao vertical da célula computacional sao
calculados empregando o método—/ descrito na secao 5.1. Analogamente, para obter
uma versao algoritmica concisa e conveniente, que considera velocidades positivas e
velocidades negativas, definem-se expressdes em termos dos numeros de Courant
locais, como:

(C+ )n+6’ =((:m ‘Cn+6’ ‘) e (C— )n+g z(anrH _‘Crw& ‘)
2 ik \ o (bikE) (i..kx)5) i ke, \ o (GBikE)) (6. ket )5)
A expressao para o fluxo da face superior pode ser escrita, considerando o caso

3D e a possibilidade de velocidades positivas e negativas, respectivamente, como
[RIZ2002a]:

S5 = By (0510 +(1=0) S0 )= (1= ey )5 (St = 250+ S
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S5 = Ao (05T + (1=0) S )~ (1= Ay ) 5 (St = 25 * St

tem-se, portanto, que o fluxo numeérico para velocidades arbitrarias na face superior €
interpolado como:

. B 1, .. \n+o P RN -
S(i,f,k%) =Sy = Q(C )(l e+ )s) S +§(C’Z)(w¥k+%) Su

+Clien (1 - ﬂ(?fmyz))[g (Srlwflk S e ) 1 29 (S?J 9+ S )}

O caso para a expressao para o fluxo da face inferior € analogo e pode ser escrito
para velocidades positivas e negativas, considerando as expressoes:

S5 = Ay (08 + (1=0)S0 10y )= (1= By ) g (St =2y * St

S, = By (0505 +(1-0) S0, ) - (1—,6’(’;’j’k_y2);(8’j]kl 2874 + Sl k)

tem-se, portanto, que:

n . 1 L\ . 1 _\n+0 _
S(ivj,k%) =S, = E(Crz )(i,j,k—%) S+ E(sz )(i,j,k—yz) S,
n+ n+ 0 n+ n+ 1-6 n n
+C(zjgk/ (1 ﬂz]gk/)|:2(s(1]1k1 +Sz_11k))+ 2 (S(l_]kl +Sl]k):|

Ao contrario dos esquemas completamente explicitos construidos para a
adveccao horizontal (secao 5.1.3 ou secdo 6.4), o esquema para a adveccao vertical €,
necessariamente, semi-implicito por construgéo.

n+6

Considerando as defini¢oes de w( Wiy, k)€ de v(l jek) € dos numeros de

i, k+/ )’
Courant locais para as velocidades horizontais, dados na secao 6.4, e os nameros de
Courant locais para a componente vertical, que para a face superior e inferior sao,
respectivamente, como:

e ARG AT

(Lk+1) € Mijk-y) T
Az(l Jke+15) Az(l Jk=13)

e considerando a definicdo dos nuimeros de Péclet locais, tem-se que:

n+6 n+6 n+6
Clienin) _ e At Cujenm _ & At Clirey 6, (6,y,2,t) At
- 2

(i.gke}s)

n+6 ’

‘Pe(ii%:j,k) (Ax)g g?ifi%’k) (Ay)2 Peajki%) (AZ

pois g, = cte e, portanto, P Zia/ J£3k) =P, =cte

Assim, em decorréncia dessas definicoes e das aproximacoes estabelecidas, nas
quais o transporte vertical (adveccdo e difusdo) € discretizado implicitamente, e o
transporte horizontal, os termos de decaimento e de fonte sao discretizados
explicitamente, constréi-se um esquema numeérico semi-implicito gerando sistemas de
equacoes lineares 3-diagonal para a ETM 3D. Esses sistemas de equacdes sao escritos,
tomando as variaveis dependentes no meétodo—6€ em trés niveis de tempo de modo que

se tem "’ =0p"" + (1 9)(0 e " =0p" +(1- 9) "1 com 0<@<1, como:
By St + CoSli + DSt = By} (6:9)

(i,J,k-1) (i,4,k) (i,J,k+1)
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em que os coeficientes em (6.9) sao tais que:

n+6

6 n+1 n+6 _\n+f n+6 n+6 (i,j,k—%)
By = 5 8% 1)[ Bt (o)~ (1= By ) Ciinn | opr
e(ij.k=}5)
0 n+6
n+l n+6 _\n+é n+6 n+6 (1.4.k+5)
D(k+1) 2 Az (lj k) |:ﬂ(i,j,k+y2) (Crz )(i’j’,ﬁ%) + (1 - ﬂ(i,j,k+%) )C(i,j,karyz)}_ 2Pn
e(i,j k%)
C Azn+1 + QAZ,HI ﬂn+9 (C+ )n+9 (1 ﬁn+€ ) n+6
() — (i.7.k) 2 (i.5.k) | F(igk+5) \ 1z (i, e+14) (i e+ 1) | (i, g k+ 1)
9 n+l n+6 _\t? n+6 n+6
_EAZ(le 1) |: 'B(i,jyk*%) (C’Z)(i,]‘,k A (1 'Bljk 1) ) (i,7.k~1)
n+6 n+6
L I (257
2P(11k %) 2P(Uk+/)
e o vetor dos termos independentes € como:
B(n Srz ok AZ(l Jjk)

(1_0) n+ N n n+6 N n

- 2 AZ(I Jk) [18(1 Jgk+y) (C )(1 Jik+%) S(i,j,k) + ﬂ(i,j‘,gk-*—yz) (Crz )(i,j,k+y2) S(i,j,k+1):|
(1_0) n n+6 + n+o n n+ _\n+e n

T AZ(i,j,k—l)[ﬁ(i,fk—%)(crz)(i, i Stk B (Ca) i S(i,j,k)J
(1_0) n+ n+ n n

- 2 AZ (i,j,k [(1 ﬂz ]€k+/ ) (i _]Hk+%) (S(l Jk+1) +S(l J.k) ):|

1-6 n+ n+ n
+( 2 )Az(ljkl[(l ﬂzjgk%)cljgk /)(S”k)

+S(rsz 1))}
Az(u

’ 1l’6j7k) (l—ﬂ(';jf’k%))[(c; ):ng%) (S(':J k1) TS k) ~ 250 )
_\n+0 . .
+(Crz )(iijk%) (S(l-’k) +S(1Jk+2 281]k+1) ):|
Az .. _ T ) i n
_$(1 ﬂ(ljek y))[(c )(llek /)(S”"2 S0 2Sl]k1)

+(C, )[‘ffkfy) (S0 St =250 )|

_é(cx)(‘gy]k) SeAZ( 0 T ( )e/,k 2AZ(iy i)
5 G L S +;<cm>::;, "
_%(CL)ZT%,MS;V Z(isvtt k+%(cfy><ii/z WAZ( o)
+%(C;)Z:i%’k)S+Azl]/k +%(c,y)("l*j% SRIC
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n+6 n+6

cr Cr
r(i.j.k+}5) ( n n ) r(igk=}) ( n n )
+| ——2(S" . -S" . — 2 (S-S
n (i,7,k+1) (i,4:k) n (i,4,k) (i,4,k-1)
2Fe(i i 2P ikn)
B n+6
r(i*'%:j’k) n n " n
+ opn (S(i+1,j,k) - QS + S(l 1j,k ) A Z(i,j,k)
| “he(inshin)
I C @ y
r(h]*ywk) n n n
+ 2Pn (Sl]+1k QSljk +S(l] lk) AZ(l]k)
i e(i,j+%,k)
+ALS; A2 0K+ AtAZG L Fr
em que os espagamentos para a célula 3D sdo expressos na forma discreta como:
x y
Az(l., =0, 5(AZ(H/J K) + Az(i%,jyk)) e Az(iy =0, S(Az(lﬁ/ ) + Az(lj Y% k))
e sdo atualizados como:
AZ(M+/J k) = Az (M+/J k) + 77&%@ € Az(l M+Yok) AZ(lMJr}/ k) + 77[ J2+1 j]

em que I =-sign (U(M+ /Jk)) J = Slgn( i M+y))' Nas funcoes interpolantes para

(6.9) toma-se € = 0,5 e f variando, como discutido no anexo 1.

6.5.1 Condicoes de contorno: extrapolacao

Para implementar as condicoes de contorno para o transporte horizontal,
considerou-se a dependéncia de dados do esténcil de 9-pontos do método FLM
conforme as fig. 6.8(a) e 6.8(b), além do fato como que nao ha fluxo atravessando
contornos solidos. Além disso, especificaram-se condicoes de Dirichlet e de Neumann,
sendo a primeira como CC inflow, e a segunda como CC outflow.

v

(0.j) (L,j) (2.]) (3,])

v

. . ;ﬁi . . (b)
(N-2,j) (N-1,j) i ]

(N,j) (N+1,j)

FIGURA 6.8 - Representacdo para molécula computacional para o transporte
horizontal, para as CC esquerda (a) e para a CC direita (b)

As condicoes de contorno para o transporte vertical foram obtidas a partir do fato
de que nao ha fluxo escalar na superficie livre e no leito (interface sedimento-agua), e
considerando a malha vertical (coluna vertical) dada na fig. 6.9.
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N\
w(k My = =0 ) — — k=M+
° S(lj k=M) k=M
k=M-'2
® Siijk=M-1) k=M-1
® Siijk=m+1) k=m+1
k=m+
® S(ijk=m) k=m
= —_1
Wik-m-y) =0 k=m-%2

FIGURA 6.9 - Exemplo para uma coluna vertical representando as CC tipo néo
escoamento no topo e no fundo de uma coluna de agua

Note-se que as CC podem ser implementadas através de extrapolacdo, como feito
por [HUN95], ou através da supressao dos termos, como feito por [BLO94|, [GRO98| e
[HEI99]. Para o transporte vertical, empregou-se a supressao dos termos, e para o
transporte horizontal, empregou-se a extrapolacdo. Isso porque, no transporte
horizontal, ha uma grande variedade de funcoées limitadoras de fluxo (secdo 5.1.4) e a
abordagem extrapolacdo € mais geral ja que nao depende de uma particular funcao,
mas apenas dos pontos que nao pertencem ao dominio computacional. Assim sendo,
tem-se os seguintes casos:

1. transporte vertical: adveccao

As condicoes de contorno para os fluxos verticais (SU) = SUZ,j,IH%) e

(SL) = SL("i’j’k_%) sdo implementadas notando que esses fluxos estdo definidos

emm+1<k<MemS,,eemm=<k<M-1emS;,.Assim:

1.1. nao ha fluxo no topo e no fundo da coluna de agua. Logo para k=M e

para k=m, os fluxos (S;)= SUZ‘,],M%) e (S))= SLZ.,J.,m%) séo,
respectivamente, dados por:
n+6 n+0 —
w(i,j,M%)S U(i.jM+)5) — =0, w(iyj,m%)sﬂ(i,i,mf%) =0

1.2. considerando as funcgoes interpolantes, os fluxos devem ser tratados
dependendo das velocidades, das faces superior do topo e do fundo.
1.2.1. para o fluxo (SU) = (SU)

n

em k =m, quando w(ljmy) >0,

(i.5m+%3)?
tem-se (S+)(um+y Nﬂfjem/ ( S'fjlm +(1- H)S'ij), pois o termo de

1 n n
correcao g(l ﬂ)( (i.m-1) 2S +S ) inclui S

l]m l]m+1

) & CV|k:m , onde

l]ml
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CV é o conjunto das células validas. Deve-se, portanto, retirar esse termo do vetor

n _\" . . - \t? n+0 n+6 _
B(k) . (SU )(l i m+y) - O , PO1S (Crz )(i,j,er}/Q) (C(l i m+/2 ‘C l J, m+/ ) O
e quando w(';;‘gm W < 0, tem-se que:

+ : + n+d _ n+6 n+6 _
(S5 )y = 0o POis (CL) =(c(” o I /)D -0

e onde o termo

n

(S[; )(i’j’"”yz) - ﬂ(rz’j’mJ’}/Z) (HS’:T’”H (1 H)S'll] m+1 )

B (1 B 'B(?;?m+%)) ; (s(’:J m) QS’:J me1) T Srzj m+2))

pois esta completamente definido. Similarmente, o termo
0 1-6
n+6 n+6 n+l n+l n n
Clotmesn (1= i) {2 (St + St )+ 5 2 (St sm) * St )}

esta definido para qualquer velocidade (w ) < Oe w( >0)

(i,4,m+Y% l]m+}/

em k=M —1, é tal que:

(i.5,M-3%)”
n+6 .
1.2.2.1 para Wy ) < O tal que:

(Sy )Zi,j,M%)zﬁ(?fM—y) (6 +(1-0) ().

1.2.2. parao fluxo (S, ) =(S,)

pois o termo de correcdo (1 ﬂ)( (07, M1) QS'ZJM —kS(’:JM+1 ) inclui

S'ZJ M+1) & CV|k:M_1 . Deve-se, portanto, retirar esse termo do vetor B(';{);

=0, pois (C+ )me =(Cc"? ‘C'”g ‘ =0
’ 7z i jm-y)  \ (B0M=)) (i.4:M~)3)

1.2.2.2 para w(lJM Ly > O tal que:

(S; )Z M=)

(Sy )<JM/) =0, pois (C, )<J€M/) E(C&HM - |G- ) =0
e onde o termo
(Sg)(lJM %) _ﬂrz:eM %) ( Sr:J;lMl (1 G)S'ZJM 1)
(1 ’B?TM 1) );(S?JM 2) QS?JA“ +Srf]M )

pois esta completamente definido.
1.2.2.3 o termo

C(':TM % (1 IBr:HM " )[g (S':;lM )+ S:LJ;IM)) + 1 29 (S(':JM yF S(?JM))}

esta definido para qualquer velocidade (w'”e <0ew’ >0)

(i.5,M~}5) (i.5,M~)5)

1.3. considerando as funcgbes interpolantes, os fluxos sdo aproximados
dependendo das velocidades, das faces inferiores do topo e do fundo.

1.3.1. parao fluxo (S;) =(S;)

n

(ijmeyy) » €L k=m+1 étal que:
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1.3.1.1 para w(lJery) > 0 tal que:

(55 om0 28 (G2 iy =(Gi ~JETnn]) =0
(S )y = ﬂ’?*fm/ (0570 +(1-0)S7,1).

pois o termo de correcao (1 ,B)( (im-2) 28" +S" ) inclui

z] m— 1 lj m
S';‘J n-2) & CV|k= . Deve-se, portanto, retirar esse termo do vetor B(';{);
1.3.1.2  para w(':;emy) <0 tal que:
£\ _ . 4 \to _ n+0 n+0 _
(SL )(i,j,m+y2) =0, pois (C’Z )(i,j,m+}/2) _(C(lJ m+}) +‘C(i,f’m+%)‘) =0

e onde o termo
(Sg )(rli,j,m+}/2) - ﬂ(’:;‘,gmﬁ/z) (Hsr:lmﬂ (1 9) Srle m+1 )

B (1 B 'B(?;?m+%)) ; (s(’:J m) QS’:J me1) T STJ m+2))

pois esta completamente definido.
1.3.1.3 o termo

et (1= Ay 3 (S Sk ) + 252 (St * St

n+6

esta definido para qualquer velocidade (w i) < Oe w(f Zem ks 0)

1.3.2. paraofluxo (S,)=(S, )(i,j,M—y) ,em k =M , é tal que:

n+6

1.3.2.1 para W, ) < O tal que:
+\" _ . + n+0 n+ _
(SL )(i,j,M—%) =0, pois (C’z )(i,j,M—y) (C(ZJM %) ‘C(IJM ~)a) ) =0

(S5 par ~ﬂ?39M/ (050, + (1-0)S7,0).

pois o termo de correcao (1 ﬂ)( (0., M) QS'Z]M +S';JM+1) inclui

S'Z JaM+1) & CV|k:M e deve-se, portanto, retirar esse termo do vetor B(k);

) 0

n+6 .
1.3.2.2 para Wiy > O tal que:

(S; );‘Li,j,M—}/) 0, pois (C’ )( +9M ) E(C(r;:fM ) C’”H

e onde o termo
(SZ )Z"J"M ¥ = ,B';*JQM " ( S'};lM ) (1 6’) S'EJM ) )

1

n+60 n n n
_(l_ﬂ(i,j,M—%))S(SIJMQ QSIJMI +SZJM)
pois esta completamente definido.

1.3.2.3 o termo
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it (1= A ) (St + St 12‘9(S':,M1+S" )

l j.M
esta definido para qualquer velocidade (w -y < Oe w(" 0 >0)

Assim, em resumo, considerando essas aproximacoes para a adveccio
vertical, deve-se alterar o sistema de equacoes (6.9), tal que em B('}C) tem-se:

a. emk=M (S,;)= Su(ijmey =0 eem k=m (S,) = Siiijmyy =05
b.  paraos fluxos (S, ) = (S, )(r;,j,ery) e (S,)=(S, )(ni,j,er}/) , tem-se no caso de
w(';fmy) >0, que:
(S5 sy = By (00 + (1=0) Sy ) € (Su ), = O
-\" _ + ~ n+6 n+l n
(SL)(i,j,rm.%)_Oe(S )(llm+/ ﬂz]m+/ ( Sl]m ]‘ 0 Sum)
€ portanto:

n

Az, . — N N . .
" 1(6]k) (1_ﬂ(i’ﬁk%))[(C’Z)(i,j,k%) (Sle 1) +Suk+1 QSth )
_\n+o N .
+(Crz )(i,j,k+y2) (S(lJ k) +S(lj k+2) 281]k+1 ):| ~0
A h - —
(1]6k - (l_ﬂ(?’;?k%))[(c:z )(i,jk—%) (Srlle 2) +Srlljk QSrlljk 1 )

#(Ca )y (STiacn Sty =280 ) = 0

significando que S, cumpre essas condigoes para k=me wg:"m ke 0
Analogamente, S, cumpre essas condicoes para k =m +1le w('ffm ) > 0
c. para(S;)=(S, )Z"J"m’%) e (S,)=(S, )Eli,j,mW) com w(lj miyy) <0 que:
. (S0 ) imery = Blimers (087 ey + (1=0) ST )
(S:} )(i,j,m+y2) =0e P 1
_( _ﬂ(i,j,m+y))8(sl]m 281]m+1 +Sl]m+2))
(SI_, )(i,j,m+/ = ﬂrll:eer/ (08731m+1 (1 9) Srll_z m+1 )

(82 )i jmy =0
L) (i,j,m+34) (1 ﬂr:gm+/ );(S'z]m QS?J m+1) +S?J m+2))
€ portanto:

n

Az . o o ) )
" ]_(6J . (l_ﬂ(i’jtgk+}/2))|:(crz )(i,Jfk+y2) (S(l Jk-1) +S (i,4,kc+1) 28 i)k )

H(C) (St +Shinea =25k )] e

1(ié]k (1 ﬂ?*ﬂﬁ/ )( _);:rja,m%)(s(rzjk +S('lljk+2 2S':Jk+1 )}
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Az . — e i i n
_$(1_ﬂ(i’j’gk‘%))|:(Crz)(i,jk_%) (Sl]k 2) +Sz]k QSz]k 1 )

+(c, )m (S0 S8y =250 )}

rz (i,j,k—%) (i,j,k-1) (i,J,k+1)

Q

AZ?, i k- o _\n+6 . . )
B (]_J6k - (1_13(1"]}1_%))(0’2 )(i,_:k—%) (Sl] k-1) +Sz] k+1) 2811 k )

significando que S, cumpre essas condi¢coes para k=m e w('i;gm ) < 0.

Analogamente, S; cumpre essas condi¢coes para k =m +1e w('z +J‘9m+ 1y < 0.
d. mno caso dos fluxos (S;,)=(S, )Z,J”M—%) e (S,)=(S, )Z,J”M—%) , tem-se
quando w("“g ) < 0, que:

(S0 sy = B0 (08 + (1= 0V STy ) € (S5) = ©

() sy =0 (2 )y = Btarry (00 + (1=0) S0 )

€ portanto:
Az — 70
(i,j,M) n+6 L\ n n
16 (1 a ﬂ(i,j,M%) ) [(Crz )(i,j,M%) (S(u moy S (i.),M+1) QS” M )

+S

(i,4,M+2)

ZserMﬂ )} ~0

AZ; i — L\t N . .
- (116M - (l_ﬁ(i’jl’gM%))[(C’Z )(i,zM%) (S(lJM 2) +SLJM QSuM 1))
(G ) (St ary *Shiaey =250 )| = O

significando que S;, cumpre essas condi¢oes para k =M -1 e w(

* (C;Z )Z‘jk+ %) (S(l J,M)

<0.

i,], M }/2)
Analogamente, S, cumpre essas condicoes para k = M e w( -y < 0.

n n

e. para (S;)=(S, )(i’j’M_%) e (S,)=(S, )(i’j’M%) com w( M Ly > O, tem-se

que:

(s,) (S5 )5 e-1y= Bl (Ot + (1= 0)S )
v )i =y e
(6.):M 1) (1 ﬂ’;*f’M/);(S'iJMQ 23';JM1+S';JM)
L (S0 N pesy = Brisoe sy (OShasy + (1=0) SF )
(SL )(i,j,M—%) =0e n+o 1/ an n n
_(1—,8(i7j’M_%))8(S”M 5 =250 sy + Sl
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n

Az . _ — ) )
* ig’M) (l_ﬂ(rzy:?M+y2))[(c:z )(i,jMWg) (S(l] M-1) +Sl] M+1) QSLJ M )
+(Cr_z )ZijrjM+y2) (S(l J,M) +Srllj M+2) 2Srzl i M+1 )} €
Az . e L\t N . .
i iéM) (1_ﬂ(i’j"9M%))(Crz)(i’JfM%) (S”M 1) +SIJM+1 QSuM )J

AZY;’ M- n+0 + n+9 n n n
_$(l_ﬂ(iﬁw%))[(Crz)(i,zM%)(S(i,j,M STt =250 i)

- m n n n
+(Crz)(i7j,M7y2)(SzJM 1)+S(l]M+1 QSLJM )i|
~ A ZJM 1) 1 n+0 C+ n+0 SrL Sn 2sn
~ 16 ( _ﬂ(i,j,M—%))( rz)(i,j,Mfy)( (i,j,M-2) + (i,7,M) (i,4,M— 1)
significando que S;, cumpre essas condicoes para k=M —1 e w(f*]gM Ly > 0.

Analogamente, S, cumpre essas condicoes para k = M e w( -y > 0.

transporte horizontal: difusao

2.1 para células internas 2<i<N -1 e 2<j<M -1 as expressoes sao
inalteradas, ou seja:

n+6

CcC,.,. n
r(i+34,4.k) n n n n
Pn—(%,k 27 ) + St ) A 2

e(i+¥%,j.k)

c e y
7(i,j+Y5.k) n n n n
2Pn—(s(zj+1k 2Suk +Slllk))AZ(i’f’k)

e(i,j+%.k)

2.2 para células adjacentes as fronteiras inferior e que nao correspondem as
esquinas da malha, ou seja, para j=1e 2<i< N -1, tem-se:

C n'+6
r(i+)51.k) n n n

op” (S(an 281k S0 llk))AZ(llk)
e(i+¥,1,k)

0 Yy
r(i1+)5k) n n n
2P (Stias =25t + Stios ) A 2

e(i,1+Y%,k)

onde Slok %S(r;lk = V2S(2p)

2.3 para células adjacentes as fronteiras superiores e que nao correspondem as
esquinas da malha, ou seja, para j=M e 2<i< N -1 tem-se:

c.r
r(i+)5M k) n n n

2P (Sl+le 2’Sle +S11Mk)Az(le)
e(i+Y%,M k)

Cnf& Y
r(i,M+)5.k) n n n

2Pn (SLM+1k 2’Sle +SlM1k)Az(le)
e(i,M+Y4,k)

ondeSlM+1k /2 sz /2 lek
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2.4 para celulas adjacentes as fronteiras esquerda e que nao correspondem as
esquinas damalha,onde i=1e 2< j< M -1, tem-se:

n+60

r(1+14,M k) n n
QP”—(SOJk 250,k S( ))Az(le)
e(1+4,M k)
ondeSoJk /2 0,K) /2 (2,.k)
C n+z?
r(Lj+)5k) n n n
2Pn—<slj+1k QSljk +Sl] Lk )Az(ljk)
e(Lj+}5k)

2.5 para células adjacentes as fronteiras direitas e que nao correspondem as
esquinas da malha,onde i =N e 2< j < M -1, tem-se:

C n+6
r(N+5M k) n n n
n (SN+1]k 2SN]k +SN1_]k )AZ(NJk)
2P)e(N+y2,M,k)
OndesNJrle /S /2 (N-1,j,k)
C n+9.
r(N.j+¥.k) n n n
2Pn (S(N]Jrlk QSNJk +S(lek))AZ(N]k)
e(N, j+Y%.k)

Note-se que nao € necessario, como feito para as ESW 3D, determinar as CC para
células correspondentes as esquinas da malha onde (1, 1, k) , (N , 1, k) , (1, M, k)
e (N , M, k) , ja que nas ESW os termos de difusdo horizontal sdo compostos por
termos em U e v para a ECQM; e para a ECQM;y. No caso da ETM 3D, a difusao
horizontal considera somente S para as duas direcoes coordenadas.

transporte vertical: difusao

Como as difusbes nao sao calculadas, respectivamente, em k=m-1 e
k=M +1, ja que ndo ha difusdao no topo e no fundo da coluna de agua, as

expressoes validas sdo as que estdo agregadas ao vetor B&) , validas para

m < k < M , e sdo tais que:

C n+0 C n+0
(i Js k+y2) ( n Sn ) (l Js k_yz) Sn Sn
(1gk+1) " k) ) € T 7 _( (1.7k) ~ ik 1))
2P(llk+%) 2P(llk %)

transporte horizontal: adveccao

As condicoes de contorno para a adveccao horizontal considerando-se as diversas
funcoes limitantes, sdo as seguintes:

4.1 para células interiores 3<i<N-2e3<j<M-2.

Todas as expressoes para as funcoes monitoras e os termos de concentracao
estdo completamente definidos;

4.2 para células das fronteiras inferiores dadas por 3<i<N -2, j=1,2, os
termos S,, Sz, Sy, Sy, Sy € Sy permanecem inalterados; devendo-se

aproximar os fluxos Sg e Sy, e as fungbes monitoras /1(; k) /16 uk) ©
P X B 2

A i)
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4.2.1 Para que Sy by temese  AS = (S'zﬁlk — S j 1k ) Entdo, se
n+6 + + -
Ui ph) < On tem-se Sy i O e se define AS=0 e ’l(lﬁy Bls, = 1. Se
n+6 n n n n .
Ulines) > 0, tem-se S(i,O,k) " max (% S(i,l,k) - %—,S(i’Q 0+ S13 X O) ;
4.2.2  aproxima-se ﬂ(;j_y ) -1, /1(:1 40l ~le ﬂ(jﬁ/ Bls; ~1;
) 27 S 2’

4.2.3 para Sg D12 tem-se AS = (S(';J L&) S(':J Qk)) Entdo, se
n+6 +
U(i,1+y2,k) <0, tem-se Sg ‘ D12 — 0 e se define AS=0 e /1(”% Bls: ~]1. Se
n+6 .
Uiinn) > 0, tem-se:
S(r:ok)‘ =max (5/6 Siae) ~ /6520 T Siak) O)

St =max (% ST ~ %St + Shan:0);

4.3 para células das fronteiras superiores dadas por 3<i<N -2,
j=M,M -1, os termos S, S;, Sy, Sy, Sy € Sg permanecem inalterados;

deve-se aproximar os fluxos Sg e Sy, e as fungdes ’1(1 1K) ﬂ“(;,j—}é,k) e /l(tj k)
4.3.1 Para que S" _— gftem-se AS = (S(':J+1 K) S'ij ) E, se
v(”l.js%yk) >0, tem-se Sg ‘ o O e se define AS=0 e /1(:.7].%,,{) ~1. Se
v('lff]g_%’k)<0 entao S(’:Mk)LM 1—max(/6 )~ Y6 S g T Siu sk O)
4.3.2 para essas funcoes tem-se i(:,j%,k) o ~1, i(;,jerQ,k) . ~1,
il X1 @
4.3.3 para S, ‘NDj Mt tem-se que AS = (S'zﬁQk S'Zﬁlk ) Entdao se
U(Es—yz,k) > 0 tem-se S, ‘ I 0. Se v(':,*]z%,k) < 0 tem-se:

S'ij)LM 1_max(/6 i~ St ai Sty o)

S(’:Mﬂk)‘ " ZmaX(%S(E, ~ VeS|, (i,M-1,k) +S(r:M 2,k)? O)

4.4 para células das fronteiras esquerdas dadas por 3< j<M -2, i=12,
os termos S, Sy, Sy, Sy, Ss € Sg permanecem inalterados; devendo-se

aproximar os fluxos S, e S}, , e as fungoes r(;y k) r(j_ ik € T
2] ]

(i=)fik) *
4.4.1 Para que S; b0 tem-se AS = (S'jjk — S ) Entdo, se
u(';i%’k) <0, tem-se S, i O e se define AS=0 e r(H/Jk) ~1. Se
w4 >0, temese Sfoy| = max (%], ~ % Shan +Sian0);
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4.4.2  para as funcgoes tem-se Tiaygin) = 1, Tiyin) le r( k) © 1;

443 para S D12 tem-se que AS-= (Szljk Slzjk)) E, se
n+6

U jii) <0, tem-se SW‘ D12 —> 0 e se defne AS=0 e r( k) ~1. Se
n+6 .

U jii) > 0, tem-se:

Sty K )

St =max (% S, ;) ~ %S0 +S(n21k) )

(10|
4.5 para células das fronteiras direitas dadas por 3 < j<M -2,i=N,N -1,

os termos S;, S,, Sy, Sy, Ss e Sg permanecem inalterados; deve-se

aproximar os fluxos S; e Sy, , e as func¢oes r(Hy ) (.%J. x) © r(lf%j k)

_ n n n+6
4.5.1 Para que SW‘ND;]:N—I’ tem-se AS = (S(Hlj K) Sl]k ) Se Uity i) > 0,
— - ~ n+6
tem-se SW‘ DN —> 0 e se define AS=0 e Tivine) = 1. Se u(M%,jyk)<O,
Sr;VJk)‘J=M1_maX(/6 (N-1,7,k) /6 M2_]k+Sr;VI -3,j,k)? O)

4.5.2 para as funcbes monitoras dessas funcbes tem-se que
~1;

+

t,. . ~
(H'yQ’J’k) SE

~ler(

’ ri;_%’j’k) Sy ~YJs k)

4.5.3 para S_‘ , tem-se que AS = (S” -S

i+2,,k) (i+1,4,k) ) - Entao, se

ND;I=N,N-1

n+0 n+0

Uin-y i) >0, tem-se S; ‘ — 0.Se w.’, ) <0, tem-se:

ND;I=N,N-1 (N-14,7,

n n
SNJk‘jN_l_maX(/s (N-1,5,k) /6 (N-2,j,k) +SN3]k O)

n n
SN+1]k)‘JN_maX</6 (N, k) /6 (N-1,j.k) +SN2]k O)

Nao é necessario determinar as CC para células correspondentes as esquinas da
malha onde (l,l,k), (2,1,k), (N,l,k), (N —l,l,k), (l,M,k), (l,M —l,k),
(N,M,k), (N-1,M -1k), (1,2,k), (2,2,k), (N,2,k), (N -1,2,k), (2,M,k),
(2,M -1,k), (N-1,M,k), (N,M -1,k), pois, no caso da ETM 3D, a advec¢éo
horizontal considera somente S para as duas direcoes coordenadas.

Nas fronteiras abertas pode-se implementar, se necessario, CC tipo gradiente
nulo, como discutido nas secdes 2.5.1, 3.4 e 3.5.1. Porém esse tipo de CC é somente
especificado para esquemas implicitos que empregam a condicao de gradiente nulo de
modo a incorporar as CC no sistema de equacoes. Quando o transporte horizontal é

explicito, como no caso 3D neste trabalho, ndo & necessario implementar essas CC.
Detalhes em [RIZ2002a].



138

7 Solucao Paralela: ambiente computacional e métodos

A programacao paralela pode ser explicita ou implicita. Na implicita, o compilador
gera o codigo de acordo com o grau de paralelismo determinado pelo programador,
dentro das caracteristicas do compilador. A explicita requer o total controle sobre as
estratégias de implementacao e sobre a propria implementacao.

Nao obstante o avanco tecnologico do hardware e do software, os avancos nos
algoritmos nas décadas de 80 e 90, sobretudo aqueles de particionamento de malha,
de decomposicao de dominio, de pré-condicionamento e dos métodos iterativos, foram
os principais elementos motivadores para o emprego de arquiteturas tipo Massively
Parallel Processors (MPP) e/ou clusters. Sob essa argumentacdo, discutem-se nesse
capitulo os métodos de estratégias de paralelizacdo empregadas neste trabalho.

Este trabalho pode ser classificado como pertencente a classe de estudos
ambientais (Environmental Studies) e s6 é factivel através do emprego de modelagem
computacional combinada com métodos experimentais, que sao empregados para
obter os dados utilizados na validacdo e na calibracdo do modelo computacional.
Exemplos de aplicacoes que sdo proximas a esse trabalho, sob o ponto de vista de
estratégias de solucdo paralela e de esquemas numeéricos, sdo Modelagem de
Reservatorios (Reservoir Modeling), Ciéncias Atmosféricas (Atmospheric Science) e
(Modelagem Oceanica Global) Global Ocean Modeling, entre outras.

Os dominios praticos de tais problemas sdo de grande porte e exigem, para uma
solucao com alta resolucao e qualidade numeérica, uma capacidade de processamento
e de armazenamento tal que torna imprescindivel o uso de ambientes computacionais
de alto desempenho. Sob tais ambientes, as aplicacoes podem ser realizadas com um
nivel de detalhe que nao seria viavel em abordagens computacionais sequienciais.
Nesse sentido, os clusters de PCs tém se mostrado uma opcao acessivel e eficiente,
dado o crescente desenvolvimento de redes de alta velocidade, e permitem obter
desempenho equivalente ao de processadores vetoriais por um custo muito menor.

Porém, nesse tipo de arquitetura, dado a falta de ferramentas para auxiliar a
paralelizacdo, a programacao paralela é explicita, exigindo o completo controle sobre as
estratégias de implementacdo e sobre a propria implementacdo. Além disso, o tipo de
paralelismo a ser explorado em um cluster depende da arquitetura disponivel. Em
clusters multiprocessados, deve-se explorar o paralelismo intra-nodal e o inter-nodal.
No inter-nodal, a memoria €& distribuida e os processos comunicam-se por troca de
mensagens. No paralelismo intra-nodal, a memoria € compartilhada e o paralelismo &
explorado usando threads ou processos escalonados pelo sistema operacional (SO).

Sob o ponto de vista da programacao, o paradigma empregado neste trabalho € o
SPMD (Single Program Multiple Data), pelo qual todos os processadores executam o
mesmo codigo com sua porcdo local de dados. E, assim, questdes cruciais em
aplicacoes paralelas que sdo discutidas a seguir sdo os problemas da localidade dos
dados, o balanceamento de carga e a comunicacao, entre outras.

7.1 Plataforma computacional e ambiente de programacao

Um cluster de PCs é um agregado de PCs, chamados de nodos, interconectados
por redes de alta velocidade. Esses nodos trabalham juntos como se fossem um tnico
e integrado sistema de computacao. Os nodos que compoem um cluster podem ter um
ou mais processadores. Quando existe mais de um processador por nodo, a
arquitetura é dita multiprocessada. Nesse caso, além do paralelismo inter-nodal
(memoria distribuida), pode-se explorar o paralelismo intra-nodal (memoria
compartilhada). Os clusters podem, ainda, ser homogéneos se todos os nodos tém
mesma arquitetura e mesmo sistema operacional, ou heterogéneos se os nodos
possuem processadores, memorias ou sistemas operacionais diferentes.
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Os algoritmos implementados foram executados em um cluster tipo heterogéneo
multiprocessado do Instituto de Informatica da UFRGS. Esse cluster € constituido por
quatro nodos Dual Pentium Pro 200 MHz com 128 MB de memoria RAM e por quatro
nodos Dual Pentium III 500 MHz com 512 MB de memoria RAM, conectados pela rede
Fast-Ethernet. Outro cluster utilizado foi o disponivel no LNCC, que € um cluster
homogéneo, formado por 32 nodos com processadores Pentium III 800 MHz
monoprocessados com 256 MB de memoria RAM. Seus nodos sao conectados pela
rede Fast-Ethernet. Um terceiro cluster empregado foi o disponivel no CPAD
PUCRS/HP, que é composto por nodos Pentium III 550MHz duais com 512 MB de
memoria RAM conectados pela rede Fast Ethernet.

A disponibilizacao de arquiteturas heterogéneas multiprocessadas em Centros de
Pesquisas é uma tendéncia, ja que a necessidade de mais capacidade computacional
pode ser suprida, adicionando-se nodos extras ao cluster. Devido ao rapido avanco
tecnologico, cada atualizacdo no cluster agrega maquinas com diferentes capacidades,
resultando em clusters heterogéneos. Essas sdo questoes relevantes para o problema
de mapeamento, que € discutido nas proximas secoes

As arquiteturas de memoria compartilhada e distribuida sdo, sob o ponto de vista
da programacao, bem caracterizadas. Sob a memoria compartilhada, os dados e as
operacoes sao globais, isto €, ttm o mesmo enderecamento. Sob a memoéria distribuida,
a comunicacdo entre processos € obtida através de trocas de mensagens. A biblioteca
utilizada a MPICH 1.2.1 do ANL [GRP2000], uma implementacdo do padrao MPI
(Message Passing Interface), que contempla um conjunto de 125 primitivas [PAC97]. O
MPICH segue o paradigma SPMD, onde cada processador executa uma instancia do
mesmo algoritmo. O SO usado é o LINUX 2.2.1, e o compilador, o gcc versao 2.9.1.6.

Em clusters multiprocessados, deve-se explorar o paralelismo intra-nodal, um
bom recurso para esse fim € o uso de multiplas threads, pois compartilham cédigo,
dados e recursos. Uma thread pode ser vista como um fluxo de execucado e, caso seja
desejado, € possivel aumentar explicitamente o ntimero de threads existentes em um
programa [PIC2001]. Existem alguns modelos de programacao de threads, mas, nas
plataformas originarias de UNIX, predomina o IEEE POSIX threads (Pthreads) que € o
modelo padrao ISSO/IEC 99-45-1.

O trabalho que vem sendo desenvolvido por Picinin (dissertacdo de mestrado no
GMCPAD do PPGC-UFRGS) enfoca a exploracao dos dois niveis de paralelismo, o inter
e o intra-nodal, em clusters multiprocessados, bem como o desenvolvimento de
algoritmos de ordenacdo de mensagens entre os processos visando evitar deadlock
e/ou melhorar o desempenho computacional, quando da falta de buffer pela biblioteca
de troca de mensagens Os resultados obtidos ([PIC2001] e [PIC2002]) indicam que o
ganho de desempenho usando threads no segundo nivel de paralelismo, em relacao ao
uso somente de processos €, em média, 11%, o que é significativo.

Além disso, também se pode usar threads para sobrepor comunicacdo com
processamento, como em [VOR93]. Nesse contexto, um resultado preliminar de André
Luis Martinotto [MAR2002], que desenvolve sua dissertacdo de mestrado no GMCPAD
do PPGC-UFRGS, enfocando decomposicdo de dominio e sobreposicao de comunicacéo
e computacdo, mostrou que o uso do MPI com threads na paralelizacdo € efetivo,
sobretudo quando o volume de comunicagdo global entre os processos é elevado. Nesse
caso, o uso de multiplas threads reduz o volume de comunicacdo entre processos,
tornando essa abordagem vantajosa a medida que o nimero de processos cresce.

Porém, nao obstante o desempenho oferecido pelo uso de threads, como o SO
escalona processos nos nodos multiprocessados sem o custo de implementacao do
segundo nivel de paralelismo (threads), os resultados apresentados neste trabalho
consideram essa ultima abordagem. Em futuras otimizagées o modelo computacional
aqui desenvolvido podera contemplar o uso de threads nao so para explorar o segundo
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nivel de paralelismo (intra-nodal), mas também para sobrepor comunicacido e
computacio, como discutido no final da secéao 3.5.2.

7.2 Decomposicao de dados

O processo de paralelizar um método de solucao, distribuindo os dados e as
instrucoes entre os processadores € chamado, neste trabalho, de decomposicao de
dados. Nessa abordagem o método de solucao do problema (global) é distribuido e
resolvido em paralelo. Essa € uma das abordagens que foi empregada neste trabalho
para obter a solucao paralela do algoritmo do gradiente conjugado e do algoritmo de
Thomas. As comunicagdes coletivas empregadas nessas paralelizacoes sao feitas
através de operacoes que estao disponiveis no MPI.

No MPI, a comunicacdo dos processos € baseada no envio e no recebimento de
mensagens. A transferéncia dos dados entre esses processos requer operacoes entre
eles de modo que uma operacdo de envio deve ter uma respectiva operacdo de
recebimento e vice-versa. Entre as primitivas do MPI destaca-se [PAC97]:

1.  primitivas de geréncia: responsaveis por determinar o nimero de processos, obter

a identificacdo de cada um deles, inicializar e finalizar processos;

2.  primitivas de comunicag@o ponto a ponto: responsaveis pelo envio e recebimento
de mensagens entre dois processos;

3.  primitivas de comunicagdo em grupo: responsaveis pela comunicacao entre varios
processos em um grupo.

Na criacdo dos processos, cada um recebe uma identificacdo que € Unica, e €
através dessa identificacdo que os processos comunicam-se. A comunicacdo ponto a
ponto € feita entre dois pontos, sendo um o receptor, e o outro, o emissor. As principais
primitivas desse tipo sdo, no MPI, o MPI Send e o MPI Receive.

A comunicacgdo coletiva € feita entre varios processos, e pode ser feita com um
processo se comunicando com todos, todos comunicando-se com um e/ou com todos.
Um exemplo para uma comunicacao coletiva € a operacdo broadcast um para todos
(1:N) que é responsavel pelo envio do mesmo conjunto de dados de um nodo para todos
os outros nodos. O MPI Broadcast € uma primitiva de comunicacdo coletiva do MPI,
pela qual um processo envia o mesmo dado para todos os outros processos.

A operacao gather € utilizada para coletar as estruturas de dados distribuidas
entre os nodos. E particularmente 1itil na multiplicacdo de uma matriz densa por um
vetor, no sentido de obter o vetor completo em cada nodo para realizar a multiplicacao
paralela. Assim, um gather € uma comunicacao que consiste de um Unico processo
coletar uma estrutura de dados distribuida entre os outros processos. A operacio
gather € chamada, no MPI, de MPI Gather. Outra operacdo € a scatter, que distribui os
dados armazenados em um tnico nodo para os outros. E utilizada no particionamento
inicial dos dados da matriz e do vetor entre os nodos Na comunicacao scatter, a
estrutura de dados armazenada em um Unico nodo € distribuida para os outros nodos
e, no MPI, é chamada de MPI_Scatter.

Outra operacao freqientemente utilizada € o reduce, pela qual todos os
processadores enviam seus dados a um nodo. Essa operacao € utilizada nas operacoes
de produto escalar entre dois vetores. Entdo a operacdo reduce coleta esses dados
parciais e centraliza em um dos nodos. O MPI implementa essa operacéo através da
primitiva MPI Allreduce.

7.3 Particionamento, mapeamento e balanceamento de carga

Ambientes computacionais dotados de multiplos processadores, como os clusters
de PCs, podem resolver problemas de grande porte concorrentemente, quando da
situacdo em que cada processador recebe um ou mais subdominios, partes do dominio
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global. Tais subdominios devem ser gerados por algoritmos eficientes, que identifiquem
as células internas e das fronteiras e que tenham as caracteristicas de [SMI96]:

1.  balancear a carga computacional entre os processadores, de modo que cada um
tenha carga proporcional a sua capacidade de processamento;

2.  diminuir o numero de cé€lulas nas fronteiras, de modo a minimizar o tempo de
sincronizacdo entre os processadores, dado que as aplicacbes paralelas sédo,
geralmente, sincronas, e as comunicacoes sao restritas as fronteiras;

3.  assegurar a localidade dos dados, de modo a minimizar o nimero de dados que
devem ser trocados a cada passo no tempo;

4.  considerar discretizacoes arbitrarias e geometrias irregulares, permitindo um
tratamento mais realistico para problemas definidos em dominios complexos.

Os problemas de particionamento de dominio (ou dados) em subdominios (ou
porcoes de dados), considerando-se a arquitetura dispoivel e exigindo o balanceamento
de carga e a minimizacao da comunicacao dos processos, durante tempo de execucao,
sdo questdes que remetem a quatro das mais importantes areas de estudos da
Computacao Cientifica Paralela (CCP). A CCP é definida como sendo o projeto e a
analise de algoritmos para a solucédo de problemas em Ciéncia e Engenharia, adotando
técnicas de paralelismo, de modo que esses algoritmos possam ser executados em
maquinas paralelas, objetivando solucdoes computacionalmente eficientes e
numericamente acuradas [HEA2001]. Essas quatro areas estdo sob o escopo dos
métodos de particionamento de malha; dos algoritmos de mapeamento, dos métodos e
algoritmos de balanceamento de carga, e dos métodos de decomposicdo de dominio.

Pode-se dizer, de modo aproximado, que métodos de particionamento de malha
sdo aqueles que decompdem os dados entre os processos buscando maximizar a
relacdo computacdo/comunicacdo. Algoritmos de mapeamento visam mapear o grafo
da aplicacdo sobre o grafo da arquitetura. Métodos de balanceamento dinamico de
carga buscam manter, em tempo de execucdo, aquela relacdo
computacdo/comunicacdo calculada no particionamento estatico. Métodos de
decomposicao de dominio sdo um conjunto de técnicas matematicas e computacionais
pelas quais as solugoes locais geram a solucao do problema global.

Um dos enfoques deste trabalho € métodos de decomposicdo de dominio,
enquanto métodos de solucdo e enquanto pré-condicionadores. Os problemas de
particionamento de malha e balanceamento dinamico de carga sao tratados por
Ricardo Vargas Dorneles [DOR2002]. Carvalho [CAR2002] estudou o mapeamento em
arquiteturas heterogéneas, além do problema de particionamento de malha.

7.3.1 Heuristicas para o particionamento
O particionamento de malha numeérica pode ser visto como um problema de
particionamento de grafos, quando se considera o grafo GE(V,A, DPa» pv) composto

pelo conjunto V:{O,...,n—l} com n nodos; pelo conjunto AcCV xV de arestas;

pelos pesos p, dos nodos; e pelos pesos p, dos vértices. Entao, pode-se associar a

cada nodo processos ou dados, e as arestas as comunicacbes ou dependéncia de
dados, aos pesos p, a carga computacional, e aos pesos p, a carga de comunicagao.

O problema de particionar o grafo em tantas partes quantos forem os processos,
visando a minimizar o numero de arestas entre eles, € conhecido como
k — particionamento. A idéia basica do particionamento, no caso simples de a malha
numérica ser gerada na discretizacdo por diferencas finitas, é percorrer todas as
células efetivas de calculo do dominio, identificando-as e associando a cada uma delas
a sua carga computacional (vértices) e a sua dependéncia de dados (arestas). A partir
dai, pode-se gerar uma lista que contém a quantidade de vértices e de arestas, mais
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uma enumeracdo das relacbes entre cada vértice. Deve-se obter um
k — particionamento para essa lista, mas esse € um problema NP-dificil ((GAR79] e
[TOS97]) e, portanto, abordagens heuristicas sdo as Unicas viaveis.

A literatura a esse respeito € vasta, e algumas referéncias pertinentes sao
[WAL9S], [BAK96], [PEL96], [DIE97], [KAR9S8|, [SCH98], [SCH99], [DEM99], [WAL2000]
e [KUM2002]. Em Schloegel [SCH2000a] e Kumar [KUM2002] tem-se uma sintese de
varios métodos e algoritmos comparando suas principais caracteristicas como, a
qualidade, tempo de execucao e o grau de paralelismo.

As heuristicas para o particionamento podem ser classificadas em globais e
locais. As globais sao conhecidas como heuristicas de construcdo, ja que utilizam a
descricao do grafo como entrada e geram seu particionamento. As locais sao
conhecidas como heuristicas de melhoramento, pois utilizam o grafo e o
particionamento como entrada e tentam melhorar o particionamento através do
rearranjo dos vértices (células computacionais). Alguns métodos da classe das
heuristicas globais empregados para o particionamento de malhas cartesianas sao
aqueles que particionam a malha em qualquer uma das direcoes coordenadas. Eles
sao discutidos em [DOR2001], [VOL97], [VOL97a] e [ROE97], e exemplos sao:

1.  SSTRIP (straigh stripwise partitioning): cada submalha recebe um determinado
numero de linhas ou colunas inteiras;

2.  STRIP (stripwise partitioning): analogo ao STRIP, exceto que, ou a linha ou a
coluna da fronteira pode ser particionada em dois processadores adjacentes;

3.  RCB (recursive coordinate bisection): utiliza as informacoes das coordenadas da
malha para fazer a bisseccao, que € aplicada recursivamente para cortar o grafo
em mais de duas partes;

4.  ORB (orthogonal recursive bisection): a bisseccdo no passo atual é feita em uma
direcdo ortogonal a bisseccdo do passo anterior. A bisseccdo pode ser feita
particionando a linha ou coluna da fronteira entre dois processadores,
garantindo submalhas de mesmo tamanho;

S.  SORB (straigh orthogonal recursive bisection): € analogo ao método ORB, porém
cada processador recebe apenas linhas ou colunas inteiras, o que pode gerar
subdominios de diferentes tamanhos.

Outros exemplos de métodos globais sofisticados, que servem para qualquer tipo
de malha, sdo os espectrais como o RSB (recursive spectral bisection) [LUC2000]; os
gulosos (greedy) ((HEN93] e [SZW99]); o HSFC (Hilbert spacefilling curve) ([PIL96] e
[ALU97]), entre outros, que podem ser vistos em [DOR2001], bem como as estratégias
tipo multinivel (multilevel algorithm) ((DEM96]| e [KUM2002)).

Heuristicas globais geralmente necessitam de refinamentos nos seus cortes.
Esses refinamentos sdo obtidos através de heuristicas locais. Algumas das principais
heuristicas dessa classe sao ([KER70] e [DOR2001]):

1. K-L (Kernighan-Lin): usa a estratégia de trocar pares de nodos, como no método
guloso, considerando um aumento no tempo do corte, evitando minimos locais;

2.  F-M (Fiduccia-Mattheyses): € o resultado da modificacdo do algoritmo K-L,
gerando uma versao mais complexa, porém mais eficiente daquele algoritmo.

A escolha desta ou daquela heuristica deve levar em conta as caracteristicas da
aplicacao, considerando o custo do particionamento x qualidade da particdo, o grau de
paralelismo de tais heuristicas, entre outras questodes.

Os algoritmos acima mencionados estdo implementados em bibliotecas ou
pacotes de particionamento de grafos. Quatro dos pacotes mais conhecidos sdo: METIS
[KAR98|, JOSTLE [WAL2000], CHACO [HEN95] e SCOTCH [PEL96)].

A fig. 7.1 mostra um exemplo para o particionamento para o dominio do Lago
Guaiba usando o algoritmo RCB. O particionamento foi gerado considerando-se como
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espacamento horizontal Ax=Ay=50m. As espessuras das camadas verticais variam
conforme o numero de camadas. Com essas escolhas tem-se, para o caso da fig. 7.1,
185.124 vértices (células efetivas de calculo) e 366.032 arestas quando com somente 1
camada, e 390.781 vértices e 776.525 arestas quando com 8 camadas.

FIGURA 7.1 - Particionamento, em 23 processos, para o Lago Guaiba usando o
algoritmo RCB

A fig. 7.2 mostra um particionamento para o Lago Guaiba em 16 processos
usando a biblioteca METIS. Esse exemplo ilustra um campo de velocidades superficial
para o modelo com 8 camadas, e onde a configuracao geométrica utilizada foi aquela
obtida com o arquivo Guaiba_50.

FIGURA 7.2 - Particionamento, em 16 processos, para o Lago Guaiba usando a
biblioteca METIS, onde se destaca o campo de velocidades

Note-se que em solucoes paralelas cada subdominio deve trocar dados com os
subdominios vizinhos para atualizar as condi¢cées de contorno e/ou a sobreposicao.
Um aspecto importante para que essas trocas sejam realizadas com o menor custo é o
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ordenamento das mensagens. Os problemas decorrentes de um ordenamento
ineficiente das mensagens vao desde a queda de desempenho, que pode ocorrer se
diversos processos tentam enviar mensagens para O mMesSmoO Processo
simultaneamente, até a ocorréncia de deadlocks.

Neste trabalho o particionamento do dominio é centralizado no processo O, que
cria a estrutura em memoria descrevendo a configuracdo geométrica, e sobre essa
estrutura € executado o particionamento, gerando-se para cada subdominio,
estruturas que o descrevem, bem como a estrutura dos subdominios vizinhos. De
posse dessas estruturas, cada processo aloca memoria para todo o seu subdominio e
inicializa as variaveis de cada célula do dominio.

A ordenacdo de mensagens considera que a escolha do ordenamento das
mensagens € efetuada de modo centralizado pelo mesmo processo que efetua o
particionamento, e a sequiéncia de trocas de cada processo € enviada no inicio da
simulacdo juntamente com as informacoes de cada particdo, para o processo
responsavel. Essa implementacdo utiliza a numeracao dos processos para definir a
ordem de troca de mensagem.

7.3.2 Métodos e algoritmos de mapeamento

Uma distribuicdo nao equilibrada da carga computacional pode acarretar
ociosidade em alguns processadores, pelo tempo de espera inserido por sincronismos.
Isso ocorre devido ao fato de que simulacoes de eventos reais tem dependéncia fisica
nas fronteiras artificialmente criadas pelo algoritmo de particionamento. Em geral, os
processos nao podem resolver suas partes em paralelo sem troca de informacoes
nessas fronteiras. Portanto, a distribuicao de computacido deve levar em conta que os
processadores podem ter diferentes capacidades e/ou receber tarefas mais pesadas.

Se os processadores possuirem diferentes capacidades de processamento e/ou
comunicacdo como, por exemplo, velocidade do processador, memoéria RAM, redes de
interconexao, etc., deve-se considerar essas diferencas de modo que as cargas sejam
proporcionais a capacidade de processamento e/ou comunicacdo de cada nodo da
plataforma heterogénea na qual se resolve a simulacao computacional [CAR2002)].

Esse problema pode ser formalizado de modo analogo ao problema de
particionamento de grafos, notando-se que a arquitetura também pode ser vista como

um grafo. Seja o grafo H=(N,R, p,,p,), em que N={0,..., p—1} € o conjunto dos
processadores (ou processos); RCcHxH é o conjunto das arestas; aos pesos p, €

associada a capacidade de processamento e/ou memoria de cada nodo; e aos pesos
b, , alargura de banda e laténcia da rede ((WAL2000] e [DOR2001]).

Assim, a composicao particionamento de malha e balanceamento de carga pode
ser vista como um problema de mapeamento de grafos. Deve-se encontrar um
mapeamento [1:G — H , do grafo da aplicacdo para o grafo da arquitetura, de modo a

maximizar a relacdo computacdo/comunicacdo considerando-se a arquitetura
disponivel. Nesse caso, o problema do mapeamento é dependente da rede de
interconexado. Se os nodos sdo interligados através de um switch na rede de conexao
(onde todos os nodos se comunicam simultaneamente), como o caso do cluster do II-
UFRGS, entao, sob o ponto de vista de grafos, essa rede pode ser vista como um grafo
fortemente conectado. O problema do mapeamento reduz-se, portanto, a maximizar a
relacdo computacido/comunicacio através de um particionamento estatico que leve em
conta a capacidade de processamento de cada nodo.

A literatura técnica disponivel sobre o problema de mapeamento € restrita, e um
dos poucos algoritmos encontrados € o da Bisseccdo Recursiva Dual (BRD),
desenvolvido por Pellegrini [PEL96] para ser utilizado na biblioteca SCOTCH, que se
distingue por ndo ser apenas uma biblioteca de particionamento de grafos; mas
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também de mapeamento. O algoritmo BRD utiliza um grafo valorado, para representar
a plataforma computacional, onde se definem pesos para os vértices, que representam
a capacidade de processamento dos nodos, e se definem pesos para as arestas, que
representam a comunicacdo entre os nodos. O algoritmo minimiza a comunicacao
mantendo o balanceamento de carga, com certo erro.

Outra abordagem € aquela onde se faz o mapeamento apés um agrupamento
(clusterizagdo) dos nodos do grafo da aplicacdo, gerando um cluster multinivel, e um
agrupamento dos vértices do grafo dos processadores, gerando um cluster multinivel. A
seguir emprega-se um algoritmo para mapear um grafo sobre o outro. Outro algoritmo
é aquele baseado no paradigma da divisdo-e-conquista, e utiliza uma variacdo do
algoritmo Kernighan-Lin. Nessa abordagem, as tarefas sdo alocadas, considerando-se
redes de interconexao tipo hipercubo, através de repetidas bisseccoes sobre o grafo
representativo das tarefas. Nesse caso, considera-se que as cargas sejam balanceadas
com certa tolerancia, que € especificada. Discussoes adicionais sobre essas abordagens
podem ser vistas em [CAR2002]. Neste trabalho considerou-se, no entanto, que a rede
de interconexao € fortemente conectada e os nodos sdo homogéneos.

7.3.3 Heuristicas e métodos de balanceamento de carga

Algoritmos de particionamento de grafos dividem a computacédo estatica. Para
problemas nos quais a carga € conhecida no tempo inicial e permanece ao longo do
tempo, o balanceamento de carga € estatico. Se a carga computacional alocada a cada
processador € alterada em tempo de execucdo, esse processo € chamado de
balanceamento dinamico [QUI94|. Na definicdo dos algoritmos de balanceamento
dinamico, deve-se considerar ((WAT95] e [DOR2001)):

1. a avdliagdo da carga: necessaria para detectar o grau do desbalanceamento e
identificar os processos nos quais devem ocorrer as transferéncias de tarefas;
2. a avadliagdo do custo/beneficio: deve ser considerada no calculo do novo

particionamento e da nova migracdo de dados, pois € necessario levar em conta
que esses processos tém um custo que pode ser significativo.

A deteccao da carga é obtida usando métricas que indiquem quais processadores
estdo desbalanceados. Para redistribuir a carga deve-se parar o processamento,
recalcular a malha, reparticiona-la e mapea-la novamente. Assim, deve-se verificar se a
relacdo custo/beneficio é compensatoria.

Se for compensatoria, uma estratégia € usar algoritmos de difusdo que,
geralmente, garantem um novo balanceamento de carga com pouca movimentacao de
dados ([DIE97a] e [SCH2000]). Com essa estratégia, avalia-se a carga de cada um dos
processadores e compara-se sua carga com a dos processadores vizinhos. Se a
diferenca estiver acima de um limite, transfere-se parte da carga de um processador a
outro, tal como ocorre na difusdo do calor [GHO96|. Detalhes e outras estratégias
podem ser vistos em [DOR2001] e [DOR2002].

Um exemplo concreto da necessidade do balanceamento dindmico de carga é a
aplicacao feita neste trabalho. O modelo de transporte de substancias € resolvido com
a malha refinada encaixada na malha da hidrodinamica. Entretanto, como a pluma de
substancias pode tomar outras diregées no decorrer do tempo, ocorrem freqlientes
desbalanceamentos da carga que, geralmente, sdo significativos. Nesse caso, o
problema multifisica pode ser abordado como:

1.  particionar a malha global, considerando que os nodos da malha refinada sejam
pesos para os nodos das sub-regidoes nas quais ocorre o transporte. Nesse caso,
os subproblemas da hidrodindmica e os do transporte de substancias sao
alocados no mesmo processador. A comunicacdo € minima, mas o
balanceamento de carga pode ndo ser o mais adequado;
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2.  particionar a malha global e a refinada independentemente, e mapea-las aos
processadores. Nesse caso, o balanceamento da carga pode ser feito empregando-
se algoritmos de difusdo, como definidos por [DOR2002]. O problema dessa
abordagem € que pode ser necessario movimentar todos os dados locais da
malha da hidrodinamica para o processador que tenha a respectiva malha do
transporte, pois os valores da hidrodinAmica sdo dados de entrada para a
solucao do transporte.

Essas e outras estratégias sao objetos de pesquisa de Dorneles [DOR2002], e
estao sendo feitos analises e experiéncias numeéricas para verificar qual abordagem € a
mais conveniente, sob o ponto de vista numérico-computacional, considerando-se as
questoes do balanceamento dinamico de carga para a solucdo combinada para o
escoamento e para o transporte de substancias. Essa questdo é imprescindivel, pois a
hidrodinamica e o transporte escalar de substancias formam um modelo multifisica,
onde os resultados produzidos pelo modelo hidrodinamico (velocidades e niveis de
agua) sao dados de entrada para o modelo de transporte, que calcula a concentracao
das substancias (bactérias coliformes)

Porém, o escoamento e o transporte tém diferentes escalas espaco-temporais de
resolucdo, como destacado no anexo 1, tornando necessario a construcido de uma
malha mais refinada, para o transporte, que encaixada na malha mais grosseira, do
escoamento. Essa malha é construida através de refinamento local empregando-se
interpolacoes (h-método), e foi discutida na secao 3.6.1.

Note-se que os resultados apresentados neste trabalho referem-se somente a
execucdo separada da hidrodinamica e do transporte. Nao se considerou aqui a
questdo da solucdao multifisica com balanceamento de carga, onde se executa a
hidrodinamica e o transporte escalar simultdneamente. Essa questao € tratada com a
aplicacao de algoritmos e estratégias de balanceamento dinamico de carga, e pode ser
visto na tese de Dorneles [DOR2002]

7.4 Métodos de decomposicao de dominio

Uma classe de métodos matematicos e computacionais que sao empregados para
resolver problemas pertencentes a CCP é aquela dos métodos de decomposicdo de
dominio (MDD). Nao obstante a vasta literatura, a expressdo decomposigéo de dominio
tem diferentes interpretacoes para diferentes especialistas. Nao existe unanimidade na
literatura técnica sobre a terminologia. Uma classificacdo proposta € a de Christara
[CHR90], na qual a decomposicao de dominio € a classe a qual pertencem os MDD sem
sobreposicdo. O particionamento de dominio € a classe na qual o dominio é
decomposto em subdominios com sobreposicao. O particionamento de dados ¢ a classe
dos meétodos que usam o paralelismo no método de solucdo. Outra classificacao,
adotada neste trabalho é aquela de Smith, Bjorstad e Gropp [SMI96], que consiste em:

1.  decomposicdo de dados: nessa abordagem, gera-se um Unico sistema de
equacoes que € distribuido entre os processadores de modo que possa ser
resolvido independentemente e em paralelo. Algumas vezes essa abordagem €,
também, chamada de particionamento de dados;

2.  decomposicdo de dominio: nessa abordagem, empregam-se métodos e técnicas
para acoplar as solucoes dos subproblemas gerados a partir da decomposicéo do
dominio original. Desse modo, a solucao do sistema de equacoes global é obtida
pela combinacao das solucoes desses subproblemas.

Entao, o particionamento (ou divisdo) do dominio em subdominios pertence ao
escopo dos meétodos de particionamento de malha, questdo tratada na secdo 7.3,
enquanto a decomposicdo de dominio € um conjunto de técnicas e métodos para
acoplar os diferentes subdominios.
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Esse € o mesmo ponto de vista de Chan e Mathew [CHA94|, que consideram que
meétodos de decomposicao de dominio sdo técnicas, para resolver EDPs, baseadas na
decomposicdo do dominio espacial do problema em varios subdominios. Essas
técnicas devem assegurar que as subsolucdes convirjam, dentro de uma dada
acuarica, para s solucdo verdadeira do problema. E essa a caracterizacdo dada neste
trabalho aos MDD, particularmente aqueles de Schwarz que sdo MDD iterativos.

Um panorama completo sobre as diferentes abordagens em MDD pode ser visto
em trabalhos como os de Chan e Mathew [CHA94|, Smith, Bjorstad e Gropp [SMI96] e
de Quarteroni e Valli [QUA99]. Uma sintese de alguns dos principais conceitos e
aplicacoes de MDD ¢é como feita em [MOU2001]. Nos trabalhos de Jinchao Xu [XUJ92],
de Dryja e Widlund [DRY89], e de Tallec [TAL94|, discutem-se o tratamento
matematicamente rigoroso e abstrato dos MDD, sob o ponto de vista de métodos
iterativos por decomposicao de espacos e correcao de subespacos (iterative methods by
space decomposition and subspace correction). Porém, neste trabalho, a énfase dada
aos MDD é somente aos seus aspectos computacionais € numeéricos.

Assim, na computacdo cientifica paralela, os MDD sao particularmente
atraentes, pois acoplam as diferentes partes de modo que, em geral, as comunicacoes
ficam restritas a fronteira. Algumas das maiores motivacoes para o uso dos MDD sao o
fato de que seu emprego possibilita ([SMI92] e [GRP94):

1. o uso de dados locais, necessitando de pouca comunicacdo global, a qual
geralmente fica restrita a sincronizacdo da solucao;
2. uma completa flexibilidade no tratamento das solucoes de EDPs definidas em

regioes com geometria complexa e/ou que exibem comportamentos diferentes em
diferentes partes do subdominio;

3. a construcao de pré-condicionadores que sdao empregados para acelerar métodos
iterativos de solucao do subespaco de Krylov.

Meétodos de decomposicao de dominio sem sobreposicao nao sao abordados neste
trabalho e podem ser vistos em [SMI96] e [BOL9S8], entre outros. MDD com
sobreposicao sdo empregados devido a sua simplicidade e ao fato de que podem ser
usados como método de solucdo e como pré-condicionador.

No primeiro caso, os MDD s&o utilizados como um meétodo iterativo de solucao
que resolve o problema de valor de contorno global a partir da combinacao das
solucdes dos subproblemas de valor de contorno. E essa a abordagem do MDD de
Schwarz discutido a seguir. No segundo caso, gera-se um pré-condicionador, que é
distribuido por construcdo, de modo que pode ser empregado no passo de pré-
condicionamento de um método iterativo.

Ha toda uma teoria consolidada a respeito de métodos de decomposicdo de
dominio aplicado a solucdo paralela de EDPs elipticas. Os resultados fornecem
condicoes necessarias e suficientes nas quais os algoritmos sdo escalaveis. Ou seja, a
solucdo nao depende do numero de subdominios utilizados, nem do grau de
sobreposicao ou das caracteristicas da malha original [SMI96], mas somente do
esténcil computacional. Problemas hiperbodlicos ou incompletamente parabélicos nao
tém a mesma base matematica, apesar dos bons resultados numéricos quando do
emprego de estratégias semelhantes as das EDPs elipticas na obtencdo de suas
solucoes. E sob esse ponto de vista que os métodos de decomposicido de dominio sao
empregados neste trabalho para obter a solucdao paralela do modelo computacional
aqui desenvolvido.

7.4.1 Métodos de Schwarz

O método alternante de Schwarz (MAS) foi desenvolvido em 1870 por H. A.

D n<3

Schwarz. E caracterizado pela decomposicdo do dominio limitado Qc em
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subdominios sobrepostos Qi, tal que Qc U If_li , onde Q; =Q. U0, denota o fecho
do dominio sendo 0Q); a fronteira de €);. As fronteiras artificialmente criadas pelas
sobreposicoes sdo denotadas por I';=002, "Q, e a fronteira real é denotada por
0Q.\T';, que sao os pontos de 0Q; que ndo estaoem I, .

Para esclarecer essas notacoes, no caso de dois subdominios, a regido aberta é
denotada por Q =Q, UQ,, onde Q, e (), sado abertos, e ndo incluem as fronteiras.

Uma representacao desse caso € como mostrado pela fig. 7.3.

80,
oQ, 0Q,

b)
FIGURA 7.3 - Subdominios Q, e ), gerados pelo MAS. a) representa esses dois

subdominios nao possuindo malhas emparelhadas; e b) representa esses
dois subdominios possuindo malhas emparelhadas.

Desse modo, o método alternante de Schwarz resolve iterativamente o problema
eliptico definido em Q = Q, U Q,

Lp=f;, peQ
Q =g, ¢ dQ

encontrando a solugdo aproximada gofk) em Q =Q0. U0, depois de k iteragoes,
resolvendo os dois subproblemas. Empregando as notacoes anteriores, e denotando
gpék)‘rl e gofk)m como sendo as restricoes de (ogk) e de (pl(k) as fronteiras I'; e I,

respectivamente, um algoritmo para o MAS é como na fig. 7.4.
inicializacao: escolher uma solugdo inicial (ogl) em ),

iteracdo: Para k=1,2,...,n com ¢§k) conhecido, resolver ¢fk+1) em

Lo{"" = f; pe L™= f5 0,20,

o= g5 g 0\, e depois U™ em Q,1 o = g,; p,e 00, \T,

o=, A =0l s pme T
término: até que a solugdo convirja com um determinado critério de parada como, por
exemplo, (pgk)‘rl - (/)ék)‘rl <¢€e ‘@fk)\rQ - ¢1(k)\r2 s¢

FIGURA 7.4 - Algoritmo alternante de Schwarz

Assim, o MAS resolve o problema global, estabelecendo determinadas condicoes
de contorno nas fronteiras artificiais e usando as condi¢cdes de contorno do problema
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original nas fronteiras que coincidem com as fronteiras do dominio original. Note-se
que podem surgir dificuldades adicionais para obter as sobreposicoes nas interfaces
entre os subproblemas, como o caso em que nao ha emparelhamento nas submalhas
(nonmatching grids), como exemplificado pela fig. 7.3. b), caso em que se necessita de
procedimentos de interpolacao.

Outras situacdes sdo como aquelas que consideram a solucao de diferentes EDPs
nos subdominios ou que as condicoes de contorno estabelecidas entre os subdominios
nao sao as de Dirichlet ([SMI92] e [GOO99]). Nesses casos, deve-se estabelecer quais as
condicoes de transmissao nessas interfaces [TAL94|. Algumas dessas CC podem ser
obtidas a partir da CC de Robin, que € definida por:

(k+1) (k)
on on
e, assim, quando a#0 e =0, tem-se a CC de Dirichlet a@fkﬂ) = a(pgk) , € quando

a=0 e B+ 0, tem-se a CC de Neumann ,B((pl(k+1))n = ,B(wgk) )n .

Essas dificuldades ndo se apresentam neste trabalho, pois as malhas sao
emparelhadas e as EDPs sdao as mesmas em cada subdominio. Nessa situacdo, nas
fronteiras artificiais as condicoes de contorno sdo do tipo Dirichlet e nao trazem
dificuldades adicionais para o emprego de MDD de Schwarz.

Visando a estabelecer uma notacado similar e concisa para o MAS, e para os
demais MDD com sobreposicdo que podem ser dele derivados, o método alternante
pode ser escrito empregando uma formulacdo matricial como em [BOU2000],

[LIE2001] e [ALO2002]. Especificamente, denota-se, respectivamente, (ogf_) a solugao

imad Q,; o) luca frontei is; o) a soluca frontei
aproximada em £2;; @, \r, @ solucao nas fronteiras reais; ¢~ a solucao nas fronteiras

artificiais, depois de k iteragoes, e A; a forma discreta do operador diferencial L
restrita a €, onde Agi , Aﬂ\ri e denotam, respectivamente, os pontos interiores, os
pontos das fronteiras verdadeiras, e os pontos da fronteira artificial. Entdo, o problema
continuo Lep=f, denotado na forma discreta (matricial) por Ap=b, é escrito, para

malhas emparelhadas, como:
(k+1)

Po,
(AQL- Ao, ) A‘L¢lk+1 = ésk;\ll)“ =b,

(k+1)
Ty

e, assim, o MAS € expresso, para i subdominios, na forma de:
(k+1) (k+1) (k)
AQ (pQ b AaQ AL (pagi\ri - Ar (pr b AaQ \T; 9~ Ari (prj
CCreal CC artificial CC Dirichlet j#i
ou seja:

o) = o) + A (bi ~ A0l ~ A - Ar cogj’)

assim, quando i=1,2, tem-se:

(/’gjﬂ) = (DQ (b Ap, (/’Q1 — Ao, 01— Arﬁ”g?)

(k+1)

ol (k+1))

= (0&) + A;zi (bz - A, (Dg(zkz) — Ao \r, 92 — Ar, P,
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Note-se que, quando as malhas ndo sdao emparelhadas, como aquelas mostradas
na fig. 7.3 b), € necessario interpolar os valores nodais no interior de 2, para os nodos
- . k) - e -
na curva ['; através do operador discreto I, . , € nesse caso, Ar_(og_) € substituido
i J J i

por Al"j IQi»Fjgogj) :

Usando essas notacdes pode-se rescrever o MAS (e os outros MDD) de modo
matricial, observando-se ainda as seguintes defini¢coes

() (k)
Do, Pova,

WP =R = (I 0) o — o, o =Rp!" & (0 1) . — g
¢Q\Q1 ¢QQ

Ay =RAR' (I o)[(AQL_ Ari)(éna(j O)(AgiJ:AQL_

M'=R'(RAR') R, & R'(RTA'R')R = A"
M,= RAR/
notando que, em implementacoes praticas, RiT e R, nao sao formados explicitamente

e fazem apenas papel de operadores (matrizes) de restricdo R; e de extensao RiT , de

forma a expressar os algoritmos de modo formal, similar e conciso como em [SMI92],
[CHA94| e [SMI96)].

Assim, R, denota a matriz, que, aplicada ao vetor solucédo, retorna os valores

. . .~ T . < .
associados com determinados nodos (restricdo), e R, mapeia os valores a matriz

global A (extensdo). Matematicamente, sob o ponto de vista de subespacos de
correcao, M, restringe o residuo a um determinado subdominio, no qual o problema &

resolvido localmente através de uma correcdo, e estende a solucdo para todo o
subdominio. Portanto, os valores de uma submatriz A,, associada a uma sub-regido
Q., sao obtidos pela operagio A, =RAR/ com 1<i< N subproblemas.
Especificamente, pode-se escrever que:

Ay o =b; oM eq, Pl

ke+ (k+1) k+ k+
(Df(aQi\l)r =9; aQ ir e\ = Ai(pz( U= b, = (Aﬂl Aagzi\ri Ari) (”rggi\l)ri =D,
o =gl ;s gl e, ol

e, entao, considerando que nas fronteiras reais as CC sdo conhecidas, pode-se elimina-
las agregando-as ao vetor dos termos independentes, ou seja, fazendo:

(k+1) (k+1)
AQL.(P =b, — Ay, 9: — Ar, Pr .
Ao i+ Ao Pl + Aot =b = B cCatyis
CC Dirichlet (k) _ (k) = Ei - Al-,¢71(-k.+.l)

Tjsi = PQjwi

Com essa expressao escreve-se o método alternante de Schwarz, no caso de dois
subdominios e considerando que nas fronteiras artificiais g; € conhecido, como:

A91(0 I:H b, Am 91~ Arl (05(22)
\_ﬁ——/

(k+1) (k+1) (k+1) _
AQl ¢Ql +A591\r1 ¢6§21\F1 +Ar1 ¢r1 N b1 = b
_ . _ 7 (k)
CC Dirichlet=g, ‘/’1("}; 1)_(p§2’€2)‘r = bl - Ar1 ¢Qz
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Ao, 0l = b= Ay 1,90~ Aol
_

(k+1) (k+1) (k+1) _ >
A§22 Po, "t AaQQ \r,Poo,\r, T Ar2 Gr, = b, = by
CC Dirichlet= ki) (k1 — b (k+1)
irichlet=g, ¢’1("2 ) 511\2) b2 AFQ¢Q1

que pode ser visto como sendo o método de Gauss-Seidel em blocos aplicado ao
sistema de equacdes, pois cada subdominio usa como condicdo de contorno as
solucoes anteriormente obtidas. Esse sistema, cuja dimensdo € maior que N, pois os

valores de pem Q, N Q, # & séo duplicados em ¢, € ¢, , € escrito como:

{AQI AFIJL%J_ b:
Ar2 A92 Pa, - b-

Usando essas terminologias, pode-se obter uma variante do método alternante de
Schwarz escrevendo-o em dois meios-passos. Isso é obtido através da introducdo de
um passo intermediario k+72, e essa abordagem fornece a expressao:

-1
o) = o) 4 (AQI Oj<b - Ap™)

0 0
0 0

k1) _ ) _ agtH

v {o Ag_iJ(b a)

que pode ser escrita, substituindo a solucao go(k%)

(p(k%) e no residuo b — A¢(k%)

oY = o 4 (Ag 8J(b - Ap™)+ [8 AZi J[b - A(Ag—lll gj(b — Ap™" )}

que € escrito, usando as definicoes anteriores, como
o = o™ 4 M} (- Ap" )+ M, (b - Ap™ ) - M, AM [ (b - Ap™)

do primeiro meio-passo na solucao

do segundo meio-passo, como:

isto é:
¢(k+1) _ (D(k) + (M1_1 n M2—1 —MQ_IAMI_I)(b —Ago(k))} (7-1)

A expressao (7.1) € uma das variantes do método alternante de Schwarz e é
chamada de MDD multiplicativo de Schwarz (MMS), no qual pré-condicionador dado

pelo método de Schwarzé M ' = M;' + M,' — M,"AM," . Definindo o erro de go(k) por
(k) — e _ ,H0)

e N
eV =e" - (M + M, - M,'AM;") Ae™

,onde @° € a solucéo exata, tem-se:

- [1 — (M + M, - M;AM;I)A] e =(I-M,'A)(1-M;'A)e™

e, portanto, a matriz de iteracdo € um produto de duas matrizes, de onde vem a
designacao do método multiplicativo de Schwarz.

Note-se que o MMS é¢é inerentemente sequencial e, sendo assim, o paralelismo
pode ser obtido no MMS introduzindo métodos multicor. Além disso, a matriz pré-
condicionadora ndo € simétrica e, portanto, ndo pode ser empregada como um pré-
condicionador para o algoritmo do gradiente conjugado, mesmo se A € SDP. Porém, tal
matriz pré-condicionadora pode tornar-se SDP quando se adiciona mais um passo
intermediario, como pode ser visto em [ALO2002].
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Uma outra versao do método alternante de Schwarz, que considera atualizacoes
simultaneas nas fronteiras € o chamado método aditivo de Schwarz (MAAS). Esse
método considera que o passo intermediario k+22 seja substituido pelo passo anterior k
na formacao do residuo no segundo meio-passo. Desse modo, o MAAS ¢ escrito como:

¢(k+y2) _ ¢(k) + M1_1 (b _ A¢(k))
(/7(k+1) _ (0(’”%) +M2_1(b —A(D(k))

(k44 (c4) g

ou seja, substituindo a solucao ¢ o

segundo meio-passo, tem-se:
o = o™+ (M, + M) (B - Ap")

do primeiro meio-passo na solucao ¢

que é a forma do MAAS escrito para dois subdominios, na qual o pré-condicionador
dado pelo método de Schwarz ¢ M ™' = M;' + M 5 ' que é simétrico e pode ser

empregado diretamente no algoritmo do GC. Note-se que esse método pode ser visto
como o método iterativo de Jacobi com sobreposicdo em blocos, pois todos os
subdominios usam a solucao da ultima iteracao como condicao de contorno.

A matriz pré-condicionadora pode ser generalizada para N subdominios, que
podem ser resolvidos de forma independente e, portanto, gerando a expressao

M7 =M"+...+ M,'. Com isso, o método aditivo de Schwarz para N subdominios

pode ser escrito, para M, ' =R/ A;'R,, como em (7.2):

N
o) — g 4 L = k) +Z -,1Mi_1 (b - Agp(k))} (7.2)

Assim, os algoritmos sequienciais do MDD multiplicativo de Schwarz (MMS) e do
método aditivo de Schwarz (MAAS) resolvem o problema global (iterativamente),
decompondo-o em subdominios. O algoritmo para o MMS néo € aqui apresentado, mas
o algoritmo do MAAS é como apresentado na fig. 7.5.

Inicializacdo: k < 1, (o(l) «~0, ¢
b- Ago(k)

Enquanto ‘ > ¢ faca

1. (o(k+1) <—(p(k)+(M1_1+M2"1)(b—Ago(k))

2. k<« k+1
FIGURA 7.5 - Algoritmo do MDD aditivo de Schwarz

Neste trabalho implementou-se o MAAS no qual todos os subdominios usam a
solucao da ultima iteracao como CC, de modo que cada um dos subdominios pode ser
resolvido independentemente, ficando as comunicacoes restritas as fronteiras
([CHA94|, [SMI96] e [PAG97]). Outra solucao paralela desenvolvida e implementada é
aquela na qual o MAAS é visto como um pré-condicionador.

7.4.2 Método aditivo de Schwarz: solucao paralela

A primeira conseqtiéncia da formulacdo do método aditivo de Schwarz (MAAS) é
que a expressao (7.2) tem um paralelismo 6timo, no sentido de que a troca de dados e
o sincronismo sao restritos as fronteiras dos subdominios adjacentes. Assim, o MAAS
resolve o problema global em paralelo obtendo sua solucdo de modo iterativo e de
modo independente nos k subdominios. A troca de dados ocorre entre as fronteiras a
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cada ciclo do método de solucdo entre esses subdominios, até que se cumpra o critério
de convergéncia global, de modo que a combinacido das solucoes locais gere a solucao
global, dentro de uma acuracia.

Para o método aditivo de Schwarz com sobreposicao pode-se mostrar, sob a
hipétese de que Q,NQ, NQ, #D, Vi# j# k, que o algoritmo converge. Além disso,

a presenca de regioes sobrepostas assegura a continuidade da solucdo (pi(k“)

e de suas
derivadas entre os subdominios [DEB98]. O algoritmo do MAAS aplicado a solucao
paralela € como mostrado na fig. 7.6, onde nao se destaca os passos de comunicacio,

necessarios em uma implementacao paralela.

Inicializacdo: escolha uma solucdo inicial gofl)

Iteracdo: para k > 1, com go.(k)

1

em cada subdominio €, ;

conhecido, calcular ¢(k+1)

1

tal que:

1. A" =b em Q;

2. @Y =g, em dQ\T;;

3. goi(kﬂ) = ¢§.k) emI';=0QNQ;, paral < j< N, tal que Q;NQ; # &

k+1

Término: até que Sup( ) <&, onde ¢ é a acurdcia desejada.

FIGURA 7.6 - Algoritmo aditivo de Schwarz (em paralelo)

Para exemplificar esses conceitos, notacoes e algoritmos, toma-se como exemplo
um dominio discreto particionado em quatro subdominios. Nesse caso, pode-se tomar
uma sobreposicao de uma ou de duas células adjacentes as fronteiras, dado o esténcil
de 5-pontos utilizado na discretizacdo, como em [CHF94| e [GOO96|. Esses
subproblemas podem ser escritos, usando as notacoes anteriormente introduzidas,
como:

A¢1k+1 fi o€ Q, A(/)2k+1 5 ¢,eQ,

oV =g; e 0Q\T, | o= g,; g€ BO\T,
A=l semeT, | =0 sper
=0 el oy = ol ips e Ty
AFI= £ p,e 0, A0S")= £ pye O

08" = g4 0, 0ONT, | 9= ga5 9y € OO\ T,
N S B T o
(oé(lkJrl) = gk)\r3§(/’3 el (pékH) N (p‘(‘k)‘r“;% <l

onde cada submatriz Al_ € a matriz da regido Qi , € € gerada quando se impdem CCs

de Dirichlet homogéneas nas fronteiras artificiais (sobreposic¢oes) I';, ou condicoes de

contorno corretas quando a fronteira do subdominio coincidir com uma fronteira do
dominio (fronteira real) ([SLV97]| e [PAG97]). Assim, os sub-problemas sdo problemas
de valor de contorno bem postos, no sentido matematico, pois as CCs assim
estabelecidas os definem como tal. A fig. 7.7 mostra uma representacdo para um
dominio particionado em quatro subdominios, com 8x8 pontos com ordenacao
natural, na qual se véem as fronteiras artificiais geradas pelas sobreposicoes.



154

() () (k) ()
@1\1‘ 2 ¢211—1 ¢1\l‘2 §0qu
o i81:82 .83 84 85:86: |83 84 85 86:87 88 Q,
1i71 52053 54 5550 53 53 55 26 57 58
(o JiOL 2 0P &% 8% 88 63 64 65 6667 68|
Pir, 1351 52 . 5)s #5555 T .53 54 55 56:57 58 Par, —
®) D41 142 48 p44 45 146 1 |43 D44 45 - 46 - 47 48 ®)
[~ Par, {ia1 32 .3 |34 35 36 i 133 34 35 36:37 38! Par, <t
k) Ji61 62 “6ls |64 65 66 : 263 - 64 65 |67 |67 68
> Pir, ¢ - - q)(k)
4 1 :52 5|3 [s54 55: 56 53 : 54 53 |57 |57 : 58 2r; <
K 41 142 43 |44 45 46 43 144 45 46 |47 © 48
(k) i (k)
_¢4r1 T i H ¢ —
3,1 &2 33 3,4 BES 36— 353 St 355—]6 |37 3,8 3‘1"2
25 26 :'27 . 28

QL1 12 113 s+ LS 16 517 18 . Q)
—_— —
WK i
4rs 3ra 3ra
A |

FIGURA 7.7 - Dominio particionado em quatro subdominios, com CC tipo Dirichlet
homogéneas. A quantidades de células na sobreposicdo depende do
esténcil computacional utilizado na construcao do esquema numérico

As fig. 7.8 e 7.9 mostram, respectivamente, o speedup e a eficiéncia para o
dominio computacional particionado em 23 processos usando a biblioteca METIS, e
resolvido empregando o algoritmo do método aditivo de Schwarz mostrado na fig. 7.6.
Os resultados indicam que a solucdo paralela implementada € escalavel, pelo menos
até 23 nodos, sendo que as anomalias registradas nos processadores 11 e 13 referem-
se a ma convergéncia do método aditivo de Schwarz especificamente para esses
processos, e/ou ao particionamento ndo apropriadamente efetivo oferecido pela
biblioteca METIS. Esses resultados foram obtidos usando o arquivo Guaiba_100, que é
aquele arquivo onde se toma os espacamentos horizontais como Ax=Ay=100m, € com
apenas uma camada.

MAAS (Guaiba_100 e acuracia=0,1)

1 23 45 6 7 8 91011121314 151617 181920212223
numero de processos

FIGURA 7.8 - Speedup x namero de processos empregando o algoritmo do MAAS
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MAAS (Guaiba_100 e acuracia=0,1)

0.84 0.81 0.79
800.75m°: 7Y

eficiéncia

1 2 3 45 6 7 8 91011121314 151617 181920 21 22 23
numero de processos

FIGURA 7.9 - Eficiéncia x nimero de processos empregando o algoritmo do MAAS

Note-se, finalmente, que no subdominio ilustrado na fig. 3.12, destacaram-se as
enumeracoes e identificacdes das células internas; das células que sdo adjacentes
internas as fronteiras do subdominio (e que formam o chamado “esténcil interno”); e
das células que sao adjacentes internas as fronteiras dos outros subdominios (e que
formam o chamado “esténcil externo”). Essa identificacao e caracterizacao das células é
indispensavel para o emprego do método aditivo de Schwarz sob duas abordagens.

Na primeira abordagem emprega-se o algoritmo mostrado na fig. 7.6 para obter a
solucao paralela via decomposicao de dominio. Nesse caso as células que fazem o papel
dos esténceis interno e externo compdem as sobreposicoes que, por sua vez,
necessitam de esténceis para que valores validos estejam definidos. A fig. 7.7 ilustra
essa primeira abordagem, resultado da aplicacao do algoritmo detalhado na fig. 7.6. Na
segunda abordagem, usa-se o método de decomposicdo de dominio como pré-
condicionador, que ja é gerado de modo distribuido. Essa segunda opcao gera o
método Krylov-Schwarz de solucdo, que € um método de Schwarz acelerado por um
método de Krylov, como discutido nas secoes 7.6.2 e 7.8.

7.5 Métodos de solugao para sistemas de equacoes lineares

Os sistemas de equacdes sdo resolvidos empregando-se métodos diretos ou
métodos iterativos. Os métodos diretos resolvem-nos em um numero finito e conhecido
de passos, e os erros que ocorrem devem-se a aritmética de ponto flutuante. Os
métodos iterativos resolvem os sistemas de equacdoes através de aproximacoes
sucessivas da solucéo, e os erros sao devidos as iteracoes e aos arredondamentos da
aritmética de ponto flutuante. Ao contrario dos meétodos diretos, que resolvem o
sistema de equacdoes com um numero pré-definido de passos, os métodos iterativos
calculam a solucao até que um critério de parada seja alcancado. Esse critério pode ser
o numero maximo de iteracoes ou a tolerancia maxima de erro.

A escolha por esse ou aquele tipo de método € induzida pelo porte do problema a
ser resolvido. Muitos dos sistemas de equacoes resolvidos atualmente sdo da ordem de
milhares ou milhoes de incognitas nodais e a solucdo via métodos diretos equivale a
calcular a inversa das matrizes dos coeficientes, em forma exata, tornando essa
abordagem impraticavel, por problemas de armazenamento e pela dependéncia de
operacoes e/ou de dados que dificulta a sua paralelizacao.

A eliminacdo Gaussiana, exemplo canénico dos métodos diretos, resolve os
sistemas matriciais através de seqiiéncias de operacoes elementares entre linhas e/ou
colunas. Esse procedimento leva ao processo de fill-in, que € o surgimento de elementos
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nao nulos em posicoes onde ndo existiam originalmente, destruindo a esparsidade da
matriz, o que dificulta o desenvolvimento e implementacdo dos algoritmos de
armazenamento e de solucao.

Note-se que muitas aplicacbes realisticas, particularmente aquelas pertencentes
ao escopo da CFD, resultam, quando discretizadas, em sistemas de equacoes
altamente esparsos. A densidade dos elementos ndo nulos das matrizes decrescente
com o porte do problema. Por exemplo, matrizes de problemas 2D de ordem 40x40 tém
256x10* elementos na matriz, mas apenas 8x103 (0,312%) sdo nao nulos. Essa
esparsidade deve ser aproveitada na otimizacdo do armazenamento [STR94|.

A abordagem mais apropriada €, portanto, aquela que emprega métodos
iterativos que sejam robustos e computacionalmente eficientes. E a classe mais efetiva
€ a dos subespacos de Krylov, sendo que a eficiéncia decorre do fato de que os métodos
pertencentes a essa classe tém boas propriedades de convergéncia, sobreturdo quando
as matrizes sdo bem condicionadas [ARA97a]. Além disso, sdo construidos sobre
operacoes basicas em algebra linear e, portanto, sdo altamente paralelizaveis. Dois dos
métodos mais populares dessa classe sdo o gradiente conjugado (GC) e o residuo
minimo generalizado (GMRES).

7.5.1 Métodos iterativos do subespaco de Krylov

Dada a potencialidade dos métodos iterativos quanto a otimizacao,
armazenamento, eficiéncia computacional e grau de paralelismo, eles sdo os mais
populares para a solucao de sistemas de equacoes esparsos e de grande porte. A classe
dos meétodos do subespaco de Krylov é também chamada de métodos néo
estacionarios, devido ao fato de que passos da iteracao atual dependem da iteracédo
anterior. Van der Vorst [VOR944a| traca um panorama do desenvolvimento, sob uma
perspectiva histérica, dessa classe, e referéncias sao [BAR94|, [KEL9S5|, [GOL96],
[AXE96], [SAA96] e [VAR99], entre outras.

Porém, a despeito de muitos nomes e acronimos que proliferam em subespacos
de Krylov, os algoritmos dessa classe sao formulados sobre poucas idéias
fundamentais [ARA97]. Na solucdo de Ag = b, tais métodos encontram uma solucao

aproximada @™ para um subespaco m — dimensional, tal que:
o° + K™
em que goo € a aproximacao inicial, impondo a condi¢do Petrov-Galerkin:
b-Ap™ L L"
em que L™ é um subespaco de dimensdo m,e K=K (A, ro) é o subespaco de Krylov
definido, para r° = b— Ag°, por:
K™ (A, ro) = span(ro,Aro, AQrO,...,Am‘lro)
Os métodos que decorrem dessas idéias podem ser agrupados em trés classes,

dependendo de como o subespaco L™ é escolhido ([SAA96] e [CHO97)):

1. L™ = K™: é a classe do método de projecao ortogonal ou de Galerkin. Quando A

é SDP, essa escolha de L™ minimiza a A —norma do erro. Exemplos sdo o GC,
no caso simétrico e o FOM (e equivalentes como o ORTHORES e o método de
Projecao de Axelsson) no caso nao simétrico;

2. L" = AK™: é a classe do método dos residuos minimos. Essa escolha de L™

minimiza a norma residual Hb—AgDmHQ. Exemplos sdao o GMRES e seus

equivalentes (por exemplo, o GCR);
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3. L"=K" (AT,r(: ) onde 7, é um vetor nao paralelo a 7, . Esta escolha de L™ ¢é

projetada para A nao simétrica e fornece relacoes de recorréncia para bases do

subespaco de Krylov. Métodos dessa classe podem necessitar de menos

armazenagem que os algoritmos do GMRES ou do FOM, mas sao mais
propensos a parar (breakdown). Exemplos sdo o BCG, CGS.

A escolha por este ou aquele método iterativo € decorrente da natureza das
matrizes. Neste trabalho, as matrizes dos sistemas de equacoes lineares para as ESW
sdo simétricas definidas e positivas (SDP). As matrizes dos sistemas de equacdes para
a ETM sado nao simétricas. A escolha recaiu no emprego dos algoritmos do gradiente
conjugado e do residuo minimo generalizado, uma vez que a literatura técnica, e
nossas proprias experiéncias numeéricas, mostram que esses algoritmos sao eficiéntes,
robustos e possuem alto grau de paralelismo.

Outra classe que esta se popularizando é aquela dos métodos Newton-Krylov-
Schwarz (NKS), que decorrem da combinacdo de métodos nao-lineares tipo Newton-
Krylov e de métodos lineares tipo Krylov-Schwarz. O primeiro faz uma aproximacao, via
método iterativo do subespaco de Krylov, para uma das etapas do algoritmo de
Newton. O segundo fornece um pré-condicionador tipo Schwarz para acelerar o método
iterativo ([KEY95], [KEY97], [CRU97], [GRP98] e [DUF99|). Essa classe nao foi
empregada dado que os sistemas de equacoes sao lineares.

7.6 Pré-condicionamento

Para acelerar a convergéncia de um método iterativo, pode-se pré-condicionar a
matriz, ja que a taxa de convergéncia de um método iterativo depende da distribuicao
dos autovalores da matriz dos coeficientes do sistema de equacodes lineares. A taxa
pode ser melhorada, transformando o sistema original Ap = b em um outro na forma

MA@ = Mb, onde M ¢é a matriz pré-condicionadora. O sistema de equacdes

resultante € equivalente ao original, no sentido de que tem mesma solucdo, com
melhor taxa de convergéncia por controlar os autovalores pequenos ou grandes
[CHO97], resultando em melhor niimero de condigcdo. Para matrizes SDP, isso significa
que os seus autovalores devem estar agrupados proximos a unidade. O caso de
matrizes nao simétricas é mais complicado, e ndao ha resultados gerais sobre a
convergéncia a partir da analise dos autovalores.

O método de pré-condicionamento que explora somente as informacoes da matriz
dos coeficientes para acelerar a convergéncia da solucao do sistema de equacoes € dito
pré-condicionador algébrico. Aquele método que considera as caracteristicas fisicas ou
geométricas € dito pré-condicionador fisico ou geométrico. Neste trabalho, utilizou-se
somente a primeira categoria, visto que sdo de proposito geral e podem ser aplicados a
uma grande classe de problemas. Sdo robustos, mas nao 6timos como os obtidos por
técnicas especificas, os quais, porém, s6 podem ser aplicados aos problemas que os
originaram [BEN99|.

Uma classificacdo para os pré-condicionadores € aquela que considera o lado do
pré-condicionamento, de modo que se tem os tipos: a esquerda M 'Ap =M 'b; a
direita AMM ¢ =b; e a esquerda e a direita M 'AN 'No =M 'b, onde M e N
representam transformacoes simples ou complexas da matriz original A. O tipo do
pré-condicionador a ser usado depende da escolha do método iterativo. Em métodos de
minimizacao dos residuos, como o GMRES, o pré-condicionamento a direita pode ser
mais efetivo pois, em aritmética exata, os residuos para sistemas de equacdes pré-
condicionados a direita sado idénticos aos residuos verdadeiros. Mendelsohn mostrou
que o lado do pré-condicionamento € importante para problemas nao simétricos mal
condicionados [BEN99].
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O pré-condicionamento pode, também, ser considerado ser implicito ou explicito.
No implicito obtém-se uma matriz M de modo a aproximar a matriz A sem a

necessidade de calcular M~ diretamente. Na abordagem explicita calcula-se a matriz
M de modo que se possa aproximar A™' diretamente.
Em qualquer caso o pré-condicionador deve ser obtido rapidamente e de modo

que M'A~1I, com minimo de custo computacional. Ou seja, deve ser uma boa
aproximacéo de A, ser facil de construir e de aplicar. A primeira propriedade assegura
boa taxa de convergéncia, enquanto a segunda assegura que cada iteracdo nao seja
custosa. Essas duas exigéncias sdo mutuamente contrastantes, sendo necessario um
equilibrio entre elas. Como a eficiéncia do pré-condicionador €, geralmente,
inversamente proporcional ao tempo se sua construcao [CAT98], deve-se conciliar o
ganho da convergéncia com o tempo de pré-condicionamento, ja que o objetivo &
diminuir o tempo total de execucao do algoritmo.

A seguir, sao apresentadas algumas classes de pré-condicionadores. Outras
importantes, como as geradas por solucoes iterativas e o reordenamento dos sistemas,
podem ser vistas em [BEN97] e [BEN99].

1.  particionamento da matriz A=M — N : pertencem a essa classe, onde M é nao

singular, os pré-condicionadores Jacobi, Gauss-Seidel, SOR, entre outros, e as
suas versoes blocos;

2.  fatoragées incompletas de A: essa classe é a mais importante classe de pré-
condicionadores algébricos, dada sua flexibilidade e importancia. Exemplos sdo o
ILU para matrizes nao simétricas e o IC para matrizes simétricas. Uma discussao
das varias versoes, considerando os diferentes niveis de preenchimento e reducéo
de tolerancia, pode ser vista em [BEN99|. Os pré-condicionadores dessa classe
sao explicitos;

3. aproximagbes para a inversa: nessa classe, os pré-condicionamentos sao
construidos explicitamente através da definicao de matrizes M ~' que aproximam

diretamente A™'. Essa abordagem difere da obtida pelo pré-condicionamento

polinomial, pois a matriz pré-condicionadora nao € implicitamente expressa como

um polinémio em A, porém é construida e armazenada explicitamente [BEN99].

Os pré-condicionadores dessa classe sao implicitos;

4.  aproximagées polinomiais: € um pré-condicionador que aproxima diretamente a
inversa de uma matriz. E particularmente importante em matrizes SDP, pois ndo
altera sua estrutura definida-positiva [CUN92]. Os pré-condicionadores dessa
classe sao implicitos;

Os pré-condicionadores utilizados neste trabalho para acelerar as solucées dos
sistemas de equacdes lineares sdo o polinomial e o de Schwarz, pois os MDD de
Schwarz podem ser vistos, também, como pré-condicionadores, pois a composicao das
solucoes (aproximadas) locais gera um pré-condicionador global e distribuido. Nesse
caso, utilizaram-se as fatoracoes incompletas de Cholesky (IC) e a diagonal Cholesky
(DIC) para obter a aproximacdo para as inversas locais. As discussdes a respeito
dessas abordagens € como segue.

7.6.1 Pré-condicionador polinomial

Um modo de obter uma aproximacéo para a inversa A~ no algoritmo do GC é
empregar um polindmio que nao destrua a simetria e a positividade da matriz dos
coeficientes quando a ela aplicado. Um modo de se obter esse tipo de pré-
condicionador € baseado na série truncada de Neumann, que € como segue.
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Sejam [ a matriz identidade e p(J) = max{|/1

;Ael (J )} raio espectral de

uma matriz J

nxn?

onde I'; €& o conjunto dos autovalores reais de J,, ,. Entédo, se

p(J ) <1, ainversa de [ —J pode ser expressa como uma série de poténcias em J,
ou seja, (I -J )71 = z::() J* . Reciprocamente, para a decomposicdo A=L+D+U
e a matriz de iteracdo J = —D_I(L + U) , pode-se mostrar que p(J ) <1 [VAR99].
Portanto, se A é escrita como A = D(I—J), onde (I—J)f1 = ::0 J* , a inversa
A™! é obtida através da expressao:

Al =(D(I-J)) =(I-J)' D"

- {2110 Jk}Dfl =3 () (D (L+U)) D

Assim, a estratégia do pré-condicionamento polinomial consiste em truncar a
série depois de k termos e obter uma aproximacao M, ' para A™'. Por exemplo, para
k =0 e k =1 tem-se, respectivamente:

M,')=D"e M;'=D" —D’I(L+U)D’1

onde essas expressoes geram matrizes de pré-condicionamento cujo nimero maximo
de elementos por linha é ou um ou cinco, respectivamente. Neste trabalho empregou-
se o pré-condicionador para k = 0 (pré-condicionador diagonal ou de Jacobi) e k =1,
pois nesses casos nao ocorrem preenchimento de A .

Uma desvantagem desse pré-condicionador, como percebido nas experiéncias
numeéricas, e como apontado por Benzi [BEN99], é que ele ndo reduz o numero de
iteracdes no mesmo nivel daqueles métodos de fatoracdo incompleta. Mesmo quando
ha a reducao do numero de iteracoes, nao existe reducdo no tempo total do ciclo, pois
o numero adicional de operacdes no pré-condicionamento tem um tempo igual ou
maior. As experiéncias numeéricas realizadas para este trabalho mostram que o tempo
total de execucdo permanece aproximadamente igual. A solucdo do GC nao pré-
condicionado convergiu com 11 ou 8 iteracoes, dependendo do erro tomado, enquanto
a do GC com pré-condicionador polinomial convergiu, nesses casos, com 6 ou 4
iteracoes. Essa reducdo nao melhorou o desempenho, pois o tempo gasto com o pré-
condicionamento foi semelhante ao tempo ganho com a aceleracdo da convergéncia.
Na tab. 7.1 e nas fig. 7.13 a 7.18, estao sintetizados alguns desses resultados.

7.6.2 Pré-condicionador MDD aditivo de Schwarz

O MDD aditivo de Schwarz decompode a solucdo do dominio em solucoes de N
subproblemas sobrepostos. Nessa abordagem os subdominios usam a solucdo da
ultima iteracdo como condicdo de contorno, de modo que cada um deles € resolvido
independentemente, e as comunicacdes ficam restritas as fronteiras. Assim, pode-se
usar essa abordagem gerando um pré-condicionador ja distribuido, onde o grau de
paralelismo s6 depende do numero de processadores disponiveis. Nesse caso, 0s

passos d:=M're s:=M"'r do algoritmo do GC da fig. 7.12 pode ser obtido de modo
distribuido para os N processos gerados pelo algoritmo de particionamento de malha.
Esse pré-condicionador é obtido através das solucoes dos subproblemas
d,:=M;'r,, com 0<i<N .Especificamente, empregando as notacdes da secio 7.4.1, se
R, denota a matriz, que aplicada ao vetor solugdo, retorna os valores associados com

. T . < . -
determinados nodos, e R, mapeia os valores a matriz global A, entdo os valores de
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uma submatriz A;, associada com uma sub-regido €2;, sdo obtidos pela operacdo

A=R AR/ . Usando essas notacdes, a matriz pré-condicionadora, gerada via MAAS de
Schwarz, é como a dada em (7.2), ou seja, M '1=Z RA'R,. Essa abordagem gera

uma solucao chamada de Krylov-Schwarz (KS), que € um método de Krylov acelerado
por um meétodo de Schwarz. Veja a secao 7.8.

Para aproximar o problema localmente de modo computacionalmente eficiente,
ou seja obter M, 'tal que M,'A, ~I,, foram empregadas duas fatoracées incompletas,
a Cholesky incompleta IC(0), e a fatoracdo de Cholesky diagonal incompleta DIC(0). A
notacao “(0)” nessas fatoracdes incompletas indica que o nivel de preenchimento da

matriz € nulo, mantendo a esparsidade da matriz original. Ver detalhes e discussoes
adicionais em [SAA99] ou em [BEN99].

Esses pré-condicionadores para matrizes SDP sao construidos em dois passos.
No primeiro passo determina-se um fator incompleto, e no segundo passo, resolvem-
se, a cada iteracao do método do subespaco de Krylov, dois sistemas triangulares.

No caso especifico da fatoracdo IC, procura-se determinar uma decomposicao
aproximada a decomposicdo A =LDL" da matriz A SDP, de modo que em cada
(k)

K

iterac@o k, apenas os elementos a; de A, que correspondem a um conjunto X

sejam modificados. Esse conjunto satisfaz as seguintes condicoes [JUD96]:
X" < {k,...,n}x{k,...,n}
(i,i)e XY Vi>k e (i,j) e X* = (j,i) e X
lembrando que o objetivo € determinar M I_Cl(o) tal que seja uma boa aproximacao para
A'. Ou seja, deve-se determinar apenas o fator incompleto Licw, de

M e =LIC(O)DL?C(O), pois a decomposicdo completa A =LDL" ja resolve o problema,

mas esse € um método direto de custo da O(\N3). Um algoritmo é como ilustrado na fig.
7.10 ([JUD96] e [PIC2002]).

para k=1,2,...,n-1
para i=k+1,...,n

se (i,k)eX® faca
aux =aix
Qix=0lix/ Qpck
para j=k+1,...,i
se (i,j)eX® e (j,k)eX™ faca

Q=0 AUX. Gk
FIGURA 7.10 - Algoritmo para o calculo do fator incompleto de Cholesky, IC(0)

Se os elementos axx, com k=1,...,n, sdo todos positivos, o processo termina com os
fatores aproximados L, € D da matriz SDP, no qual se tem:
a,, seic x™

Ay = Ay € Ly = ) )
0, seigX
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e, assim, se LIC(O) é uma aproximacao incompleta para L , o pré-condicionador para o
sistema SDP resolvido pelo algoritmo do gradiente conjugado, que € montado nos
passos d =Mo" e s:=M, 7, € tal como:

_ -1
p= MICI(O)r < p= (LIC(O)DLYI‘C(O)) r< (LIC(O)DL?C(O) ) b=r

T
< (LIC(O)D) LIC(O)p =r< LIC(O) l._)vé: r< LIC(O)y =r

> Yy

Resolvendo o sistema triangular de equagdes LYy =1, obtém-se y. Sendo

Dz=y tem-se z=D"y e, resolvendo-se, o sistema triangular de equacées
T

(LIC(O)) p=2z, tem-se a solugéo p, onde p ou € dou € s. Sendo o sistema SDP vale que

7T . . . - . .
Licoy=Lico) € os dois sistemas triangulares sdo resolvidos, respectivamente, com

varreduras, backward e forward.
O segundo caso, o DIC(0), € uma versao simplificada do ILC(0), onde se toma

A=L+D+L" e o pré-condicionador como M= (DDIC(O) + L) Dbllcm) (DDIC(O) +L' ) , sendo
D) © fator diagonal incompleto que deve ser calculado. Um algoritmo € como
apresentado na fig. 7.11 ([BAR94] e [PIC2002)):

parai=1,2,...
di=ai
paraj=1,2,....
di=1/d;
paraj=i+1,i+2,...
se (i,j) € XW e (j,i)e XW faca

dj,-=dj,~—aj-idﬁag
FIGURA 7.11 - Algoritmo para o calculo do fator incompleto diagonal, DIC(O)

Dispondo da aproximagéo Dy, , 0 pré-condicionador para o algoritmo do GC €
montado nos passos d =M B}C(O)r e s=M B}C(O)r, como acima. E, nesse caso também

nao ha necessidade de calcular M B}C(O) diretamente, pois pode-se fazer:
-1 -1 T
d =M pico)f < (DDIC(O) + L)DDIC(O) (DIC(O) +L )d =r
| S —

z

At (DDIC(O) + L)DE)}C(O)Z =r & (‘DDIC(O) + L)y =T

Yy

Resolvendo o sistema triangular (DDIC(O) + L) y=r obtétm-se y. Sendo
D,;}C(O)z =y tem-se z, e resolvendo-o sistema triangular (DIC(O) + LT)d =z tem-se a

solucdo d . Sendo a matriz SDP vale que L =L e os dois sistemas triangulares séo
resolvidos com varreduras, backward e forward.
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7.7 Algoritmo do gradiente conjugado

Para sistemas de equacoes cujas matrizes sao SDP, o método do subespaco de
Krylov mais eficiente é o gradiente conjugado (GC) [SHW94]. O algoritmo do GC é, por
construcao, altamente eficiente na obtencédo da solucdo de sistemas de equacoes com
matrizes esparsas € SDP. O principio de obtencdo da solucdo pelo GC é o da
minimizacdo do funcional f . O GC parte do fato de que o gradiente de f aponta na
direcao mais crescente da funcao (ou funcional) quadratica.

A estratégia do método do GC constitui-se, em resumo, em dar passos em cada
iteracdo, na direcdo oposta a do gradiente, exigindo-se que a direcdo ja pesquisada nao
seja repetida, até encontrar o minimo estrito e global. A funcao atinge seu minimo
quando Vf(x)=Ap—-b =0, significando que ao encontrar a solucdo do GC,
encontra-se a solucao do sistema de equacoes lineares. A garantia de que esse minimo
€ estrito e global e ocorre na solucao ¢ = A7'b, decorre de A ser SDP em relacdo ao
produto interno <u ,v>= u"Av em " [SLA97].

Em implementacoes do GC deve-se considerar a inicializacdo, os critérios de
parada e as propriedades de convergéncia. Quando ndo se tem uma boa estimativa
para ¢°, toma-se @°=0 como valor inicial. Pode-se também utilizar o vetor ¢
calculado na iteracdo anterior como aproximacdo para a proxima iteracdo, sem
reinicializar novamente o GC a partir da estimativa (/)O . O critério de parada

empregado neste trabalho utiliza a norma do residuo r*, tal que HrkH < 8”7‘0 , onde

£ 107° e r° & o residuo inicial. Outro critério de parada é o nimero maximo de
iteracoes k. . Mas neste trabalho ele nao é usado, ja que a acuracia desejada ¢ obtida

com poucas iteracoes, no maximo 11 iteracoes.
No tocante a convergéncia do GC, ela pode ser definida pela norma da energia

||e|| A= Vel Ae . A cota superior para os erros é obtida em termos da A —norma e é

dada, para k iteracées, como:

, <2l x], = (VK (a) -1/ (a) +1)

com A4 € A

e - x*

onde K(A) = Aumae/ Aum sendo, respectivamente, o maior € 0 menor

in ? n

m
autovalor [GOL96]. Porém, esse limite € pessimista, e a acuracia de {q)k }k—O € melhor

que a desigualdade acima, cuja conseqliéncia € que o GC converge rapidamente na
A —norma se K(A)[ 1 ([POL92] e [GOL96)). Se A tem autovalores agrupados, a

convergéncia € mais rapida e nisso reside a importancia de pré-condicionar o sistema
de equacdes. Deve-se melhorar o numero de condicdo de A para acelerar a
convergéncia do método iterativo.

7.7.1 GC paralelo: particionamento de dados

Decomposicdo de dados é a forma de distribuir os dados entre os processadores
de uma arquitetura de memoria distribuida de modo que possam ser resolvidos
independentemente. Essa abordagem foi utilizada para paralelizar o algoritmo do GC
descrito em [SHWO94|. A paralelizacido do GC foi baseada na paralelizacdo das
operacoes vetoriais que compdoem o algoritmo do GC. Para esse fim, algumas
estruturas de dados devem ser distribuidas entre os processadores e sao, algumas
vezes, replicadas.
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A estratégia de particionamento de dados € centrada na distribuicao da matriz e
dos vetores que compdem o sistema matricial Ap = b, onde @ é a solucéao do sistema
de equacoes, entre os processadores do cluster. As comunicacoes coletivas empregadas
na paralelizacdo do algoritmo do GC sao as operacoes broadcast, scatter, gather e
reduce, que sao disponiveis no MPI.

O primeiro passo na paralelizacdo de um algoritmo € definir quais estruturas
devem ser distribuidas entre os processos. No caso da paralelizacdo do GC mostrado
na fig. 7.12, cada processador recebe uma parte do sistema A@ =b. O vetor das
incognitas x é€ inicializado com elementos nulos e, portanto, o vetor residuo r é
inicializado com o contetido do vetor b (passo 3), como também o vetor d (passo 4).
Durante todo o tempo, cada processador armazena uma parte do vetor b. No passo 5,
calcula-se oo através de produtos internos do vetor r. Observe-se que, no calculo de
produtos internos como r'r, cada processador gera sua porciao de dados, e esses
resultados parciais sdo somados e distribuidos aos processos. A primitiva
MPI _Allreduce realiza as operacoes sobre os resultados parciais e distribui o resultado
final entre os processos.

A operacdo mais critica € o produto matriz Ad. Como o vetor g € gerado e
distribuido entre os processos, para executar a operacao g«-Ad, (passo 8) no caso de
uma matriz densa, é necessario que cada processador tenha a sua parte do vetor d.
Contudo, como a matriz é esparsa cada processador necessita somente de uma parte
do vetor d, pois muitas entradas de A sdo nulas.

No caso das matrizes tipo 5-diagonal, cada processador necessita de, no maximo
S elementos do vetor d para calcular cada elemento em g, e isso reduz
significativamente a quantidade de comunicacdo necessaria para replicar o vetor d
entre os processos, ja que apenas uma parte do vetor € trocada. Esse procedimento
também é feito no produto Ag (passo 12). Como a matriz dos coeficientes é, nesse caso,
tipo 5-diagonal, a estrutura de armazenamento da matriz foi otimizada, e ela é
armazenada no formato CSR, como discutida na secéo 3.5.2. Depois do passo 8, cada
processador executa o produto d’q e, na sua parte do vetor, € executada a reducéo de
tal modo a permitir o calculo da soma dos produtos parciais. O resultado é enviado a
todos os processos. Da mesma forma, os passos 10 e 12 executam suas partes em
cada processador.

Existem cinco pontos de comunicacido entre os processos: o primeiro distribui o
resultado do produto A¢ (passo 3); o segundo distribui os valores de rfr para os
processos (passo S); no terceiro, trocam-se partes do vetor d (passo 8); o quarto
consiste na reducdo para distribuir o resultado do produto d’q (passo 9); e o quinto
distribui os valores de r7r para cada processador (passo 15).

N : dim.; p : nr. processadores; ¢°=0, e=10¢: tolerancia.; Kmax: nr. madx
1. parai= 1 até N/p faca

envie N/p linhas de A e b para processo i
2 kel
3. reb-Ap

faca Ap em paralelo

faca b — Ap em paralelo
4.d < Mlr

faca M1r em paralelo
5. Onovo =11d

faca r’'d em paralelo

faca AllReduce de Snovo
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6. 60 < Snovo
7. enquanto k< Kmax € Snovo >6200 faga
8 qg&<Ad
faca atualize d em paralelo
faca Ad em paralelo
9. o <= Snovo/ dIq
faca d’q em paralelo
faca AllReduce de d’q

faca Snovo/ dTq em paralelo
10. p<=opt+ad
faca ad em paralelo
faca ¢ + ad em paralelo
11. rer-oq
faca aq em paralelo
facar —aqg em paralelo
12. s&Mir
faca M-ir em paralelo
13, Ovelno <= Snowo
14.  Snowo <=1Ts
faca s em paralelo
faca AllReduce de Snovo
15. B < S/ Ovelno
faca AllReduce em Snovo
16. d<s+pd
faca fd em paralelo
faca s + pd em paralelo
17 k<ek+1
18. fim enquanto
19. faca gather em ¢
FIGURA 7.12 - Algoritmo do gradiente conjugado pré-condicionado paralelizado

7.8 Método Krylov-Schwarz

A primeira conseqtiéncia da formulacdo do método aditivo de Schwarz (MAAS) é
que a matriz de pré-condicionamento da expressao (7.2) pode ser empregada para
obter o chamado método Krylov-Schwarz de solucdo para sistemas de equacoes
lineares, que € um método de Schwarz, na versao aditiva, acelerado por um método
iterativo do subespaco de Krylov.

Essa abordagem decorre da necessidade de acelerar a solucdo iterativa.
Especificamente, os MDD multiplicativo e aditivo sdo métodos iterativos e, enquanto
métodos iterativos, eles convergem lentamente (linearmente), pois podem ser vistos
como um caso particular da iteracdo de Richardson para o sistema de equacoes
A@ = Db, e cuja taxa de convergéncia € linear. Para mostrar esse fato, basta observar

que: Ap =b & ((o—(p) =-Ap+b S ¢p= (I—A)g0+ b, e a iteracado de Richardson
€ definida como:
§D(k+1) _ (I _ A) ¢(k) +b
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sendo a iteracdo de Richardson pré-condicionada escrita como [KEL9S5]:

o = (1-BA)p"™ + Bb = " = 9" - B(Ap" - D)

ou seja, para N subdominios, tem-se, denotando B = M~ em (7.2), que a iteracdo de
Richardson pode ser escrita como [TAL94|:

N
o = g - (Z R Al-lRi] (p-4p")
i=1

Apesar de o MMS (que € analogo ao método Gauss-Seidel em blocos) convergir
aproximadamente duas vezes mais rapido que o MAAS (que é analogo ao método de
Jacobi em blocos), ele nao € particularmente atraente do ponto de vista do paralelismo.
Mas como a matriz de iteracdo do MAAS é distribuida, por construcao, ela pode ser
usada para obter o passo de pré-condicionamento de um meétodo iterativo de Krylov.
Uma idéia é, portanto, empregar o método aditivo de Schwarz como um pré-
condicionador de um método iterativo do subespaco de Krylov. Nessa abordagem a
taxa de convergéncia do método de Krylov pode ser, entdo, significativamente
melhorada, de modo que alcance resultados melhores daqueles obtidos pela
convergéncia linear dos métodos de decomposicao de dominio.

Essa abordagem é empregada para resolver sistemas de equacodes lineares, e o
meétodo de solucao assim gerado € chamado de método Krylov-Schwarz. Esse método é
caracterizado pelo uso de um método iterativo de solucao distribuido, no qual um
Unico sistema de equacdes € formado e resolvido em paralelo (data paralle]). Esse
método iterativo € pré-condicionado usando o método aditivo de Schwarz, e o pré-
condicionador global é formado através da combinacdo das solucdes locais.

Especificamente, o pré-condicionamento do algoritmo do GC requer a construcao

de duas etapas adicionais, os passos d:=M 'r e s:=M 'r . Nessa abordagem, deve-se
obter a matriz M tal que M 'A[ I e, portanto, se M =L _ DL é uma

aprox ~— aprox aprox
aproximacdo para M , tem-se que o pré-condicionador distribuido e aproximado é

escrito como:
b
-1 _ -1
MMAAS - Mi,aprox
Z i=1

onde M;! =R'A! R, sendo A =RA

i,aprox i,aprox i aprox aprox

RiT a aproximacao local para

A =RAR! . Assim, o método de Krylov-Schwarz consiste em resolver as submatrizes

(de modo aproximado) localmente; calcular o pré-condicionador global a partir dessas
submatrizes; e resolver o algoritmo do gradiente conjugado global até que a
convergéncia seja alcancada. Discussdes adicionais podem ser vistas em [BJO95],
[PAG9I7] e [SLVI7].

Como foi usado o esténcil de 5-pontos nas construcoes dos algoritmos numéricos
que usam o algoritmo do GC para a obtencdo da solucdo paralela, € necessario um
halo de pelo menos uma célula nas fronteiras dos sub-dominios. Assim, apds a

obtencéo das solugdes locais, ou seja, apés o calculo dos subproblemas d,,s;:=M,'r;,
deve-se corrigir os valores das células adjacentes as fronteiras artificiais para
estabelecer condigées de contorno do tipo Dirichlet homogéneas entre os sub-

dominios.

Neste trabalho a opc¢éao foi trocar, a cada iteracdo do GC, os valores do esténcil
entre as células adjacentes e pegar a média de seus valores de modo a estabelecer
essas CC homogéneas de Dirichlet nos passos pré-condicionados do algoritmo do GC.
Porém uma outra abordagem é como aquela implementada em [BJO95], que consiste
em usar a mesma estrutura de dados da solucao via decomposicao de dados, como
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discutida na secao 3.5.2, onde se separa as cé€lulas internas e as células externas de
modo a identificar os “esténcil ou sobreposicao interna e externa” permitindo nao s6 a
especificacdo das CCs outflow para a decomposicGo de dados, mas também usar a
mesma estrutura para a especificacdo das sobreposicoes (CCs homogéneas) para a
decomposicdo de dominio (pré-condicionamento), sem a necessidade de tomar a média
dos valores das células das fronteiras interna e externa.

As fig. 7.13 a 7.18, e a tab. 7.1, mostram alguns dos resultados obtidos com o
uso dos pré-condicionadores polinomial, e as fatoracoes incompletas de Cholesky e
Cholesky diagonal, como apresentados nas fig. 7.10 e 7.11. A tab. 7.1 mostra o
numero de iteracoes necessarias para a convergéncia do algoritmo do gradiente
conjugado, onde o erro utilizado como critério de convergéncia do GC foi 108. Nessa
tabela GC, GC-Polinomial, GC-KS-DIC e GC-KS-IC significam, respectivamente, os
algoritmos do GC sem pré-condicionamento, do GC pré-condicionado com a
aproximacao polinomial, com o DIC(0), e com o IC(0). Esses dois ultimos algoritmos
formam o método Krylov-Schwarz com solucoes locais fornecidas pelos algoritmos
DIC(0) e IC(0). Esses resultados foram obtidos usando o arquivo Guaiba_ 100, que €
aquele arquivo onde se toma os espacamentos horizontais como Ax=Ay=100m.

Note-se que neste trabalho somente se analisou numericamente a convergéncia
dos métodos iterativos do subespaco de Krylov e dos métodos de decomposicao de
dominio de Schwarz. Uma analise sistematica sobre a qualidade da convergéncia e
estimativas de erros em métodos do subespaco de Krylov, tedrica e numeérica, pode ser
vista na tese de Ezio Aratjo [ARA97a].

TABELA 7.1 - Numero de iteracoes do GC com e sem pré-condicionamento

Versoes do GC GC- GC- GC-
Algoritmo Polinomial KS-DIC KS-IC
Numero de

Iteracoes 8 4 3 3

Note-se que na tab. 7.1 mostra-se o numero de iteracoes para formar um ciclo,
que é definido como sendo o numero total de iteracdes necessarias para obter a
precisao desejada, ou cumprir um critério de parada, que no caso do algoritmo do GC,

-8 0 - - e e .
,onde £ =10 e r’ é o residuo inicial.

- = k
€ a norma do residuo Hr H < g”ro

|EGC BKS-DIC(0) OKS-IC(0) MGC-Pol |
0.26
0.24 A
. 0.22
L 0.20 4
S 0.18 A
T 0.16
5 0.14 -
¢ 0.12 -
o 0.10 4
© 0.08
" 0.06 -
Q. 0.04 4
£ 0.02 -
= 0.00 A
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Numero de Processos (Guaiba_200)

FIGURA 7.13 - Tempos de execucdo, em segundos, para o GC com e sem pré-
condicionamento (GC, GC-Polinomial, GC-KS-DIC e GC-KS-IC).
Resultados para Guaiba_200 (Ax=Ay=200m)
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EIGC MWKS-DIC(0) OKS-IC(0) EMGC-Pol

il _
AT
il |
LIS ]S |
3 4 5 6 7 9

Numero de processos (Guaiba_100)
FIGURA 7.14 - Tempos de execucdo, em segundos, para o GC com e sem pré-
condicionamento (GC, GC-Polinomial, GC-KS-DIC e GC-KS-IC).
Resultados para Guaiba_100 (Ax=Ay=100m)

CORMNWARNONN®OLO
OTA—WUINOOWO IS — WAl

Tempo de execucao (s)
0000000000000

Il

8

2 10 11 12 13 14 15 16

EGC BKS-DIC(0) OKS-IC(0) IGC-POI‘

Speedup
O~ N W U N ®©
|

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Numero de Processos (Guaiba_200)

FIGURA 7.15 - Speedup x numero de processos, comparando o desempenho dos
algoritmos dos GC, GC-Polinomial, GC-KS-DIC e GC-KS-IC.
Resultados para Guaiba_200 (Ax=Ay=200m)

OGC BKS-DIC(0) OKS-IC(0) .GC—POI‘

Speedup
—_ =
ORNWHRUONOOO N
|

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Numero de Processos (Guaiba_100)

FIGURA 7.16 - Speedup x numero de processos, comparando o desempenho dos
algoritmos dos GC, GC-Polinomial, GC-KS-DIC e GC-KS-IC.
Resultados para Guaiba_100 (Ax=Ay=100m)
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EGC WMKS-DIC(0) OKS-IC(0) mMGC-Pol

1.00 ~
0.90
0.80 +
0.70 A
0.60 +
0.50 A
0.40
0.30 A
0.20 H
0.10
0.00 —+

Eficiéncia

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Nimero de Processos (Guaiba_200)

FIGURA 7.17 - Eficiéncia x numero de processos, comparando o desempenho dos
algoritmos dos GC, GC-Polinomial, GC-KS-DIC e GC-KS-IC.
Resultados para Guaiba_200 (Ax=Ay=200m)

EGC MKS-DIC(0) OKS-IC(0) IGC-Pol\

1.00 — ]
0.90 - 0_%862
0.80 0 701
0.70 A 0.62

0.60
0.50 -
0.40 {
0.30
0.20 -
0.10 {
0.00 A

Eficiéncia

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Numero de Processos (Guiba_100)

FIGURA 7.18 - Eficiéncia x numero de processos, comparando o desempenho dos
algoritmos dos GC, GC-Polinomial, GC-KS-DIC e GC-KS-IC.
Resultados para Guaiba_100 (Ax=Ay=100m)

Note-se que o GC com pré-condicionador polinomial reduziu o ntumero de
iteracoes de 8 para 4, mas apresentou tempos de execucao similares aos obtidos com o
GC sem pré-condicionamento. Esse resultado deve-se ao fato de que a aceleracao da
convergéncia do GC com o uso do pré-condicionador polinomial ndo é suficiente para
compensar o tempo gasto com a construcao do pré-condicionador polinomial. Os pré-
condicionadores tipo fatoracdo incompleta (do método Krylov-Schwarz) reduziram o
numero de iteracoes de 8 para 3 e apresentaram um menor tempo de execucao em
relacdo ao GC sem pré-condicionador, a medida que o numero de subdominios
cresceu e consequentemente as matrizes de coeficientes dos mesmos ficaram menores.
Os resultados foram obtidos com o arquivo de entrada da geometria Guaiba_100 e
Guaiba 200, que sao aqueles arquivos onde se toma Ax=Ay=100m e Ax=Ay=200m para
representar a geometria discreta (componente horizontal). O modelo tem, nesses testes,
apenas uma camada.

As fig. 7.19 e 7.20 mostram alguns resultados referentes aos tempos de
execucao, comparando o desempenho do algoritmo MAAS, dado na fig. 7.6, com o
método Krylov-Schwarz, aproximado localmente pelo algoritmo DIC(0), e com o
algoritmo do gradiente conjugado, para a solucao paralela do sistema (6.1).
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OGC MmKS-DIC(0) OMAAS

0.55
0.50
0.45 A
0.40 A
0.35 A
0.30 A
0.25 A
0.20 A
0.15 A
0.10 A
0.05 A
0.00 -

Tempo de execucao(s)

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Numero de processos (Guaiba_200)

FIGURA 7.19 - Tempos de execucdo, em segundos, comparando o desempenho do
MAAS x método Krylov-Schwarz-DIC(0) e o algoritmo do GC.
Resultados para Guaiba_200 (Ax=Ay=200m)

EGC BKS-DIC(0) OMAAS

2.20
2.00 ~
1.80 A
1.60 A
1.40 A
1.20 A
1.00 A
0.80 A
0.60 A
0.40 A
0.20 A
0.00 -

Tempo de execucao (s)

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Numero de processos (Guaiba_100)

FIGURA 7.20 - Tempos de execucdo, em segundos, comparando o desempenho do
MAAS x método Krylov-Schwarz-DIC(0) e o algoritmo do GC.
Resultados para Guaiba_100 (Ax=Ay=100m)

Os resultados mostrados nas fig. 7.19 e 7.20 indicam que o tempo de execucao,
em segundos, do método aditivo de Schwarz (MAAS) é, para esse teste e para nossa
implementacdo, no minimo duas vezes maior que aquele tempo obtido com o método
Krylov-Schwarz, em que a aproximacao local é obtida com o algoritmo do DIC (GC-KS-
DIC). O mesmo resultado ocorre com o algoritmo do GC. Esses resultados foram
obtidos com o emprego de precisdo dupla (double), e do uso da configuracdo
geométrica dada pelo arquivo Guaiba_100 (Ax=Ay=100m).

O erro utilizado como critério de convergéncia do GC e do Krylov-Schwarz-DIC(0)
foi 10-6. Para a acuracia do MAAS em paralelo tomou-se como critério de convergéncia

que Sup(Hrpfk”) o),/

varia, dependendo se o problema € mais ou menos permanente (veja esse conceito na
secao 2.1), de 2 a 3, até atingir esse critério de convergéncia. Resultados obtidos
executando os algoritmos no cluster disponivel no CPAD PUCRS/HP, que é composto
por nodos Pentium III 550MHz duais conectados pela rede Fast Ethernet.

‘gofk)u ) <& =0,1. Nesse caso, o namero de iteracoes do MAAS
2
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Outra questdo indispensavel na avaliacdo de solucdes paralelas € verificar sua
qualidade numérica, isto € sua acuracia, em relacdo a solucao sequiencial, ou em
relacdo aquela solucédo obtida com um s6 processo. Considerando-se que a solucao
numeérica “monoprocessada” é, numericamente, a correta, um modo de avaliar a

solucao paralela é empregar a métrica do erro relativo. Nesse caso, se @' e ¢ sdo,
respectivamente, as solucoes monoprocessada e paralela, essa medida de qualidade é
obtida pela expressao E, = (¢ — ¢!" / o .

As fig. 7.21 a 7.24 mostram, respectivamente, a acuracia numeérica obtida
comparando-se a solucdo com um so processador com aquela solucdo obtida com dois
processadores (processos), executando-se o algoritmo de Krylov-Schwarz (gradiente
conjugado + DIC local) para obter a solucao dos sistemas de equacoes lineares e SDP
tipo 5-diagonal (6.1), cujas incognitas a serem calculadas sdo os niveis da agua. Esses
resultados foram obtidos executando-se 500 ciclos e um erro maximo da O(10%) no
algoritmo do GC. As fig. 7.21 e 7.22 referem-se aos resultados obtidos com precisao

simples (floaf), enquanto as fig. 7.23 e 7.24 referem-se aos resultados obtidos com
precisao dupla (double).

Nesses experimentos numéricos considerou-se como dominio computacional
uma malha de 30 x 30 pontos, que é particionada na direcdo Y em dois subdominios,
onde cada um deles possui 30x15 células efetivas de calculo (30 “linhas” por 15
“colunas”). As indicacoes “lado esquerdo (LE) ” e “lado direito (LD)” referem-se,
portanto, aos subdominios “esquerdo” e “direito” gerados por esse particionamento,
cuja sobreposicao é de uma célula.

Acuracia (qualidade numérica) em S00 ciclos:

solucdo monoprocessada x solucao paralela (float)
4.00E-06
3.50E-06
3.00E-06
2.50E-06
2.00E-06
1.50E-06
1.00E-06
5.00E-07
0.00E+00

Erro relativo (%)

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29

Numero de células (lado esquerdo)

FIGURA 7.21 - Acuracia obtida comparando-se a solucao em um sO processo com a
solucao obtida com dois processos (LE e floaf)

Acuracia (qualidade numeérica) em 500 ciclos:

solucao monoprocessada x solucéo paralela (float)
4.00E-06
3.50E-06
3.00E-06
2.50E-06 —+
2.00E-06
1.50E-06
1.00E-06
5.00E-07
0.00E+00

Erro relativo (%)

13 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29

Numero de células (lado direito)

FIGURA 7.22 - Acuracia obtida comparando-se a solucdo em um s6 processo com a
solucao obtida com dois processos (LD e floaf)
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Acuracia (qualidade numérica) em 500 ciclos:
solucao monoprocessada x solucédo paralela (double)

5.00E-11

4.00E-11 +

3.00E-11

2.00E-11

Erro relativo (%)

1.00E-11

0.00E+00 +——F——F—F—F+—+—+—+—+

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29
Numero de células (lado esquerdo)

FIGURA 7.23 - Acuracia obtida comparando-se a solucdo em um sO processo com a
solucao obtida com dois processos (LE e double)

Acuracia (qualidade numeérica) em 500 ciclos: solucao
monoprocessada x solucao paralela (double)
6.00E-11
__ 5.50E-11
& 5.00E-11 -
& 4.50E-11 -
g 4.00E-11 +
& 3.50E-11 -
T 3.00E-11
Q© 2.50E-11 +
&  2.00E-11
© 1.50E-11
5 1.00E-11 +
M 5.00E-12 -
0.00E+00
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29
Numero de células (lado direito)

FIGURA 7.24 - Acuracia obtida comparando-se a solucdo em um s6 processo com
aquela solucao obtida com dois processos (LD e double)

Note-se que nas execucoes paralelas o produto matriz por vetor néo é executado
na mesma ordem como aquela que é feita quando se executa em um s6 processador.
Como destacado nas secoes 3.5.1 e 3.5.2, as enumeracoes das células sao feitas
localmente e de modo que o produto matriz x vetor é feito em duas etapas. Na primeira
etapa faz-se esse produto para as células internas, e na segunda etapa faz-se esse
produto para as cé€lulas dos esténceis. Desse modo, o arredondamento em ponto
flutuante na solucdo paralela é diferente do arredondamento em ponto flutuante na
solucdao monoprocessada. De qualquer modo, as fig. 7.21 a 7.24 mostram que a
acuracia entre a solucdo monoprocessada e a solucdo paralela (caso de dois
subdominios, mas valida em geral) s6 depende da aritmética de ponto flutuante.

7.9 Algoritmo do residuo minimo generalizado

O Generalized Minimal Residual Method (GMRES) € um método iterativo para a
solucdo de matrizes ndo simétricas. Ele constroi a solucdo, gerando uma sequiiéncia
(base do subespaco) de vetores ortogonais, usando, por exemplo, o processo de Arnoldi.
Mas esse processo, quando usa a ortogonalizacdo de Gram-Schmidt, define vetores
ortogonais somente em aritmética real. Na aritmética de ponto flutuante os vetores nao
sao ortogonais [NOB86]. Para resolver esse problema substitui-se o algoritmo de Gram-
Schmidt classico por outros algoritmos que sdo matematicamente equivalentes, mas
computacionalmente superiores, como o algoritmo de Gram-Schmidt modificado.

Os vetores dessa base sdo armazenados na matriz de Hessenberg, que é resolvida
por um procedimento de retro-substituicdo apos a eliminacdo da diagonal principal
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através de métodos como a rotacdo de Givens, e um novo residuo é calculado com a
aproximacao encontrada. Se a convergéncia nao for atingida dentro de um ciclo
(formado pelo nimero de vetores na base de Krylov), a solucdo mais recente € usada
para iniciar a proxima iteracdo. Esse algoritmo é mostrado na fig. 7.25.

O GMRES é um método robusto e obtém a solucdo aproximada com norma
residual minima. Sua desvantagem é que os produtos matriz-vetor aumentam
linearmente com as iteracoes, e todos os vetores da base do subespaco de Krylov tém
que ser armazenados, o que € um problema quando a dimensdo m do subespaco
cresce. A solucao mais empregada € reinicializar o algoritmo, fixando-se a dimensao m
do subespaco. Essa estratégia gera o conhecido GMRES(m) que tem a desvantagem de
nao ter a robustez do GMRES, uma vez que a convergéncia nao esta mais garantida.
Existem situacoes nas quais o algoritmo pode estagnar ou ter uma convergéncia muito
lenta [VOR94]. Mas, se a matriz € real e positiva, o GMRES(m) converge [SAA96].

Como o algoritmo pode convergir mais ou menos rapidamente para um dado
valor de m, a questao € saber como escolher esse valor adequadamente, porém esse €
ainda um problema em aberto. Silva [SLV97] sugere 5 <m < 30 para problemas de
CFD. Outra estratégia € corrigir o armazenamento e a computacado excessiva
truncando a ortogonalizacdo. Essa abordagem, conhecida como ortogonalizacao
incompleta (incomplete orthogonalization method), pode ser vista em [SAA99].

1. g, =tol ;k=basede K ; p_ =max. iter.
2. e<¢g,,b; =0
ciclo GMRES
3. Para p=1,...,p,.. faca
4. v =b-Agp; e=|v|; v, =v,/|v)
iteracoes do GMRES
5. Para i=1,...,m faca /Armoldi/
6. Vi =AY,
7. para j=1,...,i faca
8 Biig = <Vi+1’ Vj> ev,, <v., BV
9 Sfimdo j
7 () T,
10. h" = {Bm,z seesBpirss Ui+1||} Vi :vi+1/||vi+l "
11 para j=1,...,i—-1 faca / Givens/
—(i) —(i)
12. h; C{ ¢ Sji| h;
551)1 S G HSYI
13. fimdo j

— 2 —\2
14 = (W) + (R

15. c, = Ez(i)/r S, = Egi)z/r

16. Elm &r

17 hY<o

18. el =-S5, ei; e :Cigi /fim Givens/
19.  selei.|<e,, /convergéncia
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20  fimdo i /fim Amoldi

fim das iteracées do GMRES
21. resolver
R B B (e
0 : ik :
R R Y| e
o .. o0 nY|W e

22, cdleulo da soluc@o ¢« ¢+ Zi, Y
-

23. /convergéncia/ se |e;,;|<¢ fimdo p

fim do ciclo GMRES

24. x é a solugao aproximada
FIGURA 7.25 - Algoritmo GMRES(m)

O algoritmo do GMRES(m) foi empregado neste trabalho para obter a solucao do
sistema de equacoes lineares (6.5) para a equacao do transporte escalar 2D, cujas
matrizes sdo nao simétricas Nos nossos experimentos numéricos, o valor de m que
melhor conciliou a exigéncia de memoria e a rapidez de convergéncia foi m=5. O erro

utilizado como critério de convergéncia do GMRES(m) foi de e=10-7. Como as matrizes
sdo bem condicionadas nao foi necessario pré-condicionar o sistema, pois a
convergéncia do GMRES(m) é obtida com apenas 3 iteracoes.

A versao apresentada na fig 7.25 € a sequencial. Neste trabalho o GMRES(m) nao
foi paralelizado, sendo que a solucdo paralela para a ETM 2D-IV (veja o esquema
numeérico e o sitema de equagdes resultante na secdo 6.2) foi obtida somente com o
uso do algoritmo de decomposicdo de dominio aditiva de Schwarz, como mostrado na
fig 7.7, com um erro relativo de ¢=103. Um estudo comparativo do desempenho do
algoritmo do GMRES paralelo, do método Krylov-Schwarz e do método aditivo de
Schwarz, com e sem o uso de threads, na solucdo paralela de sistemas nao simétricos,
€ aquele que esta sendo conduzido por Delcino Picinin Jr. e André Luis Martinotto.

7.10 Método Direto: solucao local e pipeline

Quando as matrizes sdo 3-diagonal, pode-se resolvé-las empregando o algoritmo
de Thomas. O método de Thomas transforma a matriz, eliminando a diagonal inferior e
normalizando a diagonal principal. Na segunda varredura (backward), obtém a solucao
do sistema de equacoes através de retro-substituicdo. Devido as essas caracteristicas o
algoritmo nao preenche a matriz, e € de O(N). O algoritmo € como na fig. 7.26.

L d(u) =d(u)/ Cup si=1

2. d'(l_,_’) = d(l,_])/(c(l,]) - e(l,J)dv(l—l,‘])) ;i = 2, ceey n

3. b(l,j) =b(1,j) /C(l,j) N i=1

4. bj= b(i,j) - e(i’j)b’(i—l,j)/(c(i’j) - e(i’j)d‘(i—l,j)) ;1=2,...,n

5. Pn.j) =b(nj;i=n

6. D) =b(ij)— dl(i,j)¢(i+1,j) ;i=n—-1,...,1

FIGURA 7.26 - Passos forward (1 a 4) e backward do algoritmo de Thomas (5 a 6)
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O algoritmo de Thomas é empregado neste trabalho para resolver sistemas de
equacoes lineares resultantes das discretizacoes dos problemas 2D e para os sistemas
de equacoes 3-diagonal da ETM 3D.

Para as ESW 3D, devido a formulacdo algoritmica (inversdo de matrizes 3-
diagonal) das componentes das velocidades horizontal, as expressoes (4.5) e (4.6), o
algoritmo utilizado € o de Cholesky. O método de Cholesky é eficiente e acumula
menos erros de arredondamento que outros métodos de inversdo de matrizes, devido a

menor influéncia das operacdes de divisdo [SZE99]. Se A é SDP, entdo A = LDL" | em
que L ¢é a matriz triangular inferior, tal que [, ;=1 e D € a diagonal. Os elementos

d;=1 e l; sao calculados como na fig. 7.27. Se (A)_lz(LT)_l(D)_l(L)_l, basta obter
1

1 -

os elementos [, de (L)f1 e calcular (LT )_1 (D) (L) . O algoritmo para a inversao de

matrizes 3-diagonal SDP é mostrado na fig. 7.28.

d, = a

para j =2,...,n

Ly=a;;, (dj—l)il

dy=a;;-l.a;;,

A O N =

FIGURA 7.27 - Algoritmo para inversao da matriz triangular inferior

1. para j =2,...,n
2. ij,j =1
3. parai= j,...,n-1

4. Zi+1,j ::Hill (—lj)
J

FIGURA 7.28 - Algoritmo para inversao da matriz 3-diagonal SDP

Assim, o algoritmo de Cholesky é usado na obtencao da solucao paralela da ESW
3D, pois a dependéncia implicita de dados €, nesse caso, apenas na coluna de agua e,
portanto, o uso de um particionamento 2D elimina quaisquer obstaculos na solucao
paralela do transporte escalar de substancias 3D. Mas no caso do uso do algoritmo de
Thomas na solucao das ESW 2D, existe dependéncia implicita e global de dados, o que
acarreta uma ociosidade quando implementado em arquiteturas de memoria
distribuida. Um modo para melhorar a eficiéncia do algoritmo de Thomas € usar a
versao pipeline de Povitsky ([POV98] e [POV98a]).

7.10.1 Algoritmo de Thomas Pipeline

Note-se que a solucdo de problemas 2D pode ser obtida, considerando-se, o
primeiro meio passo de tempo e a porcao de dados alocada a cada processador, com o
algoritmo de Thomas original. Mas o segundo meio passo de tempo exige a versao
pipeline, pois cada processador tem apenas uma parte das colunas. A aplicacdo direta
do algoritmo de Thomas nesse passo causaria uma grande ociosidade nos
processadores, pois cada um deles depende dos resultados de seus vizinhos.

Assim, o primeiro meio passo de tempo tem alto grau de paralelismo, ja que cada
processador pode resolver sua parte independentemente dos outros processadores,
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pois a dependéncia de dados € restrita as fronteiras artificialmente criadas. Nessas
fronteiras, exige-se uma sobreposicao de duas linhas na montagem e a solucao dos
sistemas de equacoes. Esse passo ¢é ilustrado na fig. 7.29.

,~0\.~000000.0 00000000
00d00000000000000

....}0\0.....0.0000
0000000000000 0 0

FIGURA 7.29 - Passo X: decomposicao de dominio formando um sistema de equacoes
lineares para cada linha

Note-se que a fig. 7.29 mostra uma aproximacao grosseira para o Lago Guaiba,
onde ¢é ilustrado um particionamento em trés faixas na direcdo Y . Além disso, pode-se
notar, no destaque (“zoom”) das fronteiras entre os subdominios Py, e P;, uma
representacdo para os valores nodais nessas linhas adjacentes. Tais valores foram
empregados para construir as sobreposicoes, que sdo de duas linhas (pois apresentou
resultados melhores daqueles quando do uso de apenas uma linha de sobreposicao),
quando da utilizacdo do esténcil de 5-pontos para aproximar as EDPs.

A fig. 7.30 mostra subdominios irregulares nos quais, para cada coluna, um
sistema de equacdes S; deve ser resolvido. Porém, como cada sistema de equacoes é
distribuido entre os trés processadores (Po, P1 € P»), a aplicacdo direta do algoritmo de
Thomas € ineficiente, como se pode ver no escalonamento para a execucao do
algoritmo de Thomas nesse passo, como mostrado na fig. 7.27.

So S1 S22 S3

FIGURA 7.30 - Passo Y: Particionamento de dados para um subdominio regular com 4
colunas; em cada coluna é resolvida sua porcao de dados, onde S;
representa um dos quatro sistemas de equacoes



176

Essa ineficiéncia decorre da intrinseca dependéncia de dados do algoritmo de
Thomas, que resolve o problema através de operacoes elementares entre as linhas e
colunas e necessita, para a proxima operacao elementar, das anteriores, acarretando
uma dependéncia global no algoritmo.

Na fig. 7.31, Fi e Bi representam, respectivamente, a execucdo dos estagios
forward e backward para um dado sistema de equacdes S;. Inicialmente, considerando
apenas duas colunas, o sistema S; € completamente resolvido e, somente depois dessa
solucao, inicia-se a solucao do sistema S,. Como se pode observar na fig. 7.31, sao
necessarios 12 periodos para que se resolva o primeiro dos dois sistemas, e cada
processador fica 8 periodos em ociosidade. Assim, para todo o dominio, sao
necessarios 24 periodos para que se resolvam os trés sistemas durante o segundo meio
passo de tempo.

A

P2 Fi | B1 F2 | B2

P1 F1 B1 F2 B2

Po| F1 B1 | F2 B2

v

Ti1 T2 T3 T4 Ts Te Tz Ts To Tio Ti1 Ti2
FIGURA 7.31 - Escalonamento para o algoritmo de Thomas

No segundo meio passo de tempo, a solucdo de uma matriz em um dado
processador P; dependera do resultado do processador Py, durante o estagio forward, e
do processador Pj+1, durante o estagio backward. Essas dependéncias requerem mais
comunicacgdes que as do primeiro meio passo de tempo e causam mais ociosidade nos
processadores.

Para reduzir essa ociosidade, aplica-se a versao do Thomas pipeline. Quando um
processador P; acaba um estagio forward F; para um sistema de equacoes S;, envia
seus valores de fronteira para o proximo processador no pipeline (P+1) e comeca a
executar o estagio forward para o sistema de equacdes Si. Quando o ultimo
processador no pipeline acaba o estagio backward B; para um sistema S;, ele envia
seus valores na fronteira para os processadores anteriores no pipeline e inicia o estagio
forward para o proximo sistema Si+1. O escalonamento desse algoritmo pode ser visto
na fig. 7.32, na qual o dominio dado na fig. 7.30 € resolvido com somente 12 periodos.
Essa estratégia permite reduzir a ociosidade dos processadores.

A

P2 Fi | F2 [ Fs B1| B2 | B3

P1 Fi1 | F2 [ F3 B1| B2 | B3
Po|F1 | F2 | F3 B1 | B2 | B3

\
T1 T2 T3 T4 Ts Te Tz Ts To Tio Ti1 Ti2
FIGURA 7.32 - Escalonamento para o algoritmo de Thomas pipeline

Observe-se que as fig. 7.31 e 7.32 representam o escalonamento para regides
regulares. Em subdominios irregulares, bolhas sao introduzidas no pipeline, reduzindo
a sua eficiéncia. Uma estratégia para melhorar o desempenho desse algoritmo € enviar
dados de mais de uma coluna para cada mensagem, o que também reduz o efeito da
laténcia da comunicacao. Neste trabalho, o nimero de colunas foi obtido por inspecao.
Povitsky [POV98] considera esse problema, fazendo referéncias a trabalhos
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desenvolvidos que permitem o calculo de um ntumero 6timo, obtido como funcao da
relacao computacao/comunicacao.

Dentre outras estratégias paralelas alternativas para a solucdo de sistemas
tridiagonais obtidos com o método ADI (Alternating Direction Implicit) estdo as
empregadas por [LEC92], [VOL97] e [ZHU98|, que utilizam MDD com sobreposicdo dos
subdominios, gerando sistemas tridiagonais que sdo distribuidos entre os
processadores. O algoritmo de Thomas, ou o algoritmo da reducéo ciclica [LAK95], é
aplicado a cada processador com um esquema de iteracoes tipo ciclos pares e impares.
Outras abordagens podem ser vistas em [GUP95], e [KAP98].

Um particionamento que foi implementado para o modelo hidrodinamico 2D, &
aquele por divisdo em faixas na direcdo Y, conforme mostrado na fig. 7.33. Esta
heuristica tem a vantagem da simplicidade de implementacdo do particionamento, e
resulta em fronteiras retas, o que faz com que cada linha do dominio resida
inteiramente em um processador, o que é vantajoso ao usar o método ADI. Além disso,
o numero reduzido de subdominios vizinhos faz com que o numero de mensagens
trocadas seja pequeno, o que pode ser vantajoso no caso de mensagens pequenas,
onde o tempo de laténcia é significativo em relacao ao tempo total da mensagem.

Esta heuristica, entretanto, pode resultar em um particionamento bastante
pobre, podendo haver uma diferenca grande no ntimero de células, de um subdominio
para o outro, além de gerar subdominios vizinhos com uma fronteira larga, o que
resulta em aumento na comunicacdo necessaria. Outro problema da heuristica
descrita ocorre quando € utilizada uma discretizacido que resulta em um Unico sistema
pentadiagonal para todo o subdominio. Esta discretizacao exige que o subdominio seja
retangular, o que faz com que um grande numero de quadriculas externas sejam
incluidas no subdominio para manter a geometria retangular, acarretando calculos
desnecessarios. Para minimizar o problema pode-se implementar um particionamento
que, dentro de cada subdominio retangular, detecta regioes desconexas do mesmo,
dividindo o mesmo em subdominios menores. Ver essa abordagem em [DOR2001a].

go

FIGURA 7.33 - Exemplo de particionamento em quatro faixas na direcdo Y para uma
configuracdo aproximada do Lago Guaiba, como aquela mostrada na
fig. 3.13

A fig. 7.34 mostra o campo de velocidades para o particionamento mostrado na
fig. 7.33, onde se tem aproximadamente 300.000 células efetivas de calculo.
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FIGURA 7.34 - Campo de velocidades, onde |U|=0,3 m/s na fronteira outflow e
|U|=0,9 m/s na fronteira inflow. Os parametros usados no modelo
hidrodinamico (ESW 2D-IV) foram 7,=0,20m, Q=7,27.10°m?/s,

C,=3,0.10°, W, ,=6,0m/s? C,=65,0 € ¢,=10,0 m?/s

Considerando a rede Fast-Ethernet, a fig. 7.35 ilustra que o aumento do speedup
se da com o aumento do refinamento global da malha. Especificamente, a fig. 7.35
mostra que o ganho de desempenho s6 € obtido a partir do refinamento de 2x2. Isso
ocorre porque a sobrecarga de comunicacdo na execucdo em paralelo é maior que o
tempo ganho com a distribuicdo da carga de trabalho entre os processadores quando
nao ha refinamento. Para malhas mais refinadas, obtém-se speedups proximos ou
superiores a dois.

Speedup x Refinamento
(Rede Fast Ethernet - 2, 3 e 4 processos)

2.40
2.10 ~
1.80
1.50
1.20 -
0.90 ~
0.60 +
0.30 ~
0.00 -

Speedup

N o » ®
NF W o5 * *

Refinamento global

FIGURA 7.35 - Speedup obtido empregando 2, 3 e 4 processadores para um dado
refinamento global

A fig. 7.36 ilustra a relacdo da eficiéncia de processamento com o numero de
processadores e o refinamento. Essa figura mostra que a eficiéncia é incrementada
com o aumento do refinamento, pois a carga de trabalho cresce quadraticamente,
enquanto a comunicacao tem um aumento linear. Além disso, para cada refinamento,
a eficiéencia diminui com mais processadores como conseqliéncia da relacdo
comunicacao/computacao. Isto é, a carga de comunicacdo por processador mantém-se
a mesma, mas a computacdo é distribuida entre os processadores.
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Eficiéncia x Refinamento

(Rede Fast Ethernet - 2, 3 e 4 processos)
0.80
0.70 -
0.60 -
0.50
0.40 -
0.30 -
0.20 -
0.10
0.00

Eficiéncia

% %) 0 >
N rl;\gl I W &+

Refinamento global

FIGURA 7.36 - Eficiéncia obtida com 2, 3 e 4 processadores para um dado
refinamento.

Uma analise comparativa dos valores do campo das velocidades e dos niveis de
agua, obtidos com a solucdo das ESW 2D-IV e da ETM 2D-IV mostrou que os
resultados produzidos com o emprego de apenas um processador, comparados com 0s
gerados por quatro processadores, sao tais que, quando do emprego da decomposicao
hibrida e dos algoritmos Thomas e Thomas pipeline, as solucoes sao completamente
coincidentes. Isto é, o resultado obtido com um processador € igual ao resultado obtido
com dois ou mais processadores.

Note-se que os modelos hidrodinamicos 2D-IV resolvidos com o método ADI
apenas foram implementados usando o particionamento em faixas, ndo podendo,
portanto, seus resultados serem comparados com aquelas solucdes paralelas obtidas
com outros algoritmos de particionamento (SRCB, RCB, etc.) que foram utilizados na
solucao paralela dos sistemas de equacoes tipo 5-diagonal. Uma comparacao possivel,
em termos de speedup, eficiéncia e tempo de execucdo, € aquela entre o MDD de
Schwarz (secdo 7.4.2) e entre o método Krylov-Schwarz, como visto nas fig. 7.19 e 7.20.
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8 Conclusoes, contribuicoes e trabalhos futuros

Neste trabalho construiu-se um modelo computacional paralelo multifisica para
simular a hidrodinamica e o transporte escalar de substancias em corpos de agua
bidimensionais e tridimensionais. E, sendo esse o capitulo das conclusoes,
contribuicoes e trabalhos futuros, assim ele foi organizado. A titulo de conclusoées,
nesta primeira parte do texto € feita uma sintese sobre os principais assuntos
discutidos nos capitulos 2 a 7 e nos anexos de 1 a 4.

8.1 Conclusoes

No capitulo 2 foram apresentados os principais conceitos necessarios para definir
a terminologia que foi empregada ao longo de todo texto. As principais aproximacoes
fisicas usadas para obter, a partir das equagées completas, os modelos matematicos de
escoamento de superficie livre foram, também, detalhadamente discutidas. Os modelos
matematicos analisados nesse capitulo foram: os de escoamento 3D e 2D integrado na
vertical, e os modelos de transporte 3D e 2D integrado na vertical. Também
apresentaram-se e discutiram-se aspectos qualitativos de modelos de parametrizacédo
de turbuléncia e, mais especificamente, um simples modelo de turbuléncia para
calcular os coeficientes de viscosidade e de difusdo dos modelos de escoamento e de
transporte. As condicdes de contorno para todos esses modelos foram especificadas.

O capitulo 3 contemplou as discussoes relativas ao sistema de coordenadas, aos
valores nodais, a malha numérica e definiram-se as variaveis dependentes na forma
discreta. Nesse capitulo foram discutidas qualitativamente algumas das principais
questoes associadas a determinaciao da malha horizontal e vertical, necessarias em um
modelo tridimensional, considerando-se a representacao da topografia. As condicoes de
contorno discretas foram apresentadas e discutidas considerando-se seus diferentes
tipos. Também foram abordadas as representacoes para os dominios computacionais,
de modo a obter a discretizacdo do dominio, relacionando-a com o armazenamento dos
diferentes tipos de células, internas e de fronteira, visando as distintas estratégias de
solucao paralela.

Como os modelos 2D sao resolvidos eficientemente, pelo menos de modo
sequiiéncial, usando a solucdo combinada “método ADI e algoritmo de Thomas”,
caracterizou-se essa abordagem destacando-se suas “linhas e colunas de calculo”.
Além disso, nesse capitulo também apresentaram-se e discutiram-se métodos
adaptativos para a malha, e mais especificamente aquele método onde se utiliza
procedimentos de interpolacdo espaco-temporal para obter o refinamento local para a
equacao do transporte.

No capitulo 4 discutiram-se os modelos, introduzidos no capitulo 2, na forma
discreta. Empregando o método das diferencas finitas, sdo discretizados todas as
equacoes diferenciais parciais que representam os modelos hidrodinamico 2D e 3D, os
modelos de transporte escalar de substancias 2D e 3D, e o modelo de parametrizacao
de turbuléncia. Suas condicoes de contorno sdo, também, discretizadas via diferencas
finitas. Os algoritmos numeéricos sdo, nesse capitulo, colocados sob a forma fluxo,
como o caso dos modelos de transporte bi e tridimensional, ou apresentados na
abordagem devida a Casulli, caso dos modelos de escoamento bi e tridimensional. Os
parametros do modelo de parametrizacdo sdo especificados a partir da literatura
técnica.

O capitulo 5 abordou os métodos e técnicas de aproximacdo para os fluxos
numeéricos, sobretudo aqueles da equacdo do transporte escalar. A partir de uma
ampla revisdo bibliografica da literatura técnica, optou-se por construir funcoes
aproximantes para os fluxos numéricos da adveccao horizontal do transporte 3D,
considerando-se o método de limitacdo de fluxo de Sweby. Para assegurar a limitacao
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desses fluxos analisou-se e implementou-se uma ampla colecao de funcgoes limitadoras
de fluxo. Os resultados mostram que funcoes de restricao de fluxo nao lineares
fornecem resultados de alta qualidade numérica. Alguns desses resultados sao
apresentados nesse capitulo, mas no anexo 4 discorre-se sobre os todos resultados,
que estao tabelados e discutidos.

Na solugcédo da adveccao vertical do modelo de transporte 3D foi empregado o
método beta de Gross, sendo a difusdo vertical aproximada via método Crank-
Nicolson. Todos os algoritmos foram desenvolvidos para velocidades positivas ou
negativas e considerando-se a sua dependéncia do nimero de Courant.

No capitulo 6, abordou-se a aplicacdo dos métodos e técnicas de aproximacao
introduzidos no capitulo 5 para construir as aproximacgoes para os modelos discretos
apresentados e discutidos no capitulo 4. O resultado é a construgdo dos algoritmos
numéricos de modo a obter as solucoes das EDPs do escoamento nos casos 2D e 3D, e
as solucoes das EDPs do transporte escalar nos casos 2D e 3D.

Sao apresentados e discutidos os resultados da aplicacdo de experimentos
numeéricos para verificacdo da qualidade numérica da solucdo dos modelos de
escoamento 2D e 3D. Os resultados comparativos entre as solucoes analiticas (caso
1D) e as solugdées numeéricas mostraram que o modelo oferece solugdes positivas,
acuradas e eficientes. As expressoes discretas dos modelos de escoamento e de
transporte sdo aproximadas nas fronteiras fechadas ou abertas wusando,
respectivamente, a técnica da supressdo do termos e a técnica de extrapolacido. Os
resultados mostram que as condicoes de contorno discretas assim construidas
fornecem solucdes sem introducdo de “ruidos” ou instabilidades ao dominio
computacional. Os esquemas numéricos apresentados consideram solucoes em “um
sO passo” e em dois “meios-passos”, onde nesta Ultima apresentam-se os algoritmos
numeéricos com solucao ADI para a hidrodinamica.

O capitulo 7 contemplou as questdes relativas ao paralelismo — métodos e
estratégias — e ao ambiente computacional. Nele foram discutidos os paradigmas de
programacao, a plataforma computacional e os ambientes de programacao. Nesse
capitulo desenvolveram-se e apresentaram-se as abordagens que foram utilizadas na
obtencao da solucdo paralela. Os sistemas de equacdes tipo S-diagonal foram
resolvidos em paralelo empregando a decomposicdo de dados e a decomposicdo de
dominio. A acuracia, o speedup e a eficiéncia dos resultados das solucoes paralelas
obtidas sob essas duas abordagens foram analisadas e discutidas. O resultado
mostrou que a qualidade numérica do método de particionamento de dados, ou o
método Krylov-Schwarz s6 depende da precisdo usada para resolver as operagdes em
aritmeética de ponto flutuante. A acuracia da solucéo paralela obtida com o método de
decomposicdo de dominio depende da acuracia desejada, que é estabelecida como
critério de convergéncia global. Além disso, sado caracterizados e discutidas algumas
heuristicas de particionamento de malha, estratégias de mapeamento e métodos de
balanceamento de carga.

Fez-se a discussao e analise de desempenho e de qualidade dos resultados
obtidos quando da aplicacdo do algoritmo Thomas pipeline na solucdo paralela de
problemas 2D que sao resolvidos com a aplicacdo do método ADI. Os resultados
mostram que sua qualidade numérica é completamente coincidente (método direto). O
desempenho computacional paralelo €, aparentemente, menor que aqueles
desempenhos obtidos com o uso de “solucées em um s6 passo”, que sao resolvidos por
métodos iterativos do subespaco de Krylov, como nos sistemas tipo 5-diagonal.

Nesse capitulo apresentaram-se, também, os métodos iterativos e diretos de
solucdo, relacionando-os com as estratégias e abordagens para obter a solucdo
paralela. Métodos iterativos necessitam, geralmente, de pré-condicionamento para
acelerar a solucao global ou local e, desse modo, foram também discutidos alguns tipos
de pré-condicionadores. O resultados indicam que pré-condicionadores de Schwarz
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aproximados localmente por fatoracdes incompletas oferecem o6timos resultados, no
sentido que diminuem o numero de iteracoes mas, no nosso caso em particular, isso
nao foi o suficiente para diminuir significativamente o tempo total de execucédo, dado
que as matrizes originais ja sdo bem condicionadas.

O anexo 1 discorre sobre todas as propriedades e caracteristicas numeéricas e
computacionais, visando as escolhas apropriadas das abordagens, métodos de
discretizacdo e de solucdo numeérica dos modelos apresentados. Discutem-se em
detalhes todos os atributos essenciais que o projetista dos algoritmos numeéricos deve
considerar quando da especificacdo e do projeto de modelos de escoamento de
superficie livre e de transporte. Esses atributos sdo: a monotonicidade da solucéo
numeérica, a consisténcia e estabilidade do esquema de aproximacao, a consisténcia
entre a equacao da continuidade e a equacao do transporte, a construcao de esquemas
numeéricos cuja difusdo numérica seja menor que a difusado fisica, a positividade da
solucao numérica, a caracteristica transportativa da solucao, a conservacdo de massa
na solucédo, a construcdo de esquemas numéricos semi-implicitos, e esquemas de
integracao espaco-temporal.

Nao existem esquemas de solucdo que contemplem todos esses atributos.
Quando umas ou outras dessas caracteristicas sdo privilegiadas no algoritmo de
solucdo, perdem-se algumas das qualidades em outras caracteristicas. Porém, um
objetivo central é obter um bom compromisso entre a eficiéncia computacional e a
qualidade numeérica. Com essa visao é que se desenvolveu o modelo aqui apresentado.

Nos anexos 2 e 3 sao apresentadas, respectivamente, as principais métricas para
a avaliacao da qualidade numeérica e do desempenho computacional desses tipos de
modelos computacionais paralelos.

8.2 Contribuicoes

A contribuicao deste trabalho foi a construcdo de um modelo computacional
paralelo para o problema multifisica, onde sao resolvidos de modo combinado a
hidrodinamica e o transporte de substancias, bidimensional e tridimensional, para
corpos de agua com complexa e intrincada configuracao geométrica. Esse modelo foi
especificamente projetado para ser resolvido em paralelo em arquiteturas tipo clusters
de PCs, e independe da aplicacdo, apesar do estudo de caso apresentado ser
especificamente o Lago Guaiba.

O modelo apresentado decorreu das escolhas feita a partir de um abrangente
levantamento bibliografico realizado, que contemplou mais de 2.300 artigos e 220
outras referéncias entre livros, revistas e relatérios técnicos. Todas as referéncias,
citadas ou nao na bibliografia desta tese, estao disponiveis ou em material impresso ou
gravadas em CDs. Alguns desses materiais foram coletados nas visitas feitas ao INPE
de Cachoeira Paulista e de Sao José, a COPPE-UFRJ, ao IMPA, ao IAG-USP, ao LNCC,
ao IPH-UFRGS, entre outros. Também foram feitos contatos com pesquisadores no
Brasil, a exemplo dos professores Alejandro Cassalas (IPH-UFRGS), Dan Marchesin
(IMPA), Alvaro bortoli e Rudnei Cunha (IM-UFRGS), Renato Simoes Silva (LNCC), entre
outros. No exterior, os contatos foram feitos com Leendertse, Casulli e Gross, nao por
acaso autores de algumas das principais referéncias usadas neste trabalho.

Além disso, o Relatorio de Pesquisa [RIZ2002a], nao publicado, contém uma série
de estudos que foram desenvolvidos a partir da revisdo bibliografica e que foram
importantes para determinar as abordagens e temas apresentados nesta tese. Ele
contém, por exemplo, discussdes e alguns detalhes sobre o sistema de coordenadas
curvilineas, esquemas numeéricos baseados no método de Leendertse, esquemas
numéricos baseados no método Bott-Chlond, esquema numérico semi-Lagrangeano,
trilinear, tricibico e anti-oscilatério, baseado no trabalho da NCAR, Wang e, Harten e
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Zwas, métodos de integracdo Euler e Runge-Kutta, e um modelo de turbuléncia Mellor-
Yamada com funcoes de estabilidade de Galperin, entre outros.

Este RP contém também uma tabela com as principais caracteristicas técnicas
de 36 modelos ja desenvolvidos. Uma analise mostrou que nenhum deles retine as
caracteristicas do modelo apresentado nesta tese. A grande parte desses modelos é
discretizado em diferencas finitas, usa o método ADI e o algoritmo de Thomas para a
solucdo dos sistemas de equacoes, sequencial ou emprega decomposicéo de dados
para obter o paralelismo, usa coordenadas cartesianas ou curvilineas, e muitos sao
modelos especificos para o escoamento, exceto nos modelos de Sheng [SHE93], Gomes
e Blumberg [GOM95], Vollebregt [VOL97] e Vilar [VLA99.

Especificamente, a contribuicao individual mais importante € o esquema
numeérico para a solucao de alta qualidade numérica para a equacdo do transporte
escalar de substancias tridimensional, no qual a dependéncia implicita é restrita a
coluna de agua. Outras contribuicbes para a area de modelagem computacional
paralela foram:

1. A sistematizacdo, a partir de ampla revisido bibliografica, das principais
propriedades numéricas e computacionais que modelos de escoamento de
superficie livre e de transporte escalar devem contemplar quando da sua
especificacdo. Nao ha, na literatura técnica disponivel, algo do género, o que
dificulta a construcao efetiva desses modelos pelos nao especialistas;

2. O estudo e analise numérico-computacional de um amplo conjunto de funcoes
limitadoras de fluxo, de modo a estabelecer quais funcoes sdo mais apropriadas
para a solucdo numérica da adveccao horizontal da equacdo do transporte
escalar, quando do emprego o método de Sweby.

3. O desenvolvimento e implementacdo de esquemas numeéricos semi-implicitos
estaveis e computacionalmente eficientes. Sao seis os esquemas numéricos
desenvolvidos:

3.1 Um esquema numeérico para a hidrodinamica 2D empregando o método
ADI, de modo que o algoritmo resultante & semi-implicito, estavel e
computacionalmente eficiente. Os sistemas de equacdes lineares sao
lineares, 3-diagonal e simétricos definidos-positivos;

3.2 Um esquema numeérico para a hidrodinamica 2D e 3D empregando o
método desenvolvido por Casulli, de modo que o algoritmo resultante é
semi-implicito, estavel e computacionalmente eficiente. Os sistemas de
equacoes sao lineares, tipo 5-diagonal e simétricos definidos-positivos;

3.3 Um esquema numeérico para o transporte de substancias 2D, de modo que o
algoritmo resultante é computacionalmente eficiente, estavel e semi-
implicito Os sistemas de equacodes sao lineares, tipo S-diagonal e nao
simétricos;

3.4. Um esquema numeérico para o transporte de substdncias 3D, de modo que o
algoritmo resultante € computacionalmente eficiente, estavel e semi-
implicito. Os sistemas de equacdes sao lineares, 3-diagonal e simétricos
definidos-positivos.

Esses quatro esquemas numeéricos foram apresentados e discutidos neste

trabalho, porém outros dois mais foram desenvolvidos e implementados e nao

foram aqui apresentados e encontram-se descritos no RP [RIZ2002a], e sao:

3.5 Esquema numérico para a hidrodinamica 2D empregando o método de
Leendertse, de modo que o algoritmo resultante € semi-implicito, estavel e
computacionalmente eficiente. Os sistemas de equacdes lineares sao
lineares, 3-diagonal e nao simétricos;

3.6 Esquema numérico para o transporte de substdncias 2D empregando o
método de Leendertse, de modo que o algoritmo resultante ¢ semi-implicito,
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estavel e computacionalmente eficiente. Os sistemas de equacodes lineares
sao lineares, 3-diagonal e nao simétricos.

4. O desenvolvimento e implementacao, em conjunto com Ricardo Vargas Dorneles,
de algoritmos de interpolacido espaco-temporal para obtencdo de uma malha
refinada localmente, de modo a melhorar a eficiéncia computacional do modelo;

S. O desenvolvimento e implementacao, em conjunto com Ricardo Vargas Dorneles,
de estratégias de paralelizacdo. Produziram-se duas abordagens para a solucao
paralela. Na primeira, a decomposicdo ou particionamento de dados, as operacoes
e os dados foram distribuidos entre os processos e sdo resolvidos em paralelo. Na
segunda, a decomposicao de dominio, € aquela estratégia onde a solucao do
problema global foi obtida combinando as solucdes de subproblemas locais.
Neste trabalho empregou-se o método de decomposicdo de dominio aditivo de
Schwarz, como método de solucdo, e como pré-condicionador. Sob essa ultima
abordagem obteve-se o método Krylov-Schwarz de solucdo. Essas opcgoes de
solucao paralela oferecem uma flexibilidade adicional ao modelo.

6. O desenvolvimento e implementacao, em conjunto com Ricardo Vargas Dorneles,
de um algoritmo de solucdo paralela hibrida, onde se empregam as
decomposicao de dominio e de dados para resolver sistemas de equacoes gerados
pelo método ADI (modelos 2D). O algoritmo baseia-se na versdo pipeline do
algoritmo de Thomas e foi desenvolvido por Povitsky. Nao ha na literatura
disponivel qualquer implementacao paralela dessa abordagem;

Desses estudos resultaram 20 trabalhos, em autoria ou co-autoria, os quais
foram publicados (3 estdo em processo de submissdo) em eventos internacionais,
nacionais, regionais e, dentre esses trabalhos estdo artigos, trabalhos individuais, o
exame de qualificacdo e o relatorio de pesquisa. As referéncias dos trabalhos séo
apresentados na bibliografia e foram: [RIZ98], [RIZ99], [RIZ99a], [RIZ99b], [RIZ2000],
[DOR2000], [DOR2000a], [ZEF2000], [DOR2001], [PIC2001], [RIZ2001], [RIZ2001a],
[GLT2002], [PIC2002], [PIC2002a], [DOR2002], [PIC2002], [CAR2002], [RIZ2002] e
[RIZ2002a].

Outros artigos estao sendo preparados para submissao no periodo 2002/2003
para: WSDP, CILAMCE, Parallel Computing (Elsevier Science), Applied Numerical
Mathematics (Elsevier Science), e Computational and Applied Mathematics (Birkh&user).

Essas pesquisas que visam a obtencdo de solucdes paralelas para modelos
multifisica desenvolveram-se no GMCPAD-UFRGS sob a coordenacao e orientacao do
prof. Dr. Tiaraja Asmuz Diverio. O grupo de pesquisa, que contribuiu de modo
importante para a realizacdo desta tese, como pode ser visto nos artigos em co-autoria
e autoria, € composto pelos seguintes académicos:

1. Ricardo Vargas Dorneles, doutorando junto ao PPGC da UFRGS. Em sua tese
desenvolve e implementa algoritmos de particionamento de dominio e de
balanceamento dinamico de carga em arquiteturas heterogéneas, com aplicacao
em modelos hidrodinamicos e de transporte de substancias;

2. Ana Paula Canal, mestre pelo PPGC da UFRGS ([CNL2000]). Seu trabalho visou a
desenvolver e implementar alguns métodos de solucdes diretos e iterativos
(algoritmo de Thomas e gradiente conjugado) para a solucao paralela de sistemas
de equacoes lineares, empregando a decomposicao de dados (troca de mensagens
e threads) em um cluster de PCs multiprocessado e heterogéneo;

3. Elias César Araujo de Carvalho, recém-mestre pelo PPGC da UFRGS
(julho/2002) - convénio FACCAR-UFRGS em Rolandia — PR -, que trabalhou na
sua dissertacdo com algoritmos de mapeamento e de modelagem do cluster,
objetivando considerar a plataforma computacional como um grafo para a
aplicacao de algoritmos de mapeamento;
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4. Delcino Picinin Junior, mestrando junto ao PPGC da UFRGS, que esta
trabalhando na paralelizacdo do algoritmo do gradiente conjugado, explorando o
paralelismo na memoéria distribuida, empregando a biblioteca de troca de
mensagens MPI e o paralelismo de memoria compartilhada (nodos
multiprocessados) através do uso de threads.

S.  André Luis Martinotto, mestrando junto ao PPGC da UFRGS, que trabalha com
pré-condicionamento e métodos de decomposicao de dominio.

Esse grupo fez contribuicbes ao presente trabalho. Porém, Ricardo Vargas
Dorneles, colaborou continuamente e de modo mais importante na especificacdo e no
desenvolvimento das estratégias de paralelismo, das estruturas de dados, e nas
implementacdes pertinentes ao modelo.

8.3 Trabalhos futuros

No decorrer deste trabalho foram desenvolvidas atividades que visaram a
construcdo do modelo paralelo multifisica. Porém, alguns pontos importantes nao
puderam ser contemplados nesta tese, o que € inevitavel quando se determina os
objetivos a serem atingidos dentro de um determinado tempo, e se inicia uma linha de
pesquisa. A realizacdo dessas questdes serdo objetos de pesquisas, algumas ja em
andamento e outras sendo consideradas para serem realizadas em um futuro préximo,
visando ao aprimoramento do modelo construido. Especificamente, as principais
atividades a serem desenvolvidas podem ser pontuadas como:

1. O desenvolvimento e implementacdo de esquemas de simulacdo para areas
alagaveis ([FAL91], [CHE93| e [BAL9S8]);

2. O desenvolvimento e implementacdo de esquema de integracdo temporal em
subciclos para a adveccao horizontal da ETM ([GRO98| e [GR0O99a]);

3. O desenvolvimento e a implementacdo de um esquema numeérico semi-
Lagrangeano trilinear e tricubico e anti-oscilatério de Wang para a solucao da
adveccao horizontal das ESW ([WAN97] e [NAC2000]);

4. O desenvolvimento e implementacdo de algoritmos para malhas néo
estruturadas ([VLA99|, [VAL2000] e [CAS2000]);

S. A discretizacdo das EDPs empregando volumes finitos ([ADC95] e [VLA99));

6. O desenvolvimento e implementacao de esquemas de solugdo para a adveccao da
ETM 3D usando o método de Bott-Chlond ((HAR72], [BOT93| e [CHL94));

7. O desenvolvimento e implementacdo de métodos de decomposicdo de dominio
sem sobreposicao ([SMI96] e [BOL98));

8. O desenvolvimento e implementacdo de um modelo de parametrizacdo de
turbuléncia do tipo Mellor-Yamada-Canuto ((MEL82] e [CAN2000]);

9. A inclusdo do modo baroclinico na EDPs das ESW e, conseqientemente a

alteracao dos algoritmos numeéricos ([KIM94] e [GRO99]);

10. A otimizacdo no codigo computacional com sobreposicido de computacdo e de
comunicacao com o uso de threads [VOR93];

11. O desenvolvimento e implementacdo de sistemas de coordenadas horizontal e
sigma ou isopycnal ou eta na vertical ([LIY96], [CAS97] e [BLA94|);

12. O desenvolvimento e a implementacdo de meétodos de refinamento local,
empregando-se os métodos-r ([LIS98] e [HUA99));

Note-se, porém, que a principal lacuna deste trabalho quanto ao desempenho
computacional do modelo, € a falta de mecanismos de balanceamento dinamico de
carga para o problema multifisica. Mas essa importante questao foi objeto da tese de
doutorado de Ricardo Vargas Dorneles “Particionamento de Dominio e Balanceamento
Dinamico de Cargda’, onde estdo propostas e implementadas varias estratégias e
algoritmos para a solucao do problema de balanceamento dinamico de carga.
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Anexo 1 Propriedades numéricas e computacionais

Em modelos computacionais, tdo importante quanto seu desempenho é a
qualidade do resultado das suas solucoes, que depende diretamente dos atributos
numeérico-computacionais que seus algoritmos tém de assegurar para que sejam
efetivos na simulacdo de fenomenos reais. Alguns atributos sdo mais realizaveis que
outros. Por exemplo, a consisténcia de um esquema numeérico € mais facil de se obter;
a estabilidade € mais dificil de se alcancar (e de provar); a conservacao da massa € um
fator critico em algoritmos de transporte; a dissipacdo e a dispersdo numeérica sao
questoes associadas entre si.

Nesse anexo se discutem as principais abordagens e atributos numéricos e
computacionais que modelos de escoamento de superficie livre e de transporte escalar
de substancias devem considerar como suporte tedrico para o desenvolvimento dos
algoritmos numéricos que sao efetivamente implementados. Todos os algoritmos
numeéricos desenvolvidos neste trabalho baseiam-se, implicita ou explicitamente
nesses atributos.

Note-se que esse anexo € abrangente e engloba abordagens que nao foram
efetivamente contempladas neste trabalho como, por exemplo, esquemas semi-
Lagrangeanos, a integracdo temporal em subciclos, ou esquemas para simular regioes
alagaveis, entre outros. Mas algumas dessas questdes sdo objetivos de trabalhos que
se seguirdo a tese e, portanto, merecedoras de uma ampla discussao e analise.

A discussdo e analise desses atributos parte do fato de que o modelo
computacional desenvolvido € baseado em EDPs, que exigem diferentes tipos de
meétodos numéricos para sua aproximacdo, ou seja, para a construcdo do esquema
numeérico. Essa necessidade decorre do fato que cada EDP tem caracteristicas proprias
e essas diferentes caracteristicas fisicas tém implicacées fundamentais na escolha da
abordagem quando da obtencdo de suas solucdes numeéricas. Essas diferentes
abordagens e métodos numeéricos para os diferentes tipos de EDPs sao discutidas em
profundidade nos trabalhos de Colella e Puckett [COL98], Hemker [HEM99| e
[HEM2000], e Gerritsma e Koren [GRT2000], entre outros.

Para compreender o motivo das diferencas entre as propriedades e as
caracteristicas das equacoes diferenciais parciais note-se, inicialmente, sua
classificacdo. Elas podem ser classificadas analisando o “discriminante” da parte
principal da EDP linear de segunda ordem com duas variaveis independentes e
coeficientes reais. Entdo, as EDPs sao classificadas em elipticas, parabdlicas e
hiperbolicas [IOV89]. Porém, se os coeficientes variam o tipo pode variar e, além disso,
podem ser de tipos diferentes ou, ainda, serem nao linear, ou de alta ordem ou
dimensao. Desse modo aquela classificacao nao se aplica, mas é um indicativo para a
escolha dos métodos de aproximacéo e de solucao.

Considerando-se essa classificacao, pode-se interpreta-la fisicamente a partir da
natureza das curvas caracteristicas das EDPs, que sao as curvas nas quais a solucao
se propaga. Para o caso hiperbolico sdo duas as caracteristicas, sendo reais e distintas,
significando que ha uma direcao preferencial de propagacao da informacéo. No caso
parabolico as curvas caracteristicas sdo reais e iguais, o que significa que ha uma
propagacao na direcao preferencial. No caso eliptico ndo existem curvas caracteristicas
em [J . As curvas caracteristicas sdo complexas, de modo que nao ha direcao especial
na propagacdo da informacdo, que vai-se propagar igualmente bem em todas as
direcoes. Detalhes em [AND9S], [FER97], [RIZ99], [BRL2000] e [FRT2000]

Assim, sob o ponto de vista numeérico, as EDPs hiperbolicas sdo conservativas, e
suas solucoes se propagam em frontes ou choques sem dissipar. As EDPs parabdlicas
sao dissipativas, e suas solucoes tendem a tomar uma direcao preferencial. Por se
propagarem em todas as direcoes, as solucoes de EDPs elipticas, ndo sao
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problematicas. Esses resultados sdao fundamentais e devem ser levados em conta,
sobretudo no desenvolvimento das solugcoes numeéricas para a equacao do transporte
de substancias, que € uma EDP hiperbolica ndo linear. Sua solucdo numérica deve ser
acurada o suficiente para prevenir o surgimento de oscilacdes numeéricas no entorno
dos fortes gradientes de concentracdo, da O(I108) ou mais, que sdo freqientes na
solucao de simulacoes de despejos de dejetos humanos, como neste trabalho.

Dada a natureza das equacodes, suas solucdes numéricas requerem que sejam
satisfeitas simultaneamente varios atributos visando a obtencdo de solucoes
fisicamente corretas. Porém, devido as questoes apontadas, na construcao de solucoes
numeérico-computacionais para problemas definidos no escopo da Dinamica de Fluidos
Computacional (CFD), surgem problemas como dissipacdo numérica, oscilacdo
numeérica e perda de positividade na solucdo. Solugcdes nado fisicas devem-se a
dissipacao numeérica (viscosidade artificial) e a oscilacdo numeérica (dispersao) que
surgem da falta de estabilidade e de acuracia na solucdo. Esses fendmenos estao
associados; quando um € minimizado, o outro torna-se mais pronunciado ([ROO87],
[WAN97], [LOM2000] e [TRA2000]). A fig. Al.1 mostra uma representacao desses
fendmenos na solucao da adveccéao 1D.

A A

—ah —
- -

a b

FIGURA Al.1 - (a) Oscilagoes numéricas quando do emprego de diferencas centrais; (b)
difusdo numérica com o esquema upwind ([MAL9S))

O surgimento dessas oscilacoes numéricas pode ser decorrente, também, da sub
e/ou da sobre-especificacdo dos valores nodais pelas func¢oes interpolantes e da perda
de simetria dessas funcoes, podendo gerar solucoes cujo perfil € deslocado em relacao
ao perfil verdadeiro das velocidades [WAN97].

Note-se que a difusdo numérica (algumas vezes denominada de viscosidade
artificial) nem sempre € indesejavel, pois a adicao explicita de viscosidade artificial &,
algumas vezes, necessaria para estabilizar a solucdo numérica de problemas
hiperbolicos complexos ([FRT2000] e [HEM2000]). Essa estratégia €, a rigor, efetivada
neste trabalho quando da especificacdo ad hoc dos coeficientes de viscosidade
turbulenta no termo de difusdo horizontal para as ESW 2D-IV. Nessa abordagem a
viscosidade € numérica e age mais como papel de elemento estabilizador da solucao
numeérica que o de fornecer a viscosidade fisica como a calculada pelo modelo de
fechamento de turbuléncia. Isso mostra que os modelos computacionais 2D, aqui
discutidos e implementados, devem ter uma atencao futura nesses aspectos.

Assim, dada a importancia dos atributos numeéricos e computacionais visando o
desenvolvimento de algoritmos, técnicas e estratégias de solucdo para modelos de
escoamento de superficie livre e de transporte de substancias, discute-se a seguir
detalhadamente os principais atributos e/ou propriedades numéricas e
computacionais visando modelos computacionais paralelos com alta eficiéncia
computacional e alta qualidade numérica.

As propriedades, que foram empregadas, explicita ou implicitamente na
construcdo dos algoritmos numéricos, sobretudo naqueles dos modelos
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tridimensionais (3D), sdo: monotonicidade; consisténcia e estabilidade; difusao
numeérica menor que a difusao fisica; acuracia espacial e temporal de alta ordem;
limitacdo na variacdo da solucdo; consisténcia entre a continuidade e o transporte;
positividade da solucéo; transporte da solucdo; conservacdo da massa e a eficiéncia
computacional.

Monotonicidade

n+l _ n n n - 1: P ~ ~
Um esquema S; —(/)(Sifk, S s ...,Si+k) é dito monotonico se ¢ é uma funcao

monotoénica crescente de cada um dos seus argumentos, ou seja, 0@/dS ;20,

Vi—-k<j< k+1i. Isso significa que um esquema é monotoénico se, dado um estado

inicial monotonico, a solucao permanece monotonica ([TRA2000] e [LOM2000]). Assim,
um esquema numeérico explicito aplicado a solucao da equacao da lei de conservacao
escalar em (A1.5), pode ser escrito, tomando o = S, como:

ot =l = 2(f (o)., - F(o).,)
not
= (o(aﬁk,aﬁkﬂ,...,aﬁk)
que € dito monotonico se ¢ € uma funcdo monotonica crescente de cada um dos seus
argumentos.

Esquemas numeéricos usuais sdo aqueles lineares. O problema de esquemas
lineares de primeira ordem ¢ a falta de acuracia, sobretudo quando o escoamento tem
altos numeros de Reynolds ([DEN99] e [BON2000]). Em contrapartida, esquemas
lineares de alta ordem violam a condicdo de monotonicidade, gerando oscilagoes
numeéricas, e seu emprego requer que se previna a geracdo dessas oscilacoes, agindo
diretamente no mecanismo gerador, ou na construcdo de um amortecimento
(damping) através de dissipacdo numeérica, como feito em algumas técnicas de solucao
para problemas definidos no escopo da aerodinamica [RAN99].

Note-se, portanto, que a construcdo de um esquema monotdnico ndo € uma
questdo trivial. Godunov mostrou que um esquema de solucdo que preserva a
monotonicidade ou € de primeira ordem, ou € nao-linear. Isto €, pelo teorema de
Godunov, esquemas lineares que preservam a motonicidade sao somente de primeira
ordem de acuracia [TRA2000]. Portanto, em esquemas de alta ordem de acuracia deve-
se abandonar a exigéncia de monotonicidade na solucdo satisfazendo a condicéo,
menos restritiva, de o esquema ser TVD (Total Variation Diminishing). Essa questdo é
discutida em detalhes a seguir, quando do desenvolvimento de solucoes para as leis de
conservacao escalar (scalar conservation law).

Consisténcia e estabilidade

A discretizacao tende a ser exata quando o espacamento da malha tende a zero.
A diferenca entre as equacoes na forma discreta e na forma analitica (ou explicita) é
chamada de erro de truncamento. No caso do emprego do método das diferencas
finitas a estimativa dessa diferenca pode ser feita usando a série de Taylor. Para um
método de discretizacdo ser consistente, esse erro de truncamento deve tender a zero
quando o espacamento da malha e o passo de tempo tender a zero. O erro €,
geralmente, proporcional ao espacamento da malha e ao passo de tempo. Se o termo

mais significativo € proporcional a (Axi:1,2,3 )n e/ou a (At)n , 0 método de aproximacao

é de n-ésima ordem.

Uma solucao numeérica é dita estdvel se ndo aumentam o0s erros que aparecem
durante a solucdo numérica. Alguns dos principais problemas associados a falta de
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estabilidade sao os erros de propagacao em amplitude, os erros de propagacao na fase,
as instabilidades nao lineares (nas quais ha transferéncia de energia entre os modos), o
aparecimento de choques e os erros de transporte [TRA2000]. As abordagens mais
utilizadas para fazer a analise de estabilidade sao aquelas que empregam os métodos
de Von Neumann ou o matricial [HIR92)].

Um meétodo numeérico é dito convergente se a solucao do sistema de equacgoes que
foi discretizado tem solucao exata quando o espacamento da malha tende a zero. Esse
resultado decorre do teorema de equivaléncia de Lax que afirma que “se um dado
problema de valor inicial linear é corretamente posto e a aproximacdo via método de
discretizagdo satisfaz a condigdo de consisténcia, a estabilidade é condi¢cdo necessaria e
suficiente para convergéncia® [FER97]. Um problema é bem posto, no sentido
Hadamard, se € um problema em que as equacoes, as CI e as CC satisfazem as
condicoes: existe a solucao; a solucdo € Unica; e solucao depende continuamente dos
dados iniciais e de contorno.

Porém, esse resultado (teorema de Lax) € valido somente para problemas lineares.
Quando as equacodes sdo nao lineares, nao existem resultados gerais para o problema
em questao. Nessa situacao faz-se uma analise de estabilidade linear dos problemas,
linearizando as EDPs através da fixacdo ou do desprezo dos termos ndo lineares
([FLE88]| e [FER97]).

Assim, para as EDPs nao lineares, como neste trabalho, o teorema de Lax nao
pode ser aplicado rigorosamente. O teorema fornece condi¢cdes necessarias, mas nao
suficientes, para que o esquema numeérico seja convergente [VLA99|. Uma vez provada
a consisténcia do esquema, deve-se assegurar sua estabilidade e, um modo de provar a
estabilidade € mostrar diretamente que isso ocorre no esquema de aproximacao
espaco-temporal utilizado. Essa € uma das razdes por que ndo existe um “esquema
genérico de solucdo” e sim uma variedade de esquemas de aproximacdo. Note-se,
porém, que existem importantes resultados associados as solucoes de leis de
conservacgao, e esses resultados sao discutidos nesse anexo.

No caso particular deste trabalho, na construcao dos esquemas numeéricos semi-
implicitos para a hidrodinamica, optou-se por seguir os trabalhos de Casulli [CAS90],
[CAS92] e [CAS94] que, como em outros trabalhos [LEV92]|, [SON94] e [GRO9S8],
desenvolveu critérios para a construcdo de solugdes numéricas de modo
matematicamente rigoroso.

Em seus trabalhos, Casulli mostrou através da analise de estabilidade das
equacoes caracteristicas das ESW 2D integradas verticalmente (2D-IV) que a celeridade

(a velocidade de propagacdo da onda) € c=./gH . Isso significa que as ondas de

gravidade propagam-se ao longo do eixos das coordenadas, em ambas as direcoes, e
com velocidade de fase igual a celeridade [CAS90]. Considerando esse fato, e também
que os termos g e H=h+n sao, respectivamente, os coeficientes dos gradientes de

elevacao (niveis) das ECQMx e ECQM;y e das derivadas das velocidades na equacao da
continuidade. Entdo, quando esses termos sao discretizados de modo implicito, a
estabilidade da solucdo numérica nao depende da celeridade. Nesse caso e, desde que
os termos explicitos sejam convenientemente aproximados, o algoritmo de solucao
para as ESW pode ser incondicionalmente estavel.

Desse modo a estabilidade dos modelos hidrodinamicos € independente da
velocidade de onda de superficie livre e assim, os esquemas semi-implicitos sao
estaveis, mesmo quando os termos ndo lineares sdo aproximados através da
abordagem explicita. Casulli mostrou o seguinte resultado: “o esquema semi-implicito
em diferengas finitas é estdvel, no sentido de von Neumann, se o passo de tempo At
satisfaz:
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|4 i

-1
At< —+M+—+2vh(%+ 12H (Al1.1)
Ax Ay Az Ax® Ay

onde v, é o coeficiente de viscosidade cinemdatica turbulenta horizontal’ [CAS92].

A condicdo (Al.1) é valida se os termos nao lineares das ECQM das ESW sao
aproximados via esquema upwind de primeira ordem, como no caso deste trabalho.
Usando o método de von Neumann, um calculo direto com os fatores de amplificacao
permite estabelecer outras condicdes de estabilidade. Por exemplo, as condicoes para
um esquema em diferencas centrais e um esquema semi-Lagrangeano sao,
respectivamente, dadas por [CAS90] e [ASE9O0]:

27 4,2 -
At< min AX Ay , th 5| e At<| 2v, %+ 12
2vh[Ax2+Ay2J u’ +v Ax® Ay

Dadas suas caracteristicas e aplicacoes, que sao discutidas a seguir, no caso
especifico da equacao de transporte escalar de substancia (ETM 3D), estuda-se a sua
estabilidade separando-se os termos horizontais e os termos verticais. Consideram-se
inicialmente as componentes verticais da EDP e, em particular, a adveccao vertical.

A adveccéo vertical € resolvida empregando o esquema—/ desenvolvido por
Gross [GRO98|. Uma analise de estabilidade de von Neumann mostra que as
condicoes #=0,0, 0 =0,5 e C, <1 em (Al.2) sdo suficientes para a estabilidade do
esquema numeérico para a adveccao vertical. Porém, € possivel determinar £ de modo
que se garanta a estabilidade numérica, também, quando C, 21, obtendo

estabilidade incondicional, VC,. Especificamente pode-se mostrar o seguinte

resultado: “uma condigdo necessdria e suficiente para a estabilidade no sentido de von
Neumann é que se cumpra a condicdo:

0 , selC,|<1
c,|-1)

B(C,)= %, se 1<|C,|<3 (Al.2)
|C|Z(|:—_|2 , se |C,|=3

onde f (CZ) varia no tempo e no espago, e o método—ff depende do nimero de

Courant C, = w At/Az]' ” [GRO98].

Esse resultado é valido quando o transporte escalar ndo causa variacido na
densidade da agua. Se nao for esse o caso € necessario impor condicoes adicionais de
estabilidade, como discutido em [GRO98|. Porém, isso nao ocorre neste trabalho dado
que a simulacao computacional € somente para dejetos humanos que ndo modificam a
densidade da agua.

Para a solucao da difusao vertical empregou-se o método Crank-Nicolson que &
semi-implicito e incondicionalmente estavel [FLE88a]. O resultado é a construcao de
um esquema numeérico semi-implicito para o transporte vertical (adveccao e difusao).
Portanto, as condicées de estabilidade para a ETM 3D fornecem, em principio,
estabilidade incondicional para os esquemas de solucdo. Mas essa estabilidade é
apenas para o transporte vertical.
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Assim, o uso combinado dos métodos beta e Crank-Nicolson gera um esquema
numeérico semi-implicito e estavel para o transporte vertical. Portanto, uma solucao
explicita para o transporte horizontal pode fornecer um esquema numérico global que
€ implicito somente na coluna de agua. Essa estratégia gera sistemas de equacdes que

sao 3-diagonal, ou seja, sistemas cujas matrizes sdo 3-diagonal de dimensdo N, , onde
N, é o nimero de camadas.

Com essa abordagem as dependéncias de dados (implicitas) ficam restritas a
coluna de agua. As componentes horizontais sao explicitamente calculadas e, portanto,
estao disponiveis no atual passo de tempo. Essa € uma abordagem importante, sob o
ponto de vista da solucao paralela, pois pode-se empregar um particionamento 2D no
plano XY, facilitando a obtencéo da solucao paralela.

Outro elemento motivador para uma abordagem explicita para o transporte
horizontal é que em escoamentos estratificados a condicdo de estabilidade imposta
pelo acoplamento dos modelos hidrodinamico e de transporte de substancias restringe
a estabilidade dos termos advectivos horizontais. Nao existe, portanto, vantagem
computacional, nesses casos, em tratar esses termos implicitamente. Por esses
motivos, optou-se por tratar os termos horizontais de modo explicito.

Uma desvantagem da abordagem é a restricdo no passo de tempo. A alternativa
para esse problema é empregar a técnica de divisdo do tempo (time-sppliting) para o
avanco temporal dos transportes vertical e horizontal. Através da definicao de
esquemas de subciclos. Esta abordagem € discutida posteriormente nesse anexo.

Difusao numérica menor que a difusao fisica

O objetivo basico de modelos de transporte € possibilitar o estudo da mistura
vertical. Para isso, os modelos de turbuléncia calculam a difusao fisica do fenémeno.
Portanto, a solugdo numérica da equacao do transporte deve ser de tal qualidade que
sua difusdo numérica seja menor que a difusdo fisica calculada pelo modelo de
fechamento de turbuléncia. Entdo, um atributo importante (e dificil de se obter) em
modelos de transporte é que a difusdo numérica seja pelo menos uma ordem menor
que a difusao fisica.

A questado central €, entdo, construir um esquema de alta qualidade para a
solucao numeérica do transporte vertical. Uma expressado para calcular o coeficiente de

dispersao (difusdo) numeérica ¢, do esquema numeérico € determinada pela soma dos
erros de discretizacao espacial e temporal e € dada por [ZHE9S]:

&, =V Ah[(é - a] +|C, (a) - %ﬂ (A1.3)

onde o € um fator espacial para o erro da discretizacdo do termo advectivo, @ € um
, Ah e |Cr = |V|At/Ah sdo,
respectivamente, o modulo da velocidade, o espacamento e o modulo do niimero de
Courant para cada uma das direcdes coordenadas.

Com a expressao (Al.3), pode-se mostrar a relacdo entre o coeficiente de
dispersao numérica ¢, e o coeficiente de dispersao fisica &,. Essa relacao €

|4

fator para o erro da discretizacao temporal. Além disso,

determinada como funcao dos ntimeros de Péclet e de Courant, e € dada como:

o H2 o))
=)

U

:PEK%—aJHC,
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onde ¢, , € o coeficiente de difusao horizontal ¢, ou o coeficiente de difusao vertical ¢,
= |V|Ah / g,, € o numero de Péclet para uma dada direcao coordenada. Essa

expressao mostra que a relacao ¢, / &, € determinada pelo numero de Péclet que

controla a dispersao (difusao), e pelo nimero de Courant que controla a estabilidade de
um esquema explicito. Assim, deve-se ter um compromisso entre a acuracia temporal e
a acuracia espacial, procurando manter a estabilidade e a minimizar a difusdo de um
dado esquema numérico.

Essas questoes estdo intimamente relacionadas com os esquemas numéricos
desenvolvidos. Especificamente no caso do transporte vertical, uma revisao detalhada
na literatura técnica relacionada com o transporte vertical de modelos
multidimensionais levou a construcado e implementacao, para este trabalho, de um
modelo de transporte vertical baseado naquele desenvolvido por Gross [GRO98] para a
adveccao vertical, o esquema—/ . Combinado com o método Crank-Nicolson para a
difusdo vertical, o esquema—/ fornece acuracia e estabilidade suficientes para
minimizar a criacdo de difusdo numeérica e o aparecimento de oscilagcbes numéricas.

O esquema—/f combina o método trapezoidal com o esquema Quadratic

Upstream Interpolation for Convective Kinematics (QUICK) de Leonard [LEO79], gerando
um esquema com pesos que tem minima difusdo numérica ((GRO98| e [GR0O99]).
Gross mostrou que a expressdo para o coeficiente de difusdo numeérica para o
esquema—/f é dada, considerando (A1.3), por:

g, = (AZ |c|K9——)|c|+—} (A1.4)

onde se tomou em (A1.3) o fator espacial como « = O, e o fator temporal como @ = 6,
considerando-se, ainda, /2 na expressédo da discretizagdo temporal.

Note-se, portanto, que a expresséo (Al.4) é formada pela soma do erro de

discretizacdo temporal (Az / At) (9 0, 5) mais o erro de discretizacao

espacial ((AZ)Q/At)|CZ|O,5ﬂ. Quando f=1,0 e 8 =1,0 tem-se os coeficientes
maximos de difusdo numérica para o erro espacial e temporal, respectivamente.
Quando #=0,0 e #=0,5 tem-se que o coeficiente de fusdo numérica do esquema
p énulo,isto é, ¢, =0,0.

Porém, um bom algoritmo de solugdo deve ser estavel para todos os numeros de
Courant. Objetivando essa caracteristica observa-se que enquanto o erro temporal

, 0 algoritmo de solucdo deve

2 .
cresce com (CZ) , 0 erro espacial cresce com |Cz
sacrificar a acuracia espacial em vez da acuracia temporal para altos numeros de
Courant. Portatnto, toma-se, no esquema-f, 6§ =0,5 e [ variando de modo a
oferecer uma solucao estavel, mesmo para altos nimeros de Courant.

Apesar da grande variedade de numeros de Courant, comuns em modelos de
transporte empregados em estuarios e lagos, grande parte do movimento vertical
ocorre em baixas velocidades (menor que 0,2 a 0,5 cm s!) ([GRO99] e [GRO99a)).
Assim, o transporte vertical em modelos multidimensionais €, em grande parte, aquele

em que se tem C, <1. Portanto, da relagdo (Al.2), tem-se que o fator £ é tal que
p = 0,0, que nao introduz difusdo numeérica, justificando a escolha de que a acuracia
espacial pode ser sacrificada para altos nameros de Courant.
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Um objetivo é, entdo, avaliar a difusao numérica produzida pelo esquema- £, de
modo a mostrar que a sua difusdo tem pelo menos uma ordem de magnitude menos
que a magnitude da difusdo fisica calculada pelo modelo de parametrizacdo de
turbuléncia. Porém, o modelo de parametrizacdo de turbuléncia desenvolvido e
implementado neste trabalho (secao 2.7.2 e 4.7) € do tipo zero equagées, que € aquele
baseado em relacoes semi-empiricas e, por muitas vezes, aproximadas. Além disso,
neste trabalho nao se implementou o modo baroclinico nas ECQMSs, que € relevante na
analise dos resultados das difusoes e viscosidade do modelo.

Desse modo nao se justifica fazer uma analise e discussao sistematica da difusao
numérica produzida pelo esquema S (ou pelo esquema FLM) comparando-as com as
viscosidades cinematicas turbulentas e as difusdes turbulentas, horizontal e vertical,
produzidas por tal modelo de parametrizacdo de turbuléncia. Por esse motivo nao se
fara neste trabalho este estudo, ficando este trabalho para quando do efetivo
desenvolvimento de um modelo de parametrizacdo tipo duas e meia equacgées,
conforme discutido na secdo 2.7.1. Mas para efeitos de analise e de verificacdo da
difusdo numérica, quando da aplicacdo do esquema [, pode-se empregar uma
expressao analitica para o coeficiente de difusao fisica para corpos de agua bem
misturados.

Esta estimativa € dada por ¢, = 0,0025h U, onde £, = ¢, € o coeficiente de

difusibilidade vertical, h é a profundidade local, e U € a velocidade média [GRO98].
Considerando os parametros h = 4,0m e U =0,5m /s tem-se que & = 50cm?®/s.

Como parte significativa do movimento vertical € sob ntimeros de Courant menores
que a wunidade, aproximadamente 75%, um valor médio f ¢é dado por

£ =0,0095cm® /s.

Esse exemplo, representativo da média do movimento vertical em modelos
tridimensionais com as caracteristicas discutidas, mostra que a difusdo numérica do
método £ é menor que difusao fisica. E, portanto, o esquema numeérico produzido sob

tal abordagem é particularmente interessante no calculo do transporte vertical, no
tocante a minimizacao da difusao numeérica.

Outros dois aspectos fundamentais do método £ devem ser considerados. O

primeiro refere-se a analise das oscilagées numeéricas e o segundo refere-se a eficiéncia
computacional sob a abordagem paralela. Esses casos sdo tratados, respectivamente,
nesse anexo e no capitulo 7.

Acuracia espacial e temporal de alta ordem

No contexto do calculo numeérico e computacional, a precisdo € definida como o
numero de digitos da mantissa e a exatiddo como a qualidade desses digitos [CLA94|.
Sob o ponto de vista da modelagem computacional, a precisdo (ou acuracia) é a
qualidade da aproximacdo que um dado esquema de discretizacdo tem em relacdo a
solucao exata [FLE88]. Assim, a acuracia € uma medida para verificar as aproximacoes
para a solucao analitica. A exatidao expressa a qualidade dessas medidas em relacao
aos valores verdadeiros.

Excetuando-se uma eventual influéncia da aritmética de ponto-flutuante na
qualidade da solucdo numérica, o maior problema na construcdo de esquemas
numeéricos, particularmente responsavel pelo surgimentos de difusdo e oscilagdo
numérica, € a falta de acuracia espacial e temporal nas aproximacoes das EDPs.

Para melhorar a acuracia temporal das solucoes das equacdes que, se de
primeira ordem, introduz um amortecimento artificial (damping) na solucao, emprega-
se o método—6@ , que € um caso particular do método trapezoidal, como em [PAT87],
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[ABB89], [HIR92], [CAS94] e [LOM2000], de modo que se pode obter uma acuracia
temporal de segunda ordem.

Desse modo, o amortecimento artificial na solucao pode ser reduzido ao minimo
quando as expressoes discretas sao aproximadas como uma média no tempo, como no
esquema Crank-Nicolson. Quando se toma #=1,0 no método—¢, o esquema

resultante é de primeira ordem de acuracia no tempo. Quando se toma € = 0,5, o
esquema numeérico tem acuracia temporal de segunda ordem. Especificamente no caso
da hidrodinamica toma-se € = 0,5, e os gradientes de pressao barotropica (niveis) sdo
aproximados como uma média nos niveis de tempo n e n+1. Patnaik [PAT87]
mostrou que os algoritmos para escoamentos de superficie livre assim construidos sao
estaveis para 0,5 < 8 <1, e que a maior acuracia e eficiéncia é obtida para € = 0,5.
Quando @ < 0,5, o método € instavel.

Objetivando-se os esquemas de alta qualidade numérica (high resolution
schemes), ou seja, de esquemas de alta ordem de acuracia, faz-se uma discussao
relativa aos principais conceitos e resultados associados ao método TVD (Total
Variation Diminishing) de Harten [HAR83], e em particular, ao método FLM (Flux Limiter
Method) de Sweby [SWES84.

Com essa abordagem obtém-se solugbes numeéricas limitadas, acuradas e
estaveis, que sdo caracteristicas numéricas e computacionais intrinsecas do método
FLM, tornamdo-o particularmente importante na solucdo de complexos problemas
hiperbolicos. Essa discussao é associada a alguns dos importantes conceitos da
Matematica como, por exemplo, leis de conservacao escalar, solucoes fracas, entropia e
variacdo limitada, entre outras, que servem como digressdo para abordar os conceitos
de TVD e de limitacdo de fluxo, sem que eles sejam introduzidos de modo ad hoc, ja
que esses conceitos estdo associados com a producao de solucoes fisicamente corretas
para a equacao do transporte escalar.

Leis de conservacao escalar
A conservagdo das propriedades de um sistema é um principio fundamental da
Fisica, que assegura que a massa, a quantidade de movimento e a energia podem ser
transportadas no sistema, porém nao podem aparecer ou desaparecer na auséncia de
fontes ou sumidouros. Essa afirmacédo pode ser expressa matematicamente através da
EDP escrita, com uma condicao inicial e o dominio de definicdo, formando um
problema de valor inicial (PVI), como:
at(x,t)+f[a(x,t)] =0 ;xell,t>0
. (A1.5)
o(x,0) = o, (x) ix el

A funcao f (0) € chamada de fungdo fluxo numérico. Supondo que ela se anula

quando |x| — o (funcdo com suporte compacto), a integracdo da EDP do PVI (A1.5) no

intervalo —0 < x < o resulta em d/dt j o(x,t)dx = 0. Por esse motivo, essa EDP
recebe o0 nome lei de conservagdo escalar, pois a integral da funcdo o € conservada no
tempo. Integrar a lei de conservacgéo escalar no intervalo a < x < b resulta em:

%za(x,t)dx = f(o(bt))- f(o(at))

E portanto, a variacdo da integral de o sobre o intervalo finito € determinada
pelos contornos inflow e outflow em x =a e x =b. Ou seja, somente através das
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fronteiras do dominio de definicdo ocorre a variacdo de massa, por exemplo. Essas
consideracoes sdo particularmente importantes quando associadas a necessidade de
construir solucoes hiperbolicas nao lineares para escoamentos dominados pela
adveccao, como no caso deste trabalho.

Solucoes fortes e solucoes fracas

Para obter solugcées que obedecam a lei de conservacdo escalar (scalar
conservation law), considera-se inicialmente a definicao usual de solucdo. Uma solucéao
forte (ou classica) do problema de valor inicial (A1.5) € uma funcado o que satisfaz

simultaneamente a condicdo de regularidade, isto é, deve ser continua em [] x [O,oo) e

diferenciavel em [ x[] 7, onde [1" = (O,oo), e as equacgdes em (Al.5) ([MLO91] e

[SNO98]). Assim, uma solucio classica de uma EDP € uma funcao, necessariamente
diferenciavel, que substituida na EDP resulta em uma identidade valida em cada ponto
do dominio de definicdo.

Porém existem solucées de EDPs que sdao somente continuas ou mesmo
descontinuas e a substituicado de uma funcdo com essas caracteristicas na equacao
diferencial nado tem sentido. A partir dessa constatacdo pode-se introduzir o conceito de
solucao fraca que, no sentido das distribuicoes, considera que a funcao candidata a
solucdo nao seja necessariamente diferenciavel. Nesse caso a solucdo fraca pode ser
obtida, multiplicando a equacdo diferencial por uma fungdo teste suave

p=¢ (x, t) e Cy (D x [ *), de suporte compacto, resultando, via integracédo por partes,

na expressao:

ij%a@—if(@}dxdt = —J‘Z¢(x,0)0'(x,0)dx } (Al.6)

Assim, uma solucao fraca de (Al.5) € uma funcdo o que satisfaz a condicao de
regularidade o € C° (D X [O,oo)) , a equacao (Al1.6), e a Cl de (A1.5).

E possivel mostrar que solucédo forte implica solucdo fraca, ou seja, se o &
solucao do problema (A1.5) no sentido da definicao de solucao forte, entao também o é
no sentido da definicdo de solucao fraca. Além disso, a nocao de solucao fraca nao
introduz solucdes diferenciaveis espurias visto que uma funcéo diferenciavel, que nao
for solucao forte, ndo pode ser solucao fraca. Mais especificamente tem-se que solucao
fraca acrescida de regularidade implica solucao forte. Ou seja, se o for solucao fraca e

for diferenciavel em [ x[J 7, entdo o € uma solucdo classica. Todos esses resultados
podem ser vistos em [MLO91]| e [SNO98]. Conceitos e resultados adicionais sobre EDPs
e distribui¢coes podem ser encontrados em [IOR88], [MLO91] e [SAT98].

Condicao de entropia e unicidade da solucao

A questao toda, agora, é lidar com a consequiéncia da admissao de solucoes
descontinuas. Solucoes fracas (numéricas) ndo sdo Unicas e, portanto, deve-se buscar
obter a solucdo fisicamente correta (Gnica). Um modo pelo qual se determina a
unicidade da solucéo € exigir que se satisfaca a condigcdo de entropia ((OSH84], [OLS97]
e [TRA2000]). Tal condicao requer que a solucao fisica para a lei de conservacao escalar
seja o limite da solucao da equacao diferencial modificada com uma adicao de difusao.

Ou seja, para o =lim_ ,, 0, (se € > O chama-se vanishing viscosity), tem-se:

oo, o (a.) :gi(ﬂ(a)%]

ot 0x 0x 0x
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onde [ (0') > 0. Sob essa condicdo mostra-se que as descontinuidades formadas no

limite da vanishing viscosity satisfazem a condi¢cdo E (condicdo de Rankine-Hugoniot),
que assegura que a solucao é unicamente determinada pelos dados iniciais. Detalhes
sobre as leis de conservacao hiperbolicas, e suas conexdes com os chamados
problemas de Riemann, podem ser vistos em [SNO98|, [TRA2000] e [LEV2001].

O emprego de métodos numeéricos para a solucao de leis de conservacao escalar
(e de seus conceitos como solucao fraca, condicao de entropia, etc.) € fundamental no
moderno tratamento numérico de problemas em escoamentos compressiveis como
aqueles sob o escopo da Dinamica de Gases (Gas Dynamics). Contudo, esses mesmos
meétodos podem ser empregados com sucesso para construir solugées numéricas de
problemas em escoamentos incompressiveis com altos gradientes, como a equacao do
transporte escalar de substancias (ETM), que € uma EDP hiperbolica nao linear. Sua
solucao pode sofrer de fortes oscilacoes no entorno dos altos gradientes se o esquema
de solucao nao for apropriadamente projetado.

Consisténcia e variacao limitada

Pode-se obter um esquema numeérico explicito na forma conservativa para a EDP
em (Al.5), através de sua integracdo sobre [xif 1 Xivy, ] X [t", t"”] . Dividindo essa
integral por Ax; = x,, v~ Xy, (malhas equiespacadas), obtém-se o seguinte esquema
numeérico explicito:

St = sy - A(B) - F)

onde o=S na EDP de (A1.5), 2 = At""2/Ax, e At = t"™' —t" onde:

tn+1

S(ix,nAt)dx e 7 = ltJ‘ f[S(xi%,tﬂdt
.

xi+%
st 1
A

i T
Ax %y

sendo que S é visto como uma aproximacdo espacial média na célula para

S (ix, nAt) ,e F, Y € visto como o fluxo médio que atravessa a face da célula no ponto

X,y DO intervalo de tempo At ([GRS99], [ZOU99]|, [BYU99| e [AWAOQO]).

A questao central € mostrar que esse esquema numérico converge para a solucao
correta. Nao existem resultados gerais que garantam a convergéncia de esquemas nao
lineares. Porém, se o esquema satisfizer determinadas condicoes, existem importantes
resultados nesse sentido, sobretudo para o caso 1D.

Inicialmente, note-se que o classico teorema de equivaléncia de Lax afirma que,
para um esquema linear consistente, a estabilidade é condicdo necessaria e suficiente
para a estabilidade. Mas esse teorema nao pode ser aplicado a esquemas nao lineares
e nao garante convergéncia para solucdes que satisfacam a condicdo de entropia
(solucdo tnica).

Por outro lado, o teorema de Lax-Wendroff [TRA2000] garante que, se uma
solucao de um esquema conservativo converge e € limitada, entdo o esquema converge
para a solucao fraca de uma lei de conservacao escalar. Porém o teorema nao garante
que a solucao satisfaz a condicdo E de entropia. Ou seja, € possivel que um esquema
numeérico convirja para uma solucao da lei de conservacado escalar, mas nao atenda a
condicao vanishing viscosity, mostrando que a solucdo nao € tnica. Exemplos dessa
situacao podem vistos em [SNO9S].

Um resultado que garante a unicidade da solucao € o teorema de Harten-Hyman-
Lax ([SNO98] e [TRA2000]), que assegura que um esquema explicito monotonico
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conservativo e consistente satisfaz a condicdo de entropia e, portanto, tem solucdo
Unica. Porém, nesse caso, a solucao € somente de primeira ordem de acuracia. Uma
questdo importante é saber, entdo, se a estabilidade nao linear implicaria a
convergéncia de esquemas nao lineares consistentes, como no teorema de Lax. Isso €
verdade, sob certas condicoes, pois pode-se mostrar (veja o lema 3.3.2 de [TRA2000])
que a estabilidade nao linear implica, sob condi¢cdées adicionais, a convergéncia e
unicidade de solucoes nao lineares.

Nao se discutem, neste trabalho, esse nem outros mais resultados, que podem
ser obtidos na bibliografia ja mencionada, sobretudo em [OSH84|, [SWE84| e
[TRA2000]. Conceitos e definicdes sobre solugdes fracas e suas conexdes com EDPs e
Mecanica dos Fluidos, sobretudo com leis de conservacdo de sistemas hiperbolicos
(hyperbolic conservation laws) podem ser vistos em [MLO91]|, [LEV96], [HEM99| e
[LEV2001]. O interesse €, doravante, obter esquemas numeéricos de alta ordem de
acuracia para escoamento incompressiveis.

Nesse sentido, a conexdao dos métodos numeéricos construidos neste trabalho,
com resultados anteriormente discutidos, € que o mesmo suporte tedrico dado para
solucoes compressiveis pode ser utilizado para construir solugcées numeéricas de
escoamentos incompressiveis sem consideracoes puramente heuristicas. Um resultado
fundamental nessa direcdo € dado pelo fato de que uma aproximacdo numérica
converge limitadamente para a solucdo, sob certas condicoes, quando o esquema
numérico é consistente e a variacao total da solucdo é limitada no dominio de
integracao ([SWE84| e [TRA2000]).

Esse resultado mostra que uma estimativa envolvendo a convergéncia em
esquemas conservativos € a limitacdo na variagcdo da solucdo. A limitacdo pode ser
obtida considerando-se o conceito TVD, que foi introduzido por Harten [HARS83]. Ele
assegura que, na auséncia de forcas externas, ndo ocorre aumento na variacao total da
solucdo, nao gerando, portanto, oscilacoes no entorno do choque ou dos altos
gradientes. Nesse caso, deve-se abandonar a exigéncia de monotonicidade da solucao,
pois, pelo teorema de Godunov, esquemas lineares que preservam a motonicidade sdo
somente de primeira ordem de acuracia. Portanto, esquemas que preservam a
monotonicidade devem ser de alta ordem de acuracia. Um modo de obter tais solucoes
€ satisfazer a condicdo, menos restritiva, de o esquema ser TVD (Total Variation
Diminishing).

Solucoes escalares TVD: acuracia de alta ordem

O conceito TVD ¢é particularmente importante para obter esquemas advectivos
que combinem acuracia e monotonicidade. Esquemas explicitos, conservativos e
monotonicos sdo TVD, porém tém acuracia somente de primeira ordem. Um resultado
importante é que esquemas conservativos TVD e ndo lineares preservam a
monotonicidade (teorema de Harten).

Uma funcgédo, para um problema 1D na forma conservativa que mede a variacao
total (TV) da solucao {CD} no tempo € definida por:

TV((D”):Z"Q)?H —n

e um método de diferencas € dito ser de variacdo total amortecida (Total-Variation-
Diminishing — TVD) se produz uma solucao que satisfaz a condicao:

* def def o
Zi__w‘ ::1 —CD;HI = TV(Q)”H) < TV(q)”) = Zi__w‘q)?ﬂ _(I):l

Em um esquema TVD, ndo sdo criados novos maximos € novos minimos no
avanco temporal da solucdo. Essa é uma importante conseqiiéncia, pois pode-se
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mostrar que todos os esquemas conservativos monotonicos sdo TVD e todos os
esquemas TVD preservam a monotonicidade e sao convergentes [TRA2000]. Esquemas
lineares monotonicos sdo de primeira ordem de acuracia. Mas essa restricao nao se
aplica a esquemas TVD nao lineares.

Solucgoes para a equacao de lei conservacdo escalar satisfazem a propriedade de
que a variacdo total de qualquer solucdo continua fisicamente admissivel

)
TV (0)= J' o
ox
nao cresce no tempo (teorema de Lax [TRA2000]). Assim, € “natural” requerer que a
solucdo de um problema continuo ® = ® (x, t) satisfaca d/ dt[TV (CD)] <0, como na

do,

definicao da lei de conservacao escalar.

Esquemas explicitos lineares 1D sdao monotonicos se e somente se sdo TVD. Ja
esquemas explicitos nao lineares 1D e TVD preservam a monotonicidade, mas esse
resultado nao é aplicavel a problemas multidimensionais. Goodeman e LeVeque
[Z1J97] mostraram que todo esquema conservativo TVD para problemas 2D deve ter
primeira ordem de acuracia. Porém experimentos numeéricos mostram que solucoes
multidimensionais livres de oscilagoes podem ser obtidas empregando esquemas TVD
1D de segunda ordem de acuracia. Entao, por robustez, empregam-se decomposicoes
unidimensionais para obter solucoes 2D ou 3D, a despeito do fato de que o esquema
resultante nao €, a rigor, TVD. Em [ZIJ95] pode-se ver um contra-exemplo mostrando
que esquemas explicitos monoténicos 2D ndo sao necessariamente TVD.

Esses esquemas numéricos explicitos TVD podem ser obtidos através do emprego
do método da limitacdo dos fluxos (FLM), no qual o fluxo em cada face é calculado
como sendo a soma de um termo upwind difusivo de primeira ordem, mais um termo
“antidifusivo” de alta ordem [HUN96]. Para manter a monotonicidade, empregam-se
funcoes limitadoras de fluxo. Neste trabalho, empregou-se a formulacdo FLM
desenvolvida por Sweby [SWE84| e uma ampla colecao de funcdes limitadoras de fluxo.
Nesse caso, esquemas numeéricos TVD de segunda ordem de acuracia devem ser nao
lineares, mesmo quando aplicados a solucdo da EDP da adveccao linear. Além disso,
se o esquema numeérico & completamente implicito, ele tem estabilidade incondicional
e, portanto, ndo necessita de limite superior [ZIJ97].

Porém, mesmo a condicao TVD pode ser, também, restritiva, dado que pode
sofrer de “achatamento” (clipping) nos pontos criticos. Uma solucdo para esse problema
€ relaxar o conceito de variacdo total. Por esse motivo, desenvolveram-se esquemas tipo
essencialmente nao oscilatorios (Essentially Non Oscillatory — ENO), mas essa
abordagem nao ¢ tratada neste trabalho.

Consisténcia entre a continuidade e o transporte

Um outro atributo que deve ser observado na construcdo da solucdo para
escoamentos de superficie livre é a questdo da consisténcia entre a aproximacado da
equacao da continuidade (EC) e a equacao do transporte de substancias (ETM). Essa
propriedade foi definida por Lin [LIN96] para garantir que o campo inicial, escalar,
uniforme e na auséncia de fontes ou sumidouros permaneca uniforme ao longo da
simulacdo. Sem essa consisténcia o campo inicial torna-se nao uniforme e, segundo
Lin, “esta aparente restricdio muitas vezes ndo é mantida em modelos de transporte e
isso causa fluxos esptirios no campo dos constituintes” ((GRO99] e [BON2000]).

A consisténcia da equacao do transporte com a da continuidade (CTC) é definida
como: “dado um campo de escoamento e uma condicdo inicial de concentracdo, a
discretizacdo da equacdo advectiva deve-se degenerar na discretizacdo da equagdo da
continuidade” ([BON2000]). Ou seja, a equacao da adveccao discreta é CTC satisfeita
se, dado um escoamento inicial constante, sua discretizacdo degenera-se na
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discretizacdo da equacao da continuidade. Para ilustrar essa propriedade, considera-se
o caso 2D como em (A1.7).

At
n+tl __n /% n n+6 _ n n+6
i) =00 T A [H(i%f) (i+15.1) H(i—%,f)U(i—%,f)J
At n n+6 n n+6
Ay[ (i.+25) " (i.3+)5) _H(i,f‘—%)v(i,j%)
Assim, (Al.7) deve ser consistente com a EC discreta como em (Al.8),
significando que a quantidade de agua que entra/sai em cada face (fluxo numérico

para a continuidade) € a mesma que entra/sai em cada face da célula para o
transporte (fluxo numeérico), carregando a concentracio escalar.

At
n+lryn+l _ qQn n _ =24 n n+6 n__ n n+6 n
StenHin =St 60 =5 Ui~ Hi U1, 5%

(A1.7)

(A1.8)

At n n+6 n n n+6 n
- E [H(i,f%)v(i,J%)SN -H (i,j—yz)v(i,j—yz)ss }

que, para um campo escalar uniforme com concentracao S('l? n= 1, é escrito como:

At
n+lryn+l _ n _ =% n n+6 _ n n+6
SEAH=Hin = e B Vin = Hi a0 5o

At n n+60 n n+6
“ay sVt = His Vit

Se os fluxos S;;, S, Sy € Sg sdo, também, iguais a 1, a substituicao de (A1.7)

em (A1.8) resulta que S(le) =1, que é chamada CTC. Essa condicao é suficiente para

garantir que o campo inicial, escalar e uniforme (na auséncia de fontes ou
sumidouros), permaneca uniforme ao longo da simulacao.

Isso significa que se deve aproximar as EDPs discretas de modo que o nivel de
tempo, a localizacdo das componentes das velocidades e do nivel de agua e o
espacamento vertical da ETM coincidam com as da EC. Além disso, os fluxos
numeéricos para as concentracoes nas faces da célula devem ser interpolados na malha
de modo que coincidam com o esquema advectivo da ESW. Essas condicoes devem ser
atendidas pelos esquemas numeéricos, ja que os resultados de [GRO99] e [ROS2000]
mostram que a acuracia da solucado de escoamentos de superficie livre € preservada
somente se a condicao CTC é satisfeita.

Varios experimentos numeéricos foram feitos por Bonaventura [BON2000] para
determinar quais os efeitos da violacdo da condicao CTC. Os dados iniciais para a
velocidade e para a altura total foram escolhidos de modo que o campo de velocidades
dado pela solucdo analitica da equacdo da conservacao da quantidade de movimento
(shallow water) nao linear 1D. A profundidade total do fluido é calculado através da
equacao da continuidade (Al.7) e a concentracdo escalar calculada empregando a
expressao (Al.8) e usando os valores da velocidade e da profundidade calculados
previamente pelas equacoes da conservacdo da quantidade de movimento e da
continuidade, respectivamente.

Esses experimentos foram conduzidos de modo a produzir solugdes tais que a
condicdo CTC estivesse satisfeita e de modo que ela fosse violada. A concentracdo

inicial é tal que S°=1 e todas as células cuja profundidade é menor que 10“4m séao

consideradas células secas. Os esquemas numeéricos sdo construidos usando o método
Lax-Wendroff de reconstrucao do fluxo nas faces das células. Esse método € de
segunda ordem de acuracia e € do tipo FLM, da classe TVD, discutido detalhadamente
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nesse anexo € no cap. 5. Os resultados obtidos sdo como mostrados nas tab. Al.1 e

Al.2.

TABELA Al.1 - Resultados para o caso 1D com dados iniciais constantes, empregando
o esquema FLM Lax-Wendroff (fonte [BON2000])

Abordagem x métrica L; Lo maximo minimo
CTC 1,04.108 5,84.108 1,00 1,00
nao CTC 6,25.103 4,97.102 1,07 3,16.102

TABELA Al.2 - Resultados para o caso 1D com dados iniciais ndo constantes,
empregando o esquema FLM Lax-Wendroff (fonte [BON2000])

abordagem x valores  depois de 10 depois de 20 depois de 30 depois de 40

maximos passos de passos de passos de passos de
tempo tempo tempo tempo
CTC 0,99 0,99 0,99 0,99
nao CTC 1,07 1,06 1,06 1,05

Os resultados apresentados nas tab. Al.1 e A1.2 mostram que o esquema CTC
nao cria novos maximos, ao contrario do esquema que nao conserva a propriedade
CTC. Além disso, as métricas L; e L, (veja 0 anexo 2) mostram que os erros do esquema
nao CTC sao maiores que aqueles obtidos com o esquema CTC, apesar do emprego de
meétodos TVD. Discussoes adicionais podem ser vistos em [BON2000] mas esse
resultado mostra que no desenvolvimento de modelos computacionais que oferecem a
solucdo combinada para o escoamento e o transporte de substancias deve-se
considerar essa propriedade.

Positividade da solucao

Quantidades negativas nao tém sentido fisico e sdo resultados da falta de
acuracia, da nao conservatividade e da perda da monotonicidade na solucido numeérica
[LOO92]. Solucoes positivas podem ser obtidas suprimindo os resultados negativos,
mas essa alternativa € inadequada, pois esse procedimento adiciona massa a solucao e
nao elimina os problemas associados com a geracdo dessas quantidades, como as
sub/sobre-especificacoes (under/overshoot) dos valores nodais. Por exemplo, um

esquema 2D é positivo se, dada uma variavel (ngo(x, Y, t) , sua solucao € positiva, isto
€, se [TRA2000]:
VX =(xy)eQcl? ¢p(X,0)20=¢(X,t) 20 VXxteQx(0,T)

Solucoes positivas sao obtidas através da construcdo de uma discretizacao
espacial e temporal que mantenha a positividade da solucao. Assim, os esquemas de
solucado a serem desenvolvidos sdo aqueles que devem ter, também, a propriedade de
serem definidos-positivos. Geralmente, essa € uma caracteristica possivel de se obter
com o0s esquemas nao-lineares de alta resolucdo, de modo a nao considerar
viscosidade artificial. Porém, mesmo esses esquemas de alta resolucédo necessitam de
caracteristicas adicionais (que € a limitacado do fluxo) para manter a positividade.

Transporte da solucao

Outra caracteristica importante que um esquema numérico deve possuir € a
chamada propriedade de transporte. Essa propriedade é caracterizada como definido
por Roache [CHES84]. “Um esquema tem a propriedade de transporte se as perturbacgoes
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em problemas com advecgdo dominante se propagam na direcdo do escoamento’.
Esquemas tipo upwind tém essa caracteristica; ja esquemas em diferencas finitas
centrais (DFC) nao a tém. Numericamente esse resultado € como mostrado na fig A1.1
a), onde oscilacoes surgem quando do emprego de DFC na solucao da adveccao 1D.

O problema para esses esquemas é que enquanto a DFC tem transporte
bidirecional ndo realistico para problemas hiperbolicos 1D, a abordagem upwind tem
transporte unidirecional, que € verdadeiro sob o ponto de vista fisico. Fisicamente, a
caracteristica “transportativa” da solucdo de problemas hiperbodlicos tém direcdo
preferencial de propagacao (IMAL95] e [BRL2000]), onde as perturbacoes do
escoamento propagam-se ou a upstream ou a downstream.

Um esquema numérico que obedece a propriedade transportativa considera que,
no calculo da adveccado na malha numérica empreguem-se valores nodais que estdo no
sentido do transporte. Ou seja, que estdo somente no dominio de influéncia da EDP
discreta [MES76]. Essa € a esséncia de métodos tipo upwind (upstream e downstream),
o que justifica a sua popularidade na solucdo numeérica de problemas hiperbolicos.

Assim, grande parte dos algoritmos para a adveccao partem do fato de que a
solucao de uma EDP hiperbodlica propaga-se ao longo das suas curvas caracteristicas.
Métodos de aproximacao tipo upstream pertencem a classe que considera esse aspecto,
e o esquema mais popular dessa classe é o upwind, que € definido para a adveccéo
linear 1D, onde @ é uma variavel qualquer, como:

od u |®,-0, ,se u>0

ot Ax D, ,—D,;, se u<O0
onde, para u >0, a solucdo no ponto i s6 depende do campo de escoamento
upstream, ou seja, somente do ponto i-1 que esta dentro do dominio de dependéncia do
ponto i As propriedades do ponto i+I ndo influenciam o ponto i Quando u <0,
ocorre que a solucdo s6 depende do escoamento downstream. Portanto, o esténcil
computacional deve ser alinhado com a direcao do escoamento através do sinal de «.

Muitos dos esquemas de alta resolucdo empregam essa abordagem na definicao
de suas estratégias. Por exemplo, os esquemas FLM podem ser obtidos a partir das
idéias do esquema upwind considerando-se uma abordagem via “reconstrucao linear”
como discutida em [HUN9S5] e [HUN96|. Nesses esquemas numeéricos (FLM) os fluxos
nas faces de cada elemento fluido sdo calculados como sendo a combinacao de um
termo upwind difusivo de primeira ordem, com um termo “antidifusivo” de alta ordem.
Nesse anexo discute-se a seguir sobre essa abordagem, e na secao 5.1.3 pode-se ver os
algoritmos resultantes na obtencao de esquemas FLM de alta qualidade numérica.

Note-se, porém, que técnicas de solucdo numeérica como a equacdo de Poisson
para pressdo (método de acoplamento pressao-velocidades), que consistem na
substituicdo das derivadas parciais das expressoes das ECQMs na expressao da EC
geram uma EDP do tipo Poisson. Nesse caso, pode-se usar na sua solucdo numeérica
uma abordagem via diferencas finitas centrais sem que surjam oscilacoes, como pode
ser visto, por exemplo, em [KLR2000] e em [BRL2002]. Isso se deve ao fato de que a
equacao de Poisson € um protétipo de EDP do tipo eliptico [IOV89], que nao oferece
problemas quando do emprego de esquemas numeéricos via DFC. Ver discussoes e
detalhes sobre o método da equacao de Poisson para pressdo na secdo 7.3 de [FER97]
ou na secao 5.11 de [FRT2000].

Massa conservativa

O principio da conservacdao da massa enuncia que a massa nao pode ser criada
nem destruida. Se a vazao para dentro de uma regidao () exceder aquela que sai, a
massa acumular-se-a dentro dela. A conservacao da massa exige que a soma da taxa
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de variacao de massa dentro da regido com a vazao liquida em massa saindo pela
fronteira 0Q) seja nula ((HIR92] e [AND95])

Esse principio é formulado matematicamente através da equacao da
continuidade que, quando escrita empregando um volume fixo no espaco, € chamada
conservativa, enquanto a obtida com o volume movendo-se no fluido é chamada de nédo
conservativa. A segunda forma emprega a derivada Lagrangeana, que € apropriada
para “equacionar” o movimento de um corpo fluido. A primeira forma é obtida com a
formulacao Euleriana. E, por isso, EDPs na forma conservativa e ndo conservativa sao
aquelas, respectivamente, escritas com a formulacdo Euleriana e com a formulacao
Lagrangeana.

Esquemas semi-Lagrangeanos sdo, portanto, ndo conservativos, no sentido de
que os fluxos nas faces nédo sdo calculados, como o caso daqueles esquemas
construidos com a abordagem Euleriana, sendo que suas quantidades sédo calculadas
ao longo das trajetorias das particulas. Uma discussao sobre esses aspectos pode ser
vista em [AND9S5]. Porém, cada abordagem pode ser obtida a partir de outra, ou seja,
pode-se mostrar que as diferentes formas da equacdo da continuidade sao
matematicamente equivalentes.

Uma definicado numérica para a questao da conservatividade da massa € tal que
“uma solugdo é massa conservativa se o valor total das quantidades envolvidas no
interior do dominio computacional ndo é alterado devido aos erros numéricos” [VLA99]. O
método de discretizacao é, pois, fundamental para gerar esquemas conservativos. Um
método apropriado € o dos “volumes finitos” ou o volume de controle finito.

No caso de diferencas finitas para obter as EDPs discretas, duas abordagens séo
populares. Uma emprega a expansdo em série de Taylor, e a outra considera a
abordagem de volume de controle [AND9S5]. Na primeira, as equacoes sdo escritas na
forma apropriada para representar um dado modelo, e emprega-se a série de Taylor de
modo puramente formal para desenvolver as aproximacoes em diferencas finitas. Na
segunda abordagem, emprega-se o conceito de volume de controle finito (VC) de modo a
conservar uma quantidade fisica especifica como a massa, ou o movimento ou a
energia no VC.

Essa abordagem tem a vantagem de ser aplicavel mais facilmente a problemas
multidimensionais, considerando as condicoes de contorno e conservando as
propriedades fisicas do problema. Uma desvantagem € que a estimativa da acuracia
depende da analise das funcdes interpolantes nas faces do VC, enquanto o emprego de
séries de Taylor fornece diretamente essa informacdo sob a forma da ordem de
truncamento das séries.

Neste trabalho, empregou-se o método de discretizacdo de diferencas finitas e,
para manter a conservatividade fez-se uma aproximacao para os fluxos, em uma célula
3D, para as concentracoes nas faces leste (E), oeste (W), norte (N), sul (S), superior (U) e
inferior (L), como ilustradas na fig. A1.2.

Note-se que o fluxo numérico € definido, para a solucao da equacao de transporte
escalar de substancias 3D, como sendo fI:S(h,t)] =vS(h,t), onde h = x ou y ou

Z e v=u,v ou w, dependendo da direcdo coordenada. Assim, em um esquema

conservativo 3D, os valores nas faces das células na malha Arakawa C (veja a fig. 3.1)
devem ser interpolados, observando o posicionamento das variaveis como mostrado na
fig. A1.2. Nas faces E,2W,N,S,L e U os fluxos numéricos sdo escritos na forma

conservativa como:
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FIGURA A1.2 - Posicionamento dos fluxos numéricos nas faces da célula 3D

Porém, nao obstante ser o método das diferencas finitas simples de formular, de
estender para problemas multidimensionais, de ter a flexibilidade geomeétrica (com as
técnicas de geracdo numeérica de malhas) antes somente fornecida pelo método dos
elementos finitos, e de ser ainda popular na area de estudos ambientais ((CAS94|,
[CHU96], [LIY96], [CAS97], [GRO98] e [GRO99]), o0 método dos volumes finitos (MFV)
esta cada vez mais presente nessa area como pode ser visto nos trabalhos de [ADC93],
[VLA99], [VAL2000] e [CAS2000].

Nesse método, considera-se que as EDPs, na forma integral, devem ser resolvidas
e discretizadas diretamente no espaco fisico. O dominio solucao é subdividido em um
numero finito de volumes elementares contiguos, nos quais a integracédo € executada, e
as equacoes de conservacdo sdo aplicadas a cada elemento. Procedimentos de
interpolacdo sdao empregados para representar os valores das variaveis nas faces da
célula, em termos do valores nodais. Tal abordagem é conservativa por construcao.
Uma ampla discussao sobre aproximacoes de integrais de superficie e de volume, bem
como de processos de discretizacdo conservativa em volumes finitos, com aplicacdo a
Dinamica dos Fluidos Computacional, pode ser vista em [HIR92|, [MAL95]|, [FER97] e
[EYMOT7].

Note-se que o método dos volumes finitos (MVF) pode ser visto como sendo o
método das diferencas finitas (MDF) aplicado as leis de conservagdo escritas na forma
conservativa, com a vantagem de utilizar coordenadas arbitrarias [VAL2000]. Assim o
MVF é vantajoso relativo ao MDF, pois combina a simplicidade do MDF com a
flexibilidade do MEF, pois permite a aplicacdo as malhas nao estruturadas.

Esquema semi-implicito

A discretizacao das EDPs deve levar em consideracao o dominio de definicao
espacial e temporal. A discretizacdo espacial consiste em construir uma malha através
da qual o espaco continuo é substituido por um ntimero finito de pontos, nos quais os
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valores numéricos das variaveis sdo determinados. A discretizacdo temporal dos
sistemas de equacoes determina duas familias de métodos: os explicitos e os implicitos.

No método completamente explicito, a matriz dos coeficientes calculada a cada
passo de tempo € diagonal. Sua solucao é obtida eficientemente e sem dependéncia de
dados, pois todos os valores vizinhos sdo conhecidos no mesmo passo de tempo.
Contudo, essa vantagem € aparente, pelo fato de que as condi¢coes de estabilidade
Courant-Friedrichs-Levy (CFL) impdem restricoes a magnitude do passo de tempo.
Essas condicoes CFL visam a assegurar que o dominio de dependéncia da solucao
analitica de EDPs esteja contido no dominio de dependéncia da solucdo numeérica
[BRT96].

Em uma abordagem completamente implicita, ndo ha restricoes no passo de
tempo, pois o sistema de equacgodes é incondicionalmente estavel (estabilidade linear).
Mas os sistemas de equacgdes sdo nao lineares e acoplados, sendo necessario resolvé-
los simultaneamente, o que pode ser um problema, dada a exigéncia de memoria e de
capacidade de processamento. E, mesmo nesse caso, por acuracia, o passo de tempo
nao pode ser arbitrario, o que limita a utilizacdo pratica da estabilidade incondicional
disponivel [CAS90].

Uma alternativa aos esquemas explicitos ou implicitos, visando a melhorar o
desempenho computacional, &€ empregar a técnica de divisdo do modo (mode-splitting)
separando as equacoes verticalmente integradas (modo externo) das equacdes que
contém a estrutura vertical (modo interno). Essa estratégia de desacoplar as direcoes
horizontais e verticais considera a contribuicdo das diferentes escalas envolvidas em
cada direcao ([BLU78|, [SHE95], [FOR96] e [MEL98]|). Isso porque as equacgdes que
governam a dinamica da circulacdo contém movimentos rapidos, causados por ondas
de gravidade externas (movimentos barotrépicos), e movimentos lentos, causados por
ondas de gravidade interna (movimentos baroclinicos).

Com essa abordagem, o esquema de solucdo tem dois intervalos de tempo
distintos, um para o modo externo e outro para o modo interno. O modo externo
(barotropico) € bidimensional e usa um intervalo de tempo menor, baseado nas
condicoes de estabilidade CFL. O modo interno (baroclinico) € tridimensional e usa um
intervalo de tempo mais longo [CAM99]. Esse método € eficiente, pois permite
empregar um esquema de integracdo temporal que use os distintos passos de tempo
para calcular os dois modos.

A desvantagem dessa abordagem ¢ a inconsisténcia da solucdo numérica desses
dois modos [CAS92]. Embora o modo externo permita um eficiente calculo das ondas
de propagacao de gravidade na superficie livre, mesmo com um pequeno passo de
tempo, e a solucdo do modo interno, que é computacionalmente custosa, possa ser
obtida com um grande passo de tempo, deve-se assegurar a consisténcia das solucoes
desses dois modos e, conseqlentemente, a consisténcia das quantidades fisicas
derivadas dos modos externo e interno.

Essa consisténcia significa assegurar que as velocidades integradas verticalmente
no modo externo devem ser tais como na integracao vertical do perfil de velocidades da
solucao do modo interno, e as representacoes do atrito no leito do corpo de agua, nos
modos interno e externo, devem ser também consistentes [CAS92]. Se qualquer
inconsisténcia existir, ndo se pode assegurar matematicamente a convergéncia da
solucdo numérica, ja que as aproximacoes em diferencas finitas para os respectivos
modos nao sao consistentes. Outro problema da abordagem de divisdo do modo € que,
geralmente, alguns dos esquemas de integracdo tém acuracia somente de primeira
ordem [LEES89].

Uma alternativa elegante, adotada neste trabalho, é a construcdo de esquemas
semi-implicitos, procurando equilibrar as exigéncias da estabilidade com a obtencao de
grandes passos de tempo. Essa abordagem € atualmente popular ([LEE89], [CAS90],
[LEV92], [CAS94], [SON94]| e [GRO98]), e muitas das pesquisas atuais buscam
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fundamentar de modo matematicamente rigoroso os critérios para a construcao de tais
esquemas.

Esquemas semi-implicitos surgem quando se aproximam alguns dos termos
constituintes das EDPs de modo explicito e outros de modo implicito. Com essa
abordagem, pode-se construir sistemas de equacdoes que sao lineares, acurados,
estaveis e computacionalmente eficientes. Além disso, o grau de “explicidade” e de
“implicidade” de tais esquemas pode, ainda, ser controlado, empregando-se o método
trapezoidal ([PAT87]|, [ABB89] e [HIR92|). Foi essa a abordagem empregada neste
trabalho, como discutido nesse anexo, e os esquemas numeéricos resultantes dessa
abordagem sao discutidos no capitulo 4.

Uma outra vantagem da abordagem semi-implicita €, que ao desacoplar os
termos, permite que os termos mais criticos sejam convenientemente discretizados.
Especificamente, em escoamentos hidrodinamicos e de transporte de substancias, nos
quais a adveccao domina os demais termos, o termos advectivos podem ser
aproximados por diferentes esquemas de alta qualidade numeérica sem que ocorram
maiores alteracdes no codigo computacional. Essa abordagem foi a empregada para
obter as solucoes da ETM e das ESW, como pode ser visto nos capitulos 4 e S.

Esquemas Euleriano e semi-Lagrangeano

Usando a hipotese do continuo, pela qual se consideram os efeitos médios ou
macroscopicos de muita moléculas, pode-se utilizar o conceito de velocidade de um
fluido para definir que o campo de escoamento € um agregado das velocidades locais
[FOX98|. Isso permite definir duas classes de formulacoes para as EDPs: a Euleriana e
a Lagrangeana.

A Euleriana é a usual, na qual as quantidades do escoamento sdo funcoes da
posicao (xy,z) e do tempo t A formulacdo Lagrangeana € baseada na trajetoria da
particula que se move em um campo de escoamento, de modo que os esquemas
numéricos sob essa abordagem sao desenvolvidos sobre malhas moéveis. Tal particula
esta sujeita as taxas de variacdes espacial e temporal. A espacial, de uma localizacao
para outra, representada pela derivada advectiva, e a temporal, para um ponto fixo do
escoamento, dada pela derivada temporal. Essas variacoes sdo representadas pela
derivada Lagrangeana (ou material ou substantiva) [BTC90].

A combinacado das duas classes produz uma formulacdo mista, Euleriana-
Lagrangeana, também conhecida como semi-Lagrangeana. Essa classe concilia a
simplicidade da formulacao Euleriana com a flexibilidade e a acuracia da Lagrangeana.
E uma abordagem importante e popular, pois resulta em esquemas estaveis e com
grandes passos no tempo ([CAS90], [STA91] e [COT98]).

Porém, um esquema semi-Lagrangeano oferece dificuldades adicionais no
paralelismo, como discutido a seguir e, desse modo, optou-se para neste trabalho pela
abordagem Euleriana, pela qual as malhas sao fixas no tempo. Porém, mesmo nao
implementando a abordagem semi-Lagrangeana, dada a sua relevancia e visando a
trabalhos futuros, faz-se a seguir uma discussao sobre suas principais caracteristicas
numeéricas € computacionais.

Como a parte implicita € incondicionalmente estavel, a restricio no passo de
tempo € devido somente aos termos explicitos das equacoes, cujo passo de tempo
depende do numero de Courant. Para a hidrodinamica, a difusdo horizontal, de
adveccao (horizontal e vertical) e de Coriolis sdo aproximados explicitamente. Para o
transporte de substancias a adveccdo e a difusdo horizontais sdo aproximados
explicitamente. Como um esquema semi-Lagrangeano (ESL) é explicito poder-se-iam
aproximar todos esses termos empregando essa abordagem.

Porém, como a equacao do transporte € uma EDP hiperbolica com termo de fonte
emitindo altos gradientes de concentracdo a cada passo de tempo, uma escolha mais
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apropriada na solucao do transporte horizontal € o emprego do método de limitacdo de
fluxo. Nesse caso pode-se usar métodos de integracdo em subciclos para nao restringir
o passo de tempo global do esquema de solucdo. Porém, as ESW nao sofrem as
restricdes da equacdo do transporte e, portanto, pode-se usar os ESL de modo a
conciliar a eficiéncia computacional com a qualidade numérica na obtencdo se sua
solucao, como feito por [CHE84|, [CAS90], [OLI95] e [COT98].

Desse modo e, objetivando uma discussdo sistematica sobre os principais
atributos numeéricos e computacionais para modelos computacionais paralelos, pode-
se considerar que abordagens via ESL devem ser parte integrante das caracteristicas
desses modelos, particularmente daqueles para o escoamento.

Uma aproximacao via derivada Lagrangeana considera que o escoamento é
calculado ao longo da linha de corrente, definida pelo campo de escoamento, cujos
pontos em geral ndo pertencem a malha, ja que os numeros de Courant

C =C, (x, Y, Z, t) , definidos por:

_ AtADV_H|u| C = AtADV_H|U| e C = AtADV_V|w|

C r, r,
* Ax Y Ay ’ Az

u

nao sao numeros inteiros, sendo que At,,, 5 € At,,, v, AX,Ay e Az, v| e |w|

K

sdo: os passos de tempo para as advecgdes horizontal e vertical, os espacamentos nas
direcoes X, Y e Z, e os modulos das componentes das velocidades nessas direcoes,
respectivamente. Portanto, deve-se usar processos de interpolacdo para definir essa
aproximacao. Além disso, sendo as EDPs néao-lineares, as componentes da velocidade
nao sao constantes. Nesse caso a determinacdo dos numeros de Courant requer a
solugdo das EDOs u=dx/dt, v=dy/dt e w=dz/dt através do emprego de

meétodos de integracdo como, por exemplo, de Euler ou de Runge-Kutta ((CAS90],
[ASE90Q], [CHE93] e [BON98)).

Assim, as duas etapas basicas do ESL sao integrar a trajetéria e definir
interpolacoes upstream ([SMO92] e [BAT85]). A acuracia, a estabilidade e a difusao
numérica do esquema numérico dependem dos métodos de interpolacdo e de
integracdo empregados. Para definir qual método de interpolacdo pode ser empregado,
deve-se considerar a dependéncia de dados na solucao paralela.

Os métodos de interpolacdo podem ser classificados como locais e globais. Nos
locais, usa-se somente um numero fixo de pontos vizinhos da malha. Nos globais, usa-
se um numero de pontos que depende da ordem do sistema. Para essas categorias,
foram feitos estudos teéricos e numeéricos, e uma analise comparativa entre as
interpolacoes de Hermite ctibica, spline cubica, Lagrange de quarta ordem, e a Fourier,
mostrou que ([LOO92], [MAL96] e [THO96)):

1. Hermite € local, e pode ser difusiva, levando a perda de massa;
2.  Spline € global, e conserva a massa melhor que a de Hermite, porém requer CC
adicionais e é computacionalmente mais custosa que a de Hermite e a de

Lagrange, pois necessita resolver sistemas 3-diagonal,

3. Fourier é global, e fornece melhor acuracia, mas € mais custosa que as
interpolacoes locais, além de requerer CC periodicas;
4.  Lagrange € local, e necessita de mais pontos que a Hermite, mas fornece melhor

acuracia. Desses métodos € o de melhor relacao custo/beneficio.

Os métodos de interpolacdo global sdo desvantajosos em solucdes paralelas
devido a dependéncia de dados. Métodos de interpolacéo local tém a vantagem de que
as dependéncias ficam restritas as fronteiras dos processadores e dependem do tipo da
interpolacdo e da ordem do esquema construido. Pela localidade dos dados e pela sua
acuracia, o método de interpolacdo mais popular para construir o ESL é o Lagrange na
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sua forma generalizada, obtido através da decomposicdo dos ntimeros de Courant em
suas partes inteiras e fracionarias.

Assim, na paralelizacao dos procedimentos de interpolacdo e do processo de
integracdo, deve-se identificar o esténcil computacional ja, que ESLs consistem no
calculo das trajetorias das particulas e nas interpolacoes nos pontos de malha que
circundam o ponto de partida, ocorrendo um problema de disponibilizacdo de dados
quando o ponto de origem e o de chegada estdo em processadores diferentes.

Essa dependéncia é caracterizada observando que o numero de Courant

C, :maX(C

rx?

Cry,Crz) determina o quanto uma particula pode se deslocar durante

um mesmo passo de tempo e, portanto, determina a quantidade de dados a serem
trocados, definindo o tamanho da malha de pontos ([THO96| e [DIN98]). Ou seja, o
numero de Courant fornece o ntimero de células (ou fracdo de uma célula) que uma
dada particula € advectada em um passo de tempo.

Esquemas Eulerianos explicitos em diferencas finitas requerem que C, <1,

significando que uma particula de fluido ndo pode se mover mais que a magnitude do
comprimento de uma célula dentro do mesmo passo de tempo. E, a quantidade de
dados a ser trocada deve-se somente ao esténcil computacional, pois no esquema
Euleriano, os valores do campo advectado sao definidos pelo esténcil computacional
que contém os pontos de malha circunvizinhos. O esténcil define a dependéncia de
dados, ou seja, as necessidades de comunicacdo dos valores desses pontos depois de
cada passo do tempo. Assim, basta construir uma regido de sobreposicdo em cada
processador.

A solucao paralela para o ESL é analoga, devendo-se construir um halo (regido
sobreposta) que tenha todas as informacoes requeridas pelo processador no qual é
alocada a computacao. Mas a escolha de como construir esse halo € o que diferencia a
paralelizacdo do ESL do Euleriano, pois no primeiro caso deve-se verificar o quanto as
particulas movem-se no campo de escoamento.

Isso ocorre pelo fato de que ESL ndo sao restritos pelas condigdes CFL,
significando que o numero de Courant do esquema é tal que C, >1. Portanto, o
comprimento da trajetoria da particula pode ser maior que o espacamento da malha.

Assim, a dependéncia de dados do ESL requer um halo de dimenséao (Cr 1 +1, como

discutido em [THO96]|, [PAG97] e [THO97], dado que depende da velocidade maxima do
escoamento cuja informacdo, porém, pode nao estar disponivel no atual passo de
tempo. Uma solucdo € usar uma estimativa local para a velocidade maxima para
manter regides sobrepostas de modo dindmico, que podem variar de tamanho
([THO94], [WOL94|, [PAG97] e [RAD98]).

Se a integracdo da trajetoria upstream necessitar de um grande halo de
sobreposicdo, dada a estratégia de empregar a velocidade maxima como critério de
especificacdo da dimensao da malha, isso pode limitar o desempenho computacional.
Alternativamente a essa abordagem, pode-se determinar as trajetorias das particulas
somente até a fronteira do subproblema. Os valores do campo upstream na interseccéo
de uma trajetoria com a fronteira interprocessador sdo, entdo, calculados com um
algoritmo de interpolacdo espaco-temporal ([MAL96], [THO97] e [PAG97]). Discussoes
sobre algumas estruturas de dados utilizadas em ESL podem ser vistas em [WOL94].

Note-se que, apesar da abordagem semi-Lagrangeana nao sofrer limitacdo no
passo de tempo, ela introduz certa difusdo numérica. Essa viscosidade artificial pode
ser calculada explicitamente para mostrar o grau de acuracia do esquema numérico
([CAS90] e [ASE9Q]). Uma analise da estabilidade do ESL, quando escrito na forma
generalizada na qual se consideram pontos que nao pertencem a malha, é encontrada
em [BAT82] e [BATS85].
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Esquemas de integracao temporal

A presenca de termos temporais nas EDPs requer que se empregue um esquema
de integracao no tempo para obter a solucao evolutiva. Esses esquemas de integracao
temporais podem ser implicitos, explicitos ou semi-implicitos (implicitos-explicitos). O
esquema de integracao define o tipo de avanco no tempo.

Componente horizontal: integracao em subciclos

Como destacado anteriormente os termos explicitos da ESW podem ser
aproximados por esquemas semi-Lagrangeanos com grande eficiéncia computacional e
mantendo uma boa qualidade numérica. Nao se implementando neste trabalho essa
abordagem, os termos explicitos foram aproximados usando a abordagem upwind para
as adveccoes vertical e horizontal, e DFC para a difusao horizontal. Mas considerando-
se sua relevancia, e que os ESLs serao desenvolvidos em trabalhos que se seguirdo a
tese, discute-se nessa secdo um esquema de integracdo temporal para a equacao de
transporte de substancias.

Com isso poder-se-ia ter um passo de tempo global nao limitado pelo nimero de
Courant para o problema multifisica (escoamento e transporte). Mas isso somente se o
transporte de substancias puder ser resolvido em passos cuja magnitude nao sejam,
também, restritos pelo nimero de Courant.

Note-se que a solucdo da ETM tem estabilidade incondicional somente para o
transporte vertical, que néo necessita ser calculado com o mesmo passo de tempo do
transporte horizontal, que é restrito pelas condi¢cbes CFL. Entdo, deve-se desenvolver
estratégias que permitam que o transporte horizontal seja resolvido juntamente com o
transporte vertical. Uma alternativa € o uso de integracdo em subciclos, na qual os
termos verticais sdo resolvidos somente uma vez a cada passo de tempo, enquanto o
transporte horizontal € resolvido em subpassos de tempo. O resultado € uma melhor
eficiéncia computacional.

O esquema em subciclos, como discutido nessa secdo, também nao foi
implementado. Esse esquema foi desenvolvido por Gross ([GRO98] e [GR0O99]), no qual
a adveccgéo horizontal é calculada empregando N, subpassos e cujo subciclo no passo

de tempo é At, = At/ N, . Nesse esquema assegura-se que a condicao de consisténcia
da equacao do transporte (ETM), com a equacado da continuidade (da ESW) nao seja
violada. Nesse caso, no esquema de integracdo temporal em subciclos, o calculo das
substancias considera inicialmente que:

n+(ng/N;) n+(ng/Ng) Ats n+6 n n+9
Ag (i,7.k) Z(i,j,k) ( (i%,J,k)Az(i%J»k) Ui-13.5, k)AZ

(=02 k))
e o escalar é advectado na direcdo X para o passo subciclo ng + 1 como:

n+ (ns/Ns) n+(ng/Ny) n i
(i,4.k) A‘% (i,4,k) _Sl_; kS/N )Az(r; J(r;c)/N :)

Ats n+0 n n+(ng/Ny) n+9 n+(ng/N)
- Ax< (H/zjk)A (H/ij)s B(i+ k) Y /Jk)AZ( /QJk)S w (i %J’k))

e, em sequiéncia, o escalar é obtido através da adveccao na direcéo Y como:
(s 1/Ns) (s +1/N,) _@¢+(ns/Ns)A%?+(ns/Ns)

(i,7.k) (i,j.k) =(i,j.k) i,],k)
At n+0 n+(ng/Ny) e n+(ng/Ny)
Ay( (i,Jng) lj+/2 @ N(i,j+}o.k) (i,j—yg ) l] /k@ S(i,j- Y4,k )

No inicio do subciclo, o nivel de tempo da ETM € coincidente com o do esquema
numérico da EC, que € o nivel de tempo n . Porém, como o fluxo vertical necessita ser
calculado antes do préximo passo de tempo de modo a atualizar o espacamento
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n+l

vertical no tempo n+1, ou seja, toma-se o espagamento vertical como Az, ", onde a

altura obtida no final do esquema de subciclo deve ser definida, portanto, por questao

e A~ . N,/N
de consisténcia, como sendo Az Vs/Ns)

COomo:

. Assim, o transporte vertical & determinado

n+l n+l  _ n+(Ns/NS) n+(Ns/Ns) n+0 n+0
Si Az =S Az ) < At (W Sy =Wl S, )+ Dy

onde D, é a difusao vertical.

Integracao temporal: interpolacao

Para determinar o esquema de avanco temporal do problema multifisica, onde a
solucao da hidrodinamica fornece os dados de entrada para a solucéo do transporte de
substancias, os passos de tempo para as ESW e para a ETM, devem estar relacionados
entre si. Essa questao nao pode ser desconsiderada, dado que os passos de tempo nao
sdo, necessariamente, um multiplo de outro. Nessa situacdo a alternativa € empregar
procedimentos de interpolacdo temporal.

Se as componentes da velocidade nos tempos ¢, e t,, representam os finais de

sucessivos passos de tempo na solucdao da ESW, pode-se obter as componentes de
velocidades (ou niveis de agua) em tempos intermediarios de modo a se obter os valores
de entrada para a ETM. Para isso, emprega-se uma formula de interpolacao analoga a
mostrada na fig. 3.16 que € usada para obter o refinamento espacial. Especificamente,

as velocidades no tempo t tal que ¢, <t<t,, podem ser estimadas como em
[ZHE95] e [ZHE99|:

v(t)=v(ty)(1-a)+v(ty,)e,
w(t) = u(ty)(1-a)+ u(tm)a,
onde a, =t —t,;,/t,;, —t;, €o fator de interpolacio linear no tempo.

A partir dessas consideracoes, e especificamente no caso deste trabalho,
implementou-se o procedimento de interpolacdo espago-temporal para a solucao do
problema multifisica (veja a secdo 3.6.1), de modo que se definiu o fator temporal do

refinamento como At = [tT —(tH —AtH)]/AtH , onde At;, e At, sao,
respectivamente, os passos de tempo usados na solucdo da hidrodinamica e do
transporte escalar, e t;. o nivel de tempo da solucdo do transporte. Assim, enquanto
t,; satisfazer a condicao At.y, <At.sy , as velocidades horizontais, por exemplo para a
direcao X, podem ser calculadas temporalmente usando as expressoes:

_ n+0 n n+0 _ yrn+l n
U,= (AU -U, | Aty onde AU™ =U["),  + UL, |

_ n+d _rrn n+6 __rrn+l n
Up= (AU -UL,, ) At, onde AU <UL, 4 UL,

e, em que, AU=U,-U,, onde AU ¢é a diferenca nas velocidades horizontais
(componente U) na malha original, sendo, respectivamente, U, e U, as velocidades a
direita e a esquerda na célula como na malha de Arakawa (fig. 3.1), e R, é o
refinamento adotado. O caso para a componente V (e demais variaveis dependentes) é
analogo. Na secdo 3.6.1 faz-se uma discussdo adicional a respeito desses
procedimentos de interpolacdo, particularmente aquele de interpolacdo espacial, cujo
algoritmo € como mostrado na fig. 3.16.

Assim, o esquema de avanco no tempo do transporte s6 pode ocorrer apds ser
completado o passo de tempo da hidrodinamica. Para cumprir essa exigéncia, requer-
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se que o nivel de tempo da hidrodinamica seja maior que aquele do transporte escalar,
de modo que se assegura que as componentes de velocidades (solucdo das ESW)
estarao disponiveis para a solucao da ETM, quando da execucdo do seu esquema de
integracao espaco-temporal.

Além disso, visando a minimizar o aparecimento de oscilacbes e dispersao
numeérica, pode-se exigir que em modelos explicitos, o passo de tempo da solucédo do
transporte seja menor que o passo da solucdo do escoamento. Nesse caso, um passo
de tempo da hidrodindmica pode corresponder a varios passos do transporte de
substancias. Nesse caso, a estratégia de subpassos no tempo também pode ser
empregada, de modo a definir o passo de tempo global como sendo a soma dos
subpassos de tempo.

Em qualquer situacdo deve-se considerar as restricoes dos passos de tempo das
equacoes envolvidas na simulacdo. Especificamente, no caso de uma solugdo explicita
para o transporte, o passo de tempo € determinado pelo numero de Courant,

escrevendo-o como At < C, (Ax/ |u|) . Assim, pode-se mostrar [ZHE95] que, em geral,

os passos de tempos para a adveccado e para a difusdo de modelos de transporte
multidimensional explicitos sdo dados, respectivamente, por:
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Quando a solucao global é obtida através da combinacdo da solucado de
esquemas numeéricos especificos para cada termo constituinte das EDPs (ou Els), como
o caso deste trabalho, o passo de tempo global € restrito pelo menor dos passos de um
particular esquema de solucdo para um termo constituinte da equacdo. Por esse
motivo deve-se analisar a combinacao dessas solucoes e empregar abordagens, como
interpolacdo e subciclos, para melhorar o passo de tempo global do esquema. Uma
discussdo mais detalhada para o passo de tempo no transporte de substancias que
envolvem reacoes quimicas e seus termos de fonte e de decaimento pode ser vista em
[ZHE9S].

Observe-se que a mesma idéia usada no esquema de interpolacdo temporal para
o problema multifisica pode ser empregada para obter solucoes para os problemas que
tenham distintas atividades nos fendomenos simulados. Considere-se, por exemplo,
uma simulacdo computacional de eventos que tenham periodos com mais atividades
espaciais como, por exemplo, aqueles que envolvem a maré meteorologica, ciclos de
ventos, etc., e que tenham em determinados periodos menos atividades, ou seja, sejam
praticamente permanentes. Nesses casos, se as solucoes dos fenomenos envolvidos
permitir, pode-se aumentar o passo de tempo em alguns periodos, e diminuir o passo
de tempo em outros periodos. Com isso pode-se melhorar a eficiéncia computacional e
a estabilidade da solucéo.

Integracao temporal: método ADI

A técnica de particionamento do tempo (time-sppliting) mais popular € a
Alternating Direction Implicit (ADI), desenvolvida originalmente por Peaceman e
Rachford [FLE88a]. Nessa abordagem, o operador implicito multidimensional é
reduzido a operadores unidimensionais, que obtém, a cada subpasso de tempo, a sua
solucao, que, combinada com as obtidas nos outros subpassos, gera a solucao global.
Por exemplo, a aplicacdo do método ADI decompode um sistema de equacao linear tipo
5-diagonal de dimensao n xn, em n sistemas de equacodes lineares 3-diagonal de n
equagoes com N incégnitas no primeiro nivel e no segundo nivel de tempo.

Essa abordagem €, ainda, popular, uma vez que os sistemas de equacoes lineares
3-diagonal resultantes podem ser, entao, resolvidos pelo algoritmo de Thomas, que é
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um método direto com complexidade computacional da O(N) (seqliiencial). O algoritmo
de Thomas resolve as matrizes em duas varreduras. Na primeira (forward), transforma
a matriz, eliminando a diagonal inferior e normalizando a diagonal principal. Na
segunda varredura (backward), obtém a solucdo do sistema de equacdes através de
retro-substituicao. Note-se que o algoritmo de Thomas é empregado neste trabalho nao
somente para resolver os esquemas numeéricos 2D, mas também para resolver os
milhares de sistemas de equacoes lineares 3-diagonal da ETM 3D, como discutido no
capitulo 7.

O método ADI &, portanto, um método semi-implicito por construcao, que resolve
implicitamente em uma das direcées, enquanto a outra direcdo € explicita. Assim, o
método permite o uso de um passo de tempo superior aquele de uma abordagem
puramente explicita.

Contudo, nao obstante a eficiéncia do algoritmo de Thomas, o emprego da
estratégia ADI pode ser uma fonte de inacuracia, conhecida na literatura técnica como
efeito ADI, que surge na solucdo de problemas com geometria e/ou batimetria
complexas que alteram o perfil de velocidades. Entao, quando esses casos ocorrem, as
duas “meias solucoes” construidas pelo método ADI ndo geram a mesma solucao do
esquema completo ([STE86] e [CHE93]). Mas essa questdo nao foi explorada neste
trabalho, onde se empregou o método ADI para se obter solugdes para os modelos 2D.
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Anexo 2 Métricas para avaliar a qualidade numérica

Solugoes numéricas sao obrigatoriamente aproximadas relativamente as
solucoes exatas. Essas solucoes tém, além dos erros que podem, eventualmente, ser
introduzidos na etapa de programacdo, trés tipos de erros que surgem de forma
sistematica ([FER97| e [CLA94]):

1. erros de modelagem: que sdao os erros que surgem da diferenca entre o
escoamento real e a solucdo exata do modelo matematico, que quase sempre €
aproximado;

2.  erros de discretizacdo: que sdo aqueles de aproximacdo ou de truncamento, e que
surgem da diferenca entre a solucdo exata das equacdes na forma analitica, e a
solucao exata do sistema de equacoes algébricas obtida quando da discretizacao
das equacoes analiticas;

3. erros de arredondamento: que sdo os erros introduzidos nos calculos que sao
constantemente arredondados quando do uso de aritmética de ponto flutuante.

Erros de modelagem dependem das suposicoes que sao feitas quando se obtém
as equacoes, ou na definicao do dominio do problema, ou através da simplificacdo das
condicoes iniciais e/ou de contorno. Esses erros nao sdo conhecidos a priori, sendo
que somente podem ser avaliados quando comparados com dados experimentalmente
precisos ou com dados obtidos a partir de modelos mais precisos.

Erros de discretizacdo sao os erros produzidos quando se substitui qualquer
processo continuo ou infinito por um discreto ou finito. As aproximacoes geram erros
que decrescem quando a malha é refinada. Porém, para uma dada malha, existem
métodos de discretizacdo de mesma ordem que podem produzir erros que diferem
muito na ordem de magnitude [FER97]. A acuracia de um método ou esquema de
aproximacao € dada pela ordem do truncamento da aproximacao espaco-temporal.

Os erros de arredondamento produzidos pelo computador sdo aqueles em que o
arredondamento é feito devido a aritmética de ponto-flutuante. Claudio [CLA94| faz
uma esclarecedora discussao sobre questdes imprescindiveis do calculo numérico
computacional, como sistema de ponto-flutuante, tipos de arredondamentos, erros e
digitos significativos exatos e precisdao (numero de digitos da mantissa) e exatidao
(qualidade desses digitos) de maquinas digitais.

Neste trabalho, sdo empregadas EDPs que sdo casos particulares da equacao de
Navier-Stokes e que se mostram modelos acurados na representacdo do escoamento
real. Erros de discretizacdo sdo estudados quando da construcdo das aproximacoes
para as EDPs na forma discreta, onde se busca construir esquemas numéricos que
tenham acuracia temporal e espacial de, pelo menos, segunda ordem dado que essa
escolha fornece, em geral, um bom equilibrio entre a acuracia e a eficiéncia
computacional de modelos de escoamento e de transporte escalar.

Pode-se analisar e avaliar a qualidade da aproximacao do modelo discreto e os
erros de arredondamento gerados pela solucdo desse modelo discreto, através do
emprego de métricas apropriadas. Essas métricas verificam a conservatividade de
determinadas propriedades fisicas e/ou numeéricas do esquema numeérico e, em geral,
consideram a diferenca entre o valor arredondado e o valor exato.

Assim, se ¢; e @ sao, respectivamente, a solucdo numérica e a solucao discreta

exata, define-se o erro absoluto E, como E, = ‘(oi —@;| e o erro relativo E, como

E, = ‘gpl —@f /gol ,se ¢, #0,0oucomo E, = |p, — ¢f /gof , se ¢ # 0. Erros relativos
sdo mais apropriados ja que € mais significativo saber se o erro relativo € pequeno ou
grande comparando-o com, por exemplo, 1,0 pois nesse caso E, =1,0 significa que o

erro absoluto € da mesma magnitude que o nimero que esta sendo aproximado
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[CLA94]. Por exemplo, se o erro relativo de (p; é da O(lOfS) , diz-se que (p: tem

precisao ou acuracia de cinco digitos decimais.

Erros entre escalares sao mensurados através do emprego de expressoes para
erros relativos e/ou absolutos como acima definidos. No caso de vetores e matrizes é
necessario estender esse conceito para medir o tamanho ou a norma de um vetor ou

matriz ((GOL96] e [AXE96]). As normas mais populares para mensurar os erros sao L, ,
LyealL,.
A analise dos resultados do modelo podem ser feitas, portanto, através do

emprego de métricas especificas que visam a avaliar a qualidade de algoritmos
numeéricos, sobretudo aqueles que sdo particularmente desenvolvidos para avaliar

esquemas advectivos. Se ¢, e ¢f sdo, respectivamente, a solucdo numérica e a
solucao exata em malhas equiespacadas, algumas das métricas mais empregadas sao:
1.  razao do pico (peak ratio): medida da preservacao do pico (melhor quando 1.0).

max ;) /max (¢f )

2.  conhecimento para a razdo do pico (background to peak ratio): medida dos ripples
(oscilacdes) introduzidos por esquemas ndo monotonicos.

min (gpl ) max(gol )

1<i<N, 1<i<N,

3. razado de massa (mass ratio): medida da caracteristica da conservacao da massa.

N, N, o
i-1 Pi / i1 Pi
4.  razao de distribuicao (distribution ratio): medida da retencdo da forma (shape)

(melhor quando 1.0).
2 N, e 2
i ) / Zi:l((Di )
S. erro absoluto médio (averange absolute erron): medida da diferenca absoluta

(melhor quando 0,0).
1 <~ -
N Zi:l Pi

6. erro da raiz média quadrada (root-mean square erron): medida da distribuicdo do
erro (melhor quando 0,0).
o)

(i
D

- f

- @)

7. norma L, (do erro relativo):

L Zzl

-9

8. norma L, (Euclidiana):

L-[Xh(ei o | |2 )]
9. norma L (do maximo):
L. = E}gg( /1<1<N

As seis primeiras métricas estao discutidas em “Numerical Transport Algorithms
for the Community Multiscale Air Qudlity (CMAQ): Chemical Transport Model in
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Generalized Coordinates” [BYU99]. As trés ultimas em “A Semi-Implicit Method for
Vertical Transport in Multidimensional Models” de [GRO98].

Para empregar essas meétricas, considera-se como benchmark um modelo
matematico 1D ou 2D cuja solucao analitica € conhecida. O emprego de tais métricas,
comparando a solucdo numeérica com a solucdo analitica desses simples modelos,
permite a verificacao de qual o comportamento da solucdo de modelos mais complexos
que pode ser visto como expressoes multidimensionais desses modelos. Exemplos de
modelos que tém solucao analitica podem ser vistos em [FLE88a], [BOT89], [KIM94] e
[BAP9S].

Porém, para modelos simples como o da equacdo da adveccao pura, a solucao

explicita exata (Si'”l)e pode ser obtida considerando-se como solucao aquela obtida

através da expressao (Si”+1 )e = (Sl” )e —A(Fy - F,)", onde (S” )e € uma determinada

2

concentracao inicial, os fluxos nas faces sdo massa conservativos de modo que
e

(FR )i—l = (FL )j ,e A= |V|Ah/At é o numero de Courant. Assumindo que a solucao
numeérica exata € completamente massa conservativa, € possivel, entdo, comparar essa
solucao com aquela fornecida pela solucdo do modelo numérico implementado. Essa
abordagem € a empregada em [GRO99] e € a que se considera neste trabalho.

No desenvolvimento de modelos operacionais, ndo se pode deixar de exigir sua
verificacao, calibracdo e validacdo. A verificacdo € um processo qualitativo de testar a
capacidade do modelo para simular casos simples e de reagir a alteracoes de
parametros. A calibracdo tem por objetivo a escolha dos parametros que melhor
reproduzem um conjunto de dados. A validacdo objetiva verificar a capacidade de
previsdao do modelo, simulando as condicées de funcionamento com base em
parametros calibrados com conjuntos de dados independentes dos usados na
calibracdo. Somente apés atendidos os requisitos de verificacdo, calibracao e validagéao,
os modelos podem ser efetivamente usados como ferramenta de pesquisa e de
simula¢ao [CHE93].

Os modelos aqui desenvolvidos sdo aplicados a simulacdo dos eventos do Lago
Guaiba. Para a realizacdo dessa simulacdo, os dados da geometria do modelo sao
obtidos em [EAS98|. Porém alguns dos dados nao estdo disponiveis (vento, regime
hidrico, etc;) e, portanto, esses dados sao ficticios. Sendo assim, os modelos nao estao
calibrados e validados e ainda nao podem ser usados como modelos operacionais.
Nesse caso a énfase foi, neste trabalho, dada a verificacdo das solucbes nos seus
aspectos numeéricos e computacionais.
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Anexo 3 Métricas para avaliar o desempenho da solucao paralela

A decisao pela escolha desta ou daquela estratégia para construcio de esquemas
numeéricos e na paralelizacao de aplicacoes €, muitas vezes, baseada na experiéncia
pessoal e na literatura técnica. Portanto sdo necessarias métricas para avaliar a
qualidade numérica e o desempenho do modelo resultante. No caso do desempenho de
aplicacoes paralelizadas, algumas meétricas experimentais empregadas sao ([BAK906],
[TOL97]| e [DIN98)):

1. tempo total de execugdo: que € empregado na comparacao do desempenho de
dois algoritmos agindo sobre o mesmo conjunto de dados. Trés tempos sao
importantes na execucdo de um algoritmo como deste trabalho: o tempo para
calcular todo o pré-condicionamento e executar as instrucdes até comecar a
primeira iteracao; o tempo de ciclos, no qual cada ciclo € definido como o ntiimero
total de iteracOes necessarias para obter a precisdo desejada; e o tempo de
comunicacgao, que € o tempo gasto entre as comunicacgoes coletivas do algoritmo
para cada ciclo. Note-se que em execucoes em paralelo o tempo a ser considerado
€ aquele entre o inicio do primeiro processo e o término do Ultimo processo;

2. speedup (aceleracao): o speedup relativo realizado por um algoritmo € definido
como S, (N)=T,(N )/ T,(N), onde N € o tamanho da entrada; p, o namero de

processadores; T)(N) e T,(IV) s@o, respectivamente, o tempo de execugdo do

algoritmo paralelo com 1 e com p processadores. Entéo, S, (V) mede o fator de

speedup obtido pelo algoritmo quando p processadores sao utilizados. A
comunicacdo, a insuficiéncia da concorréncia e o overhead ocorrido na
sincronizacdo das atividades dos processadores sdo os principais fatores da
diminuicdo do speedup em um algoritmo;

3.  eficiencia: € definida, para um algoritmo paralelo, por E_ (N)=T,(N )/ p.T,(N),
isto €, E,(N)=S,(IV )/ p. Assim, a E (N) fornece uma indicacdo da efetiva
utilizacdo de p processadores relativas a um dado algoritmo. Se E (N) > 1, o

algoritmo € executado com maxima eficiéncia.

Tais métricas devem considerar a média de determinado numero de
experimentos, descartados os piores e os melhores resultados, de modo a evitar que
resultados anormais influenciem as medidas tomadas. Note-se, porém, que a avaliacdo
do desempenho de um algoritmo paralelo pode indicar a eficiéncia de tal algoritmo,
mas nao pode mostrar precisamente quais os principais fatores (insuficiéncia da
concorréncia, overhead na sincronizacdo dos processadores, comunicacido excessiva)
que limitam essa eficiéncia. Em aplicagées como a deste trabalho, € importante que o
codigo seja otimizado, pois as simulacoes envolvem a solucado de milhares de sistemas
de equacoes.

Note-se que, sob o ponto de vista pratico-computacional, outras variaveis como,
por exemplo, o tempo de laténcia, as estruturas de dados, o tempo de comunicacao
entre nodos, o tempo gasto na comunicacdo global, entre outras, sdo determinantes na
escalabilidade da solucao paralela.
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Anexo 4 Funcoes de restricao de fluxo

As tab. A4.1 a A4.45 mostram os resultados obtidos quando da aplicacdo das
funcoes de restricao de fluxo 1. a 32. as funcgdes de interpolacao de fluxo para a
adveccao horizontal (6.8), empregando uma conhecida funcao teste, a “onda quadrada”
(square wave), como discutido na secao 5.2.1.

Todos os tempos de CPU apresentados foram normalizados com respeito ao
esquema upwind fluxo numeérico. O esquema mais caro foi o Kappa-DPL que custou
cerca de 9% a mais que o upwind, seguido pelo esquema USR- Kappa, que custou
cerca de 8,4% a mais de tempo de CPU que o upwind. Note-se, porém, que a
abordagem fluxo numeérico que foi a empregada para obter a solucido da ETM3D,
necessita de uma estrutura de dados e o calculo prévio de varias expressoes como, por
exemplo, os numeros de Courant locais, os nimeros de Péclet locais, as funcoes
monitoras, etc., tornando o esquema upwind computacionalmente custoso, apesar de
nao necessitar dessas expressoes. Esta ¢ uma desvantagem da abordagem unificada,
discutida na secao 5.1.4, pois um esquema upwind de primeira ordem, como aquele
das secoes 6.2 € 6.3 € de 3 a 5 vezes menos custoso que um esquema via limitacao de
fluxo como, por exemplo, o Roe-Superbee.

Os resultados mostrados nas tab. A4.1 a A4.8 foram os obtidos considerando a

onda quadrada de perfil 1x10x10, onde a concentracao inicial & S°=1,0 namero

de Courant é C, = 0,25.

TABELA A4.1 - Resultados para o teste com onda quadrada para C,=0,25

métrica x esquema Upwind Chakravan- Sweby Minmod
thy-Osher
massa total (exata) 100,000000 100,000000 100,000000 100,000000
massa total (numérica) 99,9492492 999999313 99,9999237 99,9998550
razéo do pico (RP) 0,5878480  0,9891190  0,9999655  0,9493801
conhecimento para a RP 0,0000000  -0,0000001 -0,0000002 -0,0000001
razado de massa 0,9995630  0,9999990  0,9999991 0,9999975
| 1 - razdo de massa | 0,0004369  0,0000009  0,0000008  0,0000024
razao de distribuicao 0,4113282  0,8493388 0,9191976 0,7751510
maximo (numérico) 0,5878480 0,9891190  0,9999655  0,9493801
minimo (numérico) 0,0000000  -0,0000001 -0,0000002 -0,0000001
erro absoluto médio 0,0105681  0,0030464  0,0019725  0,0036551
erro da RMQ 0,2606461  0,1478916  0,1054213  0,1672280
norma L; 0,9140417  0,2639966  0,1709055  0,3169290
norma L 0,5782939  0,2834283  0,2403581  0,2741262
norma L, 0,6653625  0,5091049  0,4528807  0,5024021
tempo total (normalizado) 1,0000 1,0474 1,0574 1,0417
TABELA A4.2 - Resultados para o teste com onda quadrada para C=0,25

métrica x esquema Kappa-PSI R-Kappa Albada HQUICK
massa total (exata) 100,000000 100,000000 100,000000 100,000000
massa total (numérica) 99,9999389 99,9998855 99,9998626 99,9998779
razéo do pico (RP) 0,9703954  0,9989491  0,9798042  0,6765065
conhecimento para a RP -0,0000001 -0,0000001 -0,0000001 -0,0000000
razdo de massa 0,9999990  0,9999997  0,9999996  0,9999355

| 1 - razdo de massa | 0,0000009  0,0000002  0,0000003  0,0000644
razao de distribuicao 0,8052187  0,8890697  0,8375179  0,4772941
maximo (numeérico) 0,9703954  0,9989491  0,9798042  0,6765065
minimo (numérico) -0,0000001 -0,0000001 -0,0000001 -0,0000000
erro absoluto médio 0,0031174  0,0023812  0,0028122  0,0090981
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erro da RMQ 0,1539266  0,1242540  0,1461791 0,1210170
norma L; 0,2702327  0,2065113  0,2440166  0,2102026
norma L, 0,2489435 0,2517338  0,2442347  0,2591479
norma L, 0,4917238 0,4806831  0,4694606  0,4984738
tempo total (normalizado) 1,0581 1,0734 1,0502 1,0481
TABELA A4.3 - Resultados para o teste com onda quadrada para G=0,25
métrica x esquema Hundsdorfer 23A 23B Kappa
-MPL2
massa total (exata) 100,000000 100,000000 100,000000 100,000000
massa total (numérica) 99,9998550 99,9999847 99,9999008 99,9998550
razao do pico (RP) 0,9493801  0,9762439  0,9576030  0,9493801
conhecimento para a RP -0,0000001 -0,0000001 -0,0000001 -0,0000001
razdo de massa 0,9999975  0,9999987  0,9999990  0,9999975
| 1 - razdo de massa | 0,0000024  0,0000012  0,0000009  0,0000024
razao de distribuicao 0,7751510  0,8324185 0,8017629  0,7751510
maximo (numérico) 0,9493801 0,9762439  0,9576030  0,9493801
minimo (numeérico) -0,0000001 -0,0000001 -0,0000001 -0,0000001
erro absoluto médio 0,0036551  0,0031013  0,0035008  0,0036551
erro da RMQ 0,1672280  0,1529972  0,1621616  0,1672280
norma L; 0,3161290 0,2689443  0,3034467  0,3169290
norma L, 0,2741263  0,2697800  0,2810633  0,2741263
norma L, 0,5024021 0,4744279  0,4862536  0,5024021
tempo total (normalizado) 1,0692 1,0426 1,0625 1,0492
TABELA A4.4 - Resultados para o teste com onda quadrada para G=0,25
métrica x esquema Roe- Ospre CHARM ISNAS
Superbee
massa total (exata) 100,000000 100,000000 100,000000 100,000000
massa total (numérica) 99,9998550 99,9999008 99,9998855 99,9998855
razao do pico (RP) 0,9493801  0,9961363  0,9972438  0,9972438
conhecimento para a RP -0,0000001 -0,0000001 -0,0000001 -0,0000001
razdo de massa 0,9999975  0,9999993  0,9999988  0,9999988
| 1 - razdo de massa | 0,0000024  0,0000006  0,0000011 0,0000011
razao de distribuicao 0,7751510  0,8738129 0,8766015 0,8766015
maximo (numeérico) 0,9493801 0,9961363  0,9972438  0,9972438
minimo (numeérico) -0,0000001 -0,0000001 -0,0000001 -0,0000001
erro absoluto médio 0,0036551  0,0023776  0,0026289  0,0026289
erro da RMQ 0,1672280  0,1302017 0,1138142  0,1356017
norma L; 0,3169290 0,2059893  0,2273756  0,2278175
norma L, 0,2741263  0,2346026  0,2658071 0,2658083
norma L, 0,5024021 0,4556998  0,4998423  0,4998427
tempo total (normalizado) 1,0752 1,0611 1,0469 1,0436

TABELA A4.5 - Resultados para o teste com onda quadrada para G=0,25

meétrica x esquema MUSCL SMART Koren Davis
massa total (exata) 100,000000 100,000000 100,000000 100,000000
massa total (numérica) 99,9999542 99,9999084 100,000007 100,000015
razao do pico (RP) 1,0000021 1,0000015 1,00000190 0,9944755
conhecimento para a RP -0,0000002 -0,0000002 -0,0000002 -0,0000001
razao de massa 0,9999992  0,9999997 1,0000000 1,0000004
| 1 - razdo de massa | 0,0000007  0,0000002  0,0000000  0,0000004
razdo de distribuicao 0,9136298  0,9223230 0,9132687  0,8274675
maximo (numérico) 1,0000021 1,0000015 1,0000019  0,9944755
minimo (numeérico) -0,0000002  -0,0000002  -0,0000002 -0,0000001
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erro absoluto médio 0,0020107  0,0020330  0,0020438  0,0028192
erro da RMQ 0,0985155  0,0971163  0,0999777  0,1280482
norma L; 0,1741387 0,1759156  0,1767740  0,2438331
norma L, 0,2382822  0,2494198  0,2405929  0,2446223
norma L, 0,4596851 0,4964368 0,4677534  0,5160988
tempo total (normalizado) 1,0502 1,0780 1,0460 1,0763
TABELA A4.6 - Resultados para o teste com onda quadrada para G=0,25
métrica x esquema UMIST van Leer HCUS Kappa-USR
massa total (exata) 100,000000 100,000000 100,000000 100,000000
massa total (numérica) 99,9999771 99,9999237 99,9998703 99,9999847
razéo do pico (RP) 0,9999982  0,9998152  0,9996956 1,0000025
conhecimento para a RP -0,0000001 -0,0000002 -0,0000001 -0,0000002
razado de massa 0,9999994 1,0000000  0,9999990  0,9999995
| 1 - razdo de massa | 0,0000005  0,0000000  0,0000009  0,0000004
razao de distribuicao 0,8898882  0,8912259 0,8951180  0,9096163
maximo (numérico) 0,9999982  0,9998152  0,9996956 1,0000025
minimo (numérico) -0,0000001  -0,0000002 -0,0000001 -0,0000002
erro absoluto médio 0,0022301  0,0022000  0,0023073  0,0020346
erro da RMQ 0,1048088 0,0966844  0,1190534  0,0978036
norma L; 0,1930242  0,1902788  0,1998395 0,1761504
norma L, 0,2370105  0,2341371  0,2498478  0,2367933
norma L, 0,4584135 0,4473416  0,4809865  0,4541757
tempo total (normalizado) 1,0523 1,0710 1,0427 1,0836
TABELA A4.7 - Resultados para o teste com onda quadrada para C,=0,25
métrica x esquema Kappa- MC Kappa- Kappa-
MPL1 USPL DPL
massa total (exata) 100,000000 100,000000 100,000000 100,000000
massa total (numérica) 100,000007 99,9999542 99,9999160 100,000091
razdo do pico (RP) 0,9152643 1,0000021 1,0000026 1,5426653
conhecimento para a RP -0,0000000 -0,0000002 -0,0000002 -0,3802250
razado de massa 0,9999996  0,9999992  0,9999991 1,0000008
| 1 - razdo de massa | 0,0000003  0,0000007  0,0000008  0,0000008
razao de distribuicao 0,6775767  0,9136298  0,9358098 1,2563618
maximo (numérico) 0,9152643 1,0000021 1,0000026 1,5426653
minimo (numérico) -0,0000000 -0,0000002 -0,0000002 -0,3802250
erro absoluto médio 0,0052775  0,0020107  0,0019545  0,0046004
erro da RMQ 0,1658350 0,0985155  0,0940280  2,1725196
norma L; 0,4568598 0,1741387 0,1691091 0,3978886
norma L, 0,3593263  0,2382822  0,2567310  0,4076789
norma L, 0,6133803  0,4596851  0,5023499  0,7822408
tempo total (normalizado) 1,0545 1,0609 1,0665 1,0901
TABELA A4.8 - Resultados para o teste com onda quadrada para C=0,25
métrica x esquema Kappa- Kappa- Kappa- Kappa-
Fromm Linear Simétrico QUICK
massa total (exata) 100,000000  100,000000 100,000000 100,000000
massa total (numérica) 99,9974594  99,9999542 99,9903640 100,000007
razéo do pico (RP) 1,7598128 1,5806337 1,7960346  1,2964500
conhecimento para a RP -0,7200535 -0,4993159 -0,7538137 -0,2477011
razado de massa 0,9999772 1,0000000 0,9998646 0,9999991
| 1 - razdo de massa | 0,0000227 0,0000000 0,0001353 0,0000008
razao de distribuicao 1,6076314 1,4927718 1,4873795 1,1825431
maximo (numérico) 1,7598128 1,5806337 1,7960346  1,2964500
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minimo (numérico) -0,7200535  -0,4993159 -0,7538134 -0,2477011
erro absoluto médio 0,0047214 0,0044436 0,0061855 0,0030853
erro da RMQ 0,1308078 0,1237403 0,2708967 0,1205898
norma L; 0,4086001 0,3847036 0,5380776 0,2669841
norma L, 0,4302226 0,3764522 0,5117478 0,2790092
norma L, 0,7598128 0,5806337 0,7960346 0,4957540
tempo total (normalizado) 1,0427 1,0542 1,0568 1,0464

A abordagem fluxo numérico conserva bem a massa total para quase todos os
esquemas de solucdo desenvolvidos e implementados. Nesse aspecto o pior esquema
foi o upwind que perdeu aproximadamente 0,051% de massa para um tempo total de
50s, o que ¢€ significativo.

Todos os esquemas nao lineares, exceto o K-DPL e o HQUICK, preservam bem o
pico, indicando que a concentracido maxima nao ¢ aumentada ou diminuida. Nesse
aspecto destacam-se os esquemas de Sweby, o MUSCL, o SMART, o Koren, o UMIST, o
MC, o K-USR e o USPL. Ja o esquema upwind, que € linear de primeira ordem, e todos
os esquemas lineares de segunda ordem da tab. A4.8, ndo preservaram o pico.
Enquanto os esquemas upwind e HQUICK suavizaram o perfil em 41,1%, 22,1% e
32,34%, respectivamente, os esquemas K- Fromm, K-Linear, K-Linear simétrico e K-
QUICK adicionaram ao pico 75,98%, 58,06%, 79,60% e 29,65% respectivamente. O
esquema K-DPL adicionou ao pico 54,27%, mas esse esquema soO € passivel de ser
empregado com certa difusao.

O conhecimento para a razdo do pico mede as oscilagoes introduzidas por
esquemas nao monotonicos. Os resultados da aplicacdo dessa métrica aos esquemas
mostrados nas tab. A4.1 a A4.8, exceto a funcado K-DPL, indicam que esses esquemas
nao introduzem oscilacoes. Note-se, porém, que devido a aritmética de ponto flutuante
e/ou as condi¢cdes de contorno estabelecidas na malha de teste, as funcoes limitadoras
de fluxo néo evitam completamente o aparecimentos de valores negativos. Ja os
resultados dos esquemas lineares de alta ordem tabelados em A4.8 mostram que eles
introduzem fortes oscilagées. Isso ocorre devido a perda de simetria do esquema
numeérico e/ou a inexisténcia da propriedade transportativa, como visto no anexo 1.

A razdo de distribuigcdo indica o comportamento do formato original do perfil de
concentracdo. Os resultados dos esquemas analisados nas tab. A4.1 a A4.7 mostram
que o formado do perfil € retido. As excecdes sdo o esquema upwind, € os esquemas
Minmod, Hundsdorfer, K-MPL2, Roe-Superbee, MPL1 e o K-DPL que também mantém
o formato do pulso onda quadrada, mas ja nao tdo bem quanto os demais. O esquema
HQUICK é o pior dentre os néo lineares, distorcendo muito o perfil da concentracéo de
substancias. Todos os esquemas lineares da tab. A4.8 nao preservam o pulso.

As métricas dos erros absoluto médio e da raiz média quadrada, e as trés normas
refletem as analises anteriores mostrando que as solugdes obtidas com o emprego de
esquemas nao lineares tém um comportamento muito melhor que aqueles obtidos por
esquemas lineares.

Para dar continuidade na discussdo e analise da influéncia do campo de
velocidades na qualidade dos esquemas explicitos para a adveccao horizontal, fez-se
outros experimentos numéricos, como em [ZIJ95] e [ZIJ97], considerando o numero de

Courant C, =0,40 . Note-se, porém, que todos os 32 esquemas séo estaveis, mas cada

qual tem uma determinada condicdo de estabilidade, dada pelo namero de Courant.
Assim, alguns dos esquemas ndo lineares testados, como o SMART e o K-USPL,

somente oferecem bons resultados para C, =0,33.

As tab. A4.9 a A4.14, e A4.15, mostram os resultados dos experimentos para os
nameros de Courant C, =0,40 e C, =0,33, que foram obtidos para a onda quadrada
com o perfil anterior, porém com o campo de velocidades constante
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(u;v)=(0,40m/s;0,0m/s) e (u;v)=(0,33m/s;0,0m/s), respectivamente.

Nesses casos, a distancia de adveccdo € 80Ax e 66AXx, respectivamente, € sdo

obtidas depois de 200 passos de tempo. Nesses experimentos empregou-se uma
malha de 150 x 150 pontos.

TABELA A4.9 - Resultados para o teste com onda quadrada para C,=0,40

métrica x esquema Upwind Chakravan- Sweby Minmod
thy-Osher
massa total (exata) 100,000000 100,000000 100,000000 100,000000
massa total (numérica) 99,9996944 99,999885  99,999916  99,999877
razao do pico (RP) 0,5323314  0,9986966 1,0000025  0,9818968
conhecimento para a RP 0,0000000  -0,0000002 -0,0000003 -0,0000001
razdo de massa 0,9999978  0,9999987  0,9999990  0,9999980
| 1 — razdo de massa | 0,0000021 0,0000012  0,0000009  0,0000019
razao de distribuicao 0,3681417  0,8983882  0,9369926  0,8479105
maximo (numérico) 0,5323314  0,9986966 1,0000025  0,9818968
minimo (numeérico) 0,0000000  -0,0000002 -0,0000003 -0,0000001
erro absoluto médio 0,0096695  0,0049216  0,0049245  0,0049216
erro da RMQ 18,0546593 0,0962203  0,0912286  0,1068887
norma L; 1,9634893  0,9993949  0,9999728  0,9993994
norma L, 1,1556292  0,9478329  0,9679837  0,9208202
norma L, 0,9985898 1,0000001 1,0000025 1,0000001
tempo total (normalizado) 1,0000 1,0593 1,0672 1,0602
TABELA A4.10 - Resultados para o teste com onda quadrada para C=0,40
meétrica x esquema Kappa-PSI R-Kappa Albada Hundsdorfer
massa total (exata) 100,000000 100,000000 100,000000 100,000000
massa total (numérica) 99,999893  99,9999237 99,999839  99,999877
razao do pico (RP) 0,9923493  0,9999930 0,9945154  0,9818968
conhecimento para a RP -0,0000002 -0,0000002 -0,0000002 -0,0000001
razdo de massa 0,9999982  0,9999989  0,9999984  0,9999980
| 1 - razdo de massa | 0,0000017  0,0000010  0,0000015  0,0000019
razdo de distribuicao 0,8749243  0,9174069  0,8867371 0,8479105
maximo (numérico) 0,9923493  0,9999930  0,9945154  0,9818968
minimo (numeérico) -0,0000002 -0,0000002 -0,0000002 -0,0000001
erro absoluto médio 0,0049217 0,0049238 0,0049244 0,0049216
erro da RMQ 0,1014520  0,0928339 0,1125004  0,1068887
norma L; 0,9994016  0,9998377  0,9999647  0,9993994
norma L, 0,9353734  0,9578136  0,9416672  0,9208202
norma L, 1,0000002 1,0000002 1,0000002 1,0000001
tempo total (normalizado) 1,0772 1,0761 1,0679 1,0677
TABELA A4.11 - Resultados para o teste com onda quadrada para C=0,40
métrica x esquema 23A 23B Kappa Roe-
-MPL2 Superbee
massa total (exata) 100,000000 100,000000 100,000000 100,000000
massa total (numérica) 99,999809  99,999809  99,999877  99,999877
razao do pico (RP) 0,9928336  0,9798792  0,9818968  0,9818968
conhecimento para a RP -0,0000002 -0,0000001 -0,0000001 -0,0000001
razao de massa 0,9999980  0,9999987  0,9999980  0,9999980
| 1 - razdo de massa | 0,0000019  0,0000012  0,0000019  0,0000019
razdo de distribuicao 0,8792042  0,8517879  0,8479105  0,8479105
maximo (numérico) 0,9928336  0,9798792  0,9818968  0,9818968
minimo (numérico) -0,0000002  -0,0000001 -0,0000001 -0,0000001
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erro absoluto médio

erro da RMQ
norma L;
norma L,
norma L,

tempo total (normalizado)

0,0049244
0,1144533
0,9999576
0,9376589
1,0000001
1,0596

0,0049243
0,1207351
0,9999480
0,9229235
1,0000000
1,0795

0,0049242
0,1184705
0,9999197
0,9208205
1,0000001
1,0844

0,0049242
0,1184705
0,9999197
0,9208205
1,0000001
1,0745

TABELA A4.12 - Resultados para o teste com onda quadrada para C=0,40

métrica x esquema Ospre CHARM ISNAS MUSCL
massa total (exata) 100,000000 100,000000 100,000000 100,000000
massa total (numérica) 99,999824  99,999931 99,9999384 99,9999464
razéo do pico (RP) 0,9998095  0,9999422  0,9999424  1,0000067
conhecimento para a RP -0,0000002 -0,0000002 -0,0000002 -0,0000003
razado de massa 0,9999985  0,9999989  0,9999989  0,9999995
| 1 - razdo de massa | 0,0000014  0,0000010  0,0000010  0,0000004
razao de distribuicdo 0,9123188  0,9096885  0,9096882  0,9353405
maximo (numérico) 0,9998095  0,9999422  0,9999424  1,0000067
minimo (numérico) -0,0000002 -0,0000002 -0,0000002 -0,0000003
erro absoluto médio 0,0049236  0,0049236  0,0049245  0,0049235
erro da RMQ 0,0951911  0,0957071  0,1024183  0,0845029
norma L; 0,9997862  0,9998001  0,9999742  0,9997790
norma L 0,9551536  0,9537758  0,9537757  0,9671299
norma L, 1,0000002 1,0000002 1,0000002 1,0000067
tempo total (normalizado) 1,0668 1,0687 1,0698 1,0744
TABELA A4.13 - Resultados para o teste com onda quadrada para C:=0,40
métrica x esquema Koren Davis UMIST van Leer
massa total (exata) 100,000000 100,000000 100,000000 100,000000
massa total (numérica) 99,999954  99,999969  100,000007 100,000015
razao do pico (RP) 1,0000064  0,9996923  1,0000065  1,0000040
conhecimento para a RP -0,0000003 -0,0000002 -0,0000002 -0,0000002
razdo de massa 0,9999996  0,9999995  0,9999996  0,9999997
| 1 - razdo de massa | 0,0000003  0,0000004  0,0000003  0,0000002
razao de distribuicdo 0,9320565  0,8946171  0,9236349  0,9226205
maximo (numérico) 1,0000064  0,9996923  1,0000065  1,0000040
minimo (numérico) -0,0000003 -0,0000002 -0,0000002 -0,0000002
erro absoluto médio 0,0049246  0,0049232  0,0049246  0,0049245
erro da RMQ 0,0906872  0,0959640  0,0912286  0,0941508
norma L; 0,9999911  0,9997251  0,9999925  0,9999858
norma L, 0,9654307  0,9458418 0,9610593  0,9605313
norma L, 1,0000064  1,0000002 1,0000065 1,0000040
tempo total (normalizado) 1,0748 1,0539 1,0591 1,0851
TABELA A4.14 - Resultados para o teste com onda quadrada para G=0,40
métrica x esquema HCUS Kappa-USR Kappa- MC
MPL1
massa total (exata) 100,000000 100,000000 100,000000 100,000000
massa total (numérica) 99,999969  99,999931 99,9999384 99,999946
razao do pico (RP) 1,0000015  1,0000066  0,9674986  1,0000067
conhecimento para a RP -0,0000003 -0,0000003 -0,0000001 -0,0000003
razdo de massa 0,9999990  0,9999993  0,9999989  0,9999995
| 1 - razdo de massa | 0,0000009  0,0000006  0,0000010  0,0000004
razao de distribuicao 0,9210738  0,9345550  0,7520306  0,9353405
maximo (numérico) 1,0000015  1,0000066  0,9674986  1,0000067
minimo (numérico) -0,0000003  -0,0000003 -0,0000001 -0,0000003
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erro absoluto médio 0,0049241  0,0049245  0,0049228  0,0049235
erro da RMQ 0,0925683  0,0882097  0,1122813  0,0845029
norma L; 0,9998963  0,9999876  0,9996357  0,9997790
norma L, 0,9597258  0,9667238  0,8671968  0,9671299
norma L, 1,0000015 1,0000066 1,0000001 1,0000067
tempo total (normalizado) 1,0538 1,0687 1,0738 1.0633

TABELA A4.15 - Resultados para o teste com onda quadrada para G=0,33

métrica x esquema SMART Kappa-
USPL

massa total (exata) 100,000000 100,000000
massa total (numérica) 99,9999614 99,9999618
razao do pico (RP) 1,0000066  -0,0000003
conhecimento para a RP -0,0000003 1,0000073
razdo de massa 0,9999996  0,9999996
| 1 - razdo de massa | 0,0000003  0,0000003
razao de distribuicao 0,9292561 0,9388055
maximo (numérico) 1,0000066 1,0000073
minimo (numérico) -0,0000003 -0,0000003
erro absoluto médio 0,0016447 0,0016452
erro da RMQ 0,1667131 0,2311642
norma L 0,3339843  0,3340850
norma L, 0,4619587  0,4721809
norma L, 0,8781858  0,9124545
tempo total (normalizado) 1,0616 1,0719

Analogamente aos resultados mostrados nas tab. A4.1 a A4.8, a abordagem fluxo
numeérico conserva bem a massa total para os esquemas de solucao desenvolvidos e
implementados. O esquema menos conservativo foi o wupwind, que perdeu
aproximadamente 0,00030% de massa em 80s. Note-se que os esquemas lineares de
alta ordem (tab. A4.8), e os nao lineares K-DPL e HQUICK, nao foram tabelados, pois
os seus resultados se mostraram muito piores que aqueles resultados obtidos com
C,.=0,25. Por exemplo, quando C, =0,33 tem-se, para os limites Fromm, K-Linear e

K-Linear simétrico, que a métrica para medir as oscilacoes introduzidas por esquemas
nao monotonicos (conhecimento para a razéo do pico), fornece os valores —45,2470626,
-10,5736217 e -15,9294815, respectivamente, indicando fortes oscilacées nesses

métodos quando C, =0,33.

Todos os demais esquemas nao lineares das tab. A4.9 a A4.15 preservam bem o
pico, mantendo concentracdo maxima. Destacam-se os esquemas de Sweby, o R-

Kappa, o MUSCL, o Koren, UMIST, van Leer, o HCUS, o K-USR e MC para C, =0,40.

Os esquemas SMART e K-USPL também preservam bem o pico para C,=0,33. Ja o
esquema upwind nao preserva o pico, suavizando-o em aproximadamente em 46,77%.

O conhecimento para a razdo do pico, que mede as oscilacoes introduzidas por
esquemas nao monotonicos, indica que esses esquemas nao introduzem oscilacoes,
sendo que todos erros sao iguais ou menores que da O(10¢). Porém, que devido a
aritmética de ponto flutuante e/ou as condicdes de contorno estabelecidas na malha
de teste, nao se evita completamente o aparecimentos de valores negativos.

A razdo de distribuicdo, que indica o comportamento do formato original do perfil
de concentracdo, mostra que os esquemas analisados nas tab. A4.9 a A4.15 retém o
perfil. As excecoes sdo os esquemas upwind e K-MPL1. O resultado para o esquema
upwind (tab. A4.9) mostra que esse esquema distorce muito o perfil (forte suavizacao),
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mostrando a influéncia do campo de velocidades na manutencao, ou nao, desse perfil
de concentracao quando de sua adveccao ao longo do dominio computacional.

Ja as meétricas relacionadas aos erros e as normas refletem os resultados

anteriores mostrando que as solucbes obtidas por esquemas nao lineares tém um
comportamento muito melhor que aqueles comportamentos obtidos pelo esquema
linear upwind. Isso pode ser visto sobretudo no grande erro mostrado pela métrica da
raiz média quadrada. Nesse caso, o erro € aproximadamente 18 vezes maior que
qualquer outro esquema.

Todos os resultados apresentados nas tabelas sdo com apenas sete casas
decimais apods a virgula, e foram obtidos com precisao simples (float), padrao IEEE754.
Experimentos numeéricos com todas as funcgdoes implementadas neste trabalho
mostram que os resultados com precisao dupla (double) sdo praticamente os mesmos
que os obtidos com precisdo simples. Alguns dos experimentos feitos sdo como
mostrado nas tab. A4.16 a A4.21.

TABELA A4.16 - Experimento numeérico para a onda quadrada com C=0,25. Analise
da precisdo dos resultados do esquema upwind com parametros
0,00025, 100x100, 200 ciclos, S°x10x10

métrica x concentracdo S0=1, float SO=1, double
massa total (exata) 100,00000000000 100,00000000000
massa total (numérica) 99,94924926758  99,94933319092
razao do pico (RP) 0,587848067284 0,587848722935
conhecimento para a RP 0,000000000000 0,000000000000
razao de massa 0,999563064575 0,999564132690
| 1 - razdo de massa | 0,000436935425 0,000435867310
razao de distribuicao 0,411328204266 0,411328878031
maximo (numérico) 0,587848067284 0,587848722935
minimo (numérico) 0,000000000000 0,000000000000
erro absoluto médio 0,010578584666 0,010578582019
erro da RMQ 0,260646184736 0,260646062900
norma L; 0,914941787720 0,914941558838
norma Lo 0,578293997051 0,578294031318
norma L, 0,665362596512 0,665362477303

TABELA A4.17 - Experimento numeérico para a onda quadrada com GC=0,25. Analise
da precisdao dos resultados do esquema upwind com parametros
0,00025, 100x100, 200 ciclos, S°x10x10

meétrica x concentracao

S0=10%, float

S0=104, double

massa total (exata)
massa total ( numérica)
razao do pico (RP)

1000000,00000000
999492,9375000000

0,587848046875

1000000,00000000
999493,50000000
0,587848535156

conhecimento para a RP 0,000000000000 0,000000000000
razao de massa 0,999562875000 0,999563500000
| 1 - razdo de massa | 0,000437125000 0,000436500000
razao de distribuicao 0,411329102497 0,411329421666
maximo (numérico) 5878,480468750 5878,48535156250
minimo (numeérico) 0,000000000000 0,000000000000
erro absoluto médio 105,795785639958 105,795727829807
erro da RMQ 0,318900529880 0,318900485622
norma L 0,915027750000 0,915027250000
norma L, 0,578294530482 0,578294369507

norma L.,

0,665362646484

0,665362646484
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TABELA A4.18 - Experimento numeérico para a onda quadrada com C=0,25. Analise
‘lda precisdo dos resultados do esquema Roe-Superbee com
parametros 0,00025, 100x100, 200 ciclos, S°%10x10

métrica x concentracao S0=1, float SO=1, double
massa total (exata) 100,0000000000  100,00000000000
massa total (numeérica) 99,09985504150  99,99990081787
razdo do pico (RP) 0,949380159378 0,949380457401
conhecimento para a RP -0,000000105838 -0,000000105838
razao de massa 0,999997558594 0,999998168945
| 1 - razdo de massa | 0,000002441406 0,000001831055
razao de distribuicao 0,775151081828 0,775151398894
maximo (numérico) 0,949380159378 0,949380457401
minimo (numérico) -0,000000105838 -0,000000105838
erro absoluto médio 0,003664343546 0,003664341341
erro da RMQ 0,167228062855 0,167228052305
norma L 0,316929073334 0,316928882599
norma L, 0,274126304784 0,274126151167
norma L, 0,502402186394 0,502402245998

TABELA A4.19 - Experimento numeérico para a onda quadrada com C=0,25. Analise
da precisao dos resultados do esquema Roe-Superbee com
parametros 0,00025, 100x100, 200 ciclos, S°<10x10

métrica x concentracdo S0=104, float S0=104, double
massa total (exata) 1000000,000000000 1000000,000000000
massa total (numérica) 999998,937500000 999999,6875000000
razao do pico (RP) 0,949379296875 0,949379882812
conhecimento para a RP -0,000000000006 -0,000000000006
razao de massa 0,999999250000 0,999999687500

| 1 - razdo de massa | 0,000000750000 0,000000312500
razao de distribuicao 0,775151836771 0,775153060253
maximo (numeérico) 9493,7929687500 9493,79882812500
minimo (numeérico) -0,000000062994 -0,000000062994
erro absoluto médio 36,652456208810 36,652412851197
erro da RMQ 0,243986800634 0,243986786173
norma L; 0,317007093750 0,317006718750
norma L, 0,274126608581 0,274126414529
norma L, 0,502402050781 0,502402148437

TABELA A4.20 - Experimento numeérico para a onda quadrada com GC=0,25. Analise
da precisdo dos resultados do esquema UMIST com parametros
0,00025, 100x100, 200 ciclos, S°x10x10

métrica x concentracdo So=1, float SO=1, double
massa total (exata) 100,00000000000 100,00000000000
massa total (numérica) 99,99997711182 99,99996948242
razdo do pico (RP) 0,999998211861 0,999996244907
conhecimento para a RP -0,000000198382  -0,000000198867
razao de massa 0,999999465942 0,999999313354
| 1 - razao de massa | 0,000000534058 0,000000686646
razao de distribuicao 0,889888297737 0,889886712409
maximo (numérico) 0,999998211861 0,999996244907
minimo (numérico) -0,000000198382  -0,000000198867
erro absoluto médio 0,002231752050 0,002231760209

erro da RMQ
norma L;

0,104808839929
0,193024234772

0,104808781014
0,193024940491
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norma L,
norma L.,

0,237010555258
0,458413541317

0,237010346232
0,458413422108

TABELA A4.21 - Experimento numérico para a onda quadrada com C=0,25. Analise
da precisdo dos resultados do esquema UMIST com parametros
0,00025, 100x100, 200 ciclos, S°x10x10

métrica x concentracao S0=104, float S9=104, double
massa total (exata) 999999,56250000 1000000,000000000
massa total (numeérica) 1000000,000000000 999999,7500000000
razdo do pico (RP) 0,999996679687 0,999994824219
conhecimento para a RP -0,000000001243 -0,000000001322
razdo de massa 0,999999562500 0,999999250000

| 1 - razao de massa | 0,000000437500 0,000000750000
razao de distribuicao 0,889888538666 0,889887634353
maximo (numérico) 9999,966796875000 9999,94824218750
minimo (numérico) -0,000012426864 -0,000013222519

erro absoluto médio 22,318430960227 22,318537547693

erro da RMQ 0,128587119025 0,128587029844
norma L 0,193032109375 0,193033031250
norma L, 0,237010856531 0,237010463759
norma L, 0,458410449219 0,458410595703

Dado que algumas das métricas consideram o erro relativo (anexo 2), considerou-
se para efeito de calculo apenas aquelas células cuja concentracao fosse maior ou igual
a 2,5.10". Com essa abordagem, os resultados mais afetados sdo aqueles das
meétricas para o erro absoluto médio e para o erro da raiz média quadrada, ja que sao
as medidas de desempenho diretamente afetadas pelo nimero de células da malha de
teste. Experimentos numéricos com todas as funcoes implementadas neste trabalho
mostram que os resultados para 0,00025 e para 0,0000000025 sao praticamente os
mesmos, exceto as métricas relativas ao erros. Alguns dos experimentos feitos sao
como mostrado nas tab. A4.22 a A4.27.

TABELA A4.22 - Experimento numeérico para a onda quadrada com C=0,25. Analise
dos resultados quando da imposicao da restricao para erro relativo no
esquema upwind com parametros 100x100, 200 ciclos, S°x10x10,
float.

meétrica x concentracao

S0=1 e 0,00025 S0=1 e 0,0000000025

massa total (exata) 100,00000000000 100,00000000000
massa total (numérica) 99,94924926758 99,94924926758
razdo do pico (RP) 0,587848067284 0,587848067284
conhecimento para a RP 0,000000000000 0,000000000000
razdo de massa 0,999563064575 0,999563064575
| 1 - razdo de massa | 0,000436935425 0,000436935425
razao de distribuicao 0,411328204266 0,411328204266
maximo (numérico) 0,587848067284 0,587848067284
minimo (numérico) 0,000000000000 0,000000000000
erro absoluto médio 0,010578584666 0,010579576160
erro da RMQ 0,260646184736 0,318900540944
norma L; 0,914941787720 0,915027542114
norma L, 0,578293997051 0,578293997051
norma L., 0,665362596512 0,665362596512




226

TABELA A4.23 - Experimento numeérico para a onda quadrada com C=0,25. Analise

dos resultados quando da imposicao da restricao para erro relativo no
esquema upwind com parametros 100x100, 200 ciclos, S°<10x10,

float.

meétrica x concentracao

S0=104, 0,00025

S0=104, 0,0000000025

massa total (exata)
massa total (numérica)
razdo do pico (RP)
conhecimento para a RP
razdo de massa

| 1 - razdo de massa |
razao de distribuicao
maximo (numeérico)
minimo (numerico)
erro absoluto médio
erro da RMQ

norma L

norma L,

norma L

1000000,000000000
999492,937500000
0,587848046875
0,000000000000
0,999562875000
0,000437125000
0,411329102497
5878,48046875000
0,000000000000
105,795785639958
0,318900529880
0,915027750000
0,578294530482
0,665362646484

1000000,0000000000
999492,93750000000
0,587848046875
0,000000000000
0,999562875000
0,000437125000
0,411329102497
5878,4804687500
0,000000000000
105,795785639958
0,362507874056
0,915027750000
0,578294530482
0,665362646484

TABELA A4.24 - Experimento numeérico para a onda quadrada com C=0,25. Analise

dos resultados quando da imposicao da restricao para erro relativo no
esquema Roe-Superbee com parametros 100x100, 200 ciclos,

So%x10x10, float.

métrica x concentracao So=1, 0,00025 So=1, 0,0000000025
massa total (exata) 100,00000000000 100,00000000000
massa total (numeérica) 99,99985504150 99,99985504150
razao do pico (RP) 0,949380159378 0,949380159378
conhecimento para a RP -0,000000105838 -0,000000105838
razao de massa 0,999997558594 0,999997558594

| 1 - razdo de massa | 0,000002441406 0,000002441406
razao de distribuicao 0,775151081828 0,775151081828
maximo (numérico) 0,949380159378 0,949380159378
minimo (numérico) -0,000000105838 -0,000000105838
erro absoluto médio 0,003664343546 0,003665245948
erro da RMQ 0,167228062855 0,250994358445
norma L; 0,316929073334 0,317007122040
norma L, 0,274126304784 0,274126304784
norma L, 0,502402186394 0,502402186394

TABELA A4.25 - Experimento numérico para a onda quadrada com C=0,25. Analise

dos resultados quando da imposicao da restricao para erro relativo no
esquema Roe-Superbee com parametros 100x100, 200 ciclos,

S%%10x10, float.

métrica x concentracao

S0=104, 0,00025

S0=104, 0,0000000025

massa total (exata)
massa total (numérica)
razao do pico (RP)
conhecimento para a RP
razao de massa

| 1 - razdo de massa |
razao de distribuicao
maximo (numérico)
minimo (numeérico)

1000000,000000000
999998,9375000000
0,949379296875
-0,000000000006
0,999999250000
0,000000750000
0,775151836771
9493,792968750000
-0,000000062994

1000000,000000000

999998,93750000000

0,949379296875
-0,000000000006
0,999999250000
0,000000750000
0,775151836771
9493,7929687500
-0,000000062994
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erro absoluto médio
erro da RMQ
norma L

norma L,

norma L,

36,652456208810
0,243986800634
0,317007093750
0,274126608581
0,502402050781

36,652459821945
0,290694921281
0,317007125000
0,274126608581
0,502402050781

TABELA A4.26 - Experimento numeérico para a onda quadrada com GC=0,25. Analise
dos resultados quando da imposicao da restricao para erro relativo no
esquema UMIST com parametros 100x100, 200 ciclos, S%<10x10,
float.

métrica x concentracao So0=1, 0,00025 So=1, 0,0000000025
massa total (exata) 100,00000000000 100,00000000000
massa total (numérica) 99,99997711182 99,99997711182
razdo do pico (RP) 0,999998211861 0,999998211861
conhecimento para a RP -0,000000198382 -0,000000198382
razao de massa 0,999999465942 0,999999465942
| 1 - razao de massa | 0,000000534058 0,000000534058
razao de distribuicao 0,889888297737 0,889888297737
maximo (numeérico) 0,999998211861 0,999998211861
minimo (numérico) -0,000000198382 -0,000000198382
erro absoluto médio 0,002231752050 0,002231841364

erro da RMQ 0,104808839929 0,176031817927
norma L 0,193024234772 0,193031959534
norma L, 0,237010555258 0,237010555258
norma L 0,458413541317 0,458413541317

TABELA A4.27 - Experimento numeérico para a onda quadrada com C=0,25. Analise
dos resultados quando da imposicao da restricao para erro relativo no
esquema UMIST com parametros 100x100, 200 ciclos, S°<10x10,
float.

métrica x concentracdo

S0=10%, 0,00025 S0=104, 0,0000000025

massa total (exata) 1000000,000000000  1000000,0000000000
massa total (numérica) 1000000,000000000  1000000,0000000000
razao do pico (RP) 0,999996679687 0,999996679687
conhecimento para a RP -0,000000001243 -0,000000001243
razao de massa 0,999999562500 0,999999562500
| 1 - razdo de massa | 0,000000437500 0,000000437500
razao de distribuicao 0,889888538666 0,889888538666
maximo (numérico) 9999,966796875000 9999,966796875000
minimo (numeérico) -0,000012426864 -0,000012426864

erro absoluto médio
erro da RMQ
norma L

norma L,

norma L,

22,318430960227
0,128587119025
0,193032109375
0,237010856531
0,458410449219

22,318430960227
0,186244532583
0,193032109375
0,237010856531
0,458410449219

Além disso, foram testados outros perfis para a onda quadrada, como os
10x10x10, 100x10x10, 1000x10x10, 1x5x5, 10x5x5, 100x5x5,
1000x5x5, 1x20x20, 10x20x20, 100x20x20 e 1000x20x 20, etc. Os
resultados foram analogos aos apresentados anteriormente, sendo que o erro absoluto
médio aquela meétrica que melhor caracteriza as diferencas entre os perfis que
apresentam grandes variacoes na concentracao inicial SO. Foram feitos experimentos
numeéricos com todas as 32 funcoes limitadoras de fluxos implementadas neste
trabalho. Alguns dos experimentos feitos sao como mostrado nas tab. A4.28 a A4.45.
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TABELA A4.28 - Resultados para o teste com onda quadrada para C~=0,25 analisando

a influéncia do perfil para o esquema Roe-Superbee com parametros
0,00025, 100x100, float, S°x10x10

métrica x concentracdo S0=1 S0=10 S0=102
massa total (exata) 100,000000 1000,000000 10000,000000
massa total (numérica) 99,999855 999,9981079 9999,9824218
razao do pico (RP) 0,9493801 0,9493795 0,9493795
conhecimento para a RP -0,0000000 -0,0000000 -0,0000000
razao de massa 0,9999975 0,9999990 0,9999979

| 1 - razao de massa | 0,0000024 0,0000009 0,0000020
razao de distribuicao 0,7751510 0,7751514 0,7751511
maximo (numeérico) 0,9493801 9,4937953 94,9379501
minimo (numérico) -0,0000000 -0,0000000 -0,0000000
erro absoluto médio 0,0036643 0,0366518 0,3665239
erro da RMQ 0,1672280 0,1920103 0,2109476
norma L; 0,3169290 0,3170016 0,3170065
norma L, 0,2741263 0,2741263 0,2741264
norma L, 0,5024021 0,5024021 0,5024020

TABELA A4.29 - Resultados para o teste com onda quadrada para C=0,25 analisando

a influéncia do perfil para o esquema Roe-Superbee com parametros
0,00025, 100x100, float, S°x10x10

métrica x concentracio S0=103 SO0=10% S0=105

massa total (exata) 100000,000000  1000000,000000 10000000,00000
massa total (numerica) 99999,8359375  999998,9375000 9999985,000000

razdo do pico (RP) 0,9493794 0,9493792 0,9493793
conhecimento para a RP -0,0000000 -0,0000000 -0,0000000
razdo de massa 0,9999988 0,9999992 0,9999985

| 1 - razao de massa | 0,0000011 0,0000007 0,0000015
razao de distribuicao 0,7751514 0,7751518 0,7751504
maximo (numeérico) 949,3794555 9493,7929687 94937,9375000
minimo (numérico) -0,0000000 -0,0000000 -0,0000000
erro absoluto médio 3,6652446 36,6524562 366,5246849
erro da RMQ 0,2283196 0,2439868 0,2571379
norma L; 0,3170070 0,3170070 0,3170072
norma L, 0,2741264 0,2741266 0,2741264
norma L, 0,5024020 0,5024020 0,5024021

TABELA A4.30 - Resultados para o teste com onda quadrada para C~=0,25 analisando
a influéncia do perfil para esquema Roe-Superbee com parametros

0,00025, 100x100, float, SOx10x10

métrica x concentracdo S0=106 S0=107
massa total (exata) 100000000,00000 1000000000,0000
massa total (numeérica) 99999808,000000 999999040,00000
razao do pico (RP) 0,9493793 0,9493790
conhecimento para a RP -0,0000000 -0,0000000
razao de massa 0,9999991 0,9999996

| 1 - razdo de massa | 0,0000008 0,0000003
razao de distribuicao 0,7751514 0,7751503
maximo (numérico) 949379,3750000 9493790,000000
minimo (numérico) -0,0000000 -0,0000000
erro absoluto médio 3665,2445369 36652,4832928
erro da RMQ 0,2698627 0,2799565
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norma L; 0,3170070 0,3170073
norma L, 0,2741264 0,2741264
norma L, 0,5024022 0,5024021

TABELA A4.31 - Resultados para o teste com onda quadrada para C=0,25 analisando

a influéncia do perfil para o esquema Upwind com parametros
0,00025, 100x100, float, S°%x10x10

meétrica x concentracao S0=1 S0=10 S0=102
massa total (exata) 100,000000 1000,000000 10000,000000
massa total (numérica) 99,9492492 999,4917602 9994,9052734
razdo do pico (RP) 0,5878480 0,5878479 0,5878480
conhecimento para a RP 0,0000000 0,0000000 0,0000000
razdo de massa 0,9995630 0,9995642 0,9995639
| 1 - razao de massa | 0,0004369 0,0004357 0,0004360
razao de distribuicao 0,4113282 0,4113285 0,4113281
maximo (numérico) 0,5878480 5,8784799 58,784805
minimo (numérico) 0,0000000 0,0000000 0,0000000
erro absoluto médio 0,0105681 0,1057949 1,0579581
erro da RMQ 0,2606461 0,2761541 0,2924221
norma L; 0,9140417 0,9150202 0,9150280
norma L, 0,5782939 0,5782942 0,5782939
norma L, 0,6653625 0,6653626 0,6653625

TABELA A4.32 - Resultados para o teste com onda quadrada para C=0,25 analisando

a influéncia do perfil para o esquema upwind com parametros

0,00025, 100x100, float, SO 10x10

métrica x concentracao S0=103 SO0=10% S0=105
massa total (exata) 100000,000000  1000000,000000 10000000,00000
massa total (numérica) 99949,2578125 999492,9375000 9994917,000000
razdo do pico (RP) 0,5878479 0,5878480 0,5878480
conhecimento para a RP 0,0000000 0,0000000 0,0000000
razdo de massa 0,9995631 0,9995628 0,9995641

| 1 - razdo de massa | 0,0004368 0,0004371 0,0004359
razao de distribuicao 0,4113281 0,4113291 0,4113278
maximo (numérico) 587,8479614 5878,4804687 58784,8085937
minimo (numérico) 0,00000000 0,0000000 0,0000000
erro absoluto médio 10,5795738 105,7957856 1057,9581454
erro da RMQ 0,9150273 0,3189005 0,3299485
norma L; 0,9150273 0,9150277 0,9150280
norma L, 0,5782940 0,5782945 0,5782938
norma L, 0,6653625 0,6653626 0,6653625

TABELA A4.33 - Resultados para o teste com onda quadrada para G=0,25 analisando

a influéncia do perfil para o esquema Upwind com parametros
0,00025, 100x100, float, S°%x10x10

métrica x concentracdo S0=106 S0=107
massa total (exata) 100000000,00000 1000000000,0000
massa total (numérica) 99949352,000000 999492544,00000
razéo do pico (RP) 0,5878479 0,5878480
conhecimento para a RP 0,0000000 0,0000000
razao de massa 0,9995635 0,9995641

| 1 - razao de massa | 0,0004364 0,0004358
razao de distribuicao 0,4113281 0,4113284

maximo (numérico) 587847,9375000  5878480,5000000
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minimo (numérico) 0,0000000 0,0000000
erro absoluto médio 10579,5759047 105795,8404439
erro da RMQ 0,3416550 0,3519895
norma L 0,9150275 0,9150282
norma L, 0,5782941 0,5782940
norma L, 0,6653625 0,6653626

TABELA A4.34 - Resultados para o teste com onda quadrada para C=0,25 analisando
a influéncia do perfil para esquema UMIST com parametros 0,00025,

100x100, float, S°x10x10

meétrica x concentracao S0=1 S0=10 S0=102
massa total (exata) 100,000000 1000,000000 10000,0000000
massa total (numérica) 99,9999771 999,9998779 9999,9980468
razdo do pico (RP) 0,9999982 0,9999964 0,9999967
conhecimento para a RP -0,0000001 -0,0000000 -0,0000000
razao de massa 0,9999994 0,9999995 1,0000001

| 1 - razao de massa | 0,0000005 0,0000004 0,0000001
razao de distribuicao 0,8898882 0,8898880 0,8898885
maximo (numeérico) 0,9999982 9,9999647 99,9996795
minimo (numérico) -0,0000001 -0,0000002 -0,0000002
erro absoluto médio 0,0022301 0,0223183 0,2231844
erro da RMQ 0,1048088 0,1112309 0,1173020
norma L; 0,1930242 0,1930314 0,1930321
norma L, 0,2370105 0,2370107 0,2370106
norma L, 0,4584135 0,4584103 0,4584110

TABELA A4.35 - Resultados para o teste com onda quadrada para C=0,25 analisando

a influéncia do perfil para o esquema UMIST com parametros
0,00025, 100x100, float, S°%x10x10

métrica x concentracao S0=103 SO0=10% S0=105
massa total (exata) 100000,0000000 1000000,000000 1000000,000000
massa total (numeérica) 100000,0546875 1000000,000000 9999996,000000
razéo do pico (RP) 0,9999968 0,9999966 0,9999964
conhecimento para a RP -0,0000000 -0,0000000 -0,000000
razao de massa 1,0000003 0,9999995 0,9999999

| 1 - razdo de massa | 0,0000003 0,0000004 0,0000001
razao de distribuicao 0,8898883 0,8898885 0,8898874
maximo (numeérico) 999,9968261 9999,9667968 99999,6484375
minimo (numérico) -0,0000005 -0,0000124 -0,0001264
erro absoluto médio 2,2318446 22,3184309 223,1845589
erro da RMQ 0,1230739 0,1285871 0,1338734
norma L; 0,1930322 0,1930321 0,1930323
norma L, 0,2370106 0,2370108 0,2370105
norma L, 0,4584106 0,4584104 0,4584106

TABELA A4.36 - Resultados para o teste com onda quadrada para G=0,25 analisando
a influéncia do perfil para esquema UMIST com parametros 0,00025,

100x100, float, S°x10x10

métrica x concentracao S0=106 S0=107
massa total (exata) 100000000,00000 1000000000,0000
massa total (numérica) 99999944,000000 999999744,00000
razdo do pico (RP) 0,9999957 0,9999947
conhecimento para a RP -0,0000000 -0,0000000
razao de massa 0,9999996 0,9999995
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| 1 -razao de massa | 0,0000004 0,0000004
razao de distribuicao 0,8898874 0,8898856
maximo (numérico) 999995,750000 9999947,000000
minimo (numérico) -0,0013027 -0,0106831
erro absoluto médio 2231,8503873 22318,5496589
erro da RMQ 0,1389587 0,1438643
norma L; 0,1930327 0,1930331
norma L, 0,2370105 0,2370101
norma L, 0,4584105 0,4584104

TABELA A4.37 - Resultados para o teste com onda quadrada para G=0,25 analisando
a influéncia do perfil para o esquema UMIST com parametros
0,00025, 100x100, float, S°20x20
métrica x concentracao So=1 SO0=10% S0=107
massa total (exata) 400,0000000 4000000,000000 4000000000,000
massa total (numérica) 399,9998779 3999998,50000 399998156,0000
razdo do pico (RP) 0,9999998 0,9999982 0,9999982

conhecimento para a RP -0,0000000 -0,0000000 -0,0000000
razao massa 0,9999984 0,9999987 1,0000010

| 1 - razdo de massa | 0,0000015 0,0000012 0,0000010
razao de distribuicao 0,9447599 0,9447613 0,9447596
maximo (numérico) 0,9999998 9999,9824218 9999982,00000
minimo (numérico) -0,000000 -0,0000154 -0,0123558
erro absoluto médio 0,0045507 45,5092062 45509,3092843
erro da RMQ 0,1436588 0,1755345 0,1960697
norma L; 0,0983977 0,0984022 0,0984029
norma L, 0,1674878 0,1674877 0,1674878
norma L, 0,4584137 0,4584132 0,4584132

TABELA A4.38 - Resultados para o teste com onda quadrada para G=0,25 analisando
a influéncia do perfil para o esquema upwind com parametros
0,00025, 100x100, float, S°20x20
métrica x concentracao So=1 SO0=10% S0=107
massa total (exata) 400,0000000 4000000,00000  4000000000,000
massa total (numérica) 393,2933959 3932937,750000 3932932864,000

razao do pico (RP) 0,8999948 0,8999948 0,8999950
conhecimento para a RP 0,0000000 0,0000000 0,0000000
razao de massa 0,9846802 0,9846783 0,9846831
| 1 - razdo de massa | 0,0153197 0,0153216 0,0153168
razao de distribuicao 0,6539777 0,6539786 0,6539790
maximo (numérico) 0,8999948 8999,9482421 8999950,000000
minimo (numérico) 0,0000000 0,0000000 0,0000000
erro absoluto médio 0,0220083 220,0953578 220095,4302231
erro da RMQ 0,2994133 0,3665969 0,4025252
norma L; 0,4758745 0,4759011 0,4759035
norma L, 0,3750895 0,3750898 0,3750897
norma L., 0,6189880 0,6189880 0,6189881

TABELA A4.39 - Resultados para o teste com onda quadrada para G=0,25 analisando
a influéncia do perfil para o esquema Roe-Superbee com parametros
0,00025, 100x100, float, S°x20x20
So=1 SO0=10% S0=107
400,0000000 4000000,000000 4000000000,000
399,9911193 3999906,00000 3999913984,000

métrica x concentracao
massa total (exata)
massa total (numeérica)
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razao do pico (RP)
conhecimento para a RP
razao de massa

| 1 - razdo de massa |
razao de distribuicao
maximo (numeérico)
minimo (numerico)
erro absoluto médio
erro da RMQ

norma L

norma L,

norma L,

0,9996355
-0,0000000
0,9999824
0,0000175
0,8914871
0,9996355
-0,0000000
0,0072197
0,2243776
0,1561099
0,1904938
0,5105758

0,9996349
-0,0000000
0,9999820
0,0000180
0,8914870

9996,3496093

-0,0000000
72,2101688
0,2931831
0,1561364
0,1904938
0,5105754

0,9996348
-0,0000000
0,9999857
0,0000142
0,8914891
9996348,00000
-0,0000000
72210,0626662
0,3269305
0,1561369
0,1904937
0,5105756

TABELA A4.40 - Resultados para o teste com onda quadrada para G=0,25 analisando
a influéncia do perfil para o esquema Roe-Superbee com parametros
0,00025, 100x100, float, S%5x5
métrica x concentracao So=1 SO0=10% S0=107

massa total (exata) 25,0000000 25000,000000  250000000,0000
massa total (numérica) 25,0000019 24999,9960937 249999904,0000
razao do pico (RP) 0,6435598 0,6435595 0,6435594
conhecimento para a RP -0,0000001 -0,0000000 -0,0000000
razao de massa 0,9999993 0,9999994 0,9999991
| 1 - razdo de massa | 0,0000006 0,0000005 0,0000008
razao de distribuicao 0,4984892 0,4984892 0,4984891
maximo (numérico) 0,6435598 643,5595092 6435594,00000
minimo (numérico) -0,0000001 -0,0000001 -0,0000000
erro absoluto médio 0,0022234 2,2238217 22238,20557289
erro da RMQ 0,1328199 0,1804332 0,2330080
norma L; 0,7692102 0,7693533 0,7693529
norma L, 0,5201496 0,5201501 0,5201500
norma L, 0,5891063 0,5891063 0,5891064

TABELA A4.41 - Resultados para o teste com onda quadrada para G=0,25 analisando
a influéncia do perfil para o esquema upwind com parametros
0,00025, 100x100, float, Sx5x5
métrica x concentracao So=1 SO0=10% S0=107

massa total (exata) 25,0000000 25000,000000  250000000,0000
massa total (numeérica) 24,9985027 24998,5058593 249985168,0000
razao do pico (RP) 0,3190271 0,3190272 0,3190272
conhecimento para a RP 0,0000000 0,0000000 0,0000000
razao de massa 0,9999497 0,9999504 0,9999508

| 1 - razdo de massa | 0,0000502 0,0000495 0,0000491
razao de distribuicao 0,2180794 0,2180794 0,2180795
maximo (numérico) 0,3190271 319,02725 3190272,250000
minimo (numérico) 0,0000000 0,0000000 0,0000000
erro absoluto médio 0,0038509 3,8519278 38519,2979535
erro da RMQ 0,2303963 0,2750062 0,3189962
norma L; 1,3322869 1,3326129 1,3326136
norma L, 0,7742757 0,7742755 0,7742754
norma L, 0,7880090 0,7880090 0,7880090
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TABELA A4.42 - Resultados para o teste com onda quadrada para C~=0,25 analisando
a influéncia do perfil para o esquema UMIST com parametros

0,00025, 100x100, float, SOx5x5

métrica x concentracio So=1 S0=10% S0=107
massa total (exata) 25,0000000 25000,0000000 250000000,0000
massa total (numeérica) 24,999982 25000,0000000 249999984,0000
razao do pico (RP) 0,9067085 0,9067085 0,9067087
conhecimento para a RP -0,0000001 -0,0000000 -0,0000000
razédo de massa 0,9999990 1,0000001 1,0000002

| 1 - razdo de massa | 0,0000009 0,0000001 0,0000002
razao de distribuicao 0,7319003 0,7319011 0,7319011
maximo (numérico) 0,9067085 906,7085571 9067087,00000
minimo (numérico) -0,0000001 -0,0000006 -0,0100141
erro absoluto médio 0,0012152 1,2153394 12153,3929934
erro da RMQ 0,0780331 0,0922886 0,1084184
norma L; 0,4204382 0,4204588 0,4204587
norma L, 0,3474281 0,3474284 0,3474286
norma L, 0,4638689 0,4638695 0,4638696

TABELA A4.43 - Resultados para o teste com onda quadrada para C~=0,25 analisando
a influéncia do perfil para o esquema Roe-Superbee com parametros

0,00025, 100x100, float, SOx1x1

métrica x concentracio So=1 S0=10% S0=107
massa total (exata) 1,0000000 10000,000000 10000000,00000
massa total (numérica) 1,0000000 9999,9951171 9999997,00000
razao do pico (RP) 0,0944487 0,0944485 0,0944485
conhecimento para a RP -0,0000001 -0,0000000 -0,0000000
razado de massa 1,0000002 0,9999997 0,9999992

| 1 - razdo de massa | 0,0000002 0,0000002 0,0000008
razao de distribuicao 0,0966196 0,0966198 0,0966197
maximo (numérico) 0,0944487 944 48565 944485,5625000
minimo (numérico) -0,0000001 -0,0000001 -0,0000000
erro absoluto médio 0,0001874 1,8780152 1878,0145681
erro da RMQ 0,1059718 0,1528731 0,1872106
norma L; 1,6209386 1,6242954 1,6242948
norma L, 0,8926875 0,8926882 0,8926883
norma L, 0,6565963 0,6565964 0,6565965

TABELA A4.44 - Resultados para o teste com onda quadrada para C~=0,25 analisando
a influéncia do perfil para o esquema upwind com parametros

0,00025, 100x100, float, SOx1x1

métrica x concentracio So=1 S0=104 S0=107
massa total (exata) 1,0000000 10000,000000 10000000,00000
massa total (numeérica) 0,9999878 9999,8769531 9999882,00000
razao do pico (RP) 0,0456115 0,0456115 0,0456115
conhecimento para a RP 0,0000000 0,0000000 0,0000000
razao de massa 0,9999903 0,9999902 0,9999896

| 1 - razdo de massa | 0,0000096 0,0000097 0,0000104
razao de distribuicao 0,0408588 0,0408588 0,0408588
maximo (numérico) 0,0456115 456,1152954 456115,3750000
minimo (numérico) 0,0000000 0,00000000 0,0000000
erro absoluto médio 0,0002096 2,1026613 2102,6613481
erro da RMQ 0,2080893 0,2604087 0,2914181
norma L; 1,8131337 1,8185917 1,8185918
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norma L,
norma L.,

0,9466566
0,7049124

0,9466570
0,7049125

0,9466570
0,7049125

TABELA A4.45 - Resultados para o teste com onda quadrada para C=0,25 analisando
a influéncia do perfil para o esquema UMIST com parametros
0,00025, 100x100, float, S°x1x1

Meétrica x concentracao So=1 S0=104 S0=107
massa total (exata) 1,0000000 10000,000000 10000000,00000
massa total (numérica) 0,9999994 9999,9980468 10000000,00000
razao do pico (RP) 0,1367194 0,1367190 0,1367190
conhecimento para a RP -0,0000004 -0,0000000 -0,0000000
razao de massa 0,9999992 1,0000000 1,0000000

| 1 - razdo de massa | 0,0000007 0,0000000 0,0000000
razao de distribuicao 0,1460935 0,1460936 0,1460936
maximo (numeérico) 0,1367194 1367,1901855 1367190,00000
minimo (numeérico) -0,0000001 -0,0000007 -0,0011959
erro absoluto médio 0,0001684 1,6848263 1684,8263383
erro da RMQ 0,0733714 0,0843663 0,0922232
norma L; 1,4567965 1,4572063 1,4572063
norma L, 0,8446833 0,8446844 0,8446843
norma L, 0,6153217 0,6153221 0,6153222

Os resultados apresentados nas tab. A4.28 a A4.45 mostram que a solucao
numeérica desses esquemas mantém a qualidade numeérica, como as apresentados nas
tabelas anteriores, mesmo sob situacées onde ocorrem elevados gradientes de
concentracdo. As diferencas dos resultados fornecidos pelas métricas relativas aos
erros e as normas apenas refletem as diferencas das quantidades envolvidas nos testes
das tabelas anteriores e nessas tabelas.

Alguns dos resultados apresentados nas tabelas A4.1 a A4.45 sao
qualitativamente como aqueles obtidos nos trabalhos de [ZIJ95] e [ZIJ97]. A partir dos
resultados aqui obtidos pode-se afirmar que, em geral, os limites lineares K-QUICK, K-
Fromm, K-Linear e K-Linear Simétrico, todos lineares de segunda ordem, sofrem de
fortes oscilagoes para os numeros de Courant testados. Um conjunto de resultados
com essas funcoes € como mostrado na tab. A4.8. As oscilacdes ocorrem pois esse
esquemas nao sao monotdnicos e/ou limitados e ndo possuem a propriedade de
transporte (veja anexo 1) como, por exemplo, o esquema upwind, que € linear e de
primeira ordem. Portanto, ndo sdo recomendados para o calculo da solucao da
equacao de transporte escalar. Além disso, a funcao K-DPL, com K=0,75, também sofre
de fortes oscilacoes, mas isso deve-se ao fato de que nao atende a condicao (5.4),
discutida na secéo 5.1.1.

Note-se, portanto, que as funcoes de restricao de fluxo aplicada as funcoes de
interpolacdo (método de Sweby) para obtencao da solucdo da adveccao horizontal sao
particularmente atraentes sob o ponto de vista numérico, pois atributos, discutidos
nos anexos, como a conservatividade, positividade, o transporte da solucao, etc., sao
caracteristicas dessa classe de solucoes. A principal desvantagem dessa abordagem € a
limitacdo do passo de tempo, que acaba deteriorando a eficiéncia computacional. Uma
solucdo para essa questdo € empregar uma integracdo temporal em subciclos,
discutida no anexo 1, na qual os termos horizontais sdo resolvidos em fracdes do passo
de tempo global.
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