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Resumo

Investigamos nesta tese dois modelos integraveis para condensados de Bose-Einstein.
Comecamos com um modelo simples que descreve o tunelamento Josephson entre dois
condensados de Bose-Einstein. Alguns aspectos matematicos deste modelo tais como sua
solugao exata através do método algébrico do ansatz de Bethe sao discutidos. Usando
uma analise classica, estudamos as equacoes de movimento e as curvas de nivel do hamil-
toniano. Finalmente, a dinamica quantica do modelo é investigada usando diagonalizacao
exata do hamiltoniano. Em ambas andlises, a existéncia de um limiar de acoplamento entre
uma fase nao localizada e uma fase de auto-aprisionamento é evidente, em concordancia
qualitativa com os experimentos. Consideramos subseqiientemente um modelo para um
condensado de Bose-Einstein atomico-molecular. Por meio da algebra de Yang-Baxter e
do método algébrico do ansatz de Bethe sua integrabilidade é estabelecida e a solugao do
ansatz de Bethe, bem como os autovalores da energia sao obtidos. Usando uma andlise
classica, determinamos os pontos fixos do sistema no espaco de fase. Encontramos que os
pontos fixos de bifurcacao separam naturalmente o espago dos parametros de acoplamento
em quatro regioes. Estas quatro regioes originam as dinamicas qualitativamente diferentes.
Mostramos entao, que esta classificacao também vale para a dinamica quantica. Final-
mente, investigamos as transigoes de fase quanticas destes modelos utilizando os conceitos

de emaranhamento, gap de energia e fidelidade.



Abstract

In this thesis we investigate two integrable models for Bose-Einstein condensates. We
begin with a simple model that describes Josephson tunneling between two Bose-Einstein
condensates. We discuss some mathematical aspects of this model such as its exact sol-
vability through the algebraic Bethe ansatz. Then using a classical analysis, we study the
equations of motion and the level curves of the Hamiltonian. Finally, the quantum dyna-
mics of the model is investigated using direct diagonalisation of the Hamiltonian. In both of
these analyses, the existence of a threshold coupling between a delocalised and a self-trapped
phase is evident, in qualitative agreement with experiments. We consider subsequently a
model for atomic-molecular Bose-Einstein condensates. By means of the Yang-Baxter al-
gebra and the algebraic Bethe ansatz its integrability is established and the Bethe ansatz
solution as well as the energy eingenvalues are obtained. Then using a classical analysis we
determine the phase space fixed points of the system. It is found that bifurcations of the
fixed points naturally separate the coupling parameter space into four regions. The different
regions give rise to qualitatively different dynamics. We then show that this classification
holds true for the quantum dynamics. Finally, we investigate the quantum phase transitions

of these models using the concepts of entanglement, energy gap and fidelity.
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A condensacao de Bose-Einstein foi prevista por Bose e Einstein [Il 2, B] em 1925 como
uma transicao de fase quantica em um gas de bésons na qual todos os bésons passam a ocu-
par o estado fundamental formando um gas quantico degenerado. Desde a predicao tedrica
até a realizacao experimental em 1995, foi preciso aproximadamente 70 anos de estudo e
aprimoramento das técnicas utilizadas nos laboratérios. A obtencao do condensado de Bose-
Einstein em gases atomicos diluidos abriu a possibilidade de investigar o comportamento de
uma nova classe de sistemas quanticos, diferentes dos supercondutores, do hélio liquido e dos
lasers. Subseqiientemente o fenomeno tem sido cada vez mais investigado, tanto do ponto
de vista tedrico quanto experimental. Nesta tese nos concentraremos no desenvolvimento e
na aplicagao de métodos algébricos e numéricos na analise de alguns modelos simples que
estao no foco de estudo de muitas correntes tedricas: um modelo de dois condensados de
Bose-FEinstein para atomos que explica, qualitativamente, o tunelamento Josephson e um
modelo de condensados de Bose-Einstein envolvendo dtomos e moléculas. Antes de iniciar
este estudo, vamos revisar alguns conceitos bésicos da condensacao de Bose-Einstein, bem
como apresentar alguns resultados experimentais importantes.

A condensacao de Bose-Einstein é baseada essencialmente na natureza ondulatoria das
particulas, ou seja, € um fenomeno bem tipico da Mecanica Quantica. Para explicar de forma
simples o que ocorre, vamos utilizar o argumento de Ketterle [A B]: considerando um gés de
atomos fracamente interagentes, em altas temperaturas ou a temperatura ambiente podemos
tratar os atomos como bolas de bilhar que se chocam dentro de um certo volume. A medida
que baixamos a temperatura, os atomos podem ser tratados como pacotes de onda com
comprimento de onda de de Broglie A\;5. A medida que resfriamos o gas, o comprimento de
onda de de Broglie aumenta. Quando atinge-se a temperatura critica T’ = T, o comprimento
de onda de de Broglie é comparavel a distancia média entre os a&tomos, os pacotes de onda se
entrelacam e ocorre a condensacao de Bose-Einstein. Resfriando ainda mais o géas, proximo
a 0K, os atomos mais energéticos desaparecem e ficamos com um condensado puro. Na Fig.
[T ilustramos este comportamento.

Desde a previsao de Bose e Einstein, técnicas experimentais a base de lasers e resfria-
mento evaporativo usando ondas de radio freqiiéncia (rf) foram desenvolvidas e somente em
1995 as primeiras realizacoes experimentais dos condensados de Bose-Einstein (CBE) foram
obtidas por [6, [, 8] usando vapores de atomos do grupo dos metais alcalinos 8" Rb, "Li e
28 Na. Atomos alcalinos sio apropriados para métodos a base de laser porque sua transicao
Optica pode ser excitada por lasers disponiveis e porque eles tém uma estrutura interna de
niveis de energia favoravel para resfriamento a temperaturas de pu/K. Apesar disto, nao foi
possivel a obtencao dos CBE usando apenas a técnica de resfriamento por laser pois esta

técnica funciona bem apenas em baixas densidades, onde absorcao e colisoes induzidas por
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Fig. 1.1: 1) Em temperaturas altas ou ambiente podemos tratar os atomos como bolas de
bilhar, desprezando a interagdo entre eles. 2) Em temperatura baiza a extensao
espacial do pacote de onda € da mesma ordem de grandeza de N\gg. 3) EmT =T,
a distancia média entre os dtomos € compardvel ao comprimento de onda de
de Broglie \gqp =~ d, os pacotes de onda se entrelacam e ocorre a condensa¢ao
de Bose-Einstein. 4) Prézimo a T = 0K temos um condensado puro. Figura
extraida do artigo do Ketterle et al. [, [3].

luz sao eliminadas. Somente combinando a técnica de resfriamento por laser com a técnica
de resfriamento evaporativo, que exige uma alta densidade e alta taxa de colisao entre os
atomos, a condensacao de Bose-Einstein foi obtida. Uma vez aprisionados por uma armadi-
lha magnéto—éticaﬂ e resfriados por lasers usa-se a técnica de evaporacgao por rf que joga os
atomos mais quentes para fora da armadilha, levando os dtomos mais frios a temperatura e

densidade de transicao para a condensacao. Muitos experimentos atingiram a condensac¢ao

I Traducdo de MOT- Magneto-Optical Trap.
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em temperaturas entre 500nK e 2uK A densidades entre 10 e 10 4tomos por centimetro
cubico. Na Fig. mostramos, por exemplo, como um condensado pode ser identificado,

através de um aumento stbito na densidade dos dtomos de 8" Rb [9, [0].

Fig. 1.2:  Observagao da formacao de um condensado de Bose-Finstein por técnicas de
imagem. A figura mostra uma seqiiéncia de imagens da nuvem de " Rb se ex-
pandindo apos a armadilha ser desligada. A esquerda temos a nuvem a uma
temperatura T ~ 400nK, acima de T.. No centro temos a nuvem de dtomos a
T =~ 200nK imediatamente apds o condensado ter se formado (identificado por
um pico na densidade de dtomos). A direita, temos um CBE quase puro a uma

temperatura de T =~ 50nK . Figura extraida do artigo do Cornell [10).

Além da densidade e da temperatura a interacao entre os atomos é muito importante
na obtengao dos CBE. Os atomos no condensado interagem e se espalham, sendo o compri-
mento de espalhamento o parametro que da a for¢a da interacao. Como os atomos estao
a baixissimas temperaturas o espalhamento é de baixa energia e o comprimento de espa-
lhamento de onda-s é o parametro que determina a forca da interacao. Apods a realizacao
experimental dos primeiros condensados atomicos, foram realizadas intiimeras tentativas de
obtenc¢ao de moléculas ultra frias nos CBE pois a produgao de um condensado a partir de um
gas molecular aplicando os métodos ja consagrados na obtengao dos condensados atomicos

é muito dificil devido ao fato que quanto mais pesadas as particulas, mais baixa é a tempe-
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ratura de transicao para a obtencao do condensado. Além disso, moléculas possuem uma
estrutura de niveis de energia rotacionais e vibracionais, dificultando a utilizacao da técnica
de resfriamento por laser [I1]. Moléculas ultra frias foram produzidas num CBE através da
ressonancia de Feshbach, ja conhecida da Fisica de altas energias, onde atomos em colisao
se unem para formar um estado ligado molecular durante um curto intervalo de tempo e se
separam formando novamente um estado nao ligado. Aplicando pulsos magnéticos proximos
da ressonancia de Feshbach num condensado de % Rb [I2] uma mistura coerente de 4tomos e
moléculas diatomicas foi obtida no condensado. Estes condensados sao chamados de conden-
sados de Bose-Einstein atomico-molecular (CBE-AM). A Fig. ilustra, em linhas gerais,
a formagao de um CBE-AM. Usando a ressonancia de Feshbach foram produzidos CBE-AM
a partir de condensados de diferentes particulas como *3C's, 2 Na, 8" Rb, [13 [T4), [T5].

Number
of atoms

Interference
pattern

Time between magnetic pulses

* Collision

el o A
Atormns Pair of atoms Atams
Magnetic-field Magnetic-field
pulse pulse
T
Time

Fig. 1.3:  Formacao de moléculas em um CBE usando pulsos magnéticos prozimos da
ressonancia de Feshbach. No primeiro pulso a energia de colisao é modificada
pelo campo magnético de forma que a energia de ligagcao de um estado ligado
molecular € atingida, com a formac¢ao de uma superposicao coerente de dtomos e
moléculas, (CBE-AM). No sequndo pulso a superposi¢ao € quebrada e o nimero

de dtomos no condensado é medido. Figura extraida do artigo do Zoller [11).

Além da utilizacdo dos condensados de Bose-Einstein para a producao de moléculas
ultra frias em um CBE-AM, diversos outros estudos e aplicacoes destes condensados tém
sido realizados. Entre eles, citamos em particular o fenomeno do tunelamento Josephson
e o auto-aprisionamento entre dois condensados [I6, [I7, 8. O fenoémeno de tunelamento

(efeito Josephson) previsto por B. D. Josephson [I9 em 1962 e verificado pela primeira
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vez por [20], descreve o tunelamento de elétrons entre dois supercondutores separados por
uma fina camada isolante. Para o caso dos condensados de Bose-Einstein, técnicas expe-
rimentais permitem dividir um condensado de forma a se obter um duplo poco potencial,
com os minimos separados por uma distancia de aproximadamente 4.4um e uma barreira

[T7, M8]. A néo linearidade

da interacao entre os atomos que tunelam pela barreira de potencial determina os regimes

~—

de potencial entre eles (valor especifico para o caso do ¥ Rb

dindmicos observados. Na Fig. [ mostramos as situagoes de tunelamento Josephson (lado

esquerdo) e auto-aprisionamento (lado direito) entre dois condensados.
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Fig. 1.4: Observacao experimental direta de tunelamento e auto-aprisionamento em dois
CBE mostrando dois regimes dinamicos diferentes. Sao feitas medidas da den-
sidade dos datomos “in loco”através do espalhamento de luz. Do lado esquerdo
observamos os dtomos tunelando de um condensado para outro. Do lado direito
observamos o fenomeno de auto-aprisionamento quando os dtomos ficam aprisi-

onados em um dos condensados. Figura extraida do artigo de Albiez et al. [17].

Do ponto de vista tedrico, existem diferentes técnicas e modelos para explicar os fenomenos
envolvendo os condensados de Bose-Einstein, como por exemplo as equagoes de Gross-

Pitaevskii, aproximacao de campo médio, entre outros. Uma ferramenta importante na
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evolucao dos aspectos tedricos dos condensados tem sido o desenvolvimento e a aplicacao de
técnicas matematicas potentes, que estao se tornando cada vez mais importantes para uma
melhor compreensao da complexidade destes sistemas fisicos. O estudo destes fenomenos é
extremamente dificil, ja& que muitas vezes nao se pode aplicar métodos aproximados, como
por exemplo a teoria de perturbacoes e a teoria de campo médio, devido a grandes flu-
tuacoes quanticas que ocorrem. Assim, neste contexto a técnica das solucoes exatas de
modelos fisicos tem recentemente atraido muita atencao da comunidade, ja que ela evita
aproximacoes. O estudo de solucoes exatas de modelos tem sua origem no trabalho de
Bethe de 1931 no modelo de Heisenberg [21]. Posteriormente, este campo recebeu grandes
contribui¢oes de Yang [22], Baxter [23], Faddeev e Takhtajam [24] e Lieb e Wu [25], entre
outros e tem prosperado muito. Trabalhos recentes em nanograos levaram a area de modelos
exatamente soliveis para uma audiéncia nova e muito maior, quando a solucao exata do
modelo BCS (Bardeen, Cooper e Schrieffer) foi obtida por Richardson [26]. Neste cenédrio,
modelos exatamente soliiveis para condensados de Bose-Einstein foram propostos e alguns
casos particulares foram investigados [27, 28, 29, B0}, BT, 2.

Nesta tese vamos nos concentrar no estudo de dois modelos exatamente soltiveis que estao
no foco de muitas correntes tedricas e que descrevem fenomenos relacionados aos CBE e
CBE-AM, tais como tunelamento Josephson, auto-aprisionamento e a dinamica de conversao
de atomos em moléculas e vice-versa. O objetivo é fazer um estudo completo destes modelos,
desde a sua solucao exata, discutindo também as dinamicas cléssica e quantica e investigando
as transicoes de fase quanticas. A tese estd organizada da seguinte forma: No capitulo 2
estudamos a integrabilidade e a solucao exata de um hamiltoniano simples que descreve
dois condensados acoplados por tunelamento Josephson. Fazemos também uma andlise da
dinamica classica e quantica do modelo. No capitulo 3 utilizamos os mesmos métodos para
investigar um modelo que descreve a conversao de atomos e moléculas em um CBE-AM. No
capitulo 4 fazemos uma anélise das transigoes de fase quanticas destes modelos (estudados
nos capitulos 2 e 3) utilizando os conceitos de gap, emaranhamento e fidelidade. Parte dos
resultados obtidos nos capitulos 2, 3 e 4 é original e constitui a principal contribuicao do

autor para a area.



Capitulo 2

Modelo para dois condensados de

Bose-Einstein acoplados
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2.1 Hamiltoniano

O hamiltoniano integravel mais geral que descreve dois condensados de Bose-Einstein aco-
plados por tunelamento Josephson é dado por [31]
2

H = U1N12 + U2N22 -+ U12N1N2 + ,ulNl -+ ILLQNQ — B

(alas + afay), (2.1)

onde aj e a; sao os operadores de criacao e destruicao de atomos e N; = ajai, (i =1,2)
sao os operadores ntimero de dtomos em cada condensado. Como o hamiltoniano (Z1]) nao
depende explicitamente do tempo e comuta com o nimero total de atomos N = N; + N,
temos que N é conservado. Os parametros U; e U; sao as amplitudes de espalhamento
de onda-s entre os dtomos nos condensados 1 e 2, respectivamente, enquanto que U, ¢é a
amplitude de espalhamento de onda-s entre os dtomos dos dois condensados. Os p;’s sao os
potenciais externos e ¢; ¢ a amplitude de tunelamento de dtomos entre um condensado e o
outro.

Para uma escolha particular dos parametros U’s e u;’s,

U12 K
— - _ = 2.2
Ul U2 2 8 ) ( )
A
Hi = —H2= _TIUv (2.3)

temos que o hamiltoniano (EZ1]) pode ser escrito na forma

K A g,
H = g(Nl — Ny)? — TM(Nl — Ny) — Ej(aiag +abay), (2.4)

com K > 0 indicando uma interagao repulsiva entre os atomos.

Este modelo () apesar de muito simples, descreve propriedades fisicas importantes
dos condensados de Bose-Einstein, como por exemplo o fenomeno de tunelamento e o auto-
aprisionamento. Ele foi estudado em [27, B3, B4, B5] onde foram definidos trés regimes

diferentes cujos limites dependem da razao entre os parametros K e ¢;,
e Rabi — K/e; < 1/N,
e Josephson — 1/N <« K/e; < N,

e Fock — K/e; > N.

Nas préximas se¢oes iremos mostrar que o hamiltoniano (24]) é integravel, apresentar a

solucao exata e discutir as dinamicas classica e quantica do modelo.
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2.2 Integrabilidade e solucao exata

Vamos mostrar nesta se¢ao que o hamiltoniano ([4) é integrével, apresentar as equagoes do
ansatz de Bethe e os autovalores de energia do modelo em questao. Comecamos definindo

a matriz R com invariancia SU(2)

1 0 0O 0

| 0 b(u) c(u) O
Bu=10 ) sw) o | (25)

0 O 0 1

onde b(u) = u/(u+n) e clu) =n/(u+n).
Acima, u é o parametro espectral e 7 é um parametro arbitrario, a ser escolhido posterior-

mente. B facil verificar que a matriz R ([£) satisfaz a equacao de Yang-Baxter
ng(u - U)ng(u)Rgg(U) = RQg(U)ng(U)ng(U - U). (26)

No que segue vamos trabalhar com a notacao usual onde, por exemplo R;;(u) denota a
matriz R agindo nao trivialmente sobre o j-ésimo e k-ésimo espacos e como identidade nos
espacos restantes.

O préximo passo é encontrar uma matriz de monodromia 7'(u),

tal que a algebra de Yang-Baxter para a matriz de monodromia seja obedecida
ng(u — U)Tl (U)TQ(U) = TQ(U)Tl (u)ng(u — ’U). (28)
Seguindo [31), B6] escolhemos a seguinte realizacdo para a matriz de monodromia (Z1).
L(u) =n(T(u)) = L{(u+ w)L5(u — w), (2.9)

escrita em termos dos operadores L¢ (Apéndice A)

al !

Acima w é um parametro arbitrario, a ser escolhido posteriormente. Explicitamente, temos:

Lg(u):<“+7’ ¢ ) i=1,2. (2.10)

L{u) = (u+w+ 1Ny (u—w+nNy) +abar  (u+w+nNy)ag +1"ay 2.11)
(u—w+nNo)a] + 17"} alas +n~? -
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Pode-se mostrar que o operador L (Z11]) satisfaz a dlgebra

ng(u - U)Ll(u)LQ(U) = Lg(’U)Ll (u)ng(u - ’U), (212)

e, portanto, é facil checar que a dlgebra de Yang-Baxter (Z8) para a matriz de monodromia T’

também é obedecida. Uma representacao explicita dos elementos da matriz de monodromia

T(u) (1) pode ser obtida de (Z3), (ZI0) e (II). Encontramos

Al) = (u+w+nN)(u—w+nNa) + alar, (2.13)

Bu) = (u+w+nNi)az+n " a, (2.14)

Clu) = (u—w+nNo)aj +n "a, (2.15)

D(u) = alay+n72 (2.16)

Finalmente, definindo a matriz de transferéncia ¢(u) da forma usual como
t(u) = w(trT(u)) = A(u) + D(u), (2.17)
temos que a matriz de transferéncia pode ser escrita explicitamente como

t(u) = u® + unN + Ny Ny + nw(Ny — Ny) + abay + alag + 7% — (2.18)

Usando a algebra de Yang-Baxter para a matriz de monodromia (Z8) pode-se mos-
trar que a matriz de transferéncia comuta para diferentes valores do parametro espectral,
[t(u),t(v)] = 0, isto é, o modelo é integréavel.

Agora, é direto mostrar que o hamiltoniano () para os dois CBE acoplados pode ser

obtido a partir da matriz de transferéncia ¢(u) e sua derivada através da seguinte expressao

H=—kx (t(u) — i(t/(O))2 —ut'(0) =2 +w? — u2) : (2.19)
onde usamos
dt
") = ——~ —nN 2.2
‘0= = (2:20)

e a seguinte identificacao foi feita entre os parametros

K _mf’ Bu_ G,

4 2 2 2
Aplicando o método algébrico do ansatz de Bethe (Apéndice B), encontramos as equagoes

do ansatz de Bethe (EAB)
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N
2/ 2 2 Vi — U5 —1)

2 —”7 2.21
n(vz w) j#ivi v; na ( )

e o espectro de autovalores de energia do hamiltoniano (Z4)

N 2 A2

_ Ui n°N
E = — 2||1+ — —unN —
/{(77 ( - ) un u?

2w+ (0 — W H ) (2.22)

Surpreendentemente, a expressao acima € independente do parametro espectral u, que pode
ser escolhido arbitrariamente. Cada conjunto {v;,7 = 1,..., N}, solucao das EAB, parame-
triza um autovetor da matriz de transferéncia e, conseqiientemente do hamiltoniano (24
com energia dada pela eq. ([Z22). Assim, resolver o problema de autovalores da matriz de

transferéncia fica reduzido a resolver as EAB.
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2.3 Dinamica classica

Nesta segao vamos fazer uma anédlise classica do modelo (4 para condensados de Bose-
Einstein acoplados por tunelamento Josephson. Em particular vamos estudar os pontos

fixos e as curvas de nivel.

2.3.1 Hamiltoniano

Sejam N;, ¢;, (j = 1, 2) operadores quanticos satisfazendo as rela¢oes de comutagao canonicas
(65, &) = [Nj, Nel =0, [Nj, d] =i, (J,k=1,2).
Usando o fato que
lexp(ig;), Ni| = b1 exp(i;) = exp(ig;)N; = (N + 1) exp(i¢;)
fazemos uma transformacgao dos operadores bosonicos a;, a}, (j =1,2), para
exp(i;)\/N;, (2.23)
0] = VN esp(-idy), (224)

tal que as relagoes de comutagao canonicas de Heisenberg sejam preservadas. Aplicando
esta transformacgao ([ZZAZ2A) ao hamiltoniano ([ZZ) e definindo os operadores.

a;

1
¢ = g(% — ¢2), (2.26)

de modo que (z, ¢) sejam varidveis canonicamente conjugadas, isto é,

[z, 0] = i.

No limite classico onde N é grande, mas ainda finito, podemos equivalentemente considerar
o hamiltoniano [37, B

H(z,¢) = A (%zz — [z —V1—2%cos (2¢/N)) , (2.27)

2
onde
KN
— 2.2
= (225)
A
g="=E, (2.29)
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com z representando a diferenca do niimero relativo de atomos nos condensados e ¢ repre-
sentando uma diferenca de fase entre os dois condensados.

O Hamiltoniano (ZZ7) obedece as seguintes simetrias

H(z, ¢)|A,ﬁ = —H(z¢+ WN/Q)‘_A,_B ) (2.30)
H (z, ¢)|,\,ﬁ = —H(-z¢+ WN/Q)‘—)\,Q ) (2.31)
H(Z>¢)|>\,ﬁ = H(-z ¢)|>\,_5’ (2.32)
H(z,0)l\g = H(z,=0)|,5- (2.33)

Vemos das simetrias (Z32AZ33)) que para o caso particular § = 0 o hamiltoniano ([Z27) é
simétrico em relacao a origem do espago de fase. Além disso, devido a simetria (31]), no

que segue iremos nos restringir a A > 0.

2.3.2 Pontos fixos e curvas de nivel

Agora, considerando o hamiltoniano [227) como classico vamos investigar seus pontos fixos.

A dinamica classica é dada pelas equacoes de Hamilton

b = aﬁ—i] = % ()\z -+ \/%cos (2¢/N)) : (2.34)
;o= -—%;gzz-—gj<\/1-z2an(2¢/A0), (2.35)

e os pontos fixos sao determinados pela condigao

0OH O0OH
Isto leva a seguinte classificacao:
e o =0e z7# +1 é uma solucao de
z
que possui apenas uma solucao real para A > 0.
e o= Nm/2e z+# +1 é uma solucdo de
A — =t (2.38)

Vi

que possui uma, duas ou trés solugoes reais para A > 0.
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A simetria do hamiltoniano ([ZZ17) e das equagoes de Hamilton (Z3AZ30) em relagao
a troca (z,¢) — (—z,—¢), quando = 0, sugere o aparecimento de uma bifurcagao de
forquilha [B9]. Esta bifurcagdo ocorre em ¢ = N7/2 e A = 1, quando passamos de uma
para trés solucoes. Uma das solugoes sempre ocorre em z,;; = 0 para qualquer valor de A.

As outras duas solucoes sao simétricas em relagao a z;; e sao dadas pela equagao abaixo,

1
z::l:wl—ﬁ, z#+1; A> 1. (2.39)

Os pontos criticos (Z39) sao méximos locais, enquanto que z,;; é um maximo para
0 < A< 1eum ponto de sela para A > 1. Devido a mudanca da estabilidade do ponto
critico 2,y = 0 apds o ponto de bifurcagao e o aparecimento de dois pontos criticos, esta
bifurcacao é chamada de bifurcacao de forquilha supercm”ticaH. Como esta bifurcagao ocorre
quando variamos os dois parametros, A e (3, dizemos que ela tem codimensao 2.

Quando ¢ = N7/2 e A =0, em (Z38), temos sempre uma solugao para qualquer valor
de 3. Esta solucao é um maximo local e é dada por

z:—L, z # £1. (2.40)
V14 52

Quando ¢ = 0 e A > 0, em (Z31), temos sempre um minimo local para qualquer valor
de . Na Fig. Bl mostramos as solucoes de (Z38) para § = 0 e para A = 0, enquanto que
na Fig. 20 vemos as curvas de nivel do hamiltoniano ([ZZ7) para § = 0 e valores de A > 1.
A parte mais clara na Fig. 21, as duas ilhas em ¢ = N7/2 sdo os maximos e a parte mais
escura, em ¢ = 0, é o minimo. O ponto de sela estd entre os dois maximos em ¢ = N7/2 e
Zpif = 0.

A variagdo do numero de solugoes da equacao ([Z3J), para ¢ = N7/2, em funcao do
valor dos parametros A e 3, permite-nos dividir o espago de parametros em duas regioes.
Considerando f(z) = Az — B3 e g(z) = z(1 — 2?)"Y/2, a fronteira entre as regides ocorre
quando f(z) é a linha tangente a g(z) em algum valor z;. Uma anédlise padrao mostra que
isto ocorre quando A = ¢'(z) = (1 — 22)~%2. Exigindo que f(z0) = g(2), encontramos a

relagao

A= (1+ B[22 (2.41)

que determina a fronteira. Este resultado é apresentado na Fig. 2221

*Para A < 0 e ¢ = 0 ocorre o inverso, dois minimos locais simétricos em relacao a zp;y = 0 desaparecem
apés A > —1 e a estabilidade de zp;y = 0 muda de ponto de sela para minimo local. Neste ltimo caso

temos uma bifurcacdo de forquilha subcritica
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Fig. 2.1: Pontos fizos do hamiltoniano (2.27). Em (a), f = 0 vemos uma bifurcacdo de
forquilha supercritica: temos uma solu¢io em zyy = 0 (um mdzimo local para
0 < A< 1 eum ponto de sela para A > 1, linha tracejada). Para z # 0 temos
dois mdzimos locais simétricos em relagao a zyr. Em (b), A = 0: temos uma

solug¢ao (um minimo local para todo valor de [3).

WO

Fig. 2.2:  Diagrama no espaco de parametros identificando os tipos diferentes de solucoes

para a equacdo transcendental (Z38).

Para cada regiao temos,

e Regiao I: Neste caso, temos apenas uma solugao real para a qual o hamiltoniano (Z21)

atinge um maximo local.

e Regiao II: Neste caso, temos trés solugoes reais. Vemos que devido a simetria (232),

para 0 = 0, duas solucoes sao sempre simétricas em relacao a z = 0. Estas duas
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solucoes sao maximos locais do hamiltoniano. A outra solugao é um ponto de sela
localizado em z = 0. Quando o potencial externo é ligado, # # 0, a simetria das
solucoes em relacao a z = 0 é quebrada e o ponto de transicao de uma regiao para
outra é deslocado de acordo com a curva que separa as duas regioes. Sobre a fronteira

1) temos duas solugdes para A # 1 e uma solugdo para A =1e = 0.

Na Fig. ilustramos dois exemplos de solugoes da eq. (Z38) para diferentes valores
de 3 e A nas regioes I, II e na fronteira. Vemos que para [ = 0 podemos ter uma ou trés
solugoes, enquanto que para (3 # 0 podemos ter uma, duas ou trés solugoes, dependendo do

valor de \.

Fig. 2.3:  Solugdo grdfica da equacgdo transcendental (Z38) para A > 0. As intersecgies
das retas (lado esquerdo da eq.(Z33)) com a curva (lado direito da eq.(Z38))
para diferentes valores de A representam as solucoes para cada caso. Para =0
temos uma solucao para A < 1 e trés solugoes para A > 1. Para § = 0.5 temos
uma solucao para A < 2.08, duas solucoes para A = 2.08 e trés solucoes para
A > 2.08.

Vamos agora estudar a dinamica classica. No que segue vamos considerar as equacoes de
Hamilton Z3AZ3H) na auséncia do potencial externo Au = 0 ou, equivalentemente 5 = 0.
Vamos integrar as eqs. ([Z3ARZ3H) para encontrar a evolugao temporal do nimero relativo
de atomos z, usando a condicao inicial z(0) ~ 1 e ¢(0) = 0. Plotando z contra o tempo,
é evidente que existe um acoplamento de transicao \; = 2 separando dois comportamentos

distintos. Esta mudanca na dinamica pode ser vista na Fig. B4k

e para A < 2 o sistema oscila entre z = —1 e z = 1 (oscilagdes completas). Aqui a

evolugao é deslocalizada.
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e para A > 2 o sistema oscila entre z =0 e z = 1. Aqui a evolucao é localizada.

A existéncia desta transicao separando duas fases distintas na dinamica cldssica em

A¢ = 2 foi observada pela primeira vez por G. Milburn em [0)].

1
I\ IS " [ "
\ I\ ]
1y I \ I\
\ I\ 1
L 1 ] H \ [
[ I I (A
\ I 1
[ A ! \ \
\ ! \ 1
] \ / \ 1 \
05— ! \ \ I ! I ]
! \ ! / ! ! | I \
/ / \ / \ ! \
Lo\ \ / \ / \ ) \ /
\ 14 \ / \ / 5
/ \ \ / / ’
N 7z N / AN AN Vi \ ,
~ - s -~ ~ - N—-
N o —
-0,5+H -
-1 | | |
(0] 10 20 30 40

Fig. 2.4: Fvolucao temporal do nimero relativo de dtomos z. A linha solida € para A = 1.9
e a linha tracejada € para A = 2.1. O wvalor de acoplamento para a transi¢do
entre a fase deslocalizada e a fase localizada ocorre em Ay = 2.0. Estamos usando

N =100, ¢; =1 e as condigoes iniciais z(0) = 1 e ¢(0) = 0.

Também podemos visualizar esta mudanca na dinamica classica através das curvas de
nivel, que s@o curvas de energia constante do hamiltoniano (227) no espago de fase. Na
Fig. plotamos as curvas de nivel para diferentes valores de A antes e apds o ponto de

transicao. Observamos claramente dois cendrios distintos:

e )\ < 2: Neste caso, partindo da condic¢ao inicial z2(0) ~ 1 e ¢(0) = 0 temos uma
érbita fechada com oscilagoes completas no intervalo z € (—1,1) indicando uma fase

deslocalizada.

e A > 2: Neste caso, partindo da condigao inicial z(0) ~ 1 e ¢(0) = 0 nao temos

oscilagoes completas, com z confinado no intervalo [0, 1), indicando uma fase localizada

(ou auto-aprisionada).

O acoplamento de transigdo Ay = 2.0 ( ou K/e; = 4/N em termos dos parametros
originais) separa dois comportamentos da dinamica bem distintos. Este mesmo valor para
a transicao entre uma fase deslocalizada e uma fase de auto-aprisionamento irda ocorrer

também na dinamica quantica, como sera mostrado na proxima segao.
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(a)

2¢/ N

Fig. 2.5: Curvas de nivel do hamiltoniano (2-27) para (a) A = 1.5 (abaizo do ponto de
transi¢ao) e (b) A = 2.5 (acima do ponto de transi¢ao). Usamos N = 100, § =0

€€j:1.

2.4 Dinamica quantica

Nesta sec¢ao estudaremos a dinamica quantica do hamiltoniano (Z4]) usando o método de di-
agonalizacao exata, que permite um estudo de todos os regimes de acoplamento. A evolucao

temporal de qualquer quantidade fisica é dada pelo operador evolugao temporal U(t),

Ut) =Y e 0, )(T,, (2.42)

onde A, e |¥,,) sdo os autovalores e autovetores do hamiltoniano (). Portanto a evolugao

temporal de qualquer estado pode ser calculada por

(T(t) = ane™ ™ T,), (2.43)

onde a, = (V,|¢) e |¢) representa o estado inicial. Usando as equagoes ([Z42) e ([ZZ3) po-
demos calcular a evolucao temporal do valor esperado de qualquer observavel representado
por um operador auto-adjunto. A dependéncia temporal do valor esperado de qualquer

operador A é calculada usando a expressao

{(A) = (U)| A (1)), (2.44)



Capitulo 2. Modelo para dois condensados de Bose-Einstein acoplados 20

Usando (ZZ4) juntamente com os autovalores e autovetores obtidos diretamente da dia-
gonalizagao numérica do hamiltoniano (24, investigaremos a dinamica quantica do valor
esperado do operador nimero relativo de atomos entre os condensados (N7 — Ny)/N na
auséncia do potencial externo Ay = 0 nos regimes Rabi, Josephson, Fock e em regimes
intermedidrios. Na Fig. 2.8, verificamos que o comportamento qualitativo em cada regiao

nao depende do ntmero total de a&tomos N.

—— N =100
— N = 400
* ' | ' | | '
o W’/’v /\\IA -
a L | L | | L
1 Q 5 10 15 (o]
T T T T T T T
o aWMA "
1 L | L | 1 | L
Q 5 10 15 20
1.001
Z T T T T T T T T T
N - ]
'~
= 1
. - 4
< | | |
V  0.999 L 1 L L
0.2 0.4 0.6 0.8
1.001 T i T i T i T | T
1
0.999 L | L | L | L | L
0.2 04 0.6 0.8
1.001 T 1 T f T T T I T
1
0.999 L | L | L | L | L
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig. 2.6: FEvolucdao temporal do valor esperado para o niumero relativo de dtomos entre
0s dois condensados para diferentes razoes dos parametros de acoplamento K /e;.
De cima (regime Rabi) para baizo (regime Fock): K/e; = 1/N? 1/N,1, N, N?
para N = 100,400 datomos e estado inicial | N,0).

Observamos também a existéncia de curvas do tipo ”colapso e ressurgimento”, presen-
tes em experimentos/simulagoes [4I]. Encontramos que no intervalo K/e; € [1/N? 1/N],
préoximo ao regime de Rabi, o tempo de colapso e ressurgimento é constante e igual a
ter = 4m. No intervalo K/e; € [1/N, 1] a dinamica se altera, passando a apresentar os-
cilagbes harmonicas de pequena amplitude. A amplitude das oscilagoes diminui a medida
que a razao K /e; aumenta em dire¢do ao regime de Fock. Neste ponto os dtomos perma-
necem localizados na configuracao inicial dos condensados. O comportamento mais interes-
sante na dinamica quantica ocorre quando K/¢; varia entre 1/N e 1, isto é, entre os regimes

de Rabi e Josephson. Com o objetivo de visualizar melhor o que ocorre nesta regiao, apre-
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sentamos na Fig. 1 a evolucao temporal do valor esperado do operador nimero relativo

de atomos entre os condensados para diversos valores intermedidrios de K/¢; entre 1/N e
1.

NANSIN

W
I

;

1

0

| 1 I 1 I 1 I 1

(0] 5 10 15

I T N

(0] 0.2 0.4 0.6 0.8

t

Fig. 2.7:  FEwvolugcao temporal do wvalor esperado para o numero relativo de dtomos en-
tre os dois condensados para diferentes razoes dos parametros de acoplamento
entre K/e; = 1/N e K/e; = 1. No lado esquerdo e de cima para baizo,
K/e; = 1/N,2/N,3/N,4/N. No lado direito e de cima para baivo, K/c; =
5/N,10/N,50/N, 1. Estamos usando N = 100 dtomos e estado inicial |N,0).

Podemos verificar que quando K/e; < 4/N o valor médio do nimero relativo de atomos
é zero e a amplitude de oscilagao varia entre valores positivos e negativos. Isto significa
que os atomos podem ir de um condensado ao outro (tunelamento). Quando K/e; =
4/N existe claramente uma mudanca no comportamento da dinamica. Quando K/e; >
4/N o valor médio do ntmero relativo de atomos se torna diferente de zero (positivo) e a
amplitude de oscilagao diminui consideravelmente, variando apenas entre valores positivos.
Aqui temos a situagao em que os dtomos ficam aprisionados em um dos condensados (auto-
aprisionamento). Da Fig. BT fica evidente que existe um acoplamento de transi¢do em
K/e; = 4/N, predito na andlise classica separando uma evolugdo deslocalizada ou com

tunelamento (K/e; < 4/N) de uma evolucao localizada ou auto-aprisionada (K/e; > 4/N).
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2.5 Conclusao

Neste capitulo apresentamos a solucao exata (equagoes do ansatz de Bethe e energias) para
um modelo de dois condensados de Bose-Einstein acoplados por tunelamento Josephson.
Também fizemos uma analise das dinamicas classicas e quanticas do modelo e mostramos
que, apesar da simplicidade aparente do modelo, propriedades fisicas relevantes como o
tunelamento e o auto-aprisionamento sao observadas. Parte destes resultados é original e

foi publicada em:

e Jon Links; Angela Foerster; Arlei Prestes Tonel; Gilberto Santos. The two-site Bose-
Hubbard model. Annales Henri Poincaré, Basel, v. 7, n. 7/8, p. 1591-1600, Nov.
2006.
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3.1 Hamiltoniano

O hamiltoniano integravel mais geral que descreve a conversao de atomos em moléculas

diatomicas e a dissociagao destas moléculas, num condensado de Bose-Einstein com atomos
idénticos é [B1],

H = UaNs + Ubsz + Uy No Ny + 1o Ny + o Ny + Q(CLTCLT() + bTaa), (31)

onde a' e a sao os operadores de criacao e destruicao de 4tomos enquanto que b e b sao os
operadores de criacao e destruicao de moléculas, respectivamente. O nimero de atomos nao
ligados e o de moléculas sao representados por N, = afa e N, = b'b, respectivamente. Como
o hamiltoniano (BI) nao depende explicitamente do tempo e comuta com o nimero total de
atomos N = N, + 2Ny, temos que N é conservado. Os parametros U,, U, e U,, descrevem
a interagao entre atomos, entre moléculas e entre atomos e moléculas, respectivamente. Os
11;’s sao potenciais externos e €2 é a amplitude de interconversao de atomos em moléculas e

vice-versa. Note que a mudanca no sinal {2 — —(2 é equivalente a transformacao unitaria

b — —b. (3.2)

Na auséncia das interagoes do tipo atomo-atomo, atomo-molécula e molécula-molécula,
U, = Uy = U, = 0, e do potencial externo p, = 0, o hamiltoniano ([BIl) tem a forma

simplificada,

H = jiuN, + Q(a'a’d + blaa), (3.3)

com o potencial externo pu, sendo considerado como a energia de ligagao entre os atomos.
Este hamiltoniano simplificado [B3) foi estudado usando diferentes métodos, como diago-
naliza¢ao numérica [33], aproximagao de campo médio 2] e o método algébrico do ansatz
de Bethe [3]. Contudo, as interagoes do tipo dtomo-dtomo, atomo-molécula e molécula-
molécula sao particularmente importantes, uma vez que a introdugao destes parametros
torna o modelo mais realistico e préximo aos experimentos. Apesar de nao se saber, em
geral, os valores de Uy e Uy, |45, B], j4 existem algumas estimativas para o caso do % Rb
[A4]. Neste capitulo vamos mostrar que a inclusao destes parametros produz consequéncias

interessantes e nao triviais.
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3.2 Integrabilidade e solucao exata

Mostraremos nesta se¢ao que o hamiltoniano (Bl) é integravel e apresentaremos as equagoes
do ansatz de Bethe e o espectro de autovalores de energia do modelo em questao.

Partimos da matriz R com invariancia SU(2), dependendo do parametro espectral u,

=
[a]
o

R(u) = : (3.4)

o O O =
/(l/\
2 e
~— —r
= S
S~
S— ~—
_ O O O

onde b(u) = u/(u+n), c(u) =n/(u+n) e n é um parametro arbitrario. A matriz R (B4)

satisfaz a equacao de Yang-Baxter
ng(u — U)ng(u>R23(U) = Rgg(U)ng(u)ng(u — U), (35)

com Rj,(u) agindo nao trivialmente sobre os j-ésimo e k-ésimo espagos e como identidade
sobre o espago restante. Esta é a notagao usual, ja utilizada no capitulo anterior.

A partir da matriz R ([BZ]) devemos encontrar uma matriz de monodromia 7'(u),

_ [ Aw) B(u)
T'(u) = (C(u) D) ) (3.6)

tal que a algebra de Yang-Baxter para a matriz de monodromia seja obedecida

Rys(u — 0)Ty (u)To(v) = To(v) 11 (u) Riz(u — v). (3.7)

Seguindo BT, B6] escolhemos uma realizagdo para a matriz de monodromia 7'(u) (B0

em termos dos geradores da algebra su(1|1) e do operador L (Apéndice A),
L(u) = (T (u)) = n 7 gL (u — 6 — =) L (u), (3.8)

onde g = diag(—,+),

b n
€
K* k-
LKuy= [ “Fm . (3.10)
—nKt u-—nK*?

Explicitamente, temos
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L(u) = ( — (A K (=0 = Ny A DR =K (=6 = nNy) = 7 b(u = K7)

b (u+nK*) —ntKT VK~ +n72(u—nK?)
(3.11)
Pode-se mostrar que o operador L (BX) satisfaz a dlgebra
ng(u - U)Ll(U)LQ(U) = LQ(’U)Ll (u)ng(u — ’U), (312)

e conseqiientemente a algebra de Yang-Baxter (B) também é obedecida.
Uma representagao explicita dos elementos da matriz de monodromia 7'(u) (BH) é obtida
a partir de (BF) e (BI1) com a identificacao

Aw) = —n Y u+nK*)(u—6—n""4+nNy) +bKT, (3.13)

Bu) = —K (u—58§—n"+nN,) —n'b(u — nK?), (3.14)

Cu) = n "' (u4+nK?*) —n KT, (3.15)

D(u) = WK™ +n7%(u—nK?). (3.16)

Definindo a matriz de transferéncia de forma usual como
t(u) = m(trT(u)) = trL(u) = A(u) + D(u), (3.17)
encontramos explicitamente

tw) = —nYu+nK*)(u—0 -t +nNy) + 02 (u—nK?) +bKT + b K. (3.18)

Usando a élgebra de Yang Baxter para a matriz de monodromia (B), pode-se mostrar
que o modelo ([Bl) é integravel, isto é, a matriz de transferéncia comuta a diferentes valores

do parametro espectral, [t(u),t(v)] = 0. Em particular, escolhendo u = 0 temos

t(0) = 6K* +b' K~ +bK ™ — nK*N,,. (3.19)

Utilizando uma realizacao da algebra su(1|1) em termos dos operadores bosonicos canonicos,

ah)? a? 2N, +1
K =— K* = .
2’ 2’ 4

a matriz de transferéncia (1) pode ser reescrita como

2Q2t(0) = 2Q [5 —n (g + i)] K* +20n(K*)? + Q(a'a'b + baa), (3.20)

) |
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Agora, pode-se mostrar facilmente que o hamiltoniano ([BI) para condensados de Bose-
Einstein do tipo atomico-molecular pode ser obtido a partir da matriz de transferéncia

(BZ0) através da seguinte relagao
H =0 + &N + N2 4 20t(0), (3.21)

onde foi feita a seguinte identificacao entre os parametros

N 1
e S .22
N Rt (3.22)
P W’ (3.23)
Y= Ub, (324)
2:U’b - Uab
_ 2
L (3.5
4U, — 2U,, + U,
= 2
" 50 , (3.26)
Uab - Ub
_ 2
o g (3.27)
Uab + 4lua - 2,ub - 4Ua
= 2
b = (a+nN+p. (3.29)

Aplicando o método algébrico do ansatz de Bethe, de forma similar ao realizado no

capitulo anterior, encontramos as equagoes do ansatz de Bethe

(vi + nk)(1+nd —qui) _ Tp o —v =1 (3.30)
v; — nk #ivi—vj%—n’ '

e o espectro de energia do hamiltoniano (BZI)

M M
B = o+ N+ 9N+ 20k~ +0) J[ 2 — 20k T[22 (3.31)

Uj

i=1 v i=1
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3.3 Dinamica classica

Nesta segao vamos fazer uma anédlise classica do modelo ([BI) para condensados de Bose-
Einstein do tipo atomico-molecular. Em particular vamos estudar os pontos fixos e as curvas

de nivel.

3.3.1 Hamiltoniano
Sejam N, 6;, (j = a, b) operadores que satisfazem a relagdo de comutacao canonica
10;, 0k] = [N;, Ny] =0, [N, O] = i0,s, (j,k=a,b).
Usando o fato que
lexp(i¢;), Nik| = 0 exp(i¢;) = exp(i6;)N; = (N; + 1) exp(ib;),
fazemos uma transformacao dos operadores bosonicos j, j', (j = a, b) para

jo= exp(if;)\/N;, (3.32)
it = /Njexp(—ib)), (3.33)

tal que as relagoes de comutacao canonicas de Heisenberg sejam preservadas. Aplicando
esta transformagao (B3AB3J) ao hamiltoniano [BJ]) e definindo os operadores,

1
= —(N,—2N, .34
z N( a b)> (33)
N
0 = T00.-0), (3.35)

tal que z e # sejam variaveis canonicamente conjugadas, isto é,
[z, 0] =1, (3.36)

podemos escrever o hamiltoniano em termos das novas variaveis como

H=Q <g)3/z [M + 20z + B+ /2(1 = 2)(1 + 2) cos (4—]5)} : (3.37)

onde

o Ua Uab Ub
A = (2 4+8), (3.38)

V2N
0
2N a a
a = _VQ(Z_%+N —ﬂ), (3.39)

2 8 2N 4N
2N (Ua Uab Ub Ha ,U/b)

2

2 4 8 N 2N (3.40)
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com z representando a diferenca entre o niimero relativo de a&tomos no estado nao ligado e o
nimero relativo de dtomos no estado ligado (moléculas diatomicas). O hamiltoniano (B337)

obedece as seguintes simetrias,

H(z,0)[nap = H(z, =0)[5ap (3.41)
H(Z,e)‘)\@’ﬁ = —H(Z,¢9+N7T/4)|_)\7_a7_ﬁ (342)

No que segue, iremos restringir nossa analise para o caso A > 0.

3.3.2 Pontos fixos

Agora, considerando o hamiltoniano ([B31) como um hamiltoniano cldssico vamos investigar
os pontos fixos do sistema. As equacoes de Hamilton podem ser obtidas da forma usual, e

sao dadas por

dz OH . (40
E = W = —QQ\/NV ]_ — Z(]. + Z) S111 (N) s (343)
d9 OH N\*? 1-3z 40
——=— = Q= 2 2 _— — 1. 44
= (2) Az 4 200 + 2(1_z)COS(N)] (3.44)
Os pontos fixos do sistema sao determinados pela condigao
OH OH
I (3:45)

Devido a periodicidade das solugdes, nos limitaremos a 6 € [0, N7/2). Isto nos leva a

seguinte classificacao:

o = % e z ¢ uma solucao de

1-3
Mta=——"2 (3.46)
2/2(1 = 2)
que nao tem solugao para A —a < —1 e tem uma solugao (minimo local) para A —«a >

—1. Este comportamento ¢é ilustrado na Fig. Bl

e =0 e z é uma solucao de

3z —1
Moo= ——Fxox (3.47)
2,/2(1 = 2)
que tem uma solugao (maximo local) para A — a < 1, enquanto que para A — a > 1
apresenta duas solugoes (um méximo local e um ponto de sela) ou nenhuma solugao.

Na Fig. apresentamos um exemplo da solucao gréafica da equagao (B21).
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Fig. 3.1: Solugdo grdfica da equagdo transcendental [F40). A interseccao entre a reta
(lado esquerdo da eq.(540)) e a curva (lado direito da eq.([340)) para diferentes

valores de A — « representa a solucao para cada caso. Nao existe solucao para

A —a < —1 e encontramos uma solucao para A —a > —1.

Fig. 3.2: Solugdo grdfica da equagdo transcendental ([FZ4). A interseccdao entre a reta
(lado esquerdo da eq.([3Z7)) e a curva (lado direito da eq.(541)) para diferentes
valores de A\—« representa a solugdao (ou solugées) para cada caso. Temos apenas
uma solu¢ao na figura do lado esquerdo (A — «a < 1), enquanto que podemos ter

duas solugoes ou nenhuma solugdo na figura do lado direito (A —a > 1).
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e z=—1 e f éuma solucao de

() e o

onde temos duas solugoes do tipo ponto de sela para |\ — a| < 1, conforme ilustramos
na Fig.

A analise dos pontos fixos apresentada acima nos permite dividir o espaco de parametros

em quatro regioes, conforme a Fig. B4

Fig. 3.3: Solugdo grdfica da equagdo transcendental ([378). A intersec¢ao da reta (lado
direito da eq.[543)) com a curva (lado esquerdo da eq.([348)) para diferentes
valores de A — « representa a solugdo (solugoes) para z = —1 e 0 € [—m, 7.
Temos uma solugao em (z = —1,0 = 0) para A\—a = 1 e duas solugdes simétricas
em (z = —1,40/N = +6,) para |\ — a| < 1. Nao temos solugio em z = —1 para
A —al > 1.
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Fig. 3.4: Diagrama no espaco de parametros identificando os tipos diferentes de solugao
para a equacio (F44). Na regiago I nao eziste solugcdo para z quando 6 = 0, e
temos uma solugdo para z quando @ = Nw/4. Na regiao II existem duas solugoes
para z quando 0 = 0, e uma solu¢ao para z quando 0 = N7 /4. Na regigo 111
existe uma solu¢ao para z quando 6 = 0, uma solu¢ao para z quando § = N /4
e duas solugoes para 0 quando z = —1. Na regiago IV temos uma solugao para z
quando 0 = 0 e nenhuma solu¢ao para z quando = Nw/4. A fronteira separando
as regioes II e IIl € dada por A = o + 1, enquanto que a fronteira separando as
regioes III e IV € dada por A\ = o — 1. A fronteira entre as regioes I e II foi

obtida numéricamente.
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3.3.3 Curvas de nivel

Para visualizar melhor a dinamica classica, é 1til plotar as curvas de nivel do hamiltoniano
B37). Uma vez que os pontos fixos alteram a topologia das curvas de nivel, diferencas
qualitativas podem ser observadas em cada uma das quatro regioes. Estes resultados sao

apresentados nas Figs. BA e B onde por clareza usamos 40/N € [—27, 27].

Fig. 3.5: Curvas de nivel do hamiltoniano [3-37), em (a) regiao I e (b) regiao II. Os valores
dos parametros sao A = 1.0, a = —8.0 para a regiao [ e A\ = 1.0, a« = —0.2 para a
regido I1. Na regiao I observamos a presenca de um minimo local em 40 /N = +7.
Além do minimo em 40 /N = +7, dois pontos fizos adicionais (wm mdzximo e um

ponto de sela) podem ser observados na regiao II, aparecendo em 6 = 0.

A Fig. B3 mostra o carater tipico das curvas de nivel na regiao I. Se o estado inicial
do sistema é z ~ 1 entao z deve permanecer proximo a 1 para todo tempo subseqiiente.
Uma situacao similar também ocorre se o estado inicial do sistema é z ~ —1. Em ambos
0s casos vemos que a evolugao temporal do sistema é localizada. Quando os parametros de
acoplamento sao modificados e o sistema cruza a fronteira para a regiao I, dois novos pontos
fixos, um maximo e um ponto de sela, surgem em ¢ = 0. A medida que os parametros sao

alterados em direcao a regiao III, o maximo move-se em direcao a fronteira do espaco de

fase z = 1 enquanto que o ponto de sela aproxima-se de z = —1. Também os dois minimos
afastam-se da fronteira do espago de fase z = —1, como esbocado na Fig. BOb. Na regiao

I1, se o estado inicial do sistema é z ~ —1 a evolucao do sistema ainda é localizada, mas

para um estado inicial com z &~ 1 a evolucao torna-se deslocalizada. A Fig. B8 ilustra o
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que acontece quando os parametros de acoplamento sao variados da regiao II para a regiao
ITI. O ponto de sela em # = 0 aproxima-se de z = —1, atingindo a fronteira do espaco de
fase exatamente quando os parametros de acoplamento estao na fronteira entre as regioes
IT e III. O ponto de sela sofre entao uma bifurcacao em dois pontos de sela ocorrendo em
z = —1 para diferentes valores de 6 na regiao III. Os dois minimos se afastam de z = 1
em direcao a z = —1. Agora a dinamica é deslocalizada para ambos os estados iniciais
z~ 1ez =~ —1. Movendo-se da regiao III em direcao a regiao IV faz com que os dois
pontos de sela para z = —1 movam-se em direcao a § = £Nw/4. Os dois minimos para
0 = £N7m/4 movem-se em dire¢ao a z = —1. Cada minimo converge com um ponto de sela
exatamente quando os parametros estao sobre as regioes III e IV. Variando os parametros
de acoplamento na regiao IV encontramos que os minimos para o hamiltoniano se localizam
emz=—1ef =+Nn/4, e o maximo local para § = 0 fica préximo a z = 1, como mostrado
na Fig. B.Gh. Para este caso a dinamica é localizada para ambos os estados iniciais z ~ 1 e

2~ —1.

Fig. 3.6: Curvas de nivel do hamiltoniano (3.31), em (a) regiqgo III e (b) regiao IV. Os
valores dos parametros sao A = 1.0, a = 0.2 para a regiao III e A =1.0, a = 3.0
para a regiao 1V. Na regiao 111 observamos a presenca dos minimos em 40 /N =
+7 e um mdximo em 0 = 0. Temos também pontos de sela quando z = —1.
Na regiao IV apenas um ponto fizo (wm mdzximo) aparece em 6 = 0, que sempre

ocorre para z < 1. Um minimo aparece agora em z = —1.

A discussao acima fornece uma descricao geral qualitativa do comportamento dinamico

do hamiltoniano classico (B31) em termos das quatro regides identificadas no espago de
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parametros, Fig. B4 Enfatizamos que as mudancas na dinamica classica que ocorrem
quando cruzamos a fronteira entre duas regides sao suaves. Também nao observamos ne-
nhuma mudanca abrupta na dinamica classica, como a observada no modelo para dois

condensados de Bose-Einstein acoplados do capitulo anterior (Fig. 7).
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3.4 Dinamica quantica

Nesta segao estudaremos a dinamica quantica do hamiltoniano ([BI) usando o método da
diagonalizacao exata. Em particular, iremos investigar o comportamento da dinamica nas
quatro regioes definidas na secao anterior. Como ja vimos no capitulo anterior, a evolugao

temporal de qualquer quantidade fisica é dada pelo operador evolugao temporal U(t),

M

Ut) =Y e 0, )(T,, (3.49)

n=0
onde A\, e |¥,) sdo os autovalores e autovetores do hamiltoniano (BI).

Portanto, a evolucao temporal de qualquer estado pode ser calculada por,

(W(t) = Ut)¢)- (3.50)

onde |p) = |N,, N}) representa o estado inicial com N, dtomos nao ligados e N, moléculas,
tal que N, + 2N, = N. Usando as equagoes (B4d) e (BR0) calculamos o valor esperado da

diferenca entre o ntimero de atomos nao ligados e o niimero de moléculas no condensado,

(Na(t) = 2Ny (t)) = (U(1)[Na — 2N, W (1)), (3.51)

usando dois tipos de estados iniciais: um puramente atomico e um puramente molecular.
Na Fig. B plotamos o valor esperado da diferenca entre o niimero de atomos nao ligados
e o numero de moléculas para A = 1.0 e « = —8.0,—-0.2,0.2,3.0. Estes graficos esbocam
a dinamica quantica para os casos onde o sistema estd nas regioes I, II, IIT e IV, de cima
para baixo, respectivamente. Podemos observar aspectos da dinamica quantica, tais como
oscilacoes de colapso e ressurgimento e oscilagoes nao periddicas, que nao sao caracteristicas
da correspondente dinamica classica. Contudo, verificamos que a classificagao baseada nos
pontos fixos da andlise classica, que determina se a evolucao dinamica é localizada ou
deslocalizada aplica-se também ao caso quantico. Em particular, na regiao II esta claro que
para um estado inicial atomico a evolucao é completamente deslocalizada, enquanto que para
um estado inicial molecular ela é localizada. Note que para o caso A = 0 (onde os parametros
de interagao sao zero: U, = Uy, = U, = 0) a dinamica quantica ja tinha sido estudada
anteriormente (veja, por exemplo, B2, A3]). Neste caso, a regiao II ndo pode ser acessada.
Mostrou-se, nestas referéncias, que a dinamica é deslocalizada para |a| < 1 e localizada
para os valores restantes de « tanto para um estado inicial atomico quanto molecular.
Estes resultados estdo consistentes com os nossos. E importante salientar aqui um aspecto

novo e surpreendente, que é a existéncia da regiao I no diagrama de parametros (Fig. B4
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na andalise classica), onde a evolu¢ao para um estado inicial puramente molecular é bem

localizada, enquanto que para um estado inicial puramente atomico a evolucao é totalmente

deslocalizada, tanto na dinamica cldssica quanto na dinamica quantica. Conseqiientemente,

a inclusao dos parametros de interacao do tipo atomo-atomo, atomo-molécula e molécula-

molécula (U,, Uy, e Uy) produz uma dinamica muito mais rica.

b>/N
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Fig. 3.7:  FEvolugcao temporal do valor esperado da diferenca entre o numero de dtomos

e moléculas < N, — 2N, > /N nas quatro regioes definidas no diagrama de

parametros, para um estado inicial puramente atémico no lado esquerdo |N,0) e

um estado inicial puramente molecular |0, N/2) no lado direito. Estamos usando

A=10¢ea=-80,-0.2,0.2,3.0 (ou, em termos das varidveis originais, N =
100, e = pp =0, Q = 1.0, U, = 1.0, U, = —0.881,0.222,0.278,0.674 e Uy, =
—1.546,0.660,0.774, 1.566 ), de cima para baizo.
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3.5 Conclusao

Neste capitulo apresentamos a solucao exata para um modelo de condensados de Bose-
Einstein do tipo atomico-molecular. Subseqiientemente, através de uma andlise da dinamica
classica determinamos os pontos fixos do espaco de fase do sistema e obtivemos também as
curvas de nivel. Esta analise possibilitou uma separacao do espaco dos parametros em quatro
regices, com diferentes dinamicas. Finalmente mostramos que esta classificagdo também
continua valida para a dinamica quantica. A maior parte destes resultados é original e foi

publicada em

e Santos, G.; Tonel, A. P.; Foerster, A.; Links, J. Classical and quantum dynamics
of a model for atomic-molecular Bose-Einstein condensates. Physical Review A,
Melville, v. 73, n. 2, 023609 7p., Feb. 2006.
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4.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos os modelos descritos nos Cap. 2 e 3 desta tese usando os
conceitos de fidelidade, emaranhamento e gap no estudo de transicoes de fase quanticas.

Transigoes de fase quanticas (TFQ) ocorrem na temperatura de zero absoluto devido a
flutuagoes quanticas quando variamos um parametro externo A7, 48, 19]. Existem diferentes
técnicas matematicas para se identificar as TFQ e, em particular os valores criticos dos
parametros para os quais estas transicoes ocorrem.

Uma forma de se identificar uma TFQ é através do gap de energia entre o primeiro
estado excitado e o estado fundamental. O valor do parametro para o qual o gap se anula
ou apresenta um minimo identifica o parametro critico da TFQ [E7].

Outros conceitos como emaranhamento e fidelidade, que recentemente tém sido muito
utilizados na teoria da Computacao Quantica, também podem ser empregados na identi-
ficacao das TFQ. Basicamente, o valor do parametro para o qual o emaranhamento apresenta
um maximo ou uma mudanga abrupta de comportamento identifica o parametro critico de
uma TFQ [68, 62, 63]. Analogamente, o ponto onde a fidelidade exibe um minimo define
um valor critico para o parametro [B6l, b7. Recentemente, TFQ foram estudadas em di-
versos modelos utilizando estas novas técnicas. Utilizando o conceito de emaranhamento,
foram estudados os seguintes modelos: modelos de spin {8, 61, 68, [[0], modelos de férmions
fortemente correlacionados (modelo de Hubbard) [62, 64 65, 68, modelo de Bose-Hubbard
[ e modelos de spin-bésons [60), 69]. Usando o conceito de fidelidade, foram estudados,
por exemplo: modelo de Bose-Hubbard [56, 7], modelo de Dike e cadeia de spin XY B3], e
um modelo que descreve um condensado de Bose-Einstein atomico-molecular com atomos
distintos [71].

Neste contexto, para sistemas quanticos em que é possivel fazer uma analise classica,
foi conjeturado por Milburn et al |50, BI] que quando encontramos uma bifurcac¢do do tipo
forquilha na andlise classica dos pontos fixos de um hamiltoniano, a entropia de emara-
nhamento do estado fundamental tem um maximo proximo a este ponto de bifurcagao.
Vimos no Cap. 2 que o modelo de dois condensados de Bose-Einstein acoplados por tunela-
mento Josephson exibe um ponto de bifurcagao de forquilha, sendo, portanto, um candidato
natural para o estudo do emaranhamento.

No que segue faremos um estudo das TFQ utilizando os conceitos de entropia de ema-
ranhamento, fidelidade e gap para os modelos descritos pelos hamiltonianos (24]) e BI).
Como o estudo do emaranhamento é um pouco mais sofisticado, vamos fazer uma revisao dos

principais conceitos envolvidos antes de iniciar a analise das TF(Q dos modelos em questao.
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4.2 Emaranhamento

Nesta secao vamos estudar o emaranhamento dos modelos descritos pelos hamiltonianos
&) e BI) seguindo o trabalho original de G. Milburn et ol [33]. A idéia basica aqui é
decompor um sistema em subsistemas distinguiveis nao isolados, tal que a interacao entre
estes subsistemas seja responsavel pelo emaranhamento entre eles. Quando um sistema
puder ser dividido em duas (trés) partes dizemos que ele é um sistema “bipartite”, (“tripar-
tite”), etd]. Em principio, os subsistemas podem estar espacialmente separados, ou entao
a separacao ser proveniente de graus de liberdade diferentes. Para um sistema “bipartite”
ou de dois modos a medida padrao de emaranhamento é a entropia de von Neumann do
operador densidade reduzida de um dos dois subsistemas. O operador densidade reduzida
de um subsistema ¢é obtido tomando-se o trago parcial do operador densidade do sistema de
dois modos p em relagao ao outro subsistema. Mais especificamente, para dois subsistemas

A e B, o operador densidade reduzida do subsistema A, p,, é dado por

pa=Trg(p), (4.1)

onde Trp é o traco parcial sobre o subsistema B e p é o operador densidade do sistema de

dois modos. A entropia de emaranhamento de von Neumann é entao definida por

E(pa) = —Tr[palog(pa)]

= =) Mlog(A), (4.2)

onde o logaritmo é tomado na base 2, {\;} é o conjunto de autovalores do operador densidade
reduzida p4 e d é a dimensao do espago dos estados do subsistema A. Acima, o valor de F
varia desde 0, para estados completamente separaveis, até log(d), para estados maximamente
emaranhados, correspondendo a um operador densidade completamente misturado [B3].
Para qualquer estado puro de um sistema de dois modos podemos usar a decomposi¢ao

de Schmidt [33, b2 para escrever um estado geral |®) como

|®) = Z Ailia)lin), (4.3)

onde {|i4)} sao estados ortonormais do subsistema A e {|ig)} sdo estados ortonormais do
subsistema B. Os {A;} sao nimeros nao negativos satisfazendo Y, A? = 1 e sao chamados

nimeros de Schmidt. O limite da soma, D, é a dimensao do subsistema de menor dimensao.

* Para sistemas divididos em trés ou mais subsistemas, nao existe uma definicao tinica de emaranhamento

52
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Vemos diretamente de ([{3) que tomando o trago parcial em relagao a qualquer um dos
subsistemas os operadores densidade reduzida dos dois subsistemas possuem os mesmos
autovalores, e portanto, E(pa) = E(pp) quando as dimensdes dos dois subsistemas sao
iguais. Vamos agora particularizar este estudo para os modelos estudados nos Caps. 2 e 3,

respectivamente.

4.3 Modelo para dois condensados de Bose-Einstein

acoplados

Vamos agora fazer um estudo sistematico das TFQ do hamiltoniano (Z4]) que descreve dois
condensados de Bose-Einstein acoplados por tunelamento Josephson
K Ap

6‘.
H =2 (N = Np)* = —=(Ny = N) = —(afaz + alan). (4.4)

Mais especificamente, iremos analisar o comportamento do gap, do emaranhamento e da

fidelidade do estado fundamental deste modelo.

4.3.1 Entropia de Emaranhamento

Seguindo o trabalho de G. Milburn et al [33] e usando o fato que o niimero total de dtomos

é conservado, N = N; + N, podemos escrever um estado geral do sistema como

N

) = caln)|N =), (4.5)

onde os {c,} sdo numeros complexos e a notagdo acima implica que para n dtomos no
condensado 1 teremos N —n atomos no condensado 2. O operador densidade para o estado

() é entao escrito como
p o= W)V

= D cncalm)|N = m){n|(N —nl. (4.6)

m,n=0
Tomando o traco parcial em relagao ao condensado 2 encontramos o operador densidade

reduzida, para o subsistema 1

pr = Tra(p)

= > leafIn)(nl. (4.7)

n=0
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Podemos ver que neste caso p; é diagonal na base do espaco de Fock, com autovalores
— ]2
An = |enl*

A entropia de emaranhamento de von Neumann é

N
E(p) ==Y leal*log(|enl?)- (4.8)
n=0
8 T I T I T I T
61— _
< al- .
L
2 — N=100] ]|
— N=200
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Fig. 4.1: Entropia de emaranhamento do estado fundamental em fungdo de — = —ﬁ‘,
para K = —1, Ap ~ 0 e diferentes valores do numero total de datomos N. A

medida que N aumenta o mdximo da entropia desloca-se para o ponto critico

A= 1.

Usando (EL8) juntamente com os autovetores obtidos da diagonalizagao exata do hamil-
toniano (f4l), estudaremos a variacao da entropia de emaranhamento em fungao da razao
entre os parametros 2¢;/K N na auséncia do potencial externo Ay = (fl. Devido a repre-
sentagao matricial do hamiltoniano (2l ser uma matriz tridiagonal com h; ;41 = hiy14, 0
espectro dos autovalores do hamiltoniano nao depende do sinal da amplitude de tunelamento
(surgem termos quadraticos em €; no polinémio caracteristico do hamiltoniano). Assim,
quando passamos do caso repulsivo (K > 0) para o caso atrativo (K < 0), os autovalores
apenas mudam de sinal, fazendo com que o maximo estado excitado do caso repulsivo seja o

estado fundamental do caso atrativo e vice versa. Portanto, a entropia de emaranhamento

* Utilizamos, de fato, um valor bem pequeno de Ay para evitar problemas numéricos.
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[EX) do estado fundamental para o caso atrativo é igual a entropia de emaranhamento do
maximo estado excitado para o caso repulsivo. Uma vez que na Fisica o estado fundamental
é, em geral, mais relevante do que o maximo estado excitado, analisaremos aqui apenas o
caso atrativo. Obviamente que devido a essa simetria, os mesmos graficos para a entropia
do méaximo estado excitado podem ser obtidos para o caso repulsivo. Cabe salientar que
este estudo foi feito recentemente por Pan e Draayer em [61].

Na Fig. BT mostramos a entropia de emaranhamento do estado fundamental versus
—2e;/ KN para o caso atrativo (K < 0) e diferentes valores de N. Podemos verificar que a
entropia de emaranhamento apresenta um maximo que se aproxima de —A = 1ff a medida
que o numero total de dtomos aumenta. Na andlise cldssica do hamiltoniano ([4l) para
o caso repulsivo (K > 0) feita no Cap. 2, encontramos que uma bifurcagao de forquilha
ocorria em A = 1 (Fig. BI). Isto corresponderia, no caso atrativo (K < 0) a uma bifurcagao
em A = —1. Este resultado confirma a conjectura de Milburn et al B0, BI], que sugere o
aparecimento de um maximo na entropia de emaranhamento do estado fundamental sempre
que na analise classica do hamiltoniano surgir um ponto fixo de bifurcagao do tipo forquilha.
Gréficos semelhantes a este também foram obtidos por Pan e Draayer em [67] utilizando
outros métodos.

E um fato bem estabelecido que sistemas infinitos sofrem uma transicao de fase quantica
quando o emaranhamento do estado fundamental, dependente de algum parametro, apre-
senta um extremo proximo a um valor critico deste parametro. De fato, este é um dos
procedimentos adotados na literatura para encontrar TFQ [60, B8, 62]. Portanto, para sis-
temas finitos, o aparecimento de um pico no emaranhamento do estado fundamental do
modelo é um forte indicativo que o valor do parametro para o qual tende a ocorrer este pico
(—Ac = 1) é um ponto de TFQ do sistema. Rigorosamente, este ponto é chamado de “ponto

de pré-transicao de fase quantica” [A3, (6.

4.3.2 Gap de Energia

Uma outra possibilidade de se caracterizar transicoes de fase quéanticas é pelo estudo do gap
de energia AFE, definido como a diferenca de energia entre o primeiro estado excitado e o

estado fundamental do hamiltoniano, isto é
AE =EY - B0, (4.9)

Uma transicao de fase quantica ocorre quando o gap de energia entre o primeiro estado

excitado e o estado fundamental se anula no limite termodinamico, N — oo [47].

¥ Lembramos aqui a definicdo de A, dada no Cap. 2: A\ = % (ver eq. Z28).
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Os niveis de energia do hamiltoniano ([{4]) variam continuamente a medida que varia-
mos os parametros K, Ay e ;. Assim, fixando dois parametros e variando o terceiro, o
valor deste parametro para o qual o gap de energia se anula no limite termodinamico é o
valor critico. Assim, continuando a anélise do caso atrativo, (K < 0), consideraremos o
comportamento do gap de energia quando variarmos a razao —2e;/K N, na auséncia do
potencial externo (Ap = 0). Na Fig. mostramos o gap entre o primeiro estado excitado
e o estado fundamental para Ay = 0 e diferentes valores do ntimero total de atomos N.
Para 0 < —2¢;/KN < —1/X¢ o gap de energia estd quase fechadoH, isto 6 AE =~ 0, e
dizemos neste caso que os niveis sao quase degenerados. A medida que N aumenta, o ponto
em que o gap comeca a abrir ()\g) aproxima-se do valor critico —2¢;,/KN = 1. Como os
niveis de energia se aproximam a medida que aumentamos o nimero total de atomos, infe-
rimos que ird ocorrer uma transicao de fase quantica quando N — oo, com o valor critico
Ae = —1 separando uma regiao sem gap de outra com gap. Este resultado esta de acordo
com [66], onde o gap de energia entre o primeiro estado excitado e o estado fundamen-
tal, obtido por diagonalizacao exata, apresenta um minimo que se aproxima de um ponto
critico onde ocorre uma transicao de fase quantica a medida que o nimero total de dtomos
no condensado aumenta. Portanto, para sistemas finitos, o aparecimento de um minimo
no gap de energia que tende a fechar a medida que aumentamos o niimero total de d&tomos
é um indicador de uma transi¢ao de fase quantica no ponto onde isto ocorre (A, = —1).

4

Rigorosamente falando, é um ponto de “pré-transicao de fase quantica”.

4.3.3 Fidelidade

Uma maneira alternativa de se caracterizar transicoes de fase quanticas é utilizando outra
ferramenta oriunda da teoria da Computacao Quantica, a chamada de Fidelidade [B2]. A
fidelidade F é definida como o méduloH do produto escalar entre dois estados quanticos,

cujo valor informa o quanto estes estados sao “distinguiveis” entre si,

F(, ¢) = [(&l9)]. (4.10)

A fidelidade varia desde 1 para estados completamente indistinguiveis até 0 para estados
totalmente distinguiveis. Para sistemas que exibem uma transicao de fase quantica no
limite termodinamico o ponto onde a fidelidade vai a zero define um ponto critico. Para

sistemas finitos, o ponto onde a fidelidade apresenta um minimo é identificado como um

 Para sistemas finitos o gap de energia nunca chega a se anular completamente.
* Cabe aqui salientar que existem alguns autores que definem a fidelidade como o médulo ao quadrado

do produto escalar entre dois estados quanticos (ver por exemplo [B3, BA]).



Capitulo 4. Transicoes de fase quanticas 46

I T
0,05
0,8 —
06—
0
08 09

z
= | 07 1
w
S|
04 .
— N =100
02— — N=200|
— N =300
L — N=400| |
N =500
0 ! | | | | —
0 0,5 1 15 2

-2,/ KN

Fig. 4.2: Gap de energia entre o primeiro estado excitado e o estado fundamental em

funcao de —% = —ff—j@, para Ap = 0, K = —1 e diferentes valores de N. A
medida que N aumenta o ponto onde o gap abre desloca-se para o ponto critico
A= 1.

ponto de ”pré-transicao de fase quantica” [43), 56]. Como foi mencionado na se¢ao anterior,
o hamiltoniano (L4 depende dos parametros K, Au e ;. Assim, os autovetores de H
irao mudar quando variarmos estes parametros. Para cada escolha dos parametros, teremos
um conjunto de autoestados diferentes. Consideraremos a partir de agora a fidelidade
do estado fundamental usando o potencial externo Ap como parametro de ordem para
estudar as transi¢oes de fase quanticas proximas ao ponto de bifurcagdo —KN/2e; = 1,
onde foi encontrada uma transicao de fase quantica no estudo do emaranhamento do estado
fundamental e do gap de energia para valores finitos do niimero total de d&tomos NN e interacao
atrativa, (K < 0). O comportamento da fidelidade depende de quao préximos os parametros
estao do ponto de bifurcacao. Na Fig. vemos a mudanca na fidelidade quando fixamos
Ap =~ (ﬁj proximo do ponto de bifurcacao num estado, que chamaremos de “primeiro
estado”, e variamos Ap de modo a se afastar do ponto de bifurcacao no outro estado
que chamaremos de “segundo estado”. Proximo do valor critico —A. = 1 a fidelidade
sempre exibe um minimo. Para Ay = 7 > 1 podemos escolher qualquer valor para o

potencial externo no segundo estado fundamental que compde a fidelidade (|Au = 7)) para

* Utilizamos, de fato, um valor bem pequeno de Ay para evitar problemas numeéricos.
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estudar a transi¢ao de fase quantica que ocorre em —\, = —KN/2¢; = 1. Mesmo para um
valor pequeno de N a fidelidade ja apresenta um minimo préximo do ponto de bifurcagao
—)A. = 1, mostrando que proximo a uma transi¢ao de fase quantica os autovetores do estado
fundamental sao maximamente distinguiveis quando o parametro de ordem é escolhido
préximo ao valor do ponto de transicao para um dos estados e para o segundo estado o
parametro de ordem é ajustado de modo a fornecer a melhor assinatura para o ponto de

transicao.
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Fig. 4.3: Fidelidade do estado fundamental do hamiltoniano (4) em funcio de —5 =
—12(5—]{,, para N = 50 e K = —1. Fizemos Au ~ 0 para o primeiro estado fun-

damental e variamos Ap para o sequndo estado fundamental. A medida que y

aumenta o minimo da fidelidade vai se aprorimando do valor critico —\. = 1,

enquanto que os estados vao ficando cada vez mais distinguiveis.

Utilizando valores de Au = 7 simétricos em relagao a Ap = 0 para os dois estados,
vemos outra mudanga no comportamento da fidelidade préxima ao ponto critico —A, = 1.
Na Fig. £4] observamos que quanto maior o nimero total de atomos N, mais préximo do
ponto critico o minimo da fidelidade ocorre. A fidelidade tem uma taxa de variagdo muito
alta, ou seja, a derivada da fidelidade para este caso deve apresentar um méaximo préximo
ao ponto da transigao de fase quanticalp7], com os mesmos parametros criticos encontrados
na analise do emaranhamento do estado fundamental e do gap de energia entre o primeiro

estado excitado e o estado fundamental.
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Fig. 4.4: Fidelidade do estado fundamental do hamiltoniano {f4) em fun¢io de —5 =

—12{5—]‘@, para K = —1, v = £0.001 e diferentes valores do nimero total de atomos
N. A medida que N aumenta o ponto onde ocorre a mudanga abrupta da fideli-

dade do estado fundamental desloca-se para o ponto critico —\. = 1.

4.4 Modelo para condensados de Bose-Einstein do
tipo atomico-molecular

Vamos agora fazer um estudo sistematico das TFQ da versao simplificada do hamiltoniano
BTl que descreve a conversao de atomos em moléculas diatomicas e a dissocia¢ao destas
moléculas num condensado de Bose-Einstein com atomos idénticos,
_ Ha o Qb
H-;Na%—?ijL?(aa b+ b'aa). (4.11)
Na auséncia do potencial externo p;, = 0 este Hamiltoniano reduz-se ao modelo simplificado

(B3) amplamente estudado usando diferentes métodos [33, B2, B3].

4.4.1 Entropia de emaranhamento

Seguindo o trabalho de G. Milburn et al [33], usamos o fato que a dimensao do espago dos
estados depende se N é par ou impar (Apéndice A.2) e que o numero total de atomos é
conservado, N = N, + 2N, para escrever um estado geral do sistema.

Para N par podemos escrever um estado geral como,
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Upar) Z d,|2n)| M — n), (4.12)

onde {d,} sdo nimeros complexos.

Para N impar, temos o estado geral,

M
(Wimp) = Y dn|2n+ 1)| M — n). (4.13)
n=0
Consideraremos somente o caso /N par, pois nenhum efeito de paridade da dimensao do
espago de estados foi observado na entropia de emaranhamento do estado fundamental [33].

Assim, um estado geral do condensado é

= dy|2n)|M —n), (4.14)

onde {d,} s@o nimeros complexos e a notagao acima implica que para N, = 2n dtomos nao
ligados teremos N, = M — n moléculas ou 2(M — n) dtomos ligados no estado molecular.

O operador densidade para o estado geral [LI4]) é entao escrito como

p o= [U)(¥|
= >N dudy20)|M — n)(M —m]|(2m]. (4.15)

Como no caso dos dois condensados de Bose-Einstein acoplados por tunelamento Jo-
sephson, podemos dividir o condensado atomico-molecular em dois subsistemas, A e B,
sendo que cada subsistema pode ser pensado como um elemento quimico diferente (4tomos

ou moléculas). O operador densidade reduzida para o subsistema A é entao,

pa = Trg(p), (4.16)

onde Trp é o trago parcial sobre o subsistema B. Considerando o subsistema A como o
dos dtomos nao ligados, cujos vetores de estados sao |2n), obtemos para o subsistema A o

operador densidade reduzida,

pa = D1l 120) (20, (417)

e a entropia de emaranhamento E(p4) de von Neumann,
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E(pa) = =Y ldu["log(|du]?). (4.18)

Usando (EIH) juntamente com os autovetores obtidos da diagonalizacao exata do ha-
miltoniano ([ITl), estudaremos a variagao da entropia de emaranhamento em funcao da
razao entre o potencial externo u, e a amplitude de interconversao €2 na auséncia do po-
tencial externo p, = 0. Como no caso do modelo dos dois condensados de Bose-Einstein
acoplados por tunelamento Josephson, o hamiltoniano (1)) é uma matriz tridiagonal com
hiiy1 = hiy1,, de modo que os niveis de energia sao invariantes em relacao a troca do sinal
da amplitude de interconversao €2 (Apéndice A.2). Como estamos interessados na entropia
de emaranhamento do estado fundamental trabalharemos com o potencial externo p, > 0
e a0 mesmo tempo fixaremos o potencial externo u, = 0 para estudar transi¢coes de fase
quanticas do modelo descrito pelo hamiltoniano EIT]).

Na Fig. mostramos a variagao da entropia de emaranhamento do estado fundamental
E(pa) em fungao da razao entre o potencial externo p, e a amplitude de interconversao §2
na ausencia do potencial externo p, = 0 para diferentes valores do niimero total de dtomos
N. A entropia de emaranhamento do estado fundamental sofre um decaimento abrupto
préximo do ponto ju, /QV2N = 1. A medida que o ndmero total de 4tomos aumenta, mais
pronunciado é este efeito.

Na andlise cldssica do hamiltoniano geral ([B3M) feita no Cap. 3, encontramos que
pontos fixos de bifurcacao aparecem quando A — o = +1 (Fig. B4l). No caso particular
do hamiltoniano (EI0]), na auséncia do potencial externo p;, = 0, temos que um ponto de
bifurcacio ocorre em A =0 e o = 1,/QV2N = 1.

Assim, podemos dizer que o ponto de bifurcacao da anélise classica o = p,/ OV2N =1
corresponde a um ponto de transicao de fase quantica, uma vez que a entropia sofre uma

queda abrupta em seu valor neste ponto.

4.4.2 Gap de Energia

Conforme foi indicado na subsecao 4.3.2 deste capitulo, uma outra maneira de se analisar
transicoes de fase quanticas é através do gap de energia AE entre o primeiro estado excitado
e o estado fundamental. Analogamente ao caso dos dois condensados de Bose-Einstein

acoplados por tunelamento Josephson, um comportamento assintético também é verificado

* Lembramos aqui as defini¢oes das varidveis classicas A e «, dadas no Cap. 3: A = —VéN ( % - Ugb + %)
V2N (Ua _ Ub 4 Ha _ Hb
Q ( 2 8 TN )

e o= AN
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Fig. 4.5: Entropia de emaranhamento do estado fundamental em fun¢ao de o = o /QQV2N,
para Q) =1, up = 0 e diferentes valores do nimero total de atomos N. A entropia
de emaranhamento do estado fundamental sofre um decaimento abrupto prozimo

do ponto de bifurcacao da andlise cldssica o = 1.

no gap de energia a medida que aumentamos o nimero total de &tomos N num condensado
de Bose-Einstein atomico-molecular. Neste caso encontramos que o gap de energia tem
um minimo que diminui e cuja localizagao se aproxima do ponto critico a. = 1 a medida
que o numero total de atomos aumenta. Esse comportamento é mostrado na Fig. E6
para alguns valores de N. Diferentemente do caso dos dois condensados de Bose-Einstein
acoplados por tunelamento Josephson, o gap de energia entre o primeiro estado excitado e
o estado fundamental estd sempre aberto para valores finitos de N. Podemos inferir que
uma transicao de fase quantica irda ocorrer no limite em que N — 0o, com o ponto critico
a. = 1 [B3. Quando a = 1, temos p,/Q? = V2N, que corresponde aproximadamente
ao acoplamento de transicao na dinamica quantica para a formacao de um condensado

predominantemente molecular encontrado em [43].

4.4.3 Fidelidade

Seguindo o mesmo procedimento realizado na subsecao 4.3.3 estudaremos agora transigoes
de fase quanticas do hamiltoniano ([ZII]) utilizando o conceito de fidelidade. Em particular,

estudaremos o comportamento da fidelidade do estado fundamental préximo ao ponto critico
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Fig. 4.6: Gap de energia entre o primeiro estado excitado e o estado fundamental em
fungio de o = po/QUV2N, para p, = 0, Q = 1 e diferentes valores do nimero
total de dtomos N. A medida que N aumenta o minimo do gap de energia vai

fechando e se aprorimando do ponto critico a. = 1.

a. = 1, onde foi encontrada uma transicao de fase quantica na andlise do emaranhamento
do estado fundamental e do gap de energia AE entre o primeiro estado excitado e o estado
fundamental para valores finitos do nimero total de atomos N, na auséncia do potencial
externo py, e valores positivos do parametro externo p, > 0. Considerando o potencial ex-
terno p, como parametro de ordem, fixamos o estado fundamental na auséncia do potencial
externo, |up, = 0), que chamamos de primeiro estado fundamental, e variamos livremente
o potencial externo p, para um outro estado fundamental, |, = 7), que chamaremos de
segundo estado fundamental. Na Fig. EE7(a) observamos que a fidelidade do estado fun-
damental apresenta um minimo proximo do ponto de transicao «, = 1, se aproximando de
zero a medida que o parametro externo p, aumenta. Na Fig. EL7(b) apresentamos o com-
portamento da fidelidade do estado fundamental, |(y, = 0|, = 1)|, & medida que o nimero
total de &tomos aumenta. Quanto maior o nimero total de a&tomos, mais proximo do ponto
de transicao o minimo da fidelidade ocorre, e mais distinguiveis sdo os estados. Assim,
como ocorreu no caso dos dois condensados de Bose-Einstein acoplados por tunelamento
Josephson, um minimo na fidelidade do estado fundamental é novamente um indicador de

uma “pré-transicao de fase quantica” para um valor finito do nimero total de atomos N.
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Fig. 4.7: Fidelidade do estado fundamental em funcio de o = j1a/QV2N, com Q =1. Em
(a) wtilizamos o potencial externo p, = 0 para o primeiro estado fundamental
e variamos p, = 7 para o sequndo estado fundamental, com N = 100. Em
(b) variamos o nuimero total de dtomos N, com p, = 0 para o primeiro estado
fundamental e p, = v = 1 para o sequndo estado fundamental. A medida que
N aumenta, o minimo da fidelidade vai se aproximando do valor critico a. = 1,

enquanto que os estados vao ficando cada vez mais distinguiveis.

4.5 Conclusao

Neste capitulo apresentamos um estudo das transigoes de fase quanticas (ou “pré-transigoes
de fase quanticas“) para o modelo de dois condensados de Bose-Einstein acoplados (segao
4.3) e para o modelo de condensado do tipo atomico-molecular (segao 4.4), utilizando os
conceitos de emaranhamento, fidelidade, e gap de energia entre o primeiro estado excitado e
o estado fundamental. Encontramos que existe uma relacao entre pontos fixos de bifurcagao
da andlise classica e pontos criticos nas transicoes de fase quanticas: (i) fazendo um estudo
da entropia de emaranhamento do estado fundamental para os dois modelos verificamos que
o ponto em que ocorre a transi¢ao de fase quantica (ponto de méximo da entropia para o
modelo AA ou o ponto de queda abrupta da entropia para o modelo AB) coincide com o

ponto de bifurcacao da analise classica. Neste contexto, confirmamos também a conjectura
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de Milburn et al para o caso particular de uma bifurcacao de forquilha. (i7) a andlise do
gap de energia entre o primeiro estado excitado e o estado fundamental mostra que ocorre
uma transigao de fase quantica nos dois modelos, com o valor critico dos parametros (ponto
onde o gap abre para o modelo AA ou ponto de minimo do gap para o modelo AB) coincide
com o valor dos respectivos pontos fixos de bifurcagao da anélise cldssica. (ii7) utilizando o
conceito de fidelidade, e usando um dos parametros dos hamiltonianos como parametro de
ordem verificamos que o ponto critico onde ocorre a transigao de fase quantica (ponto onde a
fidelidade apresenta um minimo ou uma brusca variagao, dependendo da escolha dos valores
dos parametros) corresponde ao ponto de bifurcagao na analise classica. Nosso método para
investigar TF(Q usando o conceito de fidelidade permite identificar os pontos criticos mesmo
quando usamos um valor pequeno para o numero total de atomos N. Diferentemente dos
métodos utilizados nos trabalhos citados, o uso de um dos parametros do hamiltoniano como
parametro de ordem fornece uma maneira natural de encontrar, sem nenhum conhecimento
prévio, os pontos criticos onde ocorrem as TFQ. Parte dos resultados obtidos neste capitulo
sao originais, especialmente os da se¢ao 4.4, e estao em fase de redagao para serem publicados

futuramente:

1. Santos, G.; Foerster, A.; Tonel, A. P.; Links, J. Ground-state fidelity, bipartite en-
tanglement and energy gap for the atomic-molecular Bose-Einstein condensate model.
(em fase de redagao) (2007).
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5.1 Consideracgoes Finais

O topico central desta tese foi o estudo de dois modelos de condensados de Bose-Einstein
exatamente soliveis: 7) um modelo que descreve dois condensados de Bose-Einstein aco-
plados por tunelamento Josephson ii) um modelo que descreve a ligagao/dissociacao de
atomos/moléculas diatomicas num condensado de Bose-Einstein do tipo atémico-molecular.

No Cap. 1 apresentamos uma introdugao com énfase na parte histérica, desde a pre-
visao tedrica até a obtencao experimental dos condensados. Também discutimos algumas
aplicacoes e propriedades dos condensados de Bose-Einstein relacionadas aos modelos es-
tudados. Completamos com uma discussao sobre a importancia e aplicagoes de modelos
exatamente soliveis neste contexto de condensados de Bose-Einstein.

No Cap. 2 estudamos a integrabilidade, a dinamica cldssica e a dinamica quantica do
modelo AA (dois condensados de Bose-Einstein acoplados por tunelamento Josephson).
Usando o método algébrico do ansatz de Bethe apresentamos a solugdo exata (equagoes
do ansatz de Bethe e o espectro de energias). Posteriormente fizemos uma andlise classica
do modelo e encontramos que o espaco de parametros pode ser dividido em duas regioes.
Verificamos, em particular, que existe um ponto de bifurcacao do tipo forquilha supercritica
que se localiza na fronteira entre estas regides. Analisando a dinamica classica do modelo,
mostramos que existe também um acoplamento de transicao, tal que abaixo deste valor
de transicao temos oscilagoes completas na dinamica classica da diferenca entre o ntimero
de atomos nos dois condensados. Acima deste valor ocorre um decaimento abrupto na
amplitude das oscilagoes. Estes resultados foram confirmados pelo estudo das curvas de
nivel do hamiltoniano no espago de fase. Finalmente, fizemos um estudo da dinamica
quantica deste modelo nos diferentes regimes. Mostramos que na dinamica quantica também
existe um acoplamento de transicao que coincide com o valor obtido na andlise classica,
separando uma evolucao deslocalizada ou com tunelamento de uma evolucao localizada ou
auto-aprisionada. Estes resultados estao em concordancia qualitativa com os experimentos
[T, 15].

No Cap. 3 estudamos a integrabilidade, a dinamica cldssica e a dinamica quantica do
modelo AB (condensados de Bose-Einstein do tipo atémico-molecular). Usando o método
algébrico do ansatz de Bethe apresentamos a solugao exata (equagdes do ansatz de Bethe
e o espectro de energias). Na andlise cldssica mostramos que o espago de parametros pode
ser dividido em quatro regioes. Estas quatro regioes originam dinamicas qualitativamente
diferentes. Uma analise da dinamica quantica mostra que esta classificagao continua valida.
Outro fato importante a ser mencionado é que ao levarmos em conta os parametros de

interagao do tipo atomo-atomo, dtomo-molécula e molécula-molécula (U,, Uy, € Uy), encon-
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tramos uma dinamica quantica muito mais rica.

No Cap. 4 estudamos as transicoes de fase quanticas (TFQ) para os dois modelos, usando
os conceitos de emaranhamento, gap de energia e fidelidade. E interessante salientar que
os conceito de emaranhamento e fidelidade estao sendo amplamente utilizados na Teoria
da Computacao Quantica e no estudo de TFQ em geral. Basicamente, verificamos que
existe uma relacao entre os pontos fixos de bifurcagdao encontrados na andlise classica e
os pontos criticos nas transicoes de fase quanticas. Fazendo um estudo da entropia de
emaranhamento do estado fundamental para os dois modelos verificamos que o ponto em
que ocorre a transi¢ao de fase quantica (ponto de maximo da entropia para o modelo AA ou
o ponto de queda abrupta da entropia para o modelo AB) coincide com o ponto de bifurcacao
da analise classica. Fazendo uma analise do gap de energia entre o primeiro estado excitado
e o estado fundamental encontramos que existe uma TFQ nos modelos cujo valor critico
coincide com os respectivos pontos fixos de bifurcacao encontrados na analise classica dos
respectivos modelos. Para o modelo AA o gap esta “quase” fechado abaixo do ponto critico,
sendo que o ponto onde o gap se abre se aproxima do ponto critico a medida que o niimero
total de atomos aumenta. Para o modelo AB, o gap de energia apresenta um minimo cujo
valor diminui a medida que o ntimero total de &tomos aumenta, com o valor do parametro
onde o minimo ocorre aproximamdo-se do valor do parametro no ponto critico . O estudo
da fidelidade confirmou que ocorre uma TF(Q para os mesmos valores criticos encontrados
nos dois modelos. Usando um dos parametros do hamiltoniano como parametro de ordem
mostramos que proximo ao valor critico dos parametros, encontrados no estudo do gap de
energia, a fidelidade apresenta um minimo ou uma variacao brusca. Nosso método para
investigar as TFQ usando o conceito de fidelidade nos permite identificar os pontos criticos
mesmo quando usamos um valor pequeno para o numero total de &tomos. A andlise do gap
de energia entre o primeiro estado excitado e o estado fundamental é uma analise padrao
e serviu para confirmar a eficiéncia do uso da entropia de emaranhamento e da fidelidade
do estado fundamental no estudo das TFQ. E importante salientar que os trés métodos
empregados para os dois modelos, utilizando os graficos de emaranhamento, gap e fidelidade,
levam ao mesmo ponto critico em que ocorre a TFQ, que tende (no limite termodinamico)
ao valor do ponto de bifurcacao obtido na analise classica. Parte dos resultados obtidos nos
Caps. 2 e 3 sao originais e foram publicados em periddicos internacionais. Os resultados

obtidos no Cap. 4 serao utilizados em uma futura publicacao.
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5.2 Perspectivas para o futuro

Uma possivel extensao deste trabalho seria um estudo completo das TFQ considerando o
modelo atomico molecular geral discutido no Cap. 3. Neste contexto, seria interessante
considerar também o uso de um método analitico (mapeamento da equacao de Schrédinger
[72], por exemplo) para estudar as TFQ.

Outro possivel projeto a ser desenvolvido poderia ser a aplicacao das técnicas aprendidas
nesta tese para investigar a dinamica classica, a dinamica quantica, o emaranhamento e a
fidelidade de alguns novos modelos de condensados de Bose-Einstein generalizados , como
por exemplo um condensado de pogo triplo [73] modelo de BEC-transistor [4], modelo de

dois CBE acoplados com diferentes dtomos [75] entre outros.
5.3 Trabalhos publicados e em preparacao

1. Santos, G.; Tonel, A. P.; Foerster, A.; Links, J. Classical and quantum dynamics
of a model for atomic-molecular Bose-Einstein condensates. Physical Review A,
Melville, v. 73, n. 2, 023609 7p., Feb. 2006.

2. Jon Links; Angela Foerster; Arlei Prestes Tonel; Gilberto Santos. The two-site Bose-
Hubbard model. Annales Henri Poincaré, Basel, v. 7, n. 7/8, p. 1591-1600, Nov.
2006.

3. Santos, G.; Foerster, A.; Tonel, A. P.; Links, J. Ground-state fidelity, bipartite en-
tanglement and energy gap for the atomic-molecular Bose-Einstein condensate model.
(em fase de redagao/2007).



Apéndice A

Representacao matricial dos

hamiltonianos

Neste apéndice vamos mostrar como construir a representacao matricial dos hamiltonianos
&) e (Bl) no espago de Fock. Primeiro veremos que os termos de interagao e de potenciais
externos dos hamiltonianos sao diagonais, enquanto que os termos de tunelamento (intercon-
versao) situam-se acima ou abaixo da diagonal principal, fazendo com que a representagao

matricial dos hamiltonianos Z4)) e (B) seja uma matriz tridiagonal.

A.1 Dois condensados de Bose-Einstein acoplados

Para construir a representagao matricial do hamiltoniano (Z4), que escrevemos abaixo,

K A €
H = g(Nl — Ny)? — TM(Nl — Ny) — j}( fay +abay), (A1)

temos que calcular os elementos de matriz de H nos vetores de base |ny, ng),
<In’/17n/2|H|n17n2>7 (A2)

onde ny (ng) indica o nimero de dtomos no condensado 1 (2).

O espago de estados tem dimensao d = N + 1, onde N = Ny + Ny é o ntimero total de
atomos, e é conservado. Para ilustrar, vamos considerar o caso mais simples N = 2. Aqui os
vetores de base sao {[0,2),|1,1),|2,0)}, e correspondem as figuras mostradas em Fig. [A]l

Para um vetor arbitrario da base, |nq,ny), valem as seguintes relagoes [76],

a§a2|n1,n2> = \/nga“nl,ng —1)
= \/ngvnl—l—1|n1+1,n2—1>
= na(ng + 1)|ng +1,ne — 1), (A.3)
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a;al\nl,n2> = \/n1a£|n1 — 1,71,2)
= nivng +1ng —1,ny +1)
= Vni(n2 +1)n — 1, + 1), (A4)

N1|7’L1,7”L2> :a1a1|n1,n2): 7”L1|7”L1,7’L2>, (A5)

N2|n1,n2> :a£a2|n1,n2): 7”L2|7”L1,7’L2>. (AG)

b(i,/b(i,/b(i,/

Fig. A.1: (a)[0,2), (b)|1,1), (¢) |2,0)

Aplicando o hamiltoniano ([AJl) nos vetores de base |ni,n2) e utilizando as relagoes

acima, encontramos

H|n1, n2> =

§(n1 —n2)%n1, ny)
%(nl —ng)|ny, na)

_ %]\/mml +1,ny — 1)

_ %\/m|nl_1,n2+1>. (A7)

Utilizando a equacao (A1) e tomando o “sanduiche®, (n), ny|H|ny, ny), podemos escrever a
representagao matricial do hamiltoniano ([AJ]) na base do espago de estados para qualquer

valor de N. Tlustraremos abaixo este procedimento para os casos N =2 e N = 10.

All N=2

Para o caso de dois atomos, a dimensao do espaco de estados é d = 3, com os vetores da
base dados por {]0,2),|1,1),|2,0)}. Aplicando o hamiltoniano ([Al) nos vetores de base e

utilizando (A7), encontramos
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1ﬂ@2>:(§§+AunQ2y-%?aﬂL1% (A.8)
Hmn:—%iMzm+mm% (A.9)
fﬂzo>=(§l-Aunzoy—%§aﬂL1y (A.10)

Assim, podemos facilmente encontrar os elementos da matriz que representam o hamil-

toniano ([AJ]) no espago de Fock,

(0, 2] H|0, 2) :(§+Ammﬂqm—%iﬂ@mﬂ>
= % + Ap, (A.11)
@mMLw::—%iA@mzm+mﬂqm;
= _gfj, (A12)
(0, 2|H|2, 0) :(g—Ammmzm—%iﬂmmn
_ (A13)
(1,1|H|0,2) :(§+AMGMQm—%ZALMJ)
= _ggj, (A14)
@uHmn::—%iA@uzm+@uqm
~ 0, (A.15)
(11| H|2, 0) :(%-Amauzm—%imeg>
\/§

= _76J7 (A16)
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(2,0|H|0,2) — (§+Au)<2,0|0,2>—§5J<2,0\1,1>
_ 0, (A7)
(2,01H|1,1) = —gaj(@,o‘z,ow<2,0|o,2>)
= —QEJ, (A18)
2
(2,0|/H|2,0) = (%_AM)<2,0|2,0>_§5J<2,0|1,1>
= %‘A“‘ (A.19)

Portanto, para N = 2, o hamiltoniano ([A]]) é representado pela matriz

%‘l‘AILL —gEJ 0

—gé‘] 0 —gé’:‘] . (AQO)
0 —?6‘] % - A,u

Al1l2 N =10

Seguindo os mesmos passos da subsecao anterior e observando as simetrias dos termos
diagonais do hamiltoniano em relacao a troca do niimero de atomos em cada condensado,

encontramos a representagao matricial do hamiltoniano ([(A]) no espago de Fock,

ay, t 0 00 0 0 0 0
t, by t2 0 0 0 0 0 O 0 O
0 t ci t3 00 0 0 0 0
0 0 t5 dp 4 0 0 0 0 0 0
0 0 0 ty e ts 0 0 0 0 0
0 0 0 0 ¢ 0 t 0 0 0 0 (A.21)
0 0 0 0 0 ts e t, 0 0 0
0 0 0 0 0 0 t4 d_ t; 0 0
0 0 0 0 0 0 ty . t 0
0 0 0 0 0 0 ta b
0 0 0 0 0 0 0 t a
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Na diagonal principal aparecem apenas os parametros de interacao e o potencial externo

2
ay = Z5K + 5Au, by = 8K +4Apu, cy = gK + 3Au,

dy = 2K £ 2Ap, ey = g + Ap. (A.22)

enquanto que imediatamente acima e abaixo da diagonal principal aparecem apenas termos

envolvendo o parametro de tunelamento,

30
t4 = —\/?é’i;, t5 = —\/T_&?J. (A23)

Com excecao do estado |[N/2, N, 2), os estados sao duplamente degenerados para Ay = 0

eecy;=0.
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A.2 Condensado de Bose-Einstein atomico-molecular

Para construir a representacao matricial do hamiltoniano (Bl), que escrevemos abaixo,

H = U,N?+UpNyNy + UyNZ + p1aNo + 11Ny + Q(a'a’d 4 blaa), (A.24)

temos que encontrar os elementos de matriz de H na base {|n,, ny)} onde n, (n;) indica o
ntmero de dtomos nao ligados (moléculas) no condensado.

Diferentemente do modelo para dois condensados de Bose-FEinstein acoplados, a dimensao
do espaco dos estados depende se N ¢é par ou impar. Também ressaltamos que o niimero

total de atomos, N = N, + 2NN, é conservado. Assim, temos dois casos:

Casol: N par
Para N = 2, temos 2 estados: [2,0) e |0, 1).
Para N = 4, temos 3 estados: [4,0), [2,1) e |0, 2).
Para N = 6, temos 4 estados: |6,0), |[4,1), |2,2) e |0, 3).
Para N = 8, temos 5 estados: [8,0), [6,1), |4,2), |2,3) e |0,4).
Para N = 10, temos 6 estados: [10,0), [8,1), |6,2), |4,3), |2,4) e |0,5).

Portanto, podemos facilmente verificar que a dimensao do espaco dos estados para N par é,

d = g +1. (A.25)

Caso2: N impar

Para N = 3, temos 2 estados: [3,0) e |1, 1).

Para N = 5, temos 3 estados: |5,0), [3,1) e [1,2).

Para N = 7, temos 4 estados: |7,0), |5,1), [3,2) e |1, 3).

Para N =9, temos 5 estados: [9,0), |7,1), |5,2), |3,3) e |1,4).

Para N = 11, temos 6 estados: |11,0), |9,1), |7,2), |5,3), |3,4) e |1,5).

Portanto, a dimensao do espacgo dos estados para N fmpar é,

d= % (A.26)

Para um vetor arbitrario da base |n,, n,), temos as seguintes relagoes,
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a'a'b|ng,ny) = Ma%”nm ny — 1)
= VmpVna + la|ng + 1,n5 — 1)
= Vp(na + 1) (na +2)[na +2,m — 1), (A.27)

blaalng, ny) = /ngblaln, —1,mp)

= /NgVng — 1b'|ng — 2,m)

= VNa(na — 1)(ny + D)|ng — 2,15 + 1), (A.28)
Nulng,ny) = alalng, ny) = nglng, ny), (A.29)
Nb\na, nb) = bTb|na, nb> = nb|na, nb>. (A30)

Aplicando o hamiltoniano ([A24]) nos vetores de base |n,,np) e utilizando as relagoes

acima encontramos,

Hng,ny) = (ana + ngnyUap + ngUb)maa ) + (Nafta + Molis)|a; M)
+ Qvny(ng + 1) (ng + 2)|ng + 2,15 — 1)
+ Qng(ng — 1)(ny + 1)|ng — 2, + 1). (A.31)

Utilizando a equacao ([A31]) e tomando o “sanduiche®, (n,', ny'| H|n,, ny), podemos escrever
a representagao matricial do hamiltoniano [A24]) na base do espago de estados para qualquer
valor de N. Ilustraremos abaixo este procedimento para os casos de N par, com N = 2 e
N =10, e N fmpar, com N =3 e N =9.

A21 N=2

Neste caso, temos d = 2 e a base do espago de estados {|2,0),|0,1)}. Aplicando o hamilto-

niano ([A24)) aos vetores da base do espago dos estados e utilizando ([A31]), encontramos

H|2,0) = (4U, + 21,)|2,0) + v/200, 1), (A.32)

HI0,1) = (Uy + )0, 1) + V222, 0). (A.33)
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Assim, podemos facilmente encontrar os elementos da matriz que representa o hamilto-
niano (A24) no espago de Fock,

(2,0|H|2,0) = 4U, + 244, (A.34)
(0,1)H|2,0) = V29, (A.35)
(2,0|H|0,1) = V29, (A.36)

(0,1|H|0,1) = Uy + 0. (A.37)

Portanto, para N = 2, obtemos o hamiltoniano,

( AU, + 21, V20 )

A .38
V20 Uy + 1y ( )

A22 N=3

Neste caso, temos d = 2 e a base {|3,0), |1,1)}. Aplicando o hamiltoniano [A24]) aos vetores

da base do espago dos estados e utilizando ([AZ3]), encontramos

H|3,0) = (9U, + 3114)|3,0) + V6Q|1,1), (A.39)

H|1,1) = (Uy + Uap + Uy + pa + )|1, 1) + V63, 0). (A.40)

Podemos, portanto encontrar os elementos da matriz da representacao matricial do ha-
miltoniano ([A24) no espago de Fock,

(3,0/H|3,0) = 9U, + 31, (A.41)
(1,1|H|3,0) = V69, (A.42)
(3,0[H|1,1) = V64, (A.43)

(1,1 H|1,1) = Uy + Ugp + Uy + fiq + 15 (A.44)

Portanto, para N = 3, obtemos o hamiltoniano,
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0
Wa + 3pta Ve ) . (A.45)

< \/BQ Ua+Uab+Ub+Ma+ub

A23 N=9

Neste caso, temos d = 5 e a base do espago dos estados {[9,0),|7,1),(5,2),3,3),]1,4)}.
Aplicando o hamiltoniano [A24]) aos vetores da base, utilizando ([A3]) e seguindo os mes-

mos passos das subsegoes anteriores, encontramos

hiy 6129 0 0 0
6v2Q  hy  2V21Q 0 0
0 2V21Q  hys 2150 0 : (A.46)
0 0 2150 ha 269
0 0 0 269 hss

com os elementos da diagonal principal dependendo apenas dos parametros de interagao e

dos potenciais externos,

hy = 81U, + Y, (A.47)
hoy = 49U, + TUm + Uy + Tpia + 1o, (A.48)
hss = 25U, + 10U, + AUy + 5pta + 24u, (A.49)
haa = 99U, +9Uu + U, + 3pa + 3, (A.50)
hss = Ug+ 4Uap + 16Uy + g + 4, (A.51)

enquanto que imediatamente acima e abaixo da diagonal principal os termos dependem

apenas da amplitude de interconversao.

A24 N =10

Neste caso, temos d = 6 e a base do espago dos estados {|10,0), |8,1),6,2), |4,3),|2,4),]0,5)}.
Aplicando o hamiltoniano ([A24]) aos vetores da base do espago dos estados, utilizando

([A23T) e seguindo os mesmos passos das subsegdes anteriores, encontramos



Apéndice A. Representacao matricial dos hamiltonianos 68
hiyi 3V10Q 0 0 0 0
3V10Q  hay 4T 0 0 0
0 AV hyy 3WVI10Q 0 0
: (A.52)
0 0 3VI0Q  hy  4V/3Q 0
0 0 0 430 hgs V109
0 0 0 0 V10Q e

com os elementos da diagonal principal dependendo apenas dos parametros de interagao e

dos potenciais externos,

100U, + 10,

64U, + 8Uqp + Uy + 8pig + fis,
36U, + 12Uy + AUy + 6t + 214,
16U, + 12U + Uy + 4p1g + 31,
AU, + 8Uup + 16Uy + 2114 + 4pip,
25U + Sy,

enquanto que imediatamente acima e abaixo da diagonal principal os termos dependem

apenas da amplitude de interconversao, €.



Apéndice B

Realizacoes da algebra de

Yang-Baxter

Quando se deseja construir um modelo integravel, um dos primeiros aspectos a ser consi-
derado é a determinacao de uma realizacao da algebra de Yang-Baxter. A realizacao mais
simples é obtida da prépria matriz R, uma vez que é ébvio das eqs. (([Z0),[2F)) que a
identificacdo L(u) = R(u) pode ser feita. Esta é, de fato, a realizagao utilizada na cons-
trucao do modelo de Heisenberg [77, [7§]. Uma outra realizagao é dada por L(u) = G, onde
G é uma matriz 2 X 2 arbitraria cujos elementos nao dependem de u. Isto segue do fato
que [R(u),G ® G] = 0. No caso especifico dos modelos integraveis para condensados de

Bose-FEinstein as seguintes realizagoes podem ser utilizadas,

e Existe uma realizacao em termos dos operadores bosonicos canonicos a, a' com relacoes

de comutacao dadas por [a,a] = [a,a'] =0, [a,a’] = 1, que vale
N
La<u>=<“+" ‘ ) (B.1)
al nt

com N = ala.

e Também existe uma realizagdo em termos da algebra de Lie su(2) com geradores S*

e S [17, 8],

_ z _ +
Lwy=L (T e ) (B.2)
u —nST  u+nS*?

sujeitos as relacoes de comutagao

(57, §%] = £5%  [$*, §7] = 257,
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Note que quando a algebra su(2) é a representacao de spin — 1/2, o operador L

resultante ¢ equivalente ao dado pela matriz R (E23).

e Outra realizacao é obtida em termos dos geradores da &lgebra su(1]|1), K* e K+

[, B0,

K,y [ utnK®  nK~
L <u>—< o U_W>, B.3)

sujeitos as relagoes de comutacao

(K7, K¥] = +K* [KT, K7]= —2K~.

Nesta tese utilizamos combinagoes destas realizagoes para construir o modelo para dois
condensados de Bose-Einstein acoplados (cap. 2) e o modelo para condensados de Bose-

Einstein do tipo atomico-molecular (Cap. 3).



Apéndice C
Método algébrico do ansatz de Bethe

Neste apéndice vamos apresentar a derivagao das equagoes do ansatz de Bethe e os auto-
valores de energia para o hamiltoniano (4l). Para isto, devemos resolver o problema de
autovalores da matriz de transferéncia

t(u)|v) = A|v) (C.1)
Lembramos que a matriz de transferéncia é definida como t(u) = Tr(7T'(u)), onde T'(u) é a

[ A(w) Bu)
T(u) = ( clu D(u)> (C.2)

matriz de monodromia

tal que a algebra de Yang-Baxter para a matriz de monodromia é obedecida

ng(u — U)Tl (U)TQ(U) = TQ(U)Tl (u)ng(u — ’U). (C?))

Em particular, para o hamiltoniano (4]) usamos a seguinte representacao explicita para os

elementos de T'(u)

Alw) = (u+w—+nNy)(u—w+nNy) +abay, (C.4)
B(u) = (u+w+nNi)as+1 ", (C.5)
C(u) = (u—w+nNy)al +n"al, (C.6)
D) = alag+n72 (C.7)

Da algebra de Yang-Baxter (C3)) podemos encontrar as relagoes de comutagao entre os
operadores da matriz de monodromia T'(u) (C2). Algumas destas relagoes de comutacao

serao utilizadas na derivacao das equacoes de Yang-Baxter, entre elas,
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[Alu), A()] = [D(u), D(v)] =0, (C.8)
[B(u), B(v)] = [C(u),C(v)] =0, (C.9)
AweE) = o) Aw) - ) A), (C.10)
D(w)C(v) = %C(U)D(u)%—uivC(u)D(v). (C.11)

Para aplicarmos o método algébrico do ansatz de Bethe devemos encontrar um estado

apropriado, chamado de pseudovécuo |0), que tenha as propriedades

A(w)|0) = a(u)|0), (C.12)
B)0) = o, (C.13)
C)0) #£ 0, (C.14)
D(uw)|0) = d(u)|0), (C.15)

onde a(u) e d(u) sdo fungoes escalares.
Escolhemos como pseudovacuo |0) o estado de vacuo no espago de Fock, pois ele é

aniquilado pelo operador B(u)

B)|0) = [(u+w+nN)az + 1 "a1]|0) (C.16)
— 0/0) (C.17)

Assim, os autovalores a(u) e d(u) de A(u) e de D(u), respectivamente, sobre |0) sao

alu) = (u+w)(u—w), (C.18)
dlu) = n 2 (C.19)

Escolhemos agora o estado de Bethe como

M

0) = [v1, .y vm) = HC(Uz')|0>- (C.20)
i=1
De ([CA) vemos que a ordem em que os C’s aparecem em ([C20) nao é importante.
Usando as relagoes de comutacao ([CI0) e (CIIl), bem como a agao dos operadores no
véacuo ([CI2) e ([CIH), podemos determinar a acao de t(u) sobre |v). Obtemos,
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tu)l) = (Alu) + D(w))|v)

= A(u,v)|v)
M M
(Z n&(vi) H v — V5 + 77) |fU1’ ey Vi1, Uy Vi1, ...,’UM>
i U — v i v — Uj
o (DM ). (©21)
U — v; Vi — Vs Ul?"'7U2—17uyvz+1,-..7UM . .
; . . 7 7
¢ J#i
onde
MU_U""U Mu—v-—n
A1) = alw) [T== = e [T === (©22)

Este é um procedimento padrao na area de sistemas exatamente soltiveis, conhecido como
método algébrico do ansatz de Bethe.
De (C20)) pode-se mostrar que |U) torna-se um autovetor da matriz de transferéncia com

autovalor ([C22) desde que as equagoes do ansatz de Bethe abaixo

M
a(v;) v —v;— 1 ‘
=JE=ar j=1,.., M. (C.23)
d(v;) A Vi T

sejam satisfeitas. Neste procedimento exigimos o cancelamento dos termos indesejados
(segundo e terceiro termos do lado direito da eq. ([C2]])), uma vez que estes termos nao
sao capazes de produzir um autovetor da matriz de transferéncia. Substituindo agora as
expressoes para a e d (([CI]) e ([CIJ)) em ([C23), as equagoes do ansatz de Bethe reduzem-
se a

M
2/ 9 2 Vi —U; — 1) .
v; —w’) = _ =1,.., M. C.24
UCETER | e B (C.21)

Para cada solucao das equagoes do ansatz de Bethe, a energia do hamiltoniano (Z4]) é

obtida dos autovetores da matriz de transferéncia (C22). Encontramos

(C.25)
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The Two-Site Bose—Hubbard Model

Jon Links, Angela Foerster, Arlei Prestes Tonel and Gilberto Santos

This work is dedicated to the memory of Daniel Arnaudon

Abstract. The two-site Bose—Hubbard model is a simple model used to study
Josephson tunneling between two Bose-Einstein condensates. In this work
we give an overview of some mathematical aspects of this model. Using a
classical analysis, we study the equations of motion and the level curves of
the Hamiltonian. Then, the quantum dynamics of the model is investigated
using direct diagonalization of the Hamiltonian. In both of these analyses,
the existence of a threshold coupling between a delocalized and a self-trapped
phase is evident, in qualitative agreement with experiments.

1. Introduction

The phenomenon of Bose-Einstein condensation, while predicted long ago [1,2], is
nowadays responsible for many current perspectives on the potential applications
of quantum behaviour in mesoscopic systems. This point of view has arisen with
the experimental observation of condensation in systems of ultracold dilute alkali
gases, realized by several research groups using magnetic traps with various kinds
of confining geometries [3,4]. These types of experimental apparatus open up the
possibility for studying quantum effects, such as Josephson tunneling and self-
trapping [5, 6], in a macroscopic setting.

From the theoretical point of view, the two-site Bose-Hubbard model (see
eq. (1) below), also known as the canonical Josephson Hamiltonian [7], has been a
useful model in understanding tunneling phenomena. The simplicity of the model
means that it is amenable to detailed mathematical analysis, as we will discuss
below. However despite this apparent simplicity, the Hamiltonian captures the
essence of competing linear and non-linear interactions, leading to interesting,
non-trivial behaviour.

The Hamiltonian is given by

k A E
H = g(N1—N2)2—TM(Nl—Nz)—jJ(bIbz-Fbgbﬂ- (1)
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where bJ{,bg denote the single-particle creation operators in the two wells and
Ny = bIbl, Ny = b;bg are the corresponding boson number operators. The total
boson number Ny + N is conserved and set to the fixed value of N. The coupling k
provides the strength of the scattering interaction between bosons, Ay is the ex-
ternal potential and £ is the coupling for the tunneling. The change £; — —&;
corresponds to the unitary transformation by — by, by — —bo, while Ay — —Ap
corresponds to b; <« by. Therefore we will restrict our analysis to the case of
Ey, Ap > 0. For k > 0, following [7] it is useful to divide the parameter space into
three regimes; viz. Rabi (k/€; < N~1), Josephson (N~! < k/€; < N) and Fock
(N < k/Ej). For these three regimes, there is a correspondence between (1) and
the motion of a pendulum [7]. In the Rabi and Josephson regimes this motion is
semiclassical, in contrast to the Fock regime. For both the Fock and Josephson
regimes the analogy corresponds to a pendulum with fixed length, while in the
Rabi regime the length varies.

In the present work, we give an overview of some of the mathematical aspects
of (1). First we give an outline of the algebraic Bethe ansatz solution of (1). Then
we undertake an analysis of the classical and the quantum dynamics of the system,
and discuss how the system exhibits a threshold coupling, originally identified
in [8], about which the dynamics abruptly changes. Below this threshold point
the dynamics is delocalised, while above it the dynamics turns out to be localized
(macroscopic self-trapping). This can be seen at both the classical and quantum
level. The result is in qualitative agreement with experimental results [6].

2. Exact Bethe ansatz solution

In this section we briefly discuss the exact Bethe ansatz solution of (1). More details
can be found in [9,10]. We begin with the SU(2)-invariant R-matrix, depending
on the spectral parameter u:

1 0 0 0
0 b(u) c(u) O
0 0 0 1

with b(u) = u/(u+n) and c(u) = n/(u+mn). Above, n is an arbitrary parameter, to
be chosen later. It is easy to check that R(u) satisfies the Yang—Baxter equation

ng(u - U)R13(U)R23(’U) = R23(’U)R13(U)R12(u — ’U). (3)

Here R, (u) denotes the matrix acting non-trivially on the j-th and k-th spaces
and as the identity on the remaining space.
Next we define the Yang—Baxter algebra T'(u),

A(u) B(u
TW)Z(C(U) D(uD @
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subject to the constraint

Rap(u — 0)To(u)Tp(v) = Tp(v) Ty (u) Rap(uw — v). (5)
We may choose the following realization for the Yang—Baxter algebra
T(Ta(w)) = Loy (u+ ) Laz(u — w), (6)
written in terms of the Lax operators [9]
u + nN; b; .
ni) = ("IN )= (7)

Since L(u) satisfies the relation
Rap(tu — ) La; (w) Lp; (v) = Lp;(0) Lai (u) Rap(w — v), =1, 2 (8)
it is easy to check that the Yang-Baxter algebra (5) is also obeyed.
Finally, defining the transfer matrix through
t(u) = m(tryTy(u)) = m(A(u) + D(u)) (9)

it follows from (5) that the transfer matrix commutes for different values of the
spectral parameters; i.e., the model is integrable. Now it is straightforward to check
that the Hamiltonian (1) is related with the transfer matrix ¢ (9) through

1
H=—k <t(u) — Z(t'(O))2 —ut'(0) =% +w? - u2> ,
where the following identification has been made for the coupling constants
ko kN Ap B Er
1T g e g e (10)

We can apply the algebraic Bethe ansatz method, using the Fock vacuum as
the pseudovacuum, to find the Bethe ansatz equations (BAE)

N

o

P02 -ty = [ L (1)
gt

and the energies of the Hamiltonian (see for example [9,10])

N 2 A72
N
E=—f-€<17‘2||(14r iu)_n —unN —u?
i=1

(O 4

N
-2 2 2 2 n
24+ w4 (u w)i];[lu Ui_u)>. (12)
Surprisingly this expression is independent of the spectral parameter u, which can
be chosen arbitrarily.
Using the Bethe ansatz solution, it is possible to derive form factors and
correlation functions. Details are given in [9]. In what follows we will investigate
the classical and quantum dynamics of this model.
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3. Classical dynamics

In this section we study a classical analogue of the model (1). Let Nj, 8;, j =1, 2
be quantum variables satisfying the canonical relations

(01, 02] = [N1, Nao] =0, [N, 6] =i,

Using the fact that
exp(i0;)N; = (N; + 1) exp(ib;)

we make a change of variables from the operators b, bj7 7 =1,2via

b; = exp(ib;)\/N;, b;- = /N, exp(—ib;)

such that the Heisenberg canonical commutation relations are preserved. Now
define the variables

z = (Nl — NQ)/N
¢=N(01—02)/2

where z represents the fractional occupation difference (or the imbalance) and ¢
the phase difference. In the classical limit where N is large, but still finite, we may
equivalently consider the Hamiltonian [11,12]

H(z,¢) = EJTN (%,22 — Bz —1—22 cos(2¢/N)) (13)

where

kN
7ﬂ ?J

and (z, ¢) are canonically conjugate varlables. We note the Hamiltonian (13) obeys
the symmetries

H(z,9)l\5=—H(2,0+Nm/2)|_, 4

H(Z7¢)‘)\,ﬁ = H(_qub)b\,—,a‘ (14)
The classical dynamics is given by Hamilton’s equations of motion
OH  &;N

R (R Ry

i = *% =& (\/1 — 22 sin(2¢/N)) . (15)

Here we would like to mention that the classical equations of motion (15)
were also derived in [12]. There, however, the coupling A acquired a special time
dependence to study losses (decreasing in the total atom number N) in the classical
and quantum dynamics. In our approach we are considering the coupling A (and
consequently the total atom number N) as a constant in time.
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Now we study the fixed points of the Hamiltonian (13), determined by the

condition z = ¢ = 0. This leads to the following classification:

e ¢ =0 and z is a solution of

z
A —f=——x= 16
e (16)
which has a unique real solution for A > 0.
e ¢ = N7/2 and z is a solution of
Ao — = ——2 (17)

V1—22

This equation has either one, two or three real solutions for A > 0.

From eq. (17) we can determine that there are fixed point bifurcations for
certain choices of the coupling parameters. These bifurcations allow us to divide
the coupling parameter space in two regions. Setting f(z) = Az — 3 and g(z) =
2(1 — 22)~'/2, the boundary between the regions occurs when f(z) is the tangent
line to g(z) at some value zp. A standard analysis shows this occurs when A =
g’ (20) = (1—23)3/2. Requiring f(20) = g(20) then yields the following relationship

A= (1482332 (18)

determining the boundary. This is depicted in Fig. 1.

L 1 L 1 L | L
o 1 -0,5 o 0,5 1

B

F1GURE 1. Coupling parameter space diagram identifying the dif-
ferent types of solutions for equation (17). In region I there is just
one solution for z, a local maximum. In region II there are three
solutions for z, two local maxima and a saddle point. The bound-
ary separating regions I and II is given by (18).
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This leads us to the following classification:

e 0 < )\ < 1: For any value of 3 there is just one real solution, for which the
Hamiltonian attains a local maximum.

e )\ > 1: Here transition couplings £+, appear, which can be seen from Fig. 1.
For 8 € (—fo, Bo), the equation has two locally maximal fixed points and

one saddle point, while for 5 > §y or 8 < —(; the equation has just one real
solution, a locally maximal fixed point.

We remark that in the absence of the external potential (Ay = 5 = 0) the
transition value is given by Ao = 1. Using the symmetry relation (14) we can deduce
that for the attractive case A < 0, Ag = —1 is the coupling marking a bifurcation
between a locally minimal fixed point (for A > —1) and two locally minimal
fixed points and a saddle point (for A\ < —1). This is a supercritical pitchfork
bifurcation of the classical ground state. The results of [13] predict that the ground-
state entanglement, as measured by the von Neumann entropy, is maximal at this
coupling. The numerical results of [14] confirm this.

Next we look at the dynamical evolution. In that which follows we will con-
sider the equations (15) in the absence of the external field (Au = 0 or, equiv-
alently, 5 = 0). An analysis including the effect of this term can be found in
references [15,16]. We integrate (15) to find the time evolution for the imbal-
ance z, using the initial condition z(0) = 1, ¢(0) = 0. By plotting 2z against the
time, it is evident that there is a threshold coupling A\, = 2 separating two different
behaviours in the classical dynamics, as can be seen in Fig. 2:

AY | A | AY T AY T A
A lll‘ A l“ A
H S S B B
1 [ ) ) [
Fh ;o ;o HE \
\ \ \ \ \
I 1 I 1
K \ K \ K \ K \ ;! \
0.5 \ \ \ \ —]
E ] ] 1 I I
\ \ \ \
1 ] ] I 1
] \ 1 1 \ \ ] \
L , \ k \ , \ \ b \
F o\ , \ / \ , \ / \ / 4
\ ’ \ / A v ’ \ /
N_ . N\ L N N NLo
~N (00 = —
20,5 |
— A=1.9
—— a=21
» . ! . ! . ! .
0 10 20 30 40

t

FIGURE 2. Time evolution for the imbalance z. The solid line
is for A = 1.9, while the dashed curve is for A = 2.1. Here we
are using N = 100, £; = 1 and the initial conditions z(0) = 1,
¢(0) = 0. The threshold coupling occurs at A, = 2.
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(a)

- 0 n

aV'
N

0
20/ N 20/ N

x 0 T .

FIGURE 3. Level curves of the Hamiltonian (13) (a) for A = 1.5
(below the threshold point) and (b) for A = 2.5 (above the thresh-
old point). We are using N = 100 and £; = 1. Above the threshold
coupling running phase modes occur leading to localized evolution
of z. Below the threshold coupling the evolution of z is delocalised.

(i) For A < 2 the system oscillates between z = —1 and z = 1. Here the evolution
is delocalised;
(ii) For A > 2 the system oscillates between z = 0 and z = 1. Here the evolution
is localized.
The threshold occurring at A\, = 2 was first observed in [8].

To help visualize the classical dynamics, it is useful to plot the level curves
(constant energy curves) of the Hamiltonian (13) in phase space. Given an ini-
tial condition (z(0),#(0)), the system follows a trajectory along the level curve
H(z(0),¢(0)). In Fig. 3 we plot the level curves for different values of A (A = 1.5
on the left and A = 2.5 on the right), where we take 2¢/N € [—m, 7]. We can
observe clearly two distinct scenarios:

e )\ > 2: Here we see that for the orbit with initial condition z(0) = 1, ¢(0)
= 0, ¢ increases monotonically (running phase mode). The evolution of z is
bounded in the interval [0, 1], leading to localization (self-trapping).

e )\ < 2: Here we see that for the orbit with initial condition z(0) = 1, ¢(0) = 0,
the evolution of ¢ is oscillatory and bounded in the interval (—N7/2, N7/2).
The evolution of z is not bounded, leading to delocalization.

The threshold coupling A. = 2 (or k/€7 = 4/N, in terms of the original vari-
ables) separates two distinct dynamical behaviours. This value for the threshold
between delocalization and self-trapping also occurs for the quantum dynamics, as
we will show in the next section.
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4. Quantum dynamics

We will investigate the quantum dynamics of the Hamiltonian in the absence of
the external potential (Ap = 0) using the exact diagonalization method. Tt is well
known that the time evolution of any state is determined by [¥(¢)) = U(t)|o),
where U is the temporal evolution operator given by U(t) = Z%:o |m)(m|exp
(—iEn,t), |m) is an eigenstate with energy E,, and |¢o) represents the initial
state. Using these expressions we can compute the expectation value of the relative
number of particles

(N1 = N2)(2)) = (W ()| N1 = No[¥(2)). (19)
From Fig. 4 it is seen that the qualitative behaviour in each region does not depend
on the number of particles. We find that in the interval k/E; € [1/N2,1/N]
(close to the Rabi regime) the collapse and revival time takes the constant value
ter = 4t In the interval between k/E7 = 1/N and k/€7 = 1 the system undergoes

a transition from oscillations which vary between positive and negative values of
(N1 — N3) (delocalised) to one where (N7 — Ns) is close to N (self-trapping).

' ' T T '
o 4l v

' -
,. A I A I l I .

10 s 10 15 20

e —— —

) s o s 20
1.001 T T T ] ‘l ] T ! I T

1

<N]-N2>/N

0.999 L
02 04 06 >,
1.001 T f T f T I( T < l"

0.999
1.001 T i

0.999 L L L L | L
o

FIGURE 4. Time evolution of the expectation value for the rel-
ative number of particles for different ratios of the coupling
k/E7 from the top (Rabi regime) to the bottom (Fock regime):
k/E7 =1/N?/1/N,1,N, N? for N = 100, 400 and the initial state
is | N,0).

Now we focus in more detail the time evolution of the expectation value of
the relative number of particles in the interval k/E7 € [1/N, 1] In Fig. 5 we present
the case N = 100: we observe the evolution of the dynamics from a collapse and

IThe ratio k/€7 = 1/N? means that we are using k = 1 and £7 = N? and similarly for the
other cases.
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0.95

0.9
L i i

<N]-N2>/N

0.998

0.996
g 1
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[P T I I PP o B N R R RN
9 10 20 30 (0) 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t t

FIGURE 5. Time evolution of the expectation value between
k/E7 = 1/N and k/E7 = 1. On the left, from the top to the
bottom k/E7 = 1/N,2/N,3/N,4/N and on the right, from the
top to the bottom k/E7 = 5/N,10/N,50/N, 1, where N = 100
and the initial state is |N,0).

revival sequence for k/€7 < 4/N, through the self-trapping transition at k/E7
=4/N, and toward small amplitude harmonic oscillations in the imbalance of the
localized state when k/E7 = 1. It is also interesting to observe in the localized
phase k/E7 > 4/N the re-emergence of a collapse and revival sequence. Further
increases in k/E7 lead to a decaying of the collapse and revival sequence toward
harmonic oscillations which occur at k/€7 = 1. A more detailed investigation,
using another initial conditions can be found in ref. [17].

From the above picture it is clear that the threshold coupling k/€7 = 4/N
predicted by the classical analysis, representing the boundary between a delocalised
evolution (k/€7 < 4/N) and self-trapped evolution (k/E7 > 4/N), also holds for
the quantum dynamics.
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Classical and quantum dynamics of a model for atomic-molecular Bose-Einstein condensates
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We study a model for a two-mode atomic-molecular Bose-Einstein condensate. Starting with a classical
analysis we determine the phase space fixed points of the system. It is found that bifurcations of the fixed
points naturally separate the coupling parameter space into four regions. The different regions give rise to
qualitatively different dynamics. We then show that this classification holds true for the quantum dynamics.

DOI: 10.1103/PhysRevA.73.023609

I. INTRODUCTION

Since the early experimental realizations of Bose-Einstein
condensates (BECs) using alkali-metal atoms [1,2], a signifi-
cant effort has been made to produce a stable BEC in a gas
of molecules [3]. To our knowledge, a molecular condensate
could lead to a host of new scientific investigations that in-
cludes the quantum gas with anisotropic dipolar interactions
[4], the study of rotational and vibrational energy transfer
processes [5], and coherent chemistry where the reactants
and products are in a coherent quantum superposition of
states [6], among others. In recent years the creation of a
molecular BEC from an atomic BEC has been achieved by
different techniques such as photoassociation [7], two-
photon Raman transition [8], and Feshbach resonance [9].

From a theoretical point of view, molecular BECs may be
studied using the Gross-Pitaevski (GP) equations and mean-
field theory (MFT) (e.g., see Refs. [10,11]). The GP-MFT
approach reduces the full multibody problem into a set of
coupled nonlinear Schrodinger equations, which are then
solved numerically to obtain the Josephson-type dynamics of
the coupled atomic and molecular fields. An approximation
can be made to reduce the complex multibody problem into
a two-mode problem. An analysis of this two-mode Hamil-
tonian was carried out in Ref. [10], where it was established
that the quantum solutions break away from the MFT predic-
tions in the vicinity of the dynamically unstable molecular
mode due to strong quantum fluctuations. It has been shown
that the two-mode Hamiltonian is an exactly solvable model
in the framework of the algebraic Bethe ansatz method [12]
and an analysis using these results was given in Ref. [13].
However, in most of the above investigations, the atom-
atom, atom-molecule, and molecule-molecule S-wave scat-
tering interactions were not taken into account.

In the present work we focus on a more general Hamil-
tonian which takes into account the S-wave scattering inter-
actions. By means of a classical analysis we first obtain the
fixed points of the system and find that the space of coupling
parameters divides into four distinct regions which are deter-
mined by fixed point bifurcations. By contrast, only three
such regions exist when the S-wave scattering interactions
are neglected. The results allow us to qualitatively predict the
dynamical behavior of the system in terms of whether the
evolution is localized or delocalized. Using exact diagonal-
ization of the Hamiltonian, we then see that the quantum

1050-2947/2006/73(2)/023609(7)/$23.00
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dynamics within each region has a similar character.

The paper is organized as follows: In Sec. II we present
the Hamiltonian and in Sec. III a classical analysis of the
model is performed. In Sec. IV we investigate the quantum
dynamics through the time evolution of the expectation value
of the relative atom number. Section V is reserved for a
discussion of the results.

II. THE MODEL

Let us consider the following general Hamiltonian, based
on the two-mode approximation, describing the coupling be-
tween atomic and diatomic-molecular Bose-Einstein conden-
sates:

H=U,N.+UN, + UypN,Ny+ N, + wyN,,
+Q(a'a’b + blaa). (1)

Above, a' is the creation operator for an atomic mode while
b creates a molecular mode. The Hamiltonian commutes
with the total atom number N=N,+2N,, where N,=a'a and
N,=b"b. Notice that the change of variable ——Q is
equivalent to the unitary transformation

b——b. (2)

The parameters U; describe S-wave scattering, taking into
account the atom-atom (U,), atom-molecule (U,), and
molecule-molecule (U,) interactions. The parameters u; are
external potentials and () is the amplitude for the intercon-
version of atoms and molecules. In the limit U,=U,,=U,
=0, (1) has been studied using a variety of methods
[10,12-14]. However in the experimental context, the
S-wave scattering interactions play a significant role. It will
be seen below that for the general model (1) the inclusion of
these scattering terms has a nontrivial consequence. We men-
tion that generally the values for U, and U, are unknown
[6,8], although some estimates exist in the case of °Rb [11].

We finally note that the Hamiltonian (1) is a natural gen-
eralization of the two-site Bose-Hubbard model

H=U(N, - Ny)*+ u(N, = N,) + Qaja, + alay)  (3)

which has been extensively studied as a model for quantum
tunneling between two single-mode Bose-Einstein conden-
sates [14-20]. Our analysis will show that despite apparent

©2006 The American Physical Society
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similarities between the Hamiltonians (1) and (3), they do
display some very different properties. This aspect will be
discussed in Sec. V.

III. THE CLASSICAL ANALYSIS

Let N, 6;, j =a,b be quantum variables satisfying the ca-

nonical relations
[00’ Hb] = [Na’Nb] = O’
Using the fact that

[Nj’ 0/(] = 1511(1

we make a change of variables from the operators j,;,
j=a,b via
Jj=exp(if) N, j= \s’ﬁj exp(-i6))

such that the Heisenberg canonical commutation relations
are preserved. We make a further change of variables

1
= —(N,—2N,),
z N( »)
N=N,+2N,,

N

such that z and @ are canonically conjugate variables; i.e.,
[z,0]=il.

In the limit of large N we can now approximate the (re-
scaled) Hamiltonian by

— 40
H=\z>+2az+B+V2(1 -2)(1 + z)cos(ﬁ) (4)

with

S Q\2 4  8)

-~
\2N<Ua Ub Ma Mb)
a=—\——-—+——-—71,
2 8 2N 4N
\ﬂi\]( Ua Uab Ub Ma My )
=—\|\—+—+—+—+_—,
Q\2 4 8 N 2N

where, since N is conserved, we treat it as a constant. We
note that the unitary transformation (2) is equivalent to 6
— 0+Nm/4. Also, since the Hamiltonian (1) is time-reversal
invariant, we will hereafter restrict our analysis to the case
A=0.

We now regard Eq. (4) as a classical Hamiltonian and
investigate the fixed points of the system. The first step is to
find Hamilton’s equations of motion which yield

dz OH

A=+ 9sn( )
T I A WYY A
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FIG. 1. Graphical solution of Eq. (6). The crossing between the
straight line [left-hand side of Eq. (6)] and the curve [right-hand
side of Eq. (6)] for different A— « values represents the solution(s)
for each case. There is just one solution on the left (\—a << 1), while
there are either two solutions or no solution on the right (\—a

=1).

——=—=2\z+2a+
N

do oH 1-3z (40)
—F— COS
dt oz )

V2(1 -z

The fixed points of the system are determined by the condi-
tion

—=—=0. (5)

Due to the periodicity of the solutions, below we restrict to
0 e [0,N7/2). This leads to the following classification:
6=Nm/4, and 7 is a solution of

1-3z

2V2(1 -z2)

which has no solution for A—@<<-1 while there is a unique
locally minimal solution for A\—a=-1.
6=0, and z is a solution of

3z-1

N+ a= —
2v2(1 —-z)

(6)
which has a unique locally maximal solution for A\—a <1
while for A\—a> 1 there are either two solutions (one locally
maximal point and one saddle point) or no solutions. In Fig.
1 we present a graphical solution of Eq. (6).

z=—1 and @ is a solution of

cos| —|=A—-a
N

for which there are two saddle point solutions for |[\—af
<I.

It is also useful to identify the points z=1,0=Nm=/8, and
z=1,0=3Nm/8, where the singular derivative JH/dz changes
sign. For z=1 the Hamiltonian (4) is independent of 6, so
these points essentially behave like a saddle point. We re-
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FIG. 2. Parameter space diagram identifying the different types
of solution for Eq. (5). In region I there are no solutions for z when
6=0, and one solution for z when #=N/4. In region II there are
two solutions for z when 6=0, and one solution for z when 6
=Nm/4. In region III exists one solution for z when 6=0, one
solution for z when #=N/4, and two solutions for § when z=-1.
In region IV there is one solution for z when #=0, and no solution
for z when #=N/4. The boundary separating regions II and III is
given by A=a+1, while the equation A=a—1 separates the regions
IIT and IV. The boundary between regions I and II has been obtained
numerically.

mark that Eq. (4) is also independent of 6 for z=—1.

From the above we see that there exist fixed point bifur-
cations for certain choices of the coupling parameters. These
bifurcations allow us to divide the parameter space into four
regions, as depicted in Fig. 2. The asymptotic form of the
boundary between regions I and II is discussed in the Appen-
dix.

To visualize the dynamics, it is useful to plot the level
curves of the Hamiltonian (4). Since the fixed point bifurca-
tions change the topology of the level curves, qualitative
differences can be observed between each of the four re-
gions. The results are shown in Figs. 3 and 4, where for
clarity we now take 460/N € [-2,27].

Figure 3(a) shows the typical character of the level curves
in region I. The maximal level curve occurs along the phase
space boundary z=—1 and there are two local minima. Note
that for no choice of parameters do these minima occur on
the boundary z=1, but they may occur arbitrarily close to
this boundary. If the initial state of the system has z=1 then
z will remain close to 1 for all subsequent times. A similar
situation is true if the initial state of the system has z=-1.
For both cases we see that the evolution of the system is
localized.

As the coupling parameters are changed and the system
crosses the boundary into region II, two new fixed points, a
maxima and a saddle point, emerge at #=0 which can hap-
pen for any ze[-1,1). On crossing this parameter space
boundary the maximum may move towards the phase space
boundary z=1 while the saddle point approaches z=—1. Also
the two minima may move away from the phase space
boundary z=-1, as depicted in Fig. 3(b). The consequence
for the dynamics is that for an initial state with z=-1 the
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-2z —-T 0 b4 2

(a) 2= -7 0 T 2w

b)) —2nx - 0 T 2w
40/ N

FIG. 3. Level curves of the Hamiltonian (4) in (a) region I and
(b) region II. The parameter values are A=1.0, a=-8.0 for region I
and A=1.0,a=-0.2 for region II. In region I we observe the pres-
ence of local minima for 460/N=+ . Besides the minima at 46/N
==+17, two additional fixed points (a maximum and a saddle point)
are apparent in region II occurring at 6=0.

evolution of the system is still localized, but for an initial
state with z=1 the evolution is delocalized.

Figure 4(a) illustrates what happens when the coupling
parameters are tuned to cross over from region II into region
III. The saddle point at #=0 approaches z=—1, reaching the
phase space boundary exactly when the coupling parameters
lie in the boundary between regions II and III. The saddle
point then undergoes a bifurcation into two saddle points
occurring at z=—1 for different values of 6 in region III. The
two mimima have also moved away from z=1 towards z=
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by —2=xn -r 0 n 27
40/ N

FIG. 4. Level curves of the Hamiltonian (4) in (a) region III and
(b) region IV. The parameter values are A=1.0,@=0.2 on the left
and A=1.0,@=3.0 on the right. In region III we observe the pres-
ence of minima at 46/N=+ and for #=0 just one fixed point, a
maximum. There are also saddle points for when z=—-1. In region
IV just one fixed point (a maximum) occurs for =0, which always
has z<<1. In contrast the global minimum occurs for z=-1.

—1. Now the dynamics is delocalized for both initial states
z=1 and z=-1.

It is also possible to tune the parameters to move from
region I directly to region IIl. At the boundary between the
regions, a single local maximum emerges from the point z
=-1, #=0. As the parameters are tuned to move away from
the boundary into region III, the maximum moves towards
z=1 while the minima at ==+Nm/4 approaches z=—1.

Moving from region III towards region IV causes the two
saddle points for z=—1 to move towards #=+Nw/4. Again,
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the two minima for 6=+Nmx/4 move towards z=-1. Each
minimum converges with a saddle point exactly when the
coupling parameters are on the boundary of regions III and
IV. Varying the coupling parameters further into region IV
we find that minima for the Hamiltonian are always at z=
—1, 6==Nm/4, and the local maximum for 6=0 lies close to
z=1, as shown in Fig. 4. For this case the dynamics is local-
ized for both initial states z=1 and z=-1.

The above discussion gives a general qualitative descrip-
tion of the dynamical behavior of the classical system in
terms of the four regions identified in the parameter space.
We emphasize that the change in the classical dynamics as
the boundary between two regions is crossed is smooth.
Nonetheless, the analysis does give a useful insight into the
possible general dynamical behaviors. Below we will show
that the same holds true for the quantum dynamics.

IV. QUANTUM DYNAMICS

Having analyzed the classical dynamics, we now want to
investigate the extent to which a similar scenario holds for
the quantum system. For the case A=0 (where the coupling
for all S-wave scattering interactions is zero) the quantum
dynamics has previously been studied in Refs. [10,13]. In
this instance region II is not accessible. It was shown that the
dynamics is delocalized for |a| <1 and localized otherwise
for both atomic and molecular inital states, consistent with
the classical results described above. A surprising aspect of
the classical analysis is the existence of region II where the
evolution of a purely molecular inital state is highly local-
ized, whereas the evolution of a purely atomic initial state is
completely delocalized. We will see that this also occurs for
the quantum case. Thus the inclusion of the S-wave scatter-
ing interactions into the Hamiltonian gives richer dynamics.

The time evolution of any state is given by [W¥ (7))
=U(1)|¢), where U(t) is the temporal operator U(r)
=SM_|m)(m|exp(~iE,1), |m) is an eigenstate with energy
E,,. and |¢$)=|N,,N,) represents the initial Fock state with N,
atoms and N, molecules such that N,+2N,=N. We adopt the
method of directly diagonalizing the Hamiltonian as done in
[19,20] for the Bose-Hubbard Hamiltonian (3) and compute
the expectation value of the relative number of atoms

(N(1) = 2N, (1) = (W (1)|N, = 2N, | (1))

using two different initial state configurations: a purely
atomic state and a purely molecular state. Hereafter, we will
fix the following parameters N=100, =1.0, w,=0.0, w,
=0.0, and U,=1.0.

In Fig. 5 we plot the expectation value of the relative
number of atoms for A=1.0 and the choices a=-8.0, —0.2,
0.2, and 3. The graphs depict the quantum dynamics for
those cases where the system is in regions I, II, III, and IV
from top to bottom, respectively. On the left we are using a
purely atomic initial state |[NV,0) and on the right-hand side a
purely molecular initial state |0, N/2).

Figure 5 displays aspects of the quantum dynamics, such
as the collapse and revival of oscillations and nonperiodic
oscillations, which are not features of the corresponding clas-
sical dynamics [cf. [15] for analogous results for the Hamil-
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FIG. 5. Time evolution of the

expectation value of the imbal-
7 ance population (N,—2N,)/N in
- the four regions defined by the
. diagram with a purely atomic ini-

tial state |[NV,0) on the left and a

<Na—2Nb>/N

purely molecular initial state
T |0,N/2) on the right. We are using
. A=1.0 and «=-8.0,-0.2,0.2,3.0
(or, in terms of the original vari-

ables, U,=1,U,=-0.881,0.222,

0.278,0.674 and U,,=—1.546,
1 0.660,0.774,1.566).

region [V -

-1 L l L l 1 ] 1 o1 1 l L
0 5 10 15 20 0 5

tonian (3)]. However, it also shows that the classification
based on classical fixed point bifurcations to determine
whether the dynamic evolution is localized or delocalized
applies to the quantum case. In particular, in region II it is
clear that for an initial atomic state the evolution is com-
pletely delocalized, but localized for an initial molecular
state.

V. DISCUSSION

Using the classical Hamiltonian (4) as an approximation
to the quantum Hamiltonian (1), we have undertaken an
analysis to determine the fixed points of the system. The
bifurcations of the fixed points divide the coupling parameter
space into different regions characterizing different dynam-
ics, which can also be seen for the quantum dynamics. It is
necessary to establish the extent to which the classical ap-
proximation is valid. Since N and « vary with the number of
particles, it is required that the gap between successive en-
ergy levels should approach a continuum for large N. This
imposes that \, << N*>. We can compare this situation to the
case of the Bose-Hubbard model (3), where a similar classi-
cal analysis is valid for |U/Q| <N [17]. It was shown in Ref.
[20] that for that model there are transitions in the dynamical
behavior for the quantum regime |U/Q|> N, which are not
apparent from the classical analysis. These properties were
found to be closely related to couplings for when the energy
gap between the ground and first excited state was minimal
or maximal. We should expect a similar result to occur for
Eq. (1).

The relationship between fixed point bifurcations and
ground-state entanglement has been studied in Ref. [25].
There it was argued that the ground-state entanglement of a
quantum system will be maximal whenever the classical sys-
tem undergoes a supercritical pitchfork bifurcation for the
lowest energy in phase space. A peak in a measure of the
ground-state entanglement has been shown in many in-
stances to be indicative of a quantum phase transition

10 15 20

[21-23]. For the Hamiltonian (1) we have considered here,
there are no supercritical pitchfork bifurcations. For A=0
there is a quantum phase transition at @=1, as can be seen
from the behavior of certain ground-state correlation func-
tions [11,13,14]. This does correspond to a bifurcation of the
lowest energy in phase space. Calculation of the ground-state
entanglement in this case have been undertaken in Ref. [14],
showing that it is maximal at a coupling different from the
critical point.

This is in some contrast to the Bose-Hubbard model (3).
There, a supercritical pitchfork bifurcation of the lowest en-
ergy occurs in the attractive case [18,20], and the results of
Ref. [24] suggest that indeed the entanglement is maximal at
this coupling. (For the repulsive case the ground-state en-
tanglement is a smooth, monotonic function of the coupling
[14].) However, the transition from localization to delocal-
ization for the dynamics as studied in Refs. [15,19,20] does
not occur at the bifurcation. Despite the apparent similarities
between Egs. (1) and (3), we can see that the interrelation-
ship between bifurcations of the classical system and prop-
erties of the quantum system are very different.
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APPENDIX

In this Appendix we analyze the boundary dividing re-
gions I and II. In particular, we determine the asymptotic
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relation between \ and « when \ is large and when \ is close
to % We also compute the maximum value of a on this

boundary.
Consider
fz2)=\z+a,
@ 3z-1
g Z)= N
2v2(1 -7)

where the fixed points occur when f(z)=g(z). We want to
determine the boundary between the cases when there is no
solution and two solutions. This boundary is given by the
case when f(z) is the tangent line to g(z). Now

dg 1 1
_=_31_Z_1/2+_3Z_1 1_1—3/2
4" 20 (I-2) 5 )(1-2)
so z is determined by the condition
dg
=—. Al
dz (A1)

Below we consider three cases:
(i) First put z=—1+u, where u is small and positive. Then

dg 1 3
—~—+—u.
dz 2 16
Solving for u gives
u~E2n-1).
Now we need
f@) =g(2),

1 1
MN=T1+u)+a=—==4+3u)2-u)"?~~-1+~u.
2V2 2

We can substitute in u« to find a relation between \ and a:
1 1 16 1\2
a~=-5+(N=3)- T -3)"
This curve is valid for (7\—%) positive. Also

da
d\ 212

=1

so the curve separating regions II and III is tangential to the
curve separating regions I and III at )\=%.

(i1) Next we look at the case when z=1-u with u small
and positive. Here we find

PHYSICAL REVIEW A 73, 023609 (2006)

B 2-3u
8= ZN'E’
Vou'
d_g 1

Az 22
so that
u~ 2,
This leads to
a=g(z)—Az~-N+2\" (A2)

The asymptotic equation (A2) is valid for large positive val-
ues of A.

(iii) To complete the picture, finally we investigate the
maximum of « with respect to N\. From Egs. (A1) and (A2)
we have

(A3)

=—z (A4)

so the maximum occurs at z=0. Looking at the asymptotic
behavior around z=0 we have

1 5 9
~——|1==7== 2>,
g(2) 2\5( e

which gives

Using this we can find an expression for « in terms of \:
125 (42
a~—-—fF—-—7=|"—"A-1].
2v2  36v2\ 5

The first term above corresponds to the maximal value of
a=-0.35 as depicted in Fig. 2.
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