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E s t e  t r a b a l h o  é a segunda dissertação sobre o tema 

" ~ é t o d o  dos e l e m e n t o s  d e  c o n t o r n o  a p l i c a d o  5 elas t i c i d a d e  li- 

near" r e a l i z a d a  no C u r s o  d e  p ó s - G r a d u a ç ã o  em ~ n g e n h a r i  a C i v i l  d a  - 
UFRGS, e ,  p r o p o e - s e  a a p r i m o r a r  o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  a n t e r i o r  - 

mente e também a e x p a n d i r  a a p l i c a ç ã o  do m é t o d o  na e l a s t i c i d a -  

d e  tridimensional. 

A s s i m ,  c o m  e s t e  c s p z r i t o :  

Desenvolve-se a u t i l i z a ç ã o  do p o n t o  singular fora da 

zona d e  integração e r e a l i z a - s e  um e s t u d o  comparativo com o 

p o n t o  singular c o i n c i d i n d o  com um nó d o  e lemento i n t e g r a d o .  

F a z - s e  a análise d e  um c i l i n d r o  Ôco de paredes  e spes  - 

s a s  s u j e i t o  a f o r ç a s  d e  corpo d o  t i p o  rotação i n e r c i a l .  

Analisam-se o s  deslocamentos produzidos p o r  uma car- 

ga concentrada no extremo l i v r e  de uma v i g a  e n g a s t a d a  e s ã o  

comparados  a r e s u l t a d o s  o b t i d o s  p e l o  m é t o d o  d o s  e l ementos  f i n i  - 
tos. 

Implementam-se q u a t r o  t i p o s  d e  e l e m e n t o s  d e  c o n t o r n o  

( q u a d r i l á t e r o s  linear e q u a d r á t i c o  e triangulares de mesma or- 

d e n s ) .  

Acha-se também i n c l u í d a  n e s t e  t r a b a l h o  a formulação 

~ e Ó r i c a  do método  dos e lementos  de c o n t o r n o  para a e l a s t i c i d a -  

d e  tridimensional, b e m  como a discussão de alguns t 8 p i c o s  com- 

putacionais e m p r e g a d o s .  



A B S T R A C T  

T h i s  is t h e  s e c o n d  thesis t o  be p r e s e n t e d  on the 

t heme  o £  " B o u n d a r y  E lement  Methods A p p l i e d  t o  L i n e a r  

E l a s t i c i t y "  on the p o s t  g r a d u a t e  c o u r s e  i n  C i v i l  E n g i n e e r i n g  

o £  U F R G S .  P r e v i o u s  r e s u l t s  a r e  u s e d  as a s t a r t i n g  p o i n t  and 

t h e  application is e x p a n d e d .  

The method is d e v e l o p e d  u s i n g  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  

outside t h e  integration z o n e  and  a comparat ive  s t u d y  i s  done 

w i t h  r e s u l t s  o b t a i n e d  w i t h  t h e  singular p o i n t s  l o c a t e d  a+ 

n o d e s .  

An analysis o £  a t h i c k  c y l i n d e r  s u b j e c t  to r o t a t i o n  

i s  done. A l s o  displacements p r o d u c e d  by a c o n c e n t r a d e d  l o a d  

at t h e  t i p  o £  a c a n t i l e v e r e d  beam a r e  s t u d i e d .  Cornparison 

i s  made with r e s u l t s  o b t a i n e d  using f i n i t e  e l ement  a n a l y s i s .  

Four d i f  f e r e n t  e l ements  were implemen t e d  '(linear 

and  quadratic q u a d r i  l a t e r a l  e le rnents  and l i n e a r  and  q u a d r a t i  c 

triangular e lement s )  . 
The t h e o r e t i c a l  formulation o £  the m e t h o d  is a l s o  

given t o g e t h e r  with a d i s c u s s i o n  o £  t h e  c o m p u t e r  program u s e d .  
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A r e s o l u ç ã o  d e  p r o b l e m a s  d e  e n g e n h a r i a  n o s  Ú l t i m o s  

a n o s  t e m  e x p e r i m e n t a d o  grandes  p r o g r e s s o s ,  e ,  o s  métodos numé - 

ricos sem d ú v i d a  a l g u m a  pos suem uma g r a n d e  participação nes- 

tes a v a n ç o s .  C o m  o desenvolvimento d e  sistemas computacio- 

n a i s  d e  grande  p o r t e ,  o s  m é t o d o s  n u m é r i c o s  evoluiram a t a l  

ponto q u e  c o n s e g u e m  r e s o l v e r  p r o b l e m a s  os q u a i s ,  até e n t ã o ,  

p a r e c i a m  d e  soluçÕes inalcansáveis. 

O método  d o s  e l e m e n t o s  d e  c o n t o r n o  é um d e s t e s  méto - 
d o s  numéricos, e, vem se afirmando como uma a l t e r n a t i v a  c f i c i  - 

ente para a solução de problemas de e n g e n h a r i a .  Ele combina 

a v e r s a t i l i d a d e  d a s  f u n ç õ e s  de interpelação d o  j á  consagrado 

método d o s  e l e m e n t o s  f i n i t o s  com a i n t e r e s s a n t e  r e d u ç ã o  das  

i n c ó g n i t a s  d o  p r o b l e m a  ao contorno, o que d á  o r igem a r e d u ç ã o  

d e  uma dimensão d o  problema. I s t o  l e v a  a menores s i s temas d e  

equações e um m e n o r  nlmero d e  aados s e  f a z  n e c e s s á r i o  n a r a  s 

r e s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a .  C o n t u d o ,  convém r e s s a l t a r  q u e  p a r a  

O U S O  do método sempre conveniente ter uma so lução  fundarnen- 
A 

tal da equação  d i f e r e n c i a l  do problema, a q u a l  nem s e m p r e  e 

f á c i l  de ser e n c o n t r a d a ,  e ,  p r i n c i p a l m e n t e  manipulada computa  - 
cionalmente. E s t a  6 ,  p o r t a n t o ,  uma d a s  maiores d e s v a n t a -  

g e n s  d o  m é t o d o  d o s  elementos de c o n t o r n o .  

O p r i m e i r o  t r a b a l h o  u t i l i z a n d o  o método na elastici 

d a d e  tridimens ional f o i  o a p r e s e n t a d o  p o r  C R U S E  em 1 9 6 9 .  

A i n d a  C R U S E  a p r e s e n t o u  mais t r a b a l h o s  d e  1 9 7 3  a 

1974, sobre elasticidade em três dimensões  ( 7 ,  8 )  

surgiu e m  1 9 7 5  o i m p o r t a n t e  t r a b a l h o  de  LACHAT ( 1 3 )  

que d e u  ao m é t o d o  um grande respaldo t e Ó r i ~ o - ~ r á t i c o ,  

S o b r e  a f o r m u ~ a ~ ã o  d o  método h á  também o t r a b a l h o  - .  

d e  B R E B B I A ' ~ ) , ~ ~ ~  f o i  o a nios t ra r  o método coma uma 

t é c n i c a  de r e s i d u o s  p o n d e r a d o s .  

Trabalhos  d e  R I Z Z O ,  SHIPPY e S T I P P E S  (18321' t a m b é m  s o  - 
b r e  o a s s u n t o  com c o n s i d e r a ç ã o  de  f o r ç a s  d e  c o r p o  e t e m p e r a t u -  



ra fo ram publicados e m  1 9 7 7 .  

ALARCON e P A R I S  e C H A U D O N N E R E T  ") e s t u d a r a m  o 

p r o b l e m a  d e  d e s c o n  tinuidades d a s  s o l u ç õ e s  fundamentais (1979). 

ME LAME D ( 1 5 )  e s t u d o u  o método p a r a  p r o b l e m a s  d e  campo 

e m  1981 e S C H E E R  ( I 9 )  para p r o b l e m a s  d a  e l a s t i c i d a d e  l i n e a r  f r i  - 

dimensional e m  1 9 8 2 ,  sendo os  primeiros t r a b a l h o s  com o tema 

f e i t o s  no  C u r s o  d e  P ó s - G r a d u a ç ã o  e m  Engenharia C i v i l  d a  UFRGS.  

A c a r a c t e r i s  t i c a  p r i n c i p a l  do m é t o d o  & a d e  r e s o l v e r  

prob lemas  que e n v o l v e m  o d o m í n i o  d o  c o r p o ,  a t r a v é s  d a  s o l u ç ã o  

duma equaFão i n t e g r a l  somente para o c o n t o r n o  do m e s m o  corpo, 

Os valores no i n t e r i o r  s ã o  o b t i d o s  a t r a v é s  d o s  r e s u l t a d o s  cal + 

c u l a d o s  para o c o n t o r n o  d o  c o r p o ,  e para isto u t i l i z a - s e  a 

chamada i d e n t i d a d e  d e  Somigliana. 

No p r e s e n t e  t r a b a l h o  a p r e s e n t a - s e  a f o r m u l a ç ã o  teó- 

r i c a  para o c a s o  d a  elas t i c i d a d e  l i n e a r  i s o t r Ó p i c a  t r i d i m e n -  

sional, desenvolvida a p a r t i r  d o  teorema d a  r e c i p r o c i d a d e  de 

B e t t i  e da a p l i c a q ã o  d a  s o l u ç ã o  f u n d a m e n t a l  de K e l v i n .  Tam- 

b é m  a consideração d e  f o r ç a s  de  c o r p o  para  o c a s o  d e  i n é r c i a  

r o t a c i o n a l  é a p r e s e n t a d a .  T o d a s  e s t a s  f o r m u l a ç õ e s  s ã o  mos- 

t r a d a s  no c a p í t u l o  dois. 

No c a p í t u l o  três é apresentada  a formulação n u m é r i -  

c a  c o m p u t a c i o n a l .  s ã o  a i n d a  m o s t r a d o s  o s  e l e m e n t o s  do tipo 

q u a d r i l á t e r o  linear (primeira ordem} e q u a d r á t i c o  ( s e g u n d a  o r  - 

J e m )  , bem como e l e m e n t o s  t r i a n g u l a r e s  d e  m e s m a s  o r d e n s .  que  

foram u s a d o s  n e s t e  t r a b a l h o .  

A u t i l i z a ç ã o  d o  p o n t o  s i n g u l a r  ( p o n t o  d e  a p l i c a ç ã o  

d a  carga u n i t á r i a )  f o r a  d a  z o n a  d e  i n t e g r a ç ã o  é mostrada no 

c a p í t u l o  q u a t r o ,  juntamente com um breve  comentário  do progra - 
m a  u t i l i z a d o  e d a  apresentação dum fluxograma d o  mesmo. 

N o  c a p í t u l o  cinco s ã o  apresen tados  os exemplos rea- 

l i zadsos  para demons  t r a r  c a r a c t e r í s t i c a s  e q u a l i d a d e s ,  bem c o -  

mo comparações e p r o b l e m a s  e n c o n t r a d o s  na formulação. 

As c o n c l u s ~ e s  e s u g e s t ~ e s  encontram-se no Último c a -  

p í t u l o .  



2 .  F O R M U L A ~ Ã O  T E Ó R I C A  DO METODO DOS ELEMENTOS DE C O N T O R N O  

A f o r m u l a ç ã o  t e ó r i c a  d o  m é t o d o  d o s  e l e m e n t o s  d e  con - 

t o r n o  é m o s t r a d a  p o r  B R E B B I A  
( 2 )  p a r a  o c a s o  da e l a s t i c i d a d e  

l i n e a r  i s o t r Ó p i c a  t r i d i m e n s i o n a l .  E x i s t e m  também as d i s s e r t a  - 

çÕes  d e  m e s t r a d o  d e  SCBEER ( I 9 )  e C U R O T T O  
( 1 0 )  que a b o r d a m  o 

mesmo t e m a .  

N e s t e  c a p í t u l o  a p r e s e n t a - s e  a formulação para a e -  

l a s t i c i d a d e  l i n e a r  i s o t r Ó p i c a  t r i d i m e n s i o n a l ,  e ,  duas h i p ó t e -  

s e s  d a  t e o r i a  e l á s t i c a  l i n e a r  s e x ã o  cons ideradas :  

- O corpo s ó l i d o  obedece a lei d e  Hooke generaliza- 

da, apresentando p o r t a n t o  r e l a ç õ e s  tensão-deforma - 

l i n e a r e s  e i s ó t r o p a s  

- A mudança d e  o r i e n t a ç ã o  d o  c o r p o  d e v i d o a o s  d e s l o c a  - 
mentos é n e g l i g e n c i á v e l .  Consideram-se as rela- 

~ Õ e s  d e  d e f  armação-des locamen to l i n e a r e s  e equa- 

ções  de e q u i l i b r i o  r e f e r i d a s  a conf iguração  i n d e -  

formada d o  c o r p o  ( c a s o  d a s  pequenas d e f ~ r r n a ~ õ e s ) .  

2 .2 .  Relações  b á s i c a s  d a  e l a s t i c i d a d e  l i n e a r  i s o t r õ p i c a  

,., 
A p r e s e n t a - s e  n e s t e  i t e m  a s  equaçoes b á s i c a s  d a  t e o -  

r i a  da e l a s t i c i d a d e .  

~ ~ u a ~ õ e s  d e  e q u i l í b r i o  ( N a v i e r ) :  

0 + b i = O  
i j  , j  

~ ~ u a ç Õ e s  c o n s t i t u t i v a s  ( L e i  de Hooke generalizada); 

- 
'i - h ckk 6 i j  + 2 1: c i j  

3 



w 

~ e l a ~ õ e s  d e f o r m a ç o e s  deslocamentos: 

~ o n d i ~ õ e s  d e  c o n t o r n o :  

2 = S I  + S2 = ( c o n t o r n o  total) 

- contorno  com forças d e  s u p e r f í c i e  p r e s c r i t a s  (SI) 

- contorno  com d e s l o c a m e n t o s  p r e s c r i t o s  ( S 2 )  

sendo 

= t e n s o r  d e  tensões 

b i  
= fcrga d e  corpo (ou d e  volume) na direção i 

'ij 
= t ensor  de deformações 

6 = d e l t a  de Kronecker i i - 
E 

li e A =  c o n s t a n t e s  d e  ~ a m é :  = 
2 (1 + v )  

( V  = c o e f i c i e n t e  d e  Poisson e ,  E = m õ d u l o  d e  e l a s t i c i d a d e  lon - 

g i t u d i n a ' l )  . 
t i = força d e  s u p e r f í c i e :  c o m p o n e n t e  na d i r e ç ã o  i 

- n - 0 j ,  com n s e n d o  a componente d a  normal na d i r e ç ã o  j 
- 

j 

ti = valor p r e s c r i t o  d a  f o r ç a  d e  s u p e r f í c i e  na direção i 

u. = des locamento:  componente d a  direção i 
1 



- 
u = va lor  p r e s c r i t o  d o  deslocamento na d i r e ç ã o  i .  i 

2 . 3 .  0 b t e n Ç ã o  d a  equação  i n t e g r a l  d o  con to rno  

A equação i n t e g r a l  do m é t o d o  obtém-se a p a r t i r  do 

teorema d a  reciprocidade d e  Bet t i  ou, através  d o  p r i n c í p i o  dos  

t r a b a l h o s  v i r t u a i s  e método d o s  r e s í d u o s  A e q u a  - 

qão r e s u l t a n t e  é a i d e n t i d a d e  de Somigliana p a r a  d e s l o c a m e n t o s  

no i n t e r i o r  dum c o r p o  ( 1 4 )  

I d e n t i d a d e  d e  Somigliana e a s  s o l u ç õ e s  fundamentais 

S e j a  u m  c o r p o  e l á s t i c o  l i n e a r  submetido a um s i s t e m a  

d e  f o r ç a s  de volume b e d e  s u p e r f í c i e  t a s  q u a i s  correspon- 
j j '  

d e  uma soluFão d e  deslocamentos u e seja o mesmo c o r p o  sob 
j '  

um o u t r o  sistema b *  t 4  de forças de volume e d e  superfície, 
j '  J 

c u j a  s o l u ç ã o  em des locamentos  é u*. De a c o r d o  com o t e o r e m a  
(19) f 

d a  r e c i p r o c i d a d e  d e  B e t t i  tem-se: 

onde foram assumidas as h i p ó t e s e s  d e  a p l i c a b i l i d a d e  d o  teorema 

d a  u n i c i d a d e  de Kirchhof f . 
Aplica-se a g o r a  o teorema d e  ~ e t t i  a um c o r p o  e l á s t i  - 

c o  i n f i n i t o ,  estabelecendo para o s e g u n d o  e s t a d o  de cargas uma 

Única força u n i t á r i a ,  concentrada num p o n t o  R e a t u a n t e  na d i -  

reção  do eixo x.. A s o l u ç ã o  do e q u i l í b r i o  e l á s t i c o  d e s t e  Ú l t i  
1 - 

m o  p r o b l e m a  é c o n h e c i d a  como solução fundamental  d e  K e l v i n .  

Por c o n s t i t u i r  e s t a  carga concentrada  uma desconti- 

n u i d a d e  inadmissível na mecznica d o  continuo, d i v e r s a s  t é c n i -  

c a s  matemgticas podem ser  a d o t a d a s  para c o n t o r n a r  e s t e  i n c o n -  

v e n i e n t e .  

Por exemplo, p o d e - s e  empregar a representação  d a  car - 
ga c o n c e n t r a d a  através d a s  f u n ç õ e s  de s i n g u l a r i d a d e ,  que p e r m i  - 
t e m  t r a t a r  e s t e s  c a s o s  como s e  a função fo s se  realmente c o n t i -  

nua, Em forma e x p l í c i t a  



R - 
onde A e a função d e l t a  d e  Dirac com as  propriedades seguin- 

tes: 

a )  A" O ; p a r a  q u a l q u e r  e '  # 

R 
I I A A d V  = A ;  para A = c o n s t a n t e  

v 
d )  I A' yl 

R 
d V  = Y'; p a r a  Y: = f u n G ã o  contínua 

v (xi 1 

nas q u a i s  V é um d o m i n i o  a r b i t r z r i o  que contém R e ,  consequen-  

temente com as propriedades acima, b $  e agora uma d i s t r i b u i -  
1 j 

ç ã o  d e  forsas de volume, e q u i v a l e n t e  ã carga concentrada  a tuan  - 

te na direção x.. 
1 

O conjunto  d e  equações d e  e q u i l í b r i o  para a carga u n i  - 

tária a p l i c a d a  independentemente  nas t r ê s  direções  c o o r d e n a d a s ,  

toma a forma 

+ U A' = 0 ;  para qualquer  L' + R (2.3.l.d) i j 

S u b s t i t u i n d o  ( 2 . 3 . l . b )  em ( 2 . 3 . l . a )  f i c a :  

s e n d o  agora u* e t *  o s  des~ocarnentos  e f o r ç a s  d e  s u p e r f í c i e  
i j i j R em e q u i l í b r i o  compatível com a s  cargas 8:: A , segundo a solu- 

& J  
qão fundamental  K e l v i n .  

Aplicando a p r o p r i e d a d e  d )  d a s  e q u a ç õ e s  ( 2 . 3 . l . c )  2 
p r i m e i r a  i n t e g r a l  d o  segundo  membro d e  (2.3.l.e) tem-se: 



nalrnente : 

Substituindo e s t e  r e s u l t a d o  em ( 2 . 3 . 1 , e )  r e s u l t a  f i -  

a q u a l  é c o n h e c i d a  como a i d e n t i d a d e  d e  S o m i g l i a n a  p a r a  d e s l o -  

camentos no i n t e r i o r  t l u m  c o r p o ,  onde :  

a 
ui = deslocamento d o  p o n t o  2 na d i r e ~ ã o  i 

u = d e s l o c a m e n t o  dum ponto d e  contorno na d i r e ç ã o  j 
j 

t r força  de s u p e r f í c i e  dum p o n t o  d e  c o n t o r n o  na d i r e ç ã o  j 
j 

u? = t ensor  d e  deslocamentos d a  solução f u n d a m e n t a l  d e  K e l v i n :  
ij . 

deslocamento na  d i r e ç ã o  j d e v i d o  a carga u n i t a r i a  concen-  

t r a d a  num ponto d o  d o m í n i o  do c o r p o  na d i r e ç ã o  i (desloca 

mento no c o n t o r n o  ou i n t e r i o r )  

t + , =  tensor das forças d e  s u p e r f í c i e  d a  solucão Kelvin: força 
1 J  

d e  s u p e r f í c i e  na d i r e ç ã o  j d e v i d o  a carga u n i t á r i a  concen - 
t rada  num p o n t o  d o  d o m i n i o  d o  c o r p o  na d i r e ç ã o  i. 

Para o caso e l á s t i c o  linear t r i d i r n e n s i o n a l  as s o l u -  

ç õ e s  fundamentais t e m  como e x p r e s s ã o :  



sendo: 

+ 
n = normal a s u p e r f í c i e  d o  c o r p o  

n = cossenos  d i r e t o r e s  ( f i g u r a  2 .3 .1 )  i I 
- - d i s t â n c i a  d o  p o n t o  d e  a p l i c a ç ã o  d a  carga u n i t á r i a  a o  pon - 

to c o n s i d e r a d o  I 
G = rnódulo d e  e l a s t i c i d a d e  t r a n s v e r s a l  

F i g u r a  2 . 3 . 1  - Porqas de s u p e r f í c i e  ou d e s l o c a m e n t o s n o  p o n t o  

k e na d i r e ç ã o  1,2,3 devido carga u n i t á r i a  n a  d i  - 
reção i = 1 .  

2 . 3 . 2 .  R a r t i c ~ l a r i z a ~ ã o  d a  e q u a ç ã o  p a r a  o c o n t o r n o  

A e q u a q ã o  ( 2 . 3 . l . g )  é v á l i d a  para  o i n t e r i o r  (dom;- 

n i o )  . Para formular o p r o b l e m a  como uma t é c n i c a  de c o n t o r n o  

é p r e c i s o  r e s t r i n g i r  a equação somente p a r a  os p o n t o s  no con- 

t o r n o  do s ó l i d o .  
( 2 )  E ,  de acordo com B R E B B I A  , a expressão para  o méto - 

d o  dos e l ementos  d e  c o n t o r n o  p a r a  e l a s  t i c i d a d e  l i n e a r  i s o t r Ó -  

p i c a  t r i d i m e n s i o n a l  6 :  



R 
Para a a v a l i a ç ã o  dos  c o e f i c i e n t e s  c c o n s i d e r a - s e  a - 

p o s s i b i l i d a d e  d e  m o v i m e n t o  d e  corpo r í g i d o  s e m  a açao d e  car 

ga, o u  s e j a :  (t = b = O), e tem-se q u e :  
j 

L 
u. - u .  = c o n s t a n t e  = K 

J 1 

e ,  s u b s t i t u i n d o - s e  a equaFão  ( 2 . 3 . 2 . b )  e m  ( 2 . 3 . 2 . a )  r e s u l t a :  

E ,  c o n c l u i - s e  q u e :  

~ s t á  ass im c o n c l u í d a  a formvlação do método  d o s  ele - 
mentes de c o n t o r n o  para a e l a s t i c i d a d e  l i n e a r  i s o t r Ó p i c a  tri- 

dimensional. 

R e s t a  a i n d a  na equação ( 2 . 3 . l . a )  uma i n t e g r a l  de vo - 

lume r e f e r e n t e  2 s  forças de c o r p o .  A s e g u i r  d e s e n v o l v e - s e  um 

processo  p a r a  r e d u z i r  a i n t e g r a l  de domznio  para uma i n t e g r a l  

de contorno ,  num c a s o  p a r t i c u l a r  d e  forças d e  corpo. 

2 . 4 .  Transformação d a  i n t e g r a l  de volume para s u p e r f í c i e  

A a v a l i a ç ã o  d a  integral d e  v o l u m e  r e q u e r  que o dom; - 
n i o  d o  c o r p o  e m  e s t u d o  s e j a  d i v i d i d o  e m  células de in tegrasão*  

P a r a  muitos  problemas ,  tem-se conseqnentemente  que  i n t e g r a r  

numericamente sobre  t o d o  o domínio do corpo. S C H E E R  ( 1 9  1 u t i  - 
l i z a - s e  d e s t e  p r o c e s s o :  c o n t u d o ,  n o t a - s e  um grande aumento n a  

preparaGão dos dados n e c e s s á r i o s ,  no t e m p o  d e  execução ,  e o 

m é t o d o  d o s  e l e m e n t o s  d e  contorno t o r n a - s e  menos competitivo 



com relação aos outros métodos, I 
E n t r e t a n t o ,  D A N S O N  (I1' mostra que  para certos t i p o s  

de forças  de corpo  a i n t e g r a l  de domínio pode  ser transforma- 

d a  para  uma i n t e g r a l  de c o n t o r n o ,  ou i n t e g r a i s  d e  contorno ,  

a s  q u a i s ,  podem s e r  c a l c u l a d a s  ao mesmo t e m p o  que as i n t e g r a i s  

de contorno ,  envolvendo o s  deslocamentos e f o r ç a s  de s u p e r f í c i e .  

CUROTTO (10) a p l i c a  e s t e  r a c i o c í n i o  para o c a s o  d e  

c o n s i d e r a ç ã o  de e f e i t o s  de temperatura .  N a  s e ç ã o  s e g u i n t e ,  d e  - 

senvolve-se a fo r rnu laqão  para  o c a s o  de rotação i n e r c i a l .  

2 . 4 . 2 .  ~ o t a ~ ã o  i n e r c i a l  

Considera-se  um corpo d e  d e n s i d a d e  de massa uniforme 

( V )  girando sobre um e i x o  com v e l o c i d a d e  angular uia Pode-se  

considerar, s e m  perda d e  g e n e r a l i d a d e ,  o e i x o  d e  rotação p a s s a n  - 
d o  através d a  origem d e  nosso s i s t e m a  de coordenadas .  A s s i m  a 

aceleração num ponto d e  coordenadas y i  é d a d a  numa notação  ve- 

torial como sendo: 

onde x indica o produto v e t o r i a l .  

Pelo p r i n c z p i o  de D' Alember t p o d e - s e  cons iderar  o 

problema dinâmico como estático com uma força de volume b igual - 
a o  p r o d u t o  da ace leração  p e l a  massa e s p e c z f i c a .  

b = -  
M 

P W X  ( ~ X Y )  - M 

e ,  e m  notação  i n d i c i a l  tem-se: 

onde tensor 

r e s t o  = O 

Def in indo:  

Mim - - W C  ' i j k  j kQm 



Mostra-se f a c i l m e n t e  q u e  
(11) 

e ,  a equação ( 2 . 4 . 2 .  c )  t o r n a - s e :  

E i m p o r t a n t e  observar  que p a r a  o caso e m  que s e  tem 

somente v e l o c i d a d e  a n g u l a r  atuando  e m  um dos e i x o s ,  a expres -  

são ( 2 . 4 . 2 . e )  r e d u z - s e  significativamente. 

2 . 4 . 3 .  Trans f o r m a c ã o  p a r a  uma i n t e g r a l  de contorno 

A d o t a n d o - s e  uma n o t a ç ã o  m a i s  c o n v e n i e n t e  p o d e - s e  e s  - 

crever  a i d e n t i d a d e  de s o m i g l i a n a  (equação  ( 2 . 3 . 1  . g ) )  novarnen 

te d a  s e g u i n t e  forma: 

o n d e  : 

= deslocamento num p o n t o  i n t e r n o  x n a  d i r e ç ã o  k 

u* (x,y) = des locamento  n a  d i r e ç ã o  i em y d e v i d o  a uma carga ki 
c o n c e n t r a d a  u n i t á r i a  na d i r e ç ã o  k em x 

'k i (x,y) = f o r ç a  d e  s u p e r f í c i e  na d i r e ç ã o  i em y d e v i d o  a 

uma carga c o n c e n t r a d a  u n i t á r i a  na d i r e ç ã o  k em x 

= f o r ç a  d e  s u p e r f i c i e  em y 

= deslocamento e m  y 



= i n t e n s i d a d e  de f o r ç a  em y 

= representa  o contorno do corpo 

= r e p r e s e n t a  o volume do corpo  

O s u b í n d i c e  y sobre dSy e dVy serve  Para i n d i c a r  que 

as coordenadas y e não x s ã o  a s  v a r i á v e i s  i n t e g r a i s .  
j j 

D e f i n e - s e  a i n t e g r a l  de d o m í n i o  e m  ( 2 . 4 . 3 . a )  como 

sendo : 

e ,  o nosso o b j e t i v o  p a s s a  a ser  o d e  expressar  Bk ( x , y )  como 

i n t e g r a l  de contorno ,  ao invés duma i n t e g r a l  d e  volume. 

S u b s t i t u i n d o  a equação (2.4.2. f )  e m  ( 2 . 4 . 3 . b )  o b t é m  - 

mas, sabe-se  que a s o l u ç ã o  fundamental é:  

onde r é a d i s t â n c i a  entre o ponto x e a p o n t o  v .  

S u b s t i t u i n d o - s e  a equação (2.4.3.d) em 1 2 . 4 . 3 .  c)  

tem-se: 



mas,  sabe - se  que 
( 1 0 ) .  

a r  I 

l + v  4(1-V) 6 k i  
B k ( x , y )  = - M.. I - -  9 k i  y .  d Vy ( 2 . 4 . 3 . g )  

87E (1-V) " V r a~ i 3 

contudo (10). 

e ,  a equação ( 2 . 4 . 3 .  g )  torna-se  : 

Fazendo-se  um ar t i f  ; c i o  matemático p o d e - s e  e s c r e v e r  

a equação ( 2 . 4 . 3 . i )  na s e g u i n t e  forma: 

a q u a l  u t i l i z a n d o  o t e o r e m a  de Gauss e a p r o v e i t a n d o  a s i m e t r i a  

d e  Mi torna-se  : 



numa forma m a i s  i n t e r e s s a n t e  s e r i a :  

e s t a  a r e q u e r i d a  squaFão i n t e g r a l  d e  c o n t o r n o  para  o c a s o  

de f o r ç a s  d e  c o r p o  d e  i n é r c i a  r o t a c i o n a l .  

S u b s t i t u i n d o  a equação ( 2 . 4 . 3 . 9 . )  ,d i n t e g r a l  d e  vo- 

l u m e  d a  equaçãc ( 2 . 3 . 2 . a )  e ,  a d o t a n d o - s e  a notação mais conve 

n i e n t e ,  obtgrn-se a e q u a ç ã o  d o  m é t o d o  d o s  e l ementos  de c o n t o r -  

n o ,  com somente i n t e g r a i s  d e  c o n t o r n o ,  a q u a l  é :  

2 . 5 .  obtenção  d e  deslocamentos e t ensões  no i n t e r i o r  

Tendo-se o b t i d o  o s  r e s u l t a d o s  d a s  iicggnitas n o  con - 

t o r n o ,  é p o s s í v e 2  a t r a v é s  da i n d e n t i d a d e  de SornigLiana 

( 2 . 4 . 2 . a ) ,  calcular-se os des'locarnentos de pontos pertencen- 

tes  a o  i n t e r i o r  d o  s ó l i d o  e ,  em s e g u i d a  as tensões n e s t e s  pon  - 

t o s .  

2.5 .l. ~ á l c u l o  dos deslocamentos no i n t e r i o r  

- I 
0 s  d e s l o c a m e n t o s  dum p o n t o  R no i n t e r i o r  s ã o  dados 

p e l a  s e g u i n t e  expres são :  

s e n d o  que Bk (r,y) e s t á  d i f i n i d o  na equação ( b .  4 . 3 . t j  p a r a  o 

c a s o  p a r t i c u l a r  de  i n é r c i a  r o t a c i o n a l .  Observe-se que na e -  

q u a ç ã o  (2 .5 -1.a) o p o n t o  de a p l i c a ç ã o  d a  carga c o n c e n t r a d a  

u n i t á r i a  ( p o n t o  E) p e r t e n c e  ao i n t e r i o r  do c o r p o .  

2.5.2. ~ á l c u l o  d a s  t e n s õ e s  dos p o n t o s  no i n t e r i o r  



r e l a ç õ e s  de  formações-deslocamentos ( 2 . 2 .  c )  

o n d e  : 

o b t é m - s e :  

onde o s u p e r ; n d i c e  R i n d i c a  o ponto b no 

D i f e r e n c i a n d o  a e q u a ç ã o  ( 2 . 5 . 1 .  a )  e s u b s t i t ~ i n d o - s e  

ção ( 2 . 5 . 2 .  a), t e m - s e  a s  tensões  n u m  p o n t o  

p o r :  

- L S.. - I3n r 1 (1-2v) 6 i j  r + V (r  6jk  + r , j  f i ik)  - 
i ~ k  4 ii (1-v) r m ,m 9 k , i  

i n t e r i o r  do c o r p o .  

na equa- 

I n t e r i o r  R ,  d a d a s  

Observe-se  que: 

- o p r o d u t o  n r = a r / a n  é a d e r i v a d a  d i r e c i o n a l ;  
m r m  - 1: = arlax;; 

9 i 
- L = componente da normal na d i r e ç ã o  i (cosieno d i r e t o r ) .  i 



3 . 1 .  Discretização d o  contorno 

- dois de q u a t r o  l ados  ( q u a d r i l á t e r b )  e ,  

A r e p r e s e n t a ç ã o  do contorno  d o  c o r p o  

d o  é f e i t a  com a utilização dos chamados 

no - 

- dois d e  t r ê s  l a d o s  ( t r i a n g u l a r )  

sólido e m  e s t u  - 
e l e m e n t o s  de c o n t o r -  

Observe-se e m  ambos o s  c a s o s  a u t i l i z a ç ã o  de v a r i a -  

CUROTTO ( 10) us a os e lemen t os isaparadétricos triangula- 

r e s  p lanos  d e  var iação  l i n e a r  e m  s e u  t r a b a l h o .  S C H E E R  
(191 

faz u s o  dos e l ementos  q u a d r i l á t e r o s  p l a n o s  de  variaFão l inear .  

N o  p r e s e n t e  t r a b a l h o  u t i l i z a - s e  qua8tro t i p o s  d e  ele - 

mentes d e  c o n t o r n o ,  s e n d o :  

ç ã o  l i n e a r   r rime ira o r d e m )  e q u a d r á t i c a  ( s e g u n d a  o r d e m ) .  Es - 
t a  v a r i a ç ã o  d a s  funções  d e  interpelação (que representam as 



funSÕes de d e s l o c a m e n t o  e f o r ç a  de s u ~ e r f í c i  

e l e m e n t o  u t i l i z a d o .  

N o t e - s e  que para u t i l i z a r  o s  e leme 

é n e c e s s á r i o  a p a s s a g e m  d o  sistema d e  r e f e r ê  

das  g l o b a i s  tridimensional p a r a  um sistema d 

d u a s  dimensões, s o b r e  a s u p e r f í c i e  d o  e l e m e n t  

d a s  i n t r í n s e c a s  a d i r n e n s i o n a i s ) ,  n que c a r a c t  

duma d i m e n s ã o  d o  p r o b l e m a  e m  e s t u d o .  

3 . 1  - 1 .  - R e p r e s e n t a ç ã o  d e  g e o m e t r i a  e fun5Ões 

e 

o 

n t o s  d e  c o n t o r n o ,  

n c i a  de coordena- 

c o o r d e n a d a s  de 

em si ( c o o r d e n a  - 
e r i z a  a r e d u q ã o  

3.1.2. - E l e m e n t o s  d e g e n e r a d o s  

A s  f u n q Õ e s  d e  interpelação o u  d e  

E S  t e s  e l e m e n t o s  ' 2 2 '  u t i l i z a - s e  n a  r e p r e s e n t a ç ã o  

d e  s u p e r f í c i e s  mais c o m p l i c a d a s .  são d e f i n i d o s  d e  maneira que 

u s  nós  dum d e  s e u s  l a d o s  sejam c o i n c i d e n t e s ,  conforme m o s t r a  

a f i g u r a  3 . 1 . 2 .  

f o r m a  u t i l i z a d a s  ( 4 )  

L Elementos Degenerados 

p a r a  r e p r e s e n t a r  a g e o m e t r i a  e as funções  que s e  f a z e m  presen - 

tes no problema em estudo,  s ã o  no c a s o  dos elelmentos r e t a n g u l a  - 

res as  mesmas da família Serendipity u t i l i z a d i a s  no m é t o d o  dos 

e l ementos  f i n i t o s ,  

P a r a  os e lementos  t r i a n g u l a r e s  f a z - s e  uma exp lana-  

ção  no p a r á g r a f o  s e g u i n t e .  

S a l i e n t a - s e  que nenhuma ~ r o ~ r a r n a ç ã o  e s p e c i a l  é n e c e s  

s á r i a  para s e  t r a t a r  d e  e l ementos  t r i a n g u l a r e s ;  as funções de 

interpelação, p o n t o s  d e  i n t e g r a ç ã o ,  e tc., cont inuam s e n d o  o s  



mesmos, n e c e s s i t a n d o - s e  apenas  observar que; 

- p a r a  e l e m e n t o  l i n e a r ,  os  nós  1 e 

mas c o o r d e n a d a s  g l o b a i s  ; 

3.2 .  Equação  i n t e g r a l  d e  c o n t o r n o  d i s c r e t i z a d a  

4 p o s s u e m  as mes + 

- p a r a  o c a s o  de e l e m e n t o  q u a d r á t i c o ,  

8 é que as t em i g u a i s .  

Reescrevendo a equação do m é t o d o  d s e l e m e n t o s  de 

c o n t o r n o  (equação ( 2 . 4 . 3 . m ) )  tem-se:  1 

os n 6 s  1, 4 e 

C o n s i d e r a n d o  o c o n t o r n o  do s ó l i d o  discretizado em 

e l e m e n t o s ,  para uma carga concentrada  u n i t á r i a  a t u a n d o  no pon - 

to n e na d i r e G ã o  i ,  tem-se para a expressão (3.2.a)  

o n d e  : 

= 1, número d e  e l e m e n t o s  (m) 

S t  = á r e a  d o  e lemento  

E p o s s i ' v e ~  tomar a equação  ( 3 . 2 . b )  e r e p r e s e n t a r  as  

funções  (deslocamentos e forças de s u p e r f i c i e s )  através de f u n  - 
çÕes de interpelação, obtendo-se  a equação de c o n t o r n o  dis cre- 

t i z a d a  para  o c o r p o  

m n n c ; :  u;+ E I 



Os i n d i c e s  na equação acima possuem a s e g u i n t e  varia 

= 1, n ú m e r o  d e  p o n t o s  n o d a i s  do element'o  R 

= 1 ,  n;mero d c  clementes ( t o t a l  = m )  

= 1, nÜrnero d e  nós d o  contorno 

Com o í n d i c e  n p e r c o r r e n d o  t o d o s  o s  p o n t o s  nodais d o  

c o r p o ,  t e r e m o s  e n t ã o  p a r a  cada  d i r e ç ã o  i dum ponto  n o d a l  uma 

equação d a d a  p o r  ( 3 . 2 .  c ) .  H; p o r t a n t o  a formação dum sistema 

de equações l i n e a r e s  s i m u l c ~ n e a s .  

A s  equações d o  m é t o d o  dos  elementos d e  contorno  po-  

d e m  s e r  r e p r e s e n t a d a s  matricialmente. Adotando-se as s e g u i n -  

t e s  d e f i n i C Ó e s :  
I 
I 

n 
u 

= v e t o r  d e  deslocamentos do p o n t o  n com componentes 

nas d i r e ç õ e s  xl, x2, x 3 .  

n 
c = matriz d o s  coeficientes c d o s  deslocamentos p a r a  o pon- - i j I 

u = v e r o r  d e s l o c a m e n t o s  e m  p o n t o  a r b i t r á r i o  Ido c o n t o r n o  S. - 

= f o r ç a s  de s u p e r f i c i e  em p o n t o  a r b i t r á r i o  do c o n t o r  - 
no S. 



t *  = -. 

tem-se a equação (3 .2 , .a )  na forma matricial s e g u i n t e :  

9 1  t g 2  t 23 j  = m a t r i z  d a  s o l u ç á o  fundhmental  de Kelvin  

t* 1 em f o r ç a s  de s u p e r f r c i  

tf* = - 

I 

C o m  a s u p e r f i c i e  d e  corpo  d i s c r e t i z a d a  em e l ementos  

d e  contorno p o d e - s e  montar a equação (3.2.b) rnatric ialmente:  

9 2  3 3  e 

m m m n 
c u\E I t * u d S f  C u * t d S +  C I b d S  
* d - -. w - -# 

R = l  S!? &=l SI1 &=i SR 

u?jl u;2 u*  3 3 

"21 U22 

D e f i n i n d o - s e  um v e t o r  d e  funções de i n t e r p o l a q ã o  

= matriz d a  so lução  fundkmental  de K e l v i n  

em deslocamentos I 

1 2  N 
Q~ = I @  0 ... 1 - v e t o r  l i n h a  d a s  funções  d e  interpolacáo 
M 

n o s  nós dum elemento 

e o s  vetores 

N N 
U e T = d e s l o c a m e n t o s  e forças de s u p e r f í c i e  nos  pontos no- - - 

d a i s  do e lemento  c o n s i d e r a d o  {.são i n c ó g n i t a s )  



F i n a l m e n t e  o b t é m - s e  a e q u a ç ã o  i n t e g r a l  do c o n t o r n o  

d i s c r e t i z a d o  na f o r m a  r n a t r i c i a l :  

3 . 4 .  ~ r a n s f o r m a ~ ã o  d e  c o o r d e n a d a s  

As f t inçÓes d e  interpelação e x p r e s s a s  e m  termos de c o  - 

ordenadas i n t r í n s e c a s  (Si) , necessitam duma  t r a n s f o r m a ç ã o  d o  

s i s t e m a  i n t r í n s e c o  o r i g i n a l  p a r a  um s i s t e m a  de e i x o s  g l o b a i s  

d e  r e f e r e n c i a  (x.) para que s e  p o s s a  r e s o l v e r  numericamente as  
1 

i n t e g r a i s .  

D e f i n e - s e  na f i g u r a  3 . 4  o s  s i s t e m a s ,  e ,  e n t ã o  p a r a  a 

transformação d o  s i s t e m a  x. para  um intrínseco i m p l i c a :  
1 

o n d e  I J ]  é o J a c o b i a n o  da  transformação. 

N e c e s s i t a - s e  da r e l a ç ã o  i n v e r s a  que  é d a d a  p o r ;  



F i g u r a  3 . 4  

D e f i n i d a s  as r e l a ç õ e s  e tomando r no l u g a r  d e  u ,  tem - 

onde;  



n u m é r i c a  d a s  i n t e g r a i s  e n v o l v i d a s  n a  equação i n t e g r a l  d e  c o n -  

t o r n o .  

3 . 5 .  I n t e g r a s ã o  n u m é r i c a  

A p l i c a n d o  a i n t e g r a ç ã o  n u m é r i c a  d e  G a u s s  ( q u a d r a t u -  

r a - g a u s s i a n a  - ~ ~ ê n d i c e  A )  as e q u a ç o e s  ( 3 .  3 .d )  f i cam:  

onde:  

k = 1 a t é  nÜmero d e  p o n t o s  d e  i n t e g r a ç ã o  (total = p )  

w = f a t o r  peso 
k 

T 
(u* - 1 ,  (t* mTlk = v a l o r e s  nos  p o n t o s  de integraçãa - 

0 s  termos i n t e g r a d o s  numericamente p a r a  o nó n ( e q u a  - 
( 3 . 5 . a ) } ,  r e l a c i o n a m - n o  com os  d e m a i s  n ó s  d o  e l e m e n t o  s o -  

bre o q u a l  a i n t e g r a ç ã o  é f e i t a ,  e no d e s e n r o l a r  do p r o c e s s o  

com t o d o s  o s  e lementos  d e  c o n t o r n o .  

3 . 6 .  ~ o r m a ~ ã o  do s i s tema d e  equações 

Como v i s t o  no item 3 . 3 ,  p a r a  cada d i r e ç ã o  num ponto 

nodal onde h á  a p l i c a ç ã o  da carga c o n c e n t r a d a  u n i t á r i a ,  ob tém-  
- 

- s e  uma e q u a ç a o .  I?, p o i s ,  formado um s i s t e m a  com um número de 

equações  i g u a l  a três v e z e s  o número d e  nós  do c o n t o r n o .  

A s s i m ,  com (3 .5 .a)  p o d e - s e  o b t e r  um c o n j u n t o  de três  
equaçGes p a r a  cada nó, que podem s e r  e s c r i t a s  como: 



o n d e  : 

s ã o  o s  deslocamentos e f o r ç a s  d e  s u p e r f í c i e  incÓgni - 

t a s  o u  p r e s c r i t o s  nos n ó s  d o  c o r p o .  

b n  
d 

-,, a c o n t r i b u i ç ã o  das f o r ç a s  de  c o r p o  no no n 
.-. 

h i j  e g i j  O S  c o e f i c i e n t e s  d e  i n t e r a ç ã o  que relacionam os d e s -  

locamentos e forças de s u p e r f í c i e  do n 8  c o m  t o d o s  

o s  o u t r o s  n ó s  do contorno  

é o número t o t a l  d e  n ó s  do c o n t o r n o  

% o nümero total de forças de s u p e r f í c i e  a p l i c a d a s  

Fazendo as s u b m a t r i z e s  d i a g o n a i s  formadas p o r :  

p o d e - s e  e s c r e v e r  o s i s t e m a  m a t r i c i a l  c o m p l e t o  (mas n ã o  o r d e n a  

do) de equações f o r m a d o  como segue:  

O U ,  compactamente, 



U = h i j  j g i k  tk 
+ b i 3  com i, j = 1 a 3 H 

k = 1  2 I f l T  

O c o n j u n t o  pode s e r  expresso como: 

onde r 

I 
U e T s ã o  os v e t a r e s  d o s  des locamentos  e das1 f o r ç a s  de s u p e r -  
r* .* I 

f z c i e  respectivamente ( d i m e n s õ e s :  3N x 1 e 3T x 1) 

v e t o r  dos valores das c o n t r i b u i ç õ e s  d a s  forças de corpo  

( d i m e n s ã o :  3N x 1) 

m a t r i z  dos c o e f i c i e n t e s  de deslocamentos (dimensões : 

3N x 3N) 

m a t r i z  dos c o e f i c i e n t e s  de forças de s u p e r f í c i e  (dirnen- 
- 

s o e s :  3N x 3T). 

ù c á l c u l o  d o s  c o e f i c i e n t e s  constantes  ci ( m a t r i z  
n - c ) , que s a o  os c o e f i c i e n t e s  d a s  matrizes-diagonais da matriz - 

H, é r e a l i z a d o  i n d i r e t a m e n t e ,  como expos to  e m  2.3.3, p e l a  con - - 
sideração d e  movimento de c o r p o  r í g i d o .  A equação matricial 

( 3 . 6 . d )  r e s u l t a r  

onde  : 

I = vetar  unidade  
& 

0 = v e t o r  n u l o  

A s s i m ,  os termos d a s  matrizes-diagonais de R serão 
& 

a soma d o s  t e r m o s  de H não p e r t e n c e n t e s  as  matrizes-diagonais - 
tom o s i n a l  c o n t r á r i o ,  como s e g u e :  



ùe acordo com a formulação t e ó r i c a  

do as  c o n d i ç õ e s  d e  contorno em S 1 e S s ,  para  

um n ó Liaverri um v a l o r  i n c G g n i t o  (dcslotiarnentc 

p e r f í c i e )  e um v a l o r  c o n h e c i d o  (des locamento  

f i c i e ) ,  

D e v e ,  p o i s ,  s e r  f e i t a  uma reordenac 

d e  maneira q u e  as i n c ó g n i t a s  s e  s i t u e m  someni  

da e os v a l o r e s  c o n h e c i d o s  p a s s e m  a formar o 

i n d e p e n d e n t e s  do sistema ( A i  X = Ci). 
j 

Des ta  forma a equação m a t r i c i a l  d o  

t o r n a - s e :  

sendo:  

30 m é t o d o ,  s e g u n  - 
cada direção em 

ou f o r ç a  de  su- 

ou f o r ç a  d e  super  - 

ao nas m a t r i z e s  

e d o  lado esquer- 

v e t o r  dos termos 

c o n t o r n o  ( 3 . 6  . d )  

X = vetor  d a s  i n c ó g n i t a s  d o  s i s t e m a  ( d i m e n s ã o  3N x 1) - 
A = m a t r i z  quadrada c h e i a ,  n ã o - s i m é t r i c a ,  c u j o s  v a l o r e s  dos -.. 

c o e f i c i e n t e s  s ã o  h ou gi correspondente s  a s  i n c ó g n i t a s  
i j 

u. ou t d e  cada u m a  das  d i r e ç õ e s  dos nós  ( d i m e n s ã o :  
1 i 

3M x 3N) 

C = vetor que c o n t é m  o s  va lores  p r e s c r i t o s  de  deslocamentos, 
* 

u. ou d e  f o r ç a s  de s u p e r f í c i e ,  ti, m u l t i p l i c a d o s  p o r  h 
I' i j 

ou gi r e s p e c t i v a m e n t e ,  m a i s  a c o n t r i b u i ç ã o  d a s  forças  de 

corpo. 

A solução do s i s t e m a  & p e l o  método d e  e l i m i n a ç ã o  de  

Gauss e conduz aos 3N valores  i n c ó g n i t o s  de des locamentos  e 

forças de s u p e r f z c i e .  

3 . 7 .  ~ á l c u l o  dos deslocamentos e tensões no i n t ~ r i  nr  

~ ~ 6 s  serem o b t i d o s  os valores das ineÓfihitas do contor-  

no, p o d e m - s e  c a l c u l a r  v a l o r e s  i n t e r n o s  de des locamentos  e t e n -  

sões.  Para isto s ã o  u t i l i z a d a s  as equações ( 2 . 5 .L . a )  e 



( 2 . 5 . 2 . b ) ,  que p a r a  i n t e g r a s ã o  s o b r e  e l ementos  assumem as £0: 

mas : 

s e n d o  que os t e r m o s  D 
ijk' ' i j k  

e S *  f o r a m  d e f i n i d o s  n a s  e q u a  i j - 
- 

ç o e s  ( 2 . 5 . 2 c ,  d ,  e )  r e s p e c t i v a m e n t e .  

A o b t e n G ã o  do valor no i n t e r i o r  é f e i t a  a v a l i a n d o  

as i n t e g r a i s  s o b r e  t o d o s  o s  e l e m e n t o s  do c o n t o r n o  e s o m a n d o  a 

i n t e g r a l  p r o v e n i e n t e  as f o r ç a s  de c o r p o  ao r e s u l t a d o .  



A f ~ r r n u l a ~ á o  do m é t o d g  dos e lementols  de c o n t o r n a  p a -  

ra a e l a s t i c i d a d e ,  envo lve  como foi v i s t a  na s e $ : &  ( 2 . 3 . 1 )  uma 

s o l u ç ã o  fundamental  que  é expressa p e l a s  equagóen ( 2 . 3 .  L. h ) .  

Observa-se  nes tas  equasGes a presença  do termo: 

onde x é a coordenada do p o n t o  s i n g u l a r  ( p o n t o  de  a p l i c a ç ã o  
ri 

da carga  u n i t á r i a )  na d i r e ç ã o  i e ,  xi é a coordenada do ponto 

de  in tegração  na mesma direção i. 

A i n t r ~ d u ~ ã o  de ( 4 . l . a )  na equação  3 2 . 3 . 2 . a )  que é 
- 

a equaçao do m é t o d o  dos e lementos  de contorno  para  elas t i c i d a  
5- 

d e  l i n e a r  t r i d i m e n s i o n a l ,  provoca  o s u r g i m e n t o  do termo l / r  , 
o q u a l  o r i g i n a  um erro quando r << 1, apesar d e  que, quando s e  

u t i  l i z a  i n t e g r a ç ã o  numérica com quadratura Gaussiana r nunca 

assume v a l o r  zero .  

Assim, procedimentos  e s p e c i a i s  s ã o  usados para r e a l i  - 

z a r  a in tegração  quando o ponto s i n g u l a r  c o i n c i d e  com um n8 do 

e l emento  que e s t á  sendo i n t e g r a d o .  

CUROTTO ' ' o )  u t i l i z a  a integrasão e x a t a  para o caso  

do e l emento  t r i â n g u l o  l inear  e S C H E E R  (19) desenvolve a formula  - 
ç ã o  e x a t a  p a r a  o e l e m e n t o  q u a d r i l ã t e r o  l i n e a r ,  sendo ambos o s  

t r a b a l h o s  r e a l i z a d o s  para o caso t r i d i m e n s i o n a  l. 

Contudo observam-se p rob lemas fundamentais  como : 

- o desenvolv imenta  d a  in tegração  e x a t a  depende da 

forma do e lemento  e e x i g e  c o n s i d e r a ç k s  matemáti- 

cas  c o m p l i c a d a s  mesmo para  os c a s o s  s i m p l e s  apre-  

s entados .  



- a d i f i c u l d a d e  d a  u t i l i z a ç ã o  d 

e l e m e n t o s  o u  com g e o m e t r i a  c u r v a  

a r b i t r a r i a  no e s p a ç o .  

p r o c e s s o  p a r a  

/ou orientação 

P A T T E R S O N  e SHEIKH ( 1 7  a p r e s e n t a m  u a fúrmula p a r a  C 
o c á l c u l o  d a  p o s i ç ã o  d u m  p o n t o  s i n g u l a r  f i c l í  

l a r  fora d a  z o n a  d e  i n t e g r a ç ã o )  p a r a  o c a s o  d 

neares e c o n s t a n t e s  e m  p r o b l e m a s  bi-dimension 

P A R T R I  DGE ( 1 6 )  a p r e s e n t a  u m a  f o r m u l a  

n a r  o p o n t o  s i n g u l a r  f i c t í c i a  p a r a  o caso de 

m e n s i  o n a i  s . 

4 . 2 .  Determinação d o  p o n t o  f i c t í c i o  - 

4 . 2 .  1. Caso de  e l e m e n t o s  n l a n o s  

i o  ( p o n t o  s i n g u  - 
e l e m e n t o s  li- 

i s .  
- 
ao p a r a  d e t e r m i  - 
r o b  lemas tri d i -  

Cada e l e m e n t o  t e r á  s u a  n o r m a l  d e f i n  

s e n o s  d i r e t o r e s  . 
D e f i n i n d o :  

O p o n t o  s i n g u l a r  fora da z o n a  d e  i n t e g r a ç ã o ,  d e  t a l  

modo que não c o i n c i d a  com um nó d o  e lemento  que e s  tã s e n d o  in - 

t e g r a d o ,  é chamado de p o n t o  ficticio. 

C o n s i d e r e - s e  que  num d e t e r m i n a d o  ponto "R" se  e n c o n t r a m  

d a  p e l o s  3 cos-  

um certo nGrnero d e  e l e m e n t o s .  tem-se  e n t ã o  do5s 

d e r a r .  

a = C cos (n. 
i *  X1) 

b = L c o s  (ni, XZ) 

c = L cos  (ni, x 3 )  

c a s o s  a consi - 

como s e n d o  a soma f e i t a  s o b r e  os "i" e l e m e n t o s  q u e  e n c o n t r a m -  

- s e n o  ponto II, e e screvendo:  



d a d a  p o r :  

o n d e  (xl,x2,x3) s ã o  as c o o r d e n a d a s  d o  p o n t o  L. 

4 . 2 . 2 ,  C a s o  d e  e l ementos  c i  l i n d r i  cos 

S u p o n l i a - s e  o p o n t o  " L f f  dum c e r t o  e l e m e n t o ,  que e m  

coordenadas i n t r í n s e c a s  s e  rã d e f i n i d o  com0 L ( 5 ,  n ) .  A 

p a r t i r  d i s t o ,  podem-se determinar o u t r o s  d o i s  p o n  - 
tos que pertençam a este mesmo p l a n o ,  o s  quais p o d e m  s e r :  

P (O, n )  e M ( - 5 ,  r i > .  
E m  termos d e  coordenadas  g l o b a i s  e s t e s  p o n t o s  podem 

s e r  o b t i d o s  c o m  a e x p r e s s ã o :  

onde : 

x. = coordenada na d i r e ç ã o  i dum p o n t o  a r b i  tr 
1 

rio no e l e m e n t o  

x! = c o o r d e n a d a  na d i r e ç ã o  i do p o n t o  n o d a l  N 
1 " = £função de interpolaçáo para geometr ia  a v a l i a d a  na p o n t o  

a r b i t r á r i o  

& N  = número d e  n ó s  do e l e m e n t o  

A p a r t i r  d e  ( 4 . 2 ,  2.  a) t e m - s e  as c o o r d e n a d a s  g l o b a i s  

qiie s g o  d e f i n i d a s  p o r :  



A ~ i g u r a  4 . 2 . 2  m o s t r a  o c a s u  g e r a l  um e l e m e n t o  -- c i -  

1 ; n d r i c o  no e s p a ç o .  -- 

F i ~ u r a  4 . 2 . 2  - C i l i n d r o  no e s p a ç o  

O p o n t o  " c "  é o c e n t r o  d o  c i l í n d r o  e p e r t e n c e  a o  

mesmo p l a n o  dos a o n t o s  ?I, P e 1,. S u ~ s  i . r in rdenadas  podem s e r  ; ! e  - 
t e r m i n a d a s  através  d o  s e g u i n t e  s i s  tema d e  e q ~ 4 ~ õ e s  : 



onde  R é o raio d o  cilindro ) s a o  as c o o r d e  - 

n a d a s  do p o i i t o  " c "  . O b s e r v e - s e  q u e  p o r  c o n s  uqão o p o n t o  

" C "  necessariamente p e r t e n c e r á  a r e t a  q u e  a o e i x o  d o  c i -  

l i n d r o .  

D e f i n i n d o - s e :  

p o d e - s e  d e t e r m i n a r  os  c o s s e n o s  d i r e t o r e s  d o  p n t o  "L" através  

d a  s e g u i n t e  formulação: t 

s e n d o :  

C 1  = cos seno  diretor na d i r e ç ã o  x 
1 

C 2  = cosseno  d i r e t o r  na d i r e ç ã o  
X2 

C g  = cosseno d i r e t o r  n a  d i r e ç é o  x 3  

O sinal p o s i t i v o  ou negativo refere+se a o  fato de 

q u e  na f a c e  a q u a l  0 e lemento  se  e n c o n t r a ,  a d i r e ç ã o  c o r r e s -  

p o n d e n t e  é p o s i t i v a  ou n e g a t i v a  e m  r e l a ç ã o  a o  sistema d e  coor - 
d e n a d a s  p r é - f i x a d o s .  

e s e j a m :  

A p o r a ,  s u p o n d o  um p o n t o  L onde c o n c o r r e m  i e l e m e n t o s  
I 



P o d e  ser d e f i n i d o :  

E m  ambos o s  c a s o s ,  note-se q u e  e v i d k n t e m e n t e  "d"  n ã o  

deve s e r  pequeno em r e l a ç ã o  aos l a d o s  d o s  e le tnentos  que p o s s u  - 
A 

em o no L e m  comum. Um e s t u d o  p r á t i c o  s o b r e  e s t e  valor é 

mostrado no c a p í t u l o  c i n c o  d e s t e  t r a b a l h o .  

4 , 3 .  Programa c o m p u t a c i o n a l  

Nes te  i t e m  faz-se uma d e s c r i ç ã o  b r e v e  d o  programa 

c o m p u t a c i o n a l  t i t i l i z a d o ,  b e m  como a apresentação dum f l u x o g r a  - 

ma do mesmo. 

O p r o g r a m a  e m  si contém a f o r m u l a ç ã o  p a r a  e l e m e n t o s  

d e  contorno e m  e l a s t i c i d a d e  linear i s o t r Ó p i c a  t r i d i m e n s i o n a l ,  

c o m  u t i l i z a ç ã o  d e  elementos q u a d r i l á t e r o s  d e  primeira e s e g u n  - 

' a  o r d e m ,  bem como elementos triangulares d e  mesmas o r d e n s .  

4 . 3 . 1 .  Dados do p r o g r a m a  

Como d a d o s  d o  p r o g r a m a  s ã o  introduzidos os  v a l o r e s  

d o  número d e  n ó s  e e l e m e n t o s ,  b e m  como o número  de n ó s  d o  ele - 
rnento utilizado n a  d i s c r e t i ~ a ~ ã o  d o  c o r p o  e m  e s t u d o  ( t i p o  d e  

e l e m e n t o )  . 
G r a n d e z a s  f í s i c a s  como o m Ó d u l o  de  e l a s t i c i d a d e  

t r a n s v e r s a l  e c o e f i c i e n t e  d e  Poisson s ã o  f o r n e c i d o s  jun tamen-  

t e  com o numero de p o n t o s  no i n t e r i o r  e nÜmero de  p o n t o s  de 

i n t e g r a ç ã o  d e s e j a d o s  p a r a  cada d i r e ç ã o .  

A s e g u i r  i n t r o d u z - s e  as  coordenadas g l o b a i s  d o s  n6s  



- deslocamentos n o d a i s  p r e s c r i t o s  '!I, 0. 

e p o n t o s  no i n t e r i o r  e a s  c o n e t i v i d a d e s  d o s  

O s  dados  r e l a t i v o s  a s  c o n d i ç õ e s  d e  

s e g u i n t e s ,  o b e d e c e n d o  n uma c h a v e :  

- f o r ç a s  d e  s u p e r f í c i e s  p r e s c r i t a s  I ) .  I 

e : . ementos .  

c : o n t o r n o  s ã o  os 

A s  f o r q a s  d e  s u p e r f I c i e  s ã o  f o n e c i d  s p o r  e l e m e n t o ,  

o q u e  facilita a e n t r a d a  d e  d a d o s  d o  c o n t o r n o  t 
A .  3 . 2 .  R e s o l u ç ã o  c o m p u t a c i o n a l  do p r o b l e m a  - 

A r e s o l u $ ã o  s e  i n i c i a  com uma r o t i n k  que determina 

os cossenos d i r e t o r e s  de t o d o s  os e l e m e n t o s  e também as coor- 

denadas g l o b a i s  d o s  p o n t o s  f i c t i c i o s .  

A s e g u i r  u m a  nova r o t i n a  com o a u x f l i o  duma s e g u n d a  

r o t i n a ,  r e a l i z a  o cálculo d a  s o l u ç ã o  f u n d a m e n t a l ,  i n t e g r a ç ã o  

n u m é r i c a  e a montagem d o  sistema de e q u a ç o e s .  N e s t a  e t a p a ,  os  

c o e f i c i e n t e s  d e  d e s l o c a m e n t o s  s ã o  r n u l t i p l i c a d ~ s  p e l a  maior d i s  - 

t â n c i a  entre nós  e os  d e  força de s u p e r f í c i e  p e l o  v a l o r  d o  mó - 

d u l o  de  e l a s t i c i d a d e ,  d e  maneira a s e  obter g r a n d e z a s  e q u i v a -  

l e n t e s  e n t r e  o s  c o e f i c i e n t e s  e o vetor de termos i n d e p e n d e n -  

t e s  (14) 

N o t e - s e  que ao v e t o r  que contém os v a l o r e s  p r e s c r i -  

t o s  de d e s l o c a m e n t o s  e f o r ç a s  d e  s u p e r f í c i e  multiplicados p e -  

l o s  c o e f i c i e n t e s ,  s o m a - s e  a respectiva c o n t r i b u i ç ã o  d e  f o r ç a s  

d e  c o r p o ,  as q u a i s  s ã o  determinadas  n e s t a  mesma r o t i n a .  

A matríz r e s u l t a n t e  como v i s t o  é c h e i a  e não  s i & -  

t - r i c a  e ,  a s o l u ç ã o  d o  sistema d e  equações l i n e a r e s  o b t i d a  é 

f e i t a  p o r  uma rotina d e  e lirninação d e  Gauss  comum. 

S e g u e - s e  e n t ã o  uma r o t i n a  que c a l c u l a  as i n c ó g n i t a s  

no i n t e r i o r ,  a q u a l  consome grande  p a r t e  d o  t e m p o  c o m p u t a c i o -  

n a 1  p e r d e n d o  s o m e n t e  p a r a  a montagem e re so luçãa  d o  sistema 

de e q u a ç õ e s .  

0 s  r e s u l t a d o s  s ã o  p o r t a n t o :  d e s l o c a m e n t o s  d o s  n ó s  d o  

c o n t o r n o ,  forças d e  s u p e r f í c i e  r e a g e n t e s  por n ó  ou p o r  elemen- 

to e deslocamentos e t e n s õ e s  nos p o n t o s  do interior d o  c o r p o .  



4 . 3 . 3 .  Es t r u t u r a ç ã o  d o  programa - Fluxograma 

A f i g u r a  que s e  segue  m o s t r a  o flux grama do progra 9 - 
ma u t i l i z a d o ,  a q u a l ,  f o r n e c e  uma n o ç ã o  s o b r e  a i r n p l e m e n t a ç ã o  

e f e t u a d a  n e s t e  t r a b a l h o .  
X X X X X X X X X X X X  X X X X X X X X X X X X X X X  

D a d o s  I N P U T  
X X X X X X X X X X X X  X X X X X X X X X X X X X X X  I 

/ 10 dos  p o n t o s  s i n g u l a r e s  f i c t í c i a s  

I 

~ e t e r m i n a ~ ã o  d o s  c o s s e n o s  d i r e t o r e s  e 

r/ Para c a d a n o > \  

--/ para- 

> I 

c á l c u  - 

F MAT 

S I N G P  

d a s  forças de c o r p o  no vetor dos  termos in- 

d e p e n d e n t e s  (INTE) 

I 
I 

1 

Montagem d o s  coeficientes d e  d e s l n c ~ m e n t o s  e 

f o r ç a s  de s u p e r f í c i e  na matriz do s i s t k m a  e 

~ á l c u l o  dos c o e f i c i e n t e s  d a s  matrizes da s o  - 
Lução f u n d a m e n t a l  e cálculo d a  c o n t r i b u i ç ã o  

no v e t o r  d e  termos i n d e p e n d e n t e s  

L XXXXXXXXXXXXtXXXXXXXXXXXXXXX 
-- . . -. 

solução d o  sistema de equações S L N P D  

Montagem dos v e t o r e s  r e s u l t a n t e s  p a r a  os 

locamentos e forças d e  s u p e r f í c i e  
I I 

1 XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX 
I t 

C á l c u l o  d a s  i n c ó g n i t a s  no i n t e r i o r  I N T E B  

I Res u l t  a d o a l  O U T P U T  



p r o b l e m a s .  

P A R T R I D G E  ( 1 6 )  
mostra resultados consegr i i  dos  u t i  l i z a n d o  

a t é c n i c a  d o  p o n t o  s i n g u l a r  f i c t í c i o  e m  p r o b l e m a s  t ambém d a  

elasticidade linear t r i d i r n e n s i o n a l .  

No p r e s e n t e  t r a b a l h o  a n a l i s a - s e  três  e x e m p l o s  d a  

e l a s  t i  c i d a d e  l i n e a r  t r i d i m e n s i o n a l ,  com diferentes malhas e 

c o m q u a t r o  t i p o s  de elementos de contorno. U t i l i z a - s e  t ambém 

diversos e s q u e m a s  de i n t e g r a ç ã o .  

O m é t o d o  d o s  e l e m e n t o s  d e  c o n t o r n o  

ap li  c a d o  no e s  t u d o  dos p r o b l e m a s  re l a t i v o s  a 

n e a r  i s o t r Ó p i c a  tridimensional. 

S C H E E R  ( l u '  a p r e s e n t a  r e s u l t a d o s  

5 . 2 .  Cubo u n i t á r i o  

t e m  s i d o  m u i t o  

e. las t i c i d a d e  li- 

o b t i d o s  c o m  

P a r a  e n c o n t r a r  uma p o s i ç ã o  i d e a l  d o  p o n t o  s i n g u l a r  

f i c t í c i o  fez-se o e s t u d o  dum e x e m p l o  s i m p l e s  d a  e l a s t i c i d a d e  

l i n e a r  t r i d i m e n s i o n a l .  

Tomou-se  um s ó l i d o  p a r a l e p i p é d i c o  d h arestas u n i t a  - 

r i a s ,  s u b m e t i d o  a uma carga  d e  t r a ç ã o  também unitária e d i s -  

t r i b u í d a  a p l i c a d a  n a  d i reção  x s o b r e  uma das f a c e s .  

A l g u n s  aspectos d e  p r e c i s ã o  dos r e s u l t a d o s  o b t i d o s  

com a formulação d o  método dos elementos de c n t o r n o  t a m b é m  

s ã o  e s t u d a d o s .  

U S O  de elemento q u a d r i l á t e r o  linear p a r a  trEs d i f e r e n t e s  

O c u b o  t e v e  o s  de s locamen tos  d a s  f a c e s  d e  normal 

n e g a t i v a  (ou s e j a  aquelas faces formadas pelos eixos d o  s i s t e m a  d e  

r e f e r ê n c i a )  r e s t r i n g i d o s  n a  d i r e ç ã o  d a s  normais a e s t a s  mes- 

mas faces ( f i g u r a  5 . 2 .  a ) .  



A discretização d o  c o n t o r n o  d o  s ó l i d o  f o i  e l a b o r a d a  

com e lementos  : 

- q u a d r i l á t e r o s  l i n e a r e s  (malhas de  6 e 2 4  e l e m e n t o s )  

- q u a d r i l á t e r o s  cluadrát  i c o s  (ma lha  d e  6 e l e m e a t o s )  

- t r i a n g u l a r e s  l i n e a r e s  ( m a l h a s  d e  1 2  e 2 4  eldrnentos)  

- t r i a n g u l a r e s  q u a d r á t i c o s  ( m a l h a  com 12 e l e m e n t o s )  

Para  t o d a s  a s  malhas a d o t o u - s e  esquemas d e  i n t e g r a -  - 
ç a o  iguais ( d e  4x4, 6x6 e 8x8 p o n t o s  d e  i n t e g t a ç ã o ) ,  bem como 

a d i s t â n c i a  "d"  (empregada no c ~ l c u l o  d a  p o s i q ã o  d o  Fonto  fic - 
t i c i o )  com v a l o r e s  0,0, 0,5, 5 , O  e 50,O. 

No método d o s  e l ementos  d e  c o n t o r n o ,  não e x i s t e  unia 

r e g r a  f i x a  p a r a  d e t e r m i n a r  q u a n t o s  p o n t o s  d e  i n t e g r a G ã a  s ã o  

n e c e s s á r i o s  ; n e s t e  c a s o  d e v e - s e  examina r  a c o n v e r g ê n c i a  p o r  

co rnpa raqoes  d e  r e s u l t a d o s  com c r e s c e n t e s  números  d e  p o n t o s  d e  

i n t e g r a ç ã o .  



8 nós e 6 elementos 

8 nós e 12 elementos 14 n ó s  e 2 4  elementos 

F i g u r a  5.2.b - Malhas  dos e l e m e n t o s  l i n e a r e s  

20 nós e 6 elementos 2 6  n ó s  e 12 elementos 

F i g u r a  5 . 2 .  c - Malhas dos elementos q u a d r á t i c o s  



5 . 2 . 1 .  R e s u l t a d o s  c o m p a r a d o s  p a r a  o s  d i f e r e n t  s v a l o r e s  d e  "d" I--- 

- D . M .  

Fo ram c o m p a r a d o s  r e s u l t a d o s  p a r a  

l 'd" c o m  4x4, 6x6 e 8x8 p o n r o s  d e  i n t e g r a ç ã o  

n o s  q u a t r o  t i p o s  d e  e l e m e n t o s  u t i l i z a d o s ,  

As t a b e l a s  5 . 2 . l . a  até 5.2.l.f mostram 

o b t i d o s ,  sendo q u e :  

é o deslocamento máximo 

d i v e r s o s  v a l o r e s  de  

p o r  e l e m e n t o  

o s  resultados 

- D.P.C. é o d e s l o c a m e n t o  d o  p o n t o  c e n t r a l  

- M.P. é o n ú m e r o  d o s  p o n t o s  d e  i n t e g r a s ã o  I t i l i z a d o s  

A s o l u F ã o  e x a t a  do c u b o  u n i t á r i o  s u j e i t o  a uma car -  

ga de tração também u n i t á r i a ,  d i s t r i b u i d a  e a p l i c a d a  na dire- 

ção x, s o b r e  uma das  f a c e s  é: 
D e f i n i n d o  E = 1 e v = 0,3, t e m o s :  

- E m  x ( 0 , 5 ;  0,5; 0,5) + 0 = 1 , G  
X X  

u , e t c  = O 
x Y 

5 . 2 . 2 .  Avaliaqão d o s  r e s u l t a d o s  - 

P a r a  o e l e m e n t o  q u a d r i l á t e r o  l i n e a r  os  v a l o r e s  ;ti- 

mos d e  " d " ,  variam n o  intervalo f e c h a d o  10,5; 5 l .  Observa-se 

que no c a s o  d e  uma d i s c r e t i z a ç ã o  com 2 4  e l e m e n t o s  e A = 50 

o b t é m - s e  r e s u l t a d o s  pouco p r e c i s o s .  

No caso do elemento triangular l inear o valor Õtimo "d" va- 

r i a  tambémno 0 , 5 ;  5 1 ,  s e n d o  que a d i s c r e t i ~ a ~ ã o  com 1 2  ele 



ELEMENTO Q U A D R I L Ã T E R O  L I N E A R  - B I S ( : K E T  I Z ~ I C ~ B  C O M  b E L E M L N T O S  

T A B E L A  5 . 2 . l . a  

N .P. 

t 
i 
1 
i 

i 
I 

( 4 

d = 50 

0,9999 

-0,2999 

-0,3000 

0,4980 

-0,1494 

-0,1494 

l,-mTA SoLuÇAo-l 
1,0000 

-0,3000 

-0,3000 

0,5000 

-0,1500 

-0,1500 

1,0000 

0,0000 

0,0000 

1,0000 

-0,3000 

-0,3000 

i 
-0,1500 o'5o0o I 
-0,1500 

1,0000 

o ,0000 
0,0000 

1,0000 

-0,3000 

-0,3000 

O, 5000 

-0,1500 

-0,1500 

1,0000 

o,oooo 

I 
9,0000 

6 

! 

8 

I N C ~ G N I T A S  

D.M. 

D.P.C. 

= 0 - 5  

1,0002 

-0,3001 

-0,3001 

0,4981 

-0,1494 

-0,1494 

d = 5 

1,0000 

-0,3000 

-0,3000 

0,4980 

-0,1494 

-0,1494 

DIWÇÕES / d = O 

TENSÃO 

D.M. 

D.P.C. 

TENSÃO 

D.M. 

D.P.C. 

TENSÃO 

X 

Y 

z 

x 

Y 
z 

~~~~~~~ 

0,9241 

o,oooO 
0,0000 

0,9999 

-0,2999 

-0,2999 
I 

0,4999 

-0,1499 

-0,1499 

0,9952 

O,OOOO 

0,0000 

0,9999 

-0,3000 

-0,3000 

O, 4999 

-0,1499 

-0,1499 

0,9997 

0,0000 

0,0000 

0,9695 

-0,2964 

-0,2964 

0,4828 

-0,1474 

-0,1476 

x 

Y 

Z 

x 

Y 
z 

X 

0,9132 

0,0000 

0,0000 

0,9861 

-0,2983 

-0 ,2983 
-- 

0,4929 

0,9261 

0,0000 

0,0000 

1,0000 

4 ,3000  

-0,3000 
- 

0,4999 

-0,1499 

-0,1499 

0,9952 

o ,0000 

0,0000 

1,0000 

-0,3000 

-0,3000 

O, 4999 

-0,1499 

-0,1499 

0,9997 

o,oooo 
0,0000 

0,9261 

0,0000 

0,0000 

1,0000 

-0,3000 

-0,3000 

0,4999 

-0,1499 

-0,1499 

0,9952 

o ,0000 

0,0000 

0,9999 

-0,3000 

-0,2999 

O, 4999 

-0,1499 

-0,1400 

O ,9997 

O,OOOO 

0,0000 

Y 
z 

x 

Y 
Z 

x 

Y 

z 

x 

Y 
z 

x 

Y 

z 

-0,149 1 

-0,1491 

0,9881 

o ,0000 

0,0000 

0,9920 

-0,2990 

-0,2990 

0,4940 

-0,1495 

-0,1495 

O ,9959 

o,oooo 
0,0000 



T A B E L A  5 . 2 . l . b  

E L E M E N T O  Q U A D R I L Á T E R O  L I N E A R  - U T S C R E T I Z A Ç Ã O  COM 2 4  ELLMEN'LOS 

N.P. / INCÚGNITAS / DIREÇÕES 

D.M. 

d = O  d = 0 , 5  d = 5  d = 5 0  1 sorduçAol EXATA 



T A B E L A  5.2.1. c 

d = 50 d = 5  

1,0000 

-0,3000 

-0,3000 

0,6347 

-0,1249 

-0,1844 

0 ,9640  

O ,0492 

0,0334 

- 
N.P. 

4 

SOLUÇAO 
EXATA 

1,0000 

-0,3000 

-0,3000 

O ,  5000 

-0,1500 

-0,1500 

1,0000 

0,0000 

O ,  0000 

6 

I N C ~ G N I T A S  

D.M. 

D.P. C. 

LENSÃO 

1,0000 

-0,3000 

-0,3000 

0,6356 

-0,1265 

8 

D.M. 

D.P. C. 

DIREÇÕES 

x 

Y 
z 

x 

Y 
z 

x 

Y 

z 

0,9999 

-0,2999 

-0,2999 

0,5950 

-0,1265 

TENSÃO 

D. M. 

D . P . C .  

TENSÃO 

x 

Y 

z 

x 

Y 

z 

d = O  

0 , 9 6 6 4  

-0,2983 

-0,2956 

0,5672 

-0,1119 

-0,2013 

0,9478 

0,0047 

0,0220 

1,0000 

-0,3000 

-0,3000 

0,5000 

-0,1500 

d = 0 , 5  

1,0000 

-0,2999 

-0,3004 

0,5945 

-0,1244 

-0,1883 

0,9657 

0,0513 

0,0289 

-0,1500 -0,1957 

x 

Y 
z 

x 

Y 

z 

x 

Y 
e 

x 

Y 

z 

0,9845 

-0,2997 

-0,29 77 

0,5821 

-0,1203 

-0,2023 -0,1958 

1,0000 

-0,2999 

-0,3000 

0,5950 

-0,1265 

-0,1958 

0,9889 

0,0050 

0,0011 

0,9911 

-0,3000 

-0,29 86 

0,5874 

-0,1230 

-0, 2000 

0,9948 

0,0000 

0,0000 

1,0000 

0,0000 

0,0000 

1,0000 

-0,3000 

-0,3000 

0,5000 

-0,1500 

-0,1500 

1,0000 

O ,  O000 

0,0003 0,0004 

0,9975 

0,0063 

0,0022 

0,9975 

0,0043 

0,0036 

0,9999 

-0,3000 

-0,2999 

0,5950 

-0,1266 

-0,1965 

O ,  9998 

0,0006 

0,9973 

0,0040 

0,0041 

1,0000 

-0,3000 

-0,3000 

0,6354 

-0,1266 

-0,1965 

0,9998 

0,0006 



ELEMENTO T R I Â N G U L O  L I N E A R  - DISCRETZZSCÃO COM 2 4  E L E M E N T O S  

TABELA 5 .2.l.d 

d = 50 d = 5 
SOLUÇAO 

EXATA N.P. 

1,0000 

-0,3000 

-0,3000 

O ,5000 

-0,1500 

-0,1500 

1,0000 

o, 0000 

o ,0000 

d = O 

0,9999 

-0,2999 

-0,2999 

0,5000 

-0,1494 

-0,1500 

0 , 9 9 9 6  

o,oooo 
o, O000 

d = 0,5 INCÓGNITAS 

4 

DIREÇÕES 

O ,9395 

-0,2877 

-0,2877 

0,5239 

-0,1496 

-0,1497 

0,9774 

0,0010 

0, 00 10 

O ,9999 

-0,2999 

-0 ,2999 

0,5000 

-0,1500 

-0,1500 

0,9996 

o,oooo 
o., 0000 

D,M. 

TI. M. 

D.P. C. 

TENSÃO 

0,9999 

-0,3000 

-0,2999 

0,9708 

-0,2940 

-0,2940 

x 

Y 

z 

x 

Y 
z 

x 

Y 

z 

x 

Y 
Z 

1,0000 

-0,3000 

-0,3000 

6 

8 

1,0374 

-0,3152 

-0,3273 

0,5117 

-0,1497 

-0,1498 

0,9892 

0,0005 

0,0005 

0,9829 

-0,2965 

-0,2965 

0,5069 

-0,149 8 

-0,1499 

o, 9937 

0,0002 

O, 0002 

1,0000 

-0,3000 

-0,3000 

D.P. C. 

i 

x 

Y 

z 

x 

0,5000 

-0,1500 

-0,1500 

1,0000 

0,0000 

0,0000 

1,0000 

-0,3000 

-0,3000 

O ,5000 

-0,1500 

-0,1500 

1,0000 

0, 0000 

o, O000 

0,4999 

-0,1499 

-0,1499 

0,9999 

0,0000 

0,0000 

1,0000 

-0,3000 

-0,3000, 

0,5000 

-0,1500 

-0,1500 

1,0000 

0,0000 

o ,0000 

TEMSÃO 

D.M. 

D.P.C. 

TENS ÃO 

0,4999 

-0,1500 

-0,1499 

Y 

z 

x 

Y 

z 

x 

Y 

z 

X 

Y 

Z 

0,6194 

-0,SOOO 

-0,2394 

0,9999 

0,0000 

0,0000 

0,9402 

0,0010 

0,0215 

1,0000 

-0,2999 

-0,3000 
I 

0,5000 

-0,1499 

-0,1499 

1,0000 

0,0000 

O ,  0000 



T A B E L A  5 . 2 . 1 . e  

E L E M E N T O  Q U A D R I L Ã T E R O  Q U A D R A T I C O  - U I S C I ~ B T ~ Z A C Á O  C 0 7 1  6 E L E M E N T O S  

SOLUÇAO I 
EXATA 

1,0000 



TABELA 5 . 2 . i . f  

ELEMENTO T R I ~ N G U L O  QUADRATICO - DISCRETIZACÃC COM 1 2  ELEMENTOS 

SOLUÇAO 
EXATA 

1,0000 

-0,3000 

-0,3000 

I 

d = 5 
I 

0,9999 : 

-0,29981 

-0,3000 

d = 0,5 

1,7357 

-0,0012 

-0,7180 

d = 50 

, 

d = O 

1,0385 

-0,3471 

-0,3673 

N. T. 

0,3259 0,1183 0,5120 O ,  5000 

4 D.P.C. -0,1134 -0,8190 -0,1055 -0,1500 

4 

I N C ~ ~ I T A S  

D.M. 

D.M. 

DIFEÇÕES 

x 

Y 

z 

TENSÃO 

D.M. 

D.P.C. 

TENS ÃO 

z 

x 

Y 

z 

x 

x 

Y 

z 

8 

1,0331 

-0,3379 

-0,3379 

-0,1395 

0,8625 

0 ,0432  

0,0310 

1,0385 

1,0000 

-0,3000 

-0,3000 

x 

Y 

z 

1,0017 

-0,2995 

-0,3012 

1,0040 

0,0043 

O ,5000 

-0,1500 

-0,1500 

1,0000 

0,0000 

O, 0000 

0,9184 

0,0090 

0,0009 

1,0004 

-0,3002 

-0,2999 

0,5144 

-O, 1053 

-0,1942 

1,0004 

0,0005 

0,0004 

-0,7488 

1,1524 

0,0278 

O ,0043 

1,0201 

Y 

z 

x 

Y 
z 

O, 4153 

-0,1065 

-0,1686 

0,9391 

0,0034 

0,0035 

O ,5129 

-0,1054 

-0,1931 

0,9998 

0,0004 

0,0005 

D,P. C. 

TENS% 

-0,2946 

-0,3141 

0,5297 

-0,1060 

-0 ,2049  

0,9977 

0,0060 

-0,3420 

-0 ,3481  

0,3849 

-0,1074 

-0,1606 

x 

Y 

z 

x 

Y 
z 

-0,1902 

0,9662 

0,0455 

O ,0438 

0,9998 

-0,2999 

-0,2999 

0,5129 

-0,1054 

-0,1929 

3,6121 

0,2087 

0,0004 

3,3890 

1,0000 

0,0000 

0,2283 0,0033 

-0,1500 

1,0000 

O, 0000 

O ,0000 

1,0000 

-7,1237 

-2,0158 

0,8458 

-0,9233 

-1,0026 

0,0000 

-0,3000 

-0,3000 

0,5000 

-0,1500 

-0,1500 



mentos n ã o  a p r e s e n t a  bons r e s u l t a d o s  no c á l c u l o  do deslocamen- 

to do t i n n t o  c e n t r a l  , e "d" = 5 0  apresenta  tamb,ém r e s i ~ l t a d o s  

p o u c o  p r e c i s o s  n e s t e  c a s o .  I 
I 

E i m p o r  t an te  no ta r  que no caso d e  se Eer rma I malha 

com mais elementos ( t a b e l a s  5 . 2 . l . b  e 5.2.1. d )  , o v a l o r  d e  " d "  

Õtimo t e n d e  a s e  t o r n a r  menor. Isto deve ocorrer porque no 

c a s o  de malhas mais densas os e l e m e n t o s  p a s s a m  a t e r  suas  d i -  

mensões r e d u z i d a s .  

O s  e l e m e n t o s  q u a d r á t i c o s  apresentam ' b o n s  r e s u l t a d o s  

c o m  d = 5,0 e, n o  caso de q u a d r i l á t e r o  quadrático obteve - se  

p r a t i c a m e n t e  os m e s m o s  r e s u l t a d o s  dos q u a d r i  l á t e r o s  l i n e a r e s  

com 6 e l e m e n t o s .  

5.2.3. Resul tados  comparados para  d i f e r e n t e s  esquemas de inte- 

gração 

Comparam-se os r e s u l t a d o s  o b t i d o s  para d i f e r e n t e s  nú- 

meros  de p o n t o s  de  i n t e g r a ç ã o  In x n p o n t o s  de i n t e g r a ç ã o  com 

n = 4 ,  6 e 8 )  para cada uma d a s  s e i s  malhas a d o t a d a s .  Toma-se 

' d = O e d = Ó t i m o ,  p a r a  s a l i e n t a r  a i m p o r t ã n c i a  d o  a o n t o  sin- 

gular f f  c t í c i o .  

A i n t r o d u ç ã o  do p o n t o  singular fictício p o s s i b i l i t a  

a obtenção d a  s o l u ç ã o  e x a t a ,  como por exemplo;  no c a s o  do e l e  - 
mente q u a d r i l á t e r o  l i n e a r  comuma nialha de 24 elementos e com 

6x6 p o n t o s  de  i n t e g r a ç ã o .  

O s  r e s u l t a d o s  a p r e s e n t a d o s  para d i f e r e n t e s  malhas 

m o s t r a m  um bom comportamento para  t o d o s  os e l e m e n t o s  no que s e  

refere ao c á l c u l o  d o s  des locamentos  máximos e tensão  no i n t e -  

r i o r .  

0 elemento t r i â n g u l o  q u a d r á t i c o  não  apresentou os r: 

s u l t a d o s  esperados  no c á l c u l o  dos deslocamentos do p o n t o  no in - 
t e r i o r .  I s t o  talvez tenha ocorr ido  d e v i d o  a pequena d e n s i d a d e  

da malha u t i l i z a d a .  

5 . 3 .  Viga  e n g a s t a d a  - 

Procurou-se e x e c u t a r  um p r o b l e m a  de ordem p r á t i c a  e .  



ELEMENTO Q U A D R T L A T E R O  L I N E A R  - DISCRETIZAÇRO LO?! 6 ELLMENTOÇ 

T A B E L A  5 . 2 . 3 . a  

ELEMENTO Q U A D R L L A T E R O  L I N E A R  - DLSCRETIZAÇÃO C O Y  2 4  E L E M E N T O S  

T A B E L A  5 . 2 . 3 . b  

IN CU GNI TAS 

D.M. em x 

D.P.C. e m x  

TENSÃO em x 

PONTOS DE INTEGRAÇÃO 

- 

INC~GNITAS 

NA DIREÇÃO 

x 

D. M. 

4 x 4  

D.P. C. 0,4901 1,98 0,5000 O 0,4955 0,90 0,5000 O 

TENSÃO 0,9917 0,83 1,0000 O 

d = O  

0,9695 

0,4828 

0,9132 

PONTOS DE INTEGMÇÃO 

6 x 6  

-- 

8 x 8  

E r r o %  

O 

0,40 

7 , 3 9  

E r r o %  

3,05 

3,44  

8,68 

d = O  

0,9861 

0 ,4929 

0,9885 

8 x 8  4 x 4  

E r r o 2  

0 

0,02 

0,03  
I 

d = 5  

1,0000 

0,4980 

0,9261 

E r r o %  

1,39 

1 , 4 2  

1,15 

d = 5  

1,0000 

0,4999 

0,9952 

d = O 

0,9952 

d = O 

0,9843 

6 x 6  

d = 5  

1,0000 

0,4999 

0,9997 

E r r o %  

O 

0,02 

0,48 

d = O  

0,9920 

0,4960 

0,9959 

E r r o %  

0,80 

0,80 

0 , 4 1  

Erro % 

1,57 

Erro % 

0,48 

d = O 

0,9928 

d=0,5 

1,0000 

Erro % 

0,72 

d=O,5 

0,9999 

d=0,5 

1,0000 

E r r o  % 

O 

E r r o  % 

0,Ol 

Erro % 

O 



Z L E M E N T O  T R I Â N G U L O  L I N E A R  - D I S C R E T I Z A C Ã O  CO?I 1 2  1:I E!!EXTOS 

T A B E L A  5 . 2 . 3 . c  

INCÕGNITAS PONTOS DE INTEGRAÇÃO 

NA DIREÇÃO 4 x 4  6 x 6  8 x 8  

x d = O Er ro  % d=0,5 E r r o  % d = O Erro % d=0,5 Erro 2 d = O Erro % d=0,5 E r r o  % 
-------- . 

-C 
-_,_ A-- 

D. M. 0 ,9664  3,34 1,0000 O 0,9845 1,55 1,0000 O 0 , 9 9 1 1  0,89 0,9999 0,01 

D.P. C. 0,5472 13,44 0,5945 18,9 0,5821 16,42 0,5950 19,O 0,5874 17,415 

TENSÃO 0,9478 5,22 0,9657 3 , 4 3  0,9889 1,11 0,9973 0,27 0,9948 0,52 

ELEMENTO T R I A N G U L O  L I N E A R  - D I S C R E T I Z A Ç Ã O  C01! 2 4  E L E I I E X T O S  

T A B E L A  5 . 2 . 3 . d  

I N c ~ G N I T A S  PONTOS DE INTEGRAÇÃO 

NA DIREÇÃO 4 x 4  6 x 6  8 x 8 

x 

D.M. 

D.P .  C. 

d = O 

0,9395 

0,5239 

0,9774 

Erro % 

6,05 

4,78  

2,26 

d=0,5 

0,9999 

0,5000 

0,9996 

Erro X 

0,Ol 

O 

0,04 

d = O 

0,9708 

0,5117 

0,9892 

Erro % 

2,92 

2 , 3 4  

1,08 

d=0,5 

1,0000 

0,4999 

0,9999 

E r r o  % 

0 

0,02 

0,Ol 

d = O 

0,9829 

0,5069 

0,9937 

Erro  % 

1,71 

1,38 

0,63 

d=0,5 

1 , ~ o o ~  

Erro % 

0 

1,0000 



E L E M E N T O  Q U A D B I L A T E R O  Q U A D R A T I C O  - D I S C F ~ E T T Z A C Ã O  C O Y  6 l ~ ~ . ~ ~ ? l E N T O S  

,TABELA 5 . 2 . 3 . e  

ELEMENTO TRIANGULO Q U A D R A T I C O  - D I S C R E T I Z A ~ Ã O  C O Y  1 2  E L E M E N T O S  

I INCÓGNITAS 

NA DIRE ÇÃO 
i 

x 

D .l*l 

D.P .  C. 

TENSÃO - 

T A B E L A  5 . 2 . 3 . f  

PONTOS DE INTE GRAÇÃO 

I N C B ~ I T A S  

NA DIRESÃO 

x 

3.M. 

D.P.C. 

TENSÃO 

4 x 4 

d = O  

1,0857 

0,3196 

0,8043 

PONTOS DE INTEGRAÇÃO 
. . . . - . . - . . . 

4 x 4  6 x 6  8 x 8 

6 x 6  8 x 8  

d = O  

1,0707 

Erro % 

0 ,04  

2,58 

0,02 

d = O 

1,0386 

Erro% 

0,Ol 

0,40 

3 ,39  

E r r o %  

8,57 

36,08 

L9,ii' 

Erro% 

O 

0,02  

0 ,03  

0,3750 

0,8937 

d=5 ,0  

0,9999 

0,4980 

0,9261 

Erro W 

3,86 

d=5,0 

1,0000 

E r r o %  

O 

d = O  

1,0571 

E r r o %  

7,07 

0,5120 

0,9662 

E r r o %  

5,71 

d=5,0 

1,0000 

d=S,O 

0,9999 

25,O 

1 0 , h l  

2,40 

1,38 

0,02 0,4037 

0 ,48  1 0,9201 

0,4999 

0,9952 

E r r o  % 

0,Ol 

19,26 0,4999 

1,96 I 0 , 9 9 9 /  

0,3849 23,02 0,5129 

0,9181 / *,li 1 , 9 7 7  

d = O 

1,0385 

2,58 

0.21 

Erro % 

3,85 

0,4153 1 6 , 9 4  0,5129 

0,9111 ( 6," 9 0,9998 

d=5,0 

0,9998 

Erro X 

0,02 

d = O 

1 ,0331  

Erro % 

3,31 

d=5,0 

1,0004 



p a r a  t a n t o  a d o t o u - s e  v a l o r e s  r e a i s .  

Uma v i g a  e n g a s t a d a  foi d i s c r e t i z a d a  c o m  uma m a l h a  de 

1 8  e l e m e n t o s  q u a d r á t i c o s  e s u b m e t i d a  a u m a  c a r g a  c o n c e n t r a d a  

no seu extremo l i v r e .  

0 s  r e s u l t a d u s  f o r a m  t a b e l - a d o s  e co i i i t a rados  com a s o -  

lução a n a l í t i c a  d a  t e o r i a  da r e s i s t ê n c i a  d o s  h a t e r i a i s  e tam- 

bém com o m é t o d o  d o s  e l e m e n t o s  f i n i t o s .  

A m a l h a  a d o t a d a  e s t á  m o s t r a d a  na £ i  - 

gura 5 . 3 . l . a  e o s  v a l o r e s  a d o t a d o s  são :  

.-, 
Da r e s i s t ê n c i a  d o s  m a t e r i a i s  s a b e - s e  que a expres sao :  

f o r n e c e  as d e f l e x õ e s  p a r a  v i g a s  e n g a s t a d a s  s u j e i t a s  a uma c a r -  

ga c o n c e n t r a d a  em s e u  e x t r e m o  l i v r e .  

F i g u r a  5 . 3 . 1  . a  - Malha com 1 8  e lementos  q u a d r á t i c o s  e 5 6  nós  



A f i g u r a  5 . 3 . l . b  d e f i n e  as v a r i á v e i  . e n c o n t r a d a s  n a  
- 

expressa0  ( 5 . 3 . 1 .  a ) .  

F i g u r a  5 . 3 . 1 . b  - V i g a  e n g a s t a d a  s u j e i t a  a uma c a r g a  concentra- 

d a  e m  s e u  e x t r e m o  l i v r e  

Para o c á l c u l o  a t r a v é s  do método dos e l ementos  f i n i -  

tos u t i l i z o u - s e  p a r a  d i s c r e t i z a r  a v i g a  quatro  e l ementos  t r i d i  - 

m e n s i o n a i s  q u a d r á t i c o s .  

5 . 3 . 2 .  R e s u l t a d o s  

A t a b e l a  5.3 ,2  f o r n e c e  o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  p a r a  

6x6 p o n t o s  de i n t e g r a ç ã o  no m é t o d o  dos e l ementos  de  c o n t o r n o  

( M . E . C . ) ,  para o método  dos  e lementos  f i n i t o s  ( M . E . F . )  e a so- 

lução a n a l í t i c a  ( S . A . )  . 

T A B E L A  5.3.2 - ~ e f l e x õ e s  e m  c e n t í m e t r o s  

M . E . C .  

0 ,0187  

0 , 0 6 5 9  

O ,  1 3 2 2  

O , 2 0 8 2  

ERRO ( Z )  

9 ,3 

5 , 4  

4 7 5  

4 , 1  

M.E.F. 

0,0156 

0 ,O5 72 

0,1175 

O ,  1875  

ERRO ( X )  

8,8 

A o b s e r v a ç ã o  dos r e s u l t a d o s  acima mostra  v a l o r e s  

mais c o r r e t o s  prÓximos ao extremo l i v r e  e m  ambos os m é t o d o s .  

Mesmo c o m  o m é t o d o  dos e l ementos  finitos, para  s e  

o b t e r  bons r e s u l t a d o s  necessita-se duma malha mais d e n s a .  No 

c a s o  d e  malhas c o r n p a t i v e i s  o método d o s  e l ementos  d e  c o n t o r n o  

a p r e s e n t a  melhores  r e s u l t a d o s .  



C i l i n d r o  o c o  d e  p a r e d e s  e s p e s s a s  s u j e i t 0 . a  f o r ç a  d e  r o t a -  

O c i l i n d r o  o c o  d e  paredes  e s p e s s a s  @ um problema sim - 

pies d a  e l a s t i c i d a d e  l i n e a r  t r i d i m e n s i o n a l ,  s e n d o  d e  g r a n d e  

u t i l i d a d e  p a r a  avaliação d e  n o v o s  m é t o d o s .  

B R E B B I A  a p r e s e n t a  r e s u l t a d o s  para o p r o b l e m a  do 

cilindro e c o ,  d e  paredes  espessas e s u j e i t o  a p r e s s ã o  i n t e r n a .  

P A R T R I D G E  'I6) a n a l i s a  o mesmo p r o b l e m a  do c i l i n d r o  
* 
o c o  a p r e s e n t a n d o  r e s u l t a d o s  com a u t i l i z a ç ã o  d o  ponto s i n g i t l a r  

f i c t í c i o .  

Neste t r a b a l h o  a n a l i s a - s e  o c i l i n d r o  Ôco d e  paredes  

e s p e s s a s  sob a ação duma r o t a ç ã o  i n e r c i a l  un i forme,  a p a r t i r  

da u t i l i z a ç ã o  do m é t o d o  p r o p o s t o  p o r  DANSON para  r e p r e -  

s e n t a r  i n t e g r a i s  d e  v o l u m e  com integrais d e  s u p e r f í c i e .  

D e v i d o  a s i m e t r i a  d o  problema, d i s c r e  t i z o u - s e  somen- 

te u m  q u a r t o  duma f a i x a  do cilindro, o b e d e c e n d o ,  e n t ã o ,  as  con - 

d i ç Ó e s  d e  c o n t o r n o  p a r a  u m  e s t a d o  plano d e  d e f o r m a ç õ e s ,  ou se- 

j a ;  foram i m p e d i d o s  o s  d e s l o c a m e n t o s  l o n g i t u d i n a i s  no  t o p o  d o  

quarto do c i l i n d r o  d i s c r e t i z a d o  e o s  d e s l o c a m e n t o s  circunferen - 
c i a i s  nas  f a c e s  d o s  planos d e  simetria. 

E x e c u t o u - s e  u m a  malha com 6x6 p o n t o s  d e  i n t e g r a ç ã o ,  

e com e lementos  q u a d r á t i c o ~  

Os resultados s ã o  c o m p a r a d o s  com a s o l u G ã o  a n a l í t i -  

5 . 4 , 2 .  D a d o s  numéricos 

Os d a d o s  numéricos p e r t i n e n t e s  a e s t e  problema s ã o  

f o r n e c i d o s  a s e g u i r :  

G e o m e t r i a  - R = 20,O c m  (raio e x t e r n o )  

r = 10,O c m  ( r a i o  i n t e r n o )  

h = 20,O c m  (altura) 





2 
C o n s t a n t e s  f í s i c a s  - E = 2 , 1  .108 k N / m  ( m & u l o  d e  e l a ç t i c i d a d e )  

F o r ç a s  de  c o r p o  

5 . 4 . 3 .  D i ~ c r e t i z a ~ a o  a d o t a d a  

P a r a  uma melhor  a p r o x i m a ç ã o  da g e o m e t r i a ,  - e  f a z  

uso d o s  elementos curvos j u n t a m e n t e  c o m  o s  p l a n o s .  A f igu- 

ra 5 . 4 . 3  m o s t r a  a discretização a d o t a d a ,  

5 . 4 . 4 .  R e s u l t a d o s  o b t i d o s  

T A B E L A  5 . 4 . 4 , a  - Deslocamentos r a d i a i s  (cm) 

Raio (cm) 

R a i o  (cm) 

~ o l u ~ ã o  e x a t a  Valor O b t i d o  

2 
T A B E L A  5 . 4 . 4 . b  - ~ e n s õ e s  ( k ~ / m  ) 

~ o l u ~ ã o  e x a t a  Valor O b t i d o  

5 . 4 . 5 .   valiac cão dos r e s u l t a d o s  

Erro ( % I  

Erro ( 2 )  

0 s  r e s u l t a d o s  para deslocamentos r a d i a i s  s s o  b a s t a n  - 
te satisfatórios, bem como para t e n s õ e s .  Pode-se  concluir 

que a u t i l i z a ç ã o  d e s t a  malha f o r n e c e  b o n s  r4 iIt  



método dos e l ementos  d e  contorno foi a p l i c a d o  de forma s a t i s -  

f a t ó r i a .  



O m é t o d o  d o s  e l e m e n t o s  d e  c o n t o r n o  f o i  a p l i c a d o  a 

p r o b l e m a s  d a  e l a s  t i c i d a d e  l i n e a r  t r i d i m e n s i o n a l .  F o r a m  u t i l i  - 

z a d o s  o s  e l e m e n t o s  q u a d r i l á t e r o s  l i n e a r e s  e q u a d r á t i c o s ,  bem 

como os t r i a n ~ u l  a r e s  l i n e a r e s  e q u a d r á t i c o s  , d e p e n d e n d o  d o  p r o  - 

blema. De uma maneira g e r a l  to- 

d o s  os e l e m e n t o s  a p r e s e n t a r a m  bons r e s u l t a d o s .  

N o  que d i z  r e s p e i t o  a e f i c i ê n c i a  d o  m é t o d o  e m  si, a 1  - 

gumas o b s e r v a ç õ e s  finais p o d e m  s e r  f e i t a s :  

I. A u t i l i z a ç ã o  do p o n t o  s i n g u l a r  fictício m e l h o r a  considera- 

v e l m e n t e  os r e s u l t a d o s  e m o s t r o u  s e r  d e  f á c i l  implementa  - 
- 

ç a o .  O uso deste processo e l i m i n a  de v e z  a i n c o n v e n i e n t e  

tentativa d e  u t i  l i z ã ç ã o  d e  s o l u ç õ e s  analíticas n a  e l a s  tici- 

d a d e  tridimensional . Conforme m o s t r a  e m  s e u  t r a b a l h o  

S C B E E R  (19) , o u s o  d a  solução a n a l í t i c a  t e m  uma s é r i e  d e  in - 

convenientes no  c a s o  t r i d i m e n s i o n a l  . 

L. P o d e - s e  d i z e r  que  os r e s u l t a d o s  o b t i d o s  s ã o  s a t i s f a t Ó r i o s ,  

p o i s  c o m  m a l h a s  relativamente g r o s s e i r a s  c o n s e g u e - s e  b o a s  

s o l u G õ e s .  

3. A p o s s i b i l i d a d e  de u t i l i z a ç ã o  de p o n t o s  no i n t e r i o r  em q u a n  

t i d a d e s  p r é - e ~  t a b e l e  c i d a s  t r a z  vantagens  importantes,  p o i s  e les  

proporcionam bons r e s u l t a d o s  e s u a s  i n c ó g n i t a s  s ã o  c a l c u l a -  

d a s  pos ter iormente  a obter - se  a s o l u ç ã o  no c o n t o r n o .  Deste 

m o d o , - p o d e m - s e  o b t e r  r e s u l t a d o s  a d i c i o n a i s  s o b r e  reg iões  d e  

a l t a  c o n c e n t r a ç ã o  d e  t e n s õ e s  ou g r a n d e  v a r i a ç ã o  de  d e s l o c a -  

mentos  colocando 

giões  . 
o número necessário de p o n t o s  nessas re - 

4 .  Usou-se  o mesmo esquema de integraç& n u m é r i c a  d o  método  

dos e lementos  f ini t o s ,  o qual pode ser um ponto de e s t u d o .  A in- 

t e g r a ç ã o  numérica é a p a r t e  mais p r o b l e m á t i c a ,  p o i s  d a  ava- 



l i a G ã o  das  i n t e g r a i s  é que s e  o b t é m  os  c o e f i c i e n t e s  d a s  ma- 

t r i z e s  d o  s i s t e m a  d e  e q u a ç õ e s .  e também os valores n o  i n t e  - 

rior . 
i .  Uma outra  van tagem é que provzveis m o d i f i c a ç õ e s  s ã o  f a c i l -  

mente i rnplementadas ,  isto porque somente o c o n t o r n o  d a  re-  

g ião  p r e c i s a  s e r  d e f i n i d o .  ~ambérn a r e d u ç ã o  duma d i m e n s ã o  

traz a v a n t a g e m  dum menor nzmero d e  d a d o s  a serem forneci- 

d o s .  
I 
I 

Assim, vis ando-se  m e l h o r a r  a utilização do método,  

s u g e r e - s e :  

.. Desenvolvimento d e  e s t u d o s  para  a p l i c a s ã o  d o  m & t o d o  dos ele - 

mentos d e  c o n t o r n o  em problemas com n ã o  l i n e a r i d a d e  de mate 

rial, t a i s  como, p r o b l e m a s  d e  plas ti c i d a d e ,  vis coplas t i c i d a  - 
d e  e f l u ê n c i a .  

2. A con t inuasão  d o  d e s e n v o l v i m e n t o  do método  em outros t ó p i -  
c o s ,  t a i s  como p r o b l e m a s  d a  mecãnica dos solos e d e  domíni- 

o s  i n f i n i t o s  em. g e r a l .  

3 .  A u t i l i z a ç ã o  c o n j u n t a  do método dos elementos d e  contor!io 

com o método d o s  e l ementos  f i n i t o s ,  aproveitando ass im as  

c a r a c t e r T s t i c a s  d e  ambos os  métodos, p a r e c e  ser um bom ca- 

minho a ser  s e g u i d o  em f u t u r a s  pesquisas (12 ,  5 )  

Deste  modo,  c o n c l u i - s e  e s t e  t r a b a l h o  com uma firme 

i d é i a ;  de  q u e  o m é t o d o  d o s  elementos d e  contorno em um p r a z o  

n ã o  muito Longo p o d e r á  tornar-se  uma f erramenta  t ã o  p o d e r o s a  

quanto  o j á  c o n s a g r a d o  método dos elementos f i n i t o s  na resolu - 
d e  p r o b l e m a s  d a  engenharia. 
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