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Resumo

Na prática da engenharia existem diversos problemas relacionados a escoamentos com su-

perfície livre, como escoamentos evoluindo sobre obstáculos de fundo, com recirculação ou

ondas, entre outros. No presente trabalho, derivado das Equações de Navier-Stokes e de Con-

tinuidade, foi desenvolvido um código utilizando um equacionamento semi-implícito em dife-

renças finitas, com a finalidade de simular escoamentos com superfície livre e com aproximação

não-hidrostática de pressão. O tratamento numérico é realizado com o passo de tempo fracio-

nado em dois subpassos: no primeiro são calculados as velocidades e o desnível com condição

de pressão hidrostática e no segundo subpasso é calculada a pressão dinâmica e corrigidas as

velocidades e o desnível. Este código foi verificado para casos com resultados analíticos e nu-

méricos e validado para casos com resultados experimentais. Por fim, o código desenvolvido

foi aplicado a um caso hipotético que representa esquematicamente o caso de um emissário sub-

marino. A consideração da aproximação não hidrostática da pressão se mostrou fundamental

para o ajuste dos resultados com os dados experimentais e analíticos.
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Abstract

In engineering practice there are a lot of problems related to free-surface flow, like flows

with bottom obstacles, separation and waves, among others. In the present work, derived from

Navier-Stokes and Continuity Equations, a code was developed with semi-implicit finite dif-

ferences equations in order to simulate non-hydrostatic pressure approximation free-surface

flows. The numerical treatment is performed with split time step into two substeps: at the first

velocities and free-surface are calculated with hydrostatic pressure condition and at the second

substep dynamic pressure is calculated and the velocities and free-surface are corrected. This

code was verified with analytical and numerical cases and validated with experimental cases

results. Furthermore, this code was applied to a hypothetical case which represents a marine

outfall case. The non-hydrostatic pressure consideration are very important for the adjustment

of the results with the experimental and analytical data.
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j Referente ao eixo y
k Referente ao eixo z
M Referente à superfície livre de determinada coluna de água
m Referente ao fundo de determinada coluna de água
n Referente ao tempo



Capítulo 1

Introdução

1.1 Relevância

O estudo dos fluidos sempre fascinou e desafiou os cientistas. No decorrer dos séculos, a

Mecânica dos Fluidos teve grande importância nos estudos da humanidade. Isso é possível de

se verificar através de indícios históricos, como os aquedutos romanos, os sistemas de irrigação

egípcios, os navios a vela e remo dos fenícios e os moinhos de vento inicialmente utilizado

pelos persas para a moagem de cereais. Na Renascença (século XV), outras máquinas foram

criadas que substituíram o trabalho humano ou animal, pelo de máquinas movidas pela energia

de fluidos.

Depois da invenção do cálculo por Newton e Leibniz, por volta de 1700, a modelagem da

física matemática começou vagarosamente a ter impacto em conceitos do entendimento da na-

tureza e na formação dos sistemas de engenharia. (Oberkampf and Christophe, 2010)[42].

No fim do século XVIII, ocorreu a quantificação das teorias até então abstratas da Mecânica

dos Fluidos, tendo, assim, um maior impacto sobre a engenharia. Após o desenvolvimento do

conhecimento numérico, no século XIX, foram criadas a maioria das teorias e equações em Me-

cânica dos Fluidos que são utilizadas até hoje, como por exemplo, a equação de Navier-Stokes

(1845) e a teoria do número de Reynolds (1883). Todas essas teorias eram baseadas, princi-

palmente, nas observações da natureza, conhecimento matemático e experimentos criados na

época.

Já no final do século XIX, problemas como análise dimensional, escoamento irrotacional,

1
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movimento de vórtices em cavitação e ondas foram estudados. No início do século XX, o

aperfeiçoamento da Mecânica dos Fluidos se tornou eminente com a criação do primeiro aero-

planador funcionando adequadamente. Nesta mesma época, a teoria sobre a camada limite foi

desenvolvida.

No decorrer do século XX, com a entrada das ciências computacionais, houve uma expan-

são na utilização dos conhecimentos de Mecânica dos Fluidos. Desde sempre, a Mecânica

dos Fluidos conquista a atenção dos cientistas, como meteorologistas, oceanógrafos, biólo-

gos, físicos, matemáticos, engenheiros e médicos. Além disso, ela tem seu espaço nas mais

diversas áreas industriais, como na geração de energia, criação de novos produtos, aperfei-

çoamento dos processamentos de matérias e, atualmente, em animações computacionais de

desenhos animados, filmes e jogos virtuais (http://s2013.siggraph.org/ [48] e http:

//www.youtube.com/watch?v=F5KuP6qEuew) [37] .

O equacionamento hidrodinâmico, que existe há séculos como já foi comentado, se desen-

volveu com o avanço computacional, quando pode ser comprovado e aplicado de forma satisfa-

tória. Atualmente são desenvolvidos muitos estudos em Dinâmica dos Fluidos Computacional

(CFD - Computational Fluid Dynamics). Na prática da engenharia referente a escoamentos,

frequentemente, encontramos problemas com a presença de obstáculos de fundo, fenômenos

de separação e ondas que podem alterar o próprio escoamento, causando ressaltos hidráulicos,

erosões e assoreamento, entre outros. Estes fenômenos tem sua importância econômica por afe-

tarem grandes obras de engenharia. Existem diferentes métodos de cálculo e análise que variam

com os problemas a serem estudados.

Nesse contexto, os escoamentos com superfície livre tem sua relevância, pois os mais di-

versos ambientes estão inclusos nesta temática. Escoamentos em reservatórios, grandes lagos,

oceanos, canais artificiais e naturais, assim como planícies e ondas de inundação são fenômenos

com superfície livre. Na metade do século XX foram criados os primeiros modelos computa-

cionais sobre escoamento com superfície livre, como é o caso do Modelo de Harlow e Eddie,

apresentado em 1965 [28], com a aplicação da modelagem matemática na propagação de ondas

provenientes de ruptura de barragem. A partir desse momento, o equacionamento relacionado

à superfície livre foi aperfeiçoado, descrevendo fenômenos das mais diversas escalas espaciais,

http://s2013.siggraph.org/
http://www.youtube.com/watch?v=F5KuP6qEuew
http://www.youtube.com/watch?v=F5KuP6qEuew
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desde pequenas ondas [33] até tsunamis [25]. Além de ondas, são simuladas as dinâmicas de

lagos [6] e fluxos de maré [26], entre outros.

Os modelos numéricos ganharam espaço por serem, muitas vezes, mais rápidos e bara-

tos do que os modelos físicos. Entretanto, deve-se tomar cuidado na utilização dos modelos

numéricos, já que estes precisam ser devidamente verificados e validados para os fenômenos

específicos que se desejam estudar.

O Instituto de Pesquisas Hidráulicas (IPH) da Universidade Federal do Rio Grande do Sul,

já implementou modelos com a temática de superfície livre. O primeiro foi o IPH-A, modelo bi-

dimensional aplicado a estuários e lagos, desenvolvido por Alejandro Borche Casalas (1996)[4].

O segundo modelo é o IPH-ECO (2012)[24], modelo computacional para corpos de águas tro-

picais e subtropicais, inicialmente denominado IPH-TRIM2D, desenvolvido por Collischonn e

Motta Marques (2003)[15], sendo constantemente aperfeiçoado, já com desenvolvimento em

3D (https://sites.google.com/site/iphecomodel/). Ambos modelos trabalham com

grandes escalas, não levando em consideração a pressão dinâmica.

No presente trabalho, com base nas equações de Navier-Stokes, foi desenvolvido um código

utilizando o equacionamento semi-implícito em diferenças finitas aplicado a simulações de es-

coamentos com superfície livre. Foi implementada a aproximação não-hidrostática de pressões.

Este modelo matemático foi verificado com exemplos já conhecidos na literatura e validado

para fenômenos bem definidos com resultados experimentais. Além disso, casos hipotéticos de

escoamentos com emissários submarinos submersos foram simulados.

1.2 Objetivos

Esta pesquisa tem como objetivo principal analisar problemas relacionados a escoamentos

com superfície livre com aproximação não-hidrostática, utilizando simulações numéricas utili-

zando um método semi-implícito em diferenças finitas.

Para atingir este objetivo, faz-se necessário:

• Verificar o código para diversas situações encontradas na literatura;

https://sites.google.com/site/iphecomodel/
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• Validar o modelo para fenômenos bem definidos com resultados experimentais;

• Aplicar o código em situações de escoamentos com obstáculo de fundo, sem realizar

comparações.

1.3 Estrutura do Trabalho

Este trabalho se divide em cinco capítulos. O primeiro é a introdução, com uma breve des-

crição sobre a importância da Mecânica dos Fluidos e do presente estudo. O objetivo principal

deste trabalho é exposto, assim como os caminhos para o atingir. O segundo capítulo se refere

à revisão bibliográfica, que fornece os subsídios para o entendimento da questão apresentada

e suas formas de resolução. No terceiro capítulo, denominado Metodologia Numérica, são de-

monstradas as equações utilizadas e como os métodos numéricos são aplicados para a resolução

destas equações. Ainda neste capítulo, são apresentadas as hipóteses assumidas, as condições

iniciais e as condições de contorno.

No quarto capítulo, "Aplicações", são apresentadas as verificações e validações do código,

suprindo, assim, o primeiro e o segundo passos para atingir o objetivo deste trabalho, além

disso, é apresentado o caso hipotético, que não possui dados experimentas ou numéricos. O

caso escolhido foi: escoamentos sobre emissários submarinos. No último capítulo é exposta

uma breve compilação dos resultados, finalizando o trabalho com as conclusões, assim como

recomendações para trabalhos futuros.



Capítulo 2

Revisão Bibliográfica

Este capítulo apresenta os subsídios necessários para entender a motivação e esclarecer a

metodologia numérica e os resultados deste trabalho. Nos três primeiros itens são mencionados

fatores relacionados a conceitos da Mecânica dos Fluidos, abordando de forma mais específica

assuntos referentes aos escoamentos com superfície livre.

Nos itens seguintes são abordados os métodos numéricos para simulação de escoamentos,

discutindo também conceitos como estabilidade, verificação e validação. Por fim, é apresentado

um breve histórico sobre os métodos numéricos para o cálculo de escoamentos com superfície

livre.

2.1 Equacionamento de Escoamentos Incompressíveis

As equações da continuidade e de Navier-Stokes são de conhecimento comum para os pes-

quisadores de dinâmica dos fluidos. Para escoamentos incompressíveis, a Equação da Conti-

nuidade pode ser escrita em coordenadas cartesianas ortogonais (x, y, z) como

∂u
∂x

+
∂v
∂y

+
∂w
∂z

= 0, (2.1)

onde x, y e z são as coordenadas horizontal longitudinal, horizontal transversal e vertical, res-

pectivamente, u, v e w são as componentes da velocidade referentes aos eixos 0x, 0y e 0z

5
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respectivamente. As Equações de Navier-Stokes são escritas como

ρ

(
∂u
∂t

+ u
∂u
∂x

+ v
∂u
∂y

+ w
∂u
∂z

)
= −

∂p
∂x

+ µ

(
∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2 +

∂2u
∂z2

)
, (2.2)

ρ

(
∂v
∂t

+ u
∂v
∂x

+ v
∂v
∂y

+ w
∂v
∂z

)
= −

∂p
∂y

+ µ

(
∂2v
∂x2 +

∂2v
∂y2 +

∂2v
∂z2

)
, (2.3)

ρ

(
∂w
∂t

+ u
∂w
∂x

+ v
∂w
∂y

+ w
∂w
∂z

)
= −ρg −

∂p
∂z

+ µ

(
∂2w
∂x2 +

∂2w
∂y2 +

∂2w
∂z2

)
, (2.4)

onde t é o tempo, ρ é a massa específica do fluido, g é a aceleração da gravidade, p é a pressão

e µ é a viscosidade dinâmica. Assim, para problemas tridimensionais, formam um sistema com

quatro equações e com quatro incógnitas (u, v, w e p). Nestas equações, admite-se que o sistema

de referência não está inclinado e a força de gravidade é expressa apenas no eixo 0z, que é o

eixo referente a altura.

Há dois problemas para os quais estas equações diferencias são úteis: o cálculo do campo

de pressão para um campo de velocidade conhecido, ou o cálculo dos campos de velocidade e

pressão para um escoamento de geometria conhecida e condições de contorno conhecidas (Çen-

gel e Cimbala, 2007)[11].

Simulações numéricas de superfície livre com formulação baseada nas equações de Navier-

Stokes incompressíveis são amplamente aplicadas a rios, estuários e estudos costeiros. Com o

rápido aperfeiçoamento da capacidade computacional nos anos recentes, modelos tridimensi-

onais estão sendo desenvolvidos para melhor compreender e diagnosticar tais problemas (Ah-

madi et al., 2007)[2].

2.1.1 Pressão hidrostática e não-hidrostática

A pressão no escoamento é dividida em parcelas, segundo a sua gênese. De acordo com

Çengel e Cimbala, (2007)[11], os diferentes tipos de pressões são: a pressão estática, que re-

presenta a pressão termodinâmica real do fluido. A pressão dinâmica, que representa o aumento

de pressão quando o fluido em movimento é parado de forma isoentrópica, cuja medição é feita

através do tubo de Pitot-Prandtl. Por fim, a pressão hidrostática, que representa a pressão de-

vida à variação de energia potencial, ou seja, o peso da coluna de fluido.
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A Equação de Bernoulli é aqui apresentada para exemplificar e entender os diferentes tipos

de pressão e suas interações

p +
1
2
ρV2 + ρgh = constante. (2.5)

onde V é a velocidade na direção do escoamento e h é a altura da lâmina de água. O primeiro

termo desta equação, p, é a pressão estática, o segundo termo, V2ρ

2 , refere-se à pressão dinâmica

e o terceiro termo, ρgh, representa a pressão hidrostática.

Em casos de estudos de fluidos com superfície livre, a pressão estática é nula, já que ela não

existe neste tipo de escoamento. Assim, no âmbito científico, um modelo matemático que leva

em conta apenas a pressão hidrostática é dito que possui aproximação hidrostática e quando este

modelo leva em conta tanto a pressão hidrostática quanto a dinâmica é dito que possui aproxi-

mação não-hidrostática. Ainda existem os modelos que levam em conta as pressões hidrostáti-

cas e parcialmente as pressões dinâmicas, assim possuem aproximação quasi hidrostática. De

forma reduzida, na literatura, diz-se apenas que o modelo é hidrostático, quasi-hidrostático ou

não-hidrostático.

Marshall et al. (1997)[38] discutem as diferenças dos modelos hidrostáticos, quasi-hidrostáticos

e não-hidrostáticos para o oceano. Em seu estudo, os autores comentam que em pequenas es-

calas de comprimento, onde a velocidade de movimentação não pode ser desconsiderada, são

necessários modelos não-hidrostáticos (Figura 2.1). Por outro ângulo, observando a Equação

2.5, tem-se que em grandes profundidades, a velocidade não altera significativamente o valor

da pressão total.

Estes autores ainda mencionam que, mesmo para grandes escalas de comprimento, o uso da

aproximação hidrostática pode não ser suficiente. Fenômenos importantes da climatologia que

dependem da pressão dinâmica, como a convecção profunda, são desconsiderados, podendo

acarretar em erros na modelagem numérica.

A aproximação hidrostática tem sido amplamente utilizada em estudos de escoamentos em

rios, lagos, estuários e oceanos. Esta aproximação é valida para diversos casos e está sendo

aplicada com sucesso em modelos hidrodinâmicos tridimensionais. A ideia básica desta apro-

ximação é considerar que a escala vertical é muito menor do que a horizontal, fazendo com
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Figura 2.1: Diagrama esquemático mostrando a variação das escalas no oceano relacionada
com o tipo de pressão (Adaptado de Marshall et al., 1997)[38].

que os termos de aceleração e viscosidade turbulenta, na Equação do Momentum para as com-

ponentes verticais, sejam muito menores do que a aceleração da gravidade, assim podendo ser

desconsiderados. Entretanto, existem diversos casos onde esta aproximação é questionável.

Um exemplo é o escoamento induzido por um forte gradiente de densidade horizontal. Como

outros exemplos se incluem ondas curtas, escoamentos controlados por estruturas e problemas

próximos a paredes (e.g. a disposição de uma salmoura na usina de dessalinização, o ponto de

retirada em um sistema de captação de água) (Chen, 2003)[13].

2.1.2 Superfície Livre

A resolução numérica de escoamentos com superfície livre é especialmente difícil devido,

principalmente, aos contornos móveis. A posição do contorno é conhecida apenas no instante

inicial e a localização desta nos tempos posteriores tem que ser determinada como parte da solu-

ção. Na superfície livre, a condição cinemática e a dinâmica devem ser respeitadas e modeladas

corretamente (Ferziger e Peric, 2002)[22].

Para se criar uma equação que expresse a variação da superfície livre no tempo, utiliza-se a

condição cinemática e a Equação da Continuidade (2.1) que ao ser integrada da superfície até o
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fundo, obtém-se

∫ η

−h

[
∂u
∂x

+
∂v
∂y

+
∂w
∂z

]
dz =

∫ η

−h

∂u
∂x

dz +

∫ η

−h

∂v
∂y

dz +

∫ η

−h

∂w
∂z

dz = 0. (2.6)

Utilizando a Regra de Integração de Leibniz, temos para u e v que

∂

∂x

∫ η

−h
udz =

∫ η

−h

∂u
∂x

dz + uη
∂η

∂x
+ u−h

∂h
∂x
, (2.7)

e
∂

∂y

∫ η

−h
vdz =

∫ η

−h

∂v
∂y

dz + vη
∂η

∂y
+ v−h

∂h
∂y
, (2.8)

onde η é o desnível da superfície livre e h é a altura de lâmina de água desde o fundo até o plano

η = 0 (Figura 2.2). Para w, utilizando uma integração simples temos que

∂

∂z

∫ η

−h
wdz =

∫ η

−h

∂w
∂z

dz = wη − w−h. (2.9)

Figura 2.2: Visualização transversal do problema de superfície livre.

Logo, adicionando as Equações 2.7, 2.8 e 2.9 na Equação 2.6, encontramos

∂

∂x

∫ η

−h
udz − uη

∂η

∂x
− u−h

∂h
∂x

+
∂

∂y

∫ η

−h
vdz − vη

∂η

∂y
− v−h

∂h
∂y

+ wη − w−h = 0. (2.10)

A condição cinemática pode ser representada por

wη =
Dη
Dt

=
∂η

∂t
+
∂η

∂x
uη +

∂η

∂y
vη e w−h = −

Dh
Dt

= −
∂h
∂t
−
∂h
∂x

u−h −
∂h
∂y

v−h. (2.11)
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Observa-se que para fundos fixos ∂h
∂t = 0 e adicionando a condição cinemática (Eq. 2.11) na

Equação da continuidade integrada na profundidade (Eq. 2.10), temos finalmente

∂η

∂t
+
∂

∂x

[∫ η

−h
udz

]
+
∂

∂y

[∫ η

−h
vdz

]
= 0. (2.12)

Na Equação 2.12, tem-se que o desnível não varia com a velocidade vertical (w), pois ele a

representa.

De acordo com Ferziger e Peric (2002)[22], a condição cinemática deve ser usada apenas

quando a diferença de densidade entre os dois fluidos é grande, no caso de superfície livre

líquido-gás, fazendo com que não ocorra fluxo na direção normal da superfície livre.

Estes autores ainda mencionam que a condição dinâmica exige que as forças atuantes no

fluido, na superfície livre, estejam em equilíbrio. Para simplificar as condições dinâmicas, em

diversas aplicações, a tensão de cisalhamento na superfície livre pode ser desconsiderada. A

tensão normal e o efeito da tensão superficial também são desconsiderados, e neste caso a

condição dinâmica de contorno se reduz a: pressão líquido = pressão gás.

Decompondo a pressão total para escoamentos com superfície livre nas soma das parcelas

hidrostática e não-hidrostática, tem-se:

p(x, y, z, t) = ρg
[
η(x, y, t) − z

]
+ ρq(x, y, z, t), (2.13)

onde q é a pressão dinâmica. A pressão da superfície, no caso a atmosférica, é nula, ou seja,

trabalha-se com pressões relativas. Derivando a pressão nas três diferentes direções temos

∂p
∂x

= ρg
∂η

∂x
+ ρ

∂q
∂x
,

∂p
∂y

= ρg
∂η

∂y
+ ρ

∂q
∂y

e
∂p
∂z

= −ρg + ρ
∂q
∂z
. (2.14)

Substituindo a Equação 2.14 nas Equações 2.2, 2.3 e 2.4 se obtêm

∂u
∂t

+ u
∂u
∂x

+ v
∂u
∂y

+ w
∂u
∂z

= −g
∂η

∂x
−
∂q
∂x

+ υ

(
∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2 +

∂2u
∂z2

)
, (2.15)

∂v
∂t

+ u
∂v
∂x

+ v
∂v
∂y

+ w
∂v
∂z

= −g
∂η

∂y
−
∂q
∂y

+ υ

(
∂2v
∂x2 +

∂2v
∂y2 +

∂2v
∂z2

)
, (2.16)
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∂w
∂t

+ u
∂w
∂x

+ v
∂w
∂y

+ w
∂w
∂z

= −
∂q
∂z

+ υ

(
∂2w
∂x2 +

∂2w
∂y2 +

∂2w
∂z2

)
, (2.17)

onde υ é a viscosidade cinemática.

2.2 Escoamento em Canais Abertos

Um dos principais problemas relacionados ao escoamento com superfície livre é o escoa-

mento em canais abertos, um dos temas primordiais no estudo de hidráulica. Por ser um vasto

e complexo assunto, serão aqui apresentados conceitos e algumas situações de escoamento per-

manentes com rugosidade de fundo constante, para situações simplificadas.

2.2.1 Efeitos Viscosos

O experimento clássico de Reynolds demonstra que um escoamento, originalmente estável

e laminar, quando se aumenta sua velocidade, passa a um estágio de transição e logo para um

estágio de turbulência (Novak et al., 2010)[41].

A influência das forças devidas às tensões viscosas com relação à força de inércia é medida

com o Número de Reynolds (Re), definido por:

Re =
VL
υ
, (2.18)

onde V é a velocidade na direção do escoamento e L é um comprimento, ambos representando

grandezas características do problema. Este adimensional é amplamente utilizado para diversos

tipos de análises. O Número de Reynolds é um parâmetro importantíssimo para a definição

do movimento altamente variado dos fluidos. Quanto maior for o Número de Reynolds, mais

turbulento será o escoamento.

2.2.2 Efeitos Gravitacionais

Outro efeito importante no escoamento em canais abertos é o da gravidade. Este efeito é

representado pela razão entre forças inerciais e as forças gravitacionais. Esta razão é dada pelo
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Número de Froude (Fr), definido como:

Fr =
V
√

gL
. (2.19)

Quando V <
√

gL, o escoamento é dito subcrítico, ou seja, as forças gravitacionais são

mais pronunciadas. Caso V >
√

gL, o escoamento é supercrítico, onde as forças inerciais são

dominantes. No caso V =
√

gL, o escoamento é dito crítico. Nota-se que
√

gL é a celeridade

da onda em águas rasas.

A Figura 2.3 representa um ressalto hidráulico forçado pela comporta, que faz com que o

escoamento perca energia, passando de subcrítico para supercrítico e novamente para subcrítico.

Figura 2.3: Comporta demonstrando um escoamento com diferentes Números de Froude (Çen-
gel e Cimbala, 2007).[11].

2.2.3 Ondas Superficiais

Ondas superficiais são aquelas que ocorrem numa massa líquida delimitada na parte superior

por uma superfície livre e na parte inferior por um fundo sólido (fixo ou móvel). As variações

sofridas pela superfície livre quando da ocorrência da onda são normalmente descritas pela va-

riável η.

O movimento da onda é tão variado e complexo que qualquer tentativa de classificação pode

ser enganosa. Qualquer definição corresponde a idealizações de situações que nunca acontecem

rigorosamente, sendo apenas aproximações. Por exemplo, um movimento puramente bidimen-

sional não existe. Este é um conveniente conceito matemático que é fisicamente aproximado em

um canal ou tanque com paredes paralelas. Efeitos da camada limite e componentes transversais
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ainda existem, embora sejam de difícil detecção, principalmente para escoamentos turbulentos

(Le Méhauté, 1976)[36].

Em relação ao movimento, as ondas podem ser diferenciadas em lineares e não lineares. A

Figura 2.4 apresenta os limites de linearidade da onda, tendo honda a altura, λ o comprimento

e T o período. Fala-se em linearidade uma vez que os termos convectivos não-lineares podem

ser desconsiderados, contrário à não-linearidade, onde estes termos devem ser obrigatoriamente

considerados.

Figura 2.4: Limites de linearidade da onda (Adaptado de Kamphuis, 1988)[31].

A propagação da onda depende do adimensional profundidade relativa (h/λ), onde λ é o

comprimento de onda. Regiões onde a propagação da onda ocorre de formas distintas podem

ser limitadas por: águas profundas: h/λ ≥ 0, 5; águas intermediárias: 0, 5 > h/λ ≥ 0, 05;

águas rasas: h/λ < 0, 05 (Le Méhauté, 1976)[36].

Rosauro (1999)[47] definiu em seu trabalho as diferenças entre essas regiões. Na região de
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águas profundas, o movimento da onda não é afetado pelo fundo, já que o transporte de energia

fica restrito a uma determinada profundidade h∗ < h, onde h∗ é a profundidade virtual afetada

pelo movimento. A velocidade varia ao longo da vertical, desde um valor máximo, próximo à

superfície (ou na superfície), até zero a profundidade h∗. Claramente, as velocidades no fundo

são nulas.

Na região de águas intermediárias h∗ ≈ h, assim, as partículas no fundo da seção transversal

começam a se movimentar. Com isso, a onda passa a sofrer deformações na sua forma devido

ao fundo e ocorre sua desaceleração, o que faz com que diminua o comprimento e aumente a

altura desta onda.

Já na região de águas rasas h∗ > h, ou seja, as ondas são fortemente afetados pelo fundo.

Nesta região, as componentes horizontais da velocidade se tornam praticamente constantes ao

longo das verticais, enquanto as componentes verticais tendem a zero.

2.2.4 Obstáculos de Fundo

Os escoamento com obstáculos de fundo fazem parte uma área específica da engenharia

hidráulica. Como no exemplo de emissários submarinos, a forma de análise desta situação é a

verificação da interação fluxo-estrutura, onde a estrutura é o obstáculo de fundo.

Para se definir como o escoamento irá se comportar ao passar sobre uma deformação de fundo,

é necessário definir se este, antes de passar pela deformação, é subcrítico ou supercrítico (Fi-

gura 2.5). Para casos de escoamentos subcríticos, o desnível deve se rebaixar na passagem

pela deformação, reduzindo assim a sua energia específica. Contrariamente, para escoamentos

supercríticos o desnível eleva, aumentando a sua energia específica.

Já, na passagem de uma onda sobre um obstáculo de fundo três situações podem ocorrer: a

onda não será afetada pelo obstáculo; a onda sofrerá modificações em sua forma (transformação

da onda), mas passará pelo obstáculo sem quebrar, ou a onda quebrará durante a passagem sobre

o obstáculo (Figura 2.6). A ocorrência de uma destas situações irá depender da onda (altura e

período), das dimensões do obstáculo e da batimetria (Rosauro, 1999)[47].

Rosauro 1999[47] concluiu que a transformação que a onda de superfície sofre ao se propa-



2.2. Escoamento em Canais Abertos 15

Figura 2.5: Diagrama profundidade-energia específica e escoamentos supercríticos e subcríticos
para casos com obstáculos de fundo (Adaptado de Çengel e Cimbala, 2007).[11].

Figura 2.6: Exemplos hipotéticos do desenvolvimento de uma onda sobre um obstáculo: (a) o
obstáculo não altera a onda, (b) o obstáculo altera significativamente a onda e (c) o obstáculo
altera a onda a ponto dela quebrar durante sua passagem.

gar sobre um obstáculo de fundo (Figura 2.7) é maior com o aumento do período e da altura da

onda. O comprimento da rampa de aclive tem grande importância na transformação da onda.

Para maiores valores do comprimento da rampa de aclive, a quebra da onda passa a ocorrer para

menores valores de onda incidente. Além disso, o comprimento da rampa de declive não afeta

de forma significativa na transformação da onda. Já o comprimento do platô é um dos fatores

que mais influência a deformação da onda e a altura do tirante de água sobre o platô é o fator

mais importante na transformação da onda.
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Figura 2.7: Características do obstáculo de fundo.

2.3 Métodos Numéricos para Simulação de Escoamentos

Existem diversos métodos numéricos para resolver problemas de escoamentos. Inicial-

mente, deve-se escolher qual o conjunto de equações que resolvem o problema específico de

Mecânica dos Fluidos que se está estudando. Assim, adotam-se as aproximações discretas para

as equações diferenciais. Neste capítulo serão apresentados os diferentes tipos de malha, assim

como diferentes métodos de cálculo para problemas de escoamentos.

2.3.1 Discretização Espacial

De acordo com Laurien e Oertek (2011)[34] existem quatro método de discretização es-

pacial que são utilizados com mais frequência na Mecânica dos Fluidos Computacional que

podem ser classificados perante a flexibilidade e precisão de cada um (Figura 2.8).

A seguir serão descritos brevemente os métodos mais utilizados para a resolução espacial

de equações diferenciais.

a) Método das Diferenças Finitas

As aproximações de diferenças finitas efetivamente substituem o operador diferencial con-

tínuo por uma aproximação discreta, calculada a partir dos valores de f em um número finito

de pontos. Estas aproximações finitas podem ser obtidas de várias formas, onde as mais usuais

são: expansão por série de Taylor e interpolação polinomial.

O Teorema de Taylor permite aproximar uma função derivável na vizinhança reduzida em

torno de um ponto, com

f (x) = f (x0) + (4x)
(
d f
dx

)
i
+

(4x)2

2!

(
d2 f
dx2

)
i
+

(4x)3

3!

(
d3 f
dx3

)
i
+ ... + RN , (2.20)
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Figura 2.8: Classificação dos Métodos quanto a Flexibilidade e a Precisão (Adaptado de Laurien
e Oertel, 2011).[34].

onde x0 é o ponto anterior a x, RN é o resto da série de Taylor e o subíndice i representa

um i-ésimo elemento do conjunto que representa o volume de controle. Considerando uma

variável dependente de x, como dependente da posição do ponto em i no eixo 0x, pode-se ainda

simplificar a expansão para sua aproximação de primeira ordem, tornando-a

(
∂ f
∂x

)
i
=

fi+1 − fi

4x
+ O(4x). (2.21)

onde O(4x) é o erro cometido pela aproximação de primeira ordem. Cada termo da série de

Taylor adicionado a esta equação torna-a mais próxima à diferencial.

b) Método de Volumes Finitos

O método dos volumes finitos é baseado na resolução de balanços de massa, energia e

quantidade de movimento a um determinado volume (ou polígono) de meio contínuo. Assim,

o volume de controle é dividido entre uma malha com volumes finitos representados como

polígonos (casos bidimensionais) ou como poliedros (casos tridimensionais).
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c) Método dos Elementos Finitos

O FEM fornece uma alternativa que é mais adequada para sistema com geometria irregu-

lar. Em contraste com as técnicas de FDM, o FEM divide o domínio da solução em regiões

de formas simples ou "elementos". Assim, a solução aproximada para a equação diferencial

parcial é desenvolvida para cada um desses elementos. A solução total é gerada juntando ou

"montando"as soluções individuais, tomando cuidado para garantir a continuidade das frontei-

ras entre os elementos (Chapra e Canale, 2008)[12].

d) Método Lattice-Boltzmann

Laurien e Oertek (2011)[34] mencionam que o LBM foi desenvolvido recentemente e é o

mais flexível dentre os métodos de discretização de malha. Um dos primeiros relatos deste

método foi de Kadanoff (1986)[30], onde o autor afirma que a ideia fundamental do LBM é a

construção de modelos simplificados de cinética que incorporem a física essencial dos proces-

sos microscópicos e mesoscópicos para que as propriedades médias macroscópicas obedeçam

a equação desejada. A premissa básica para o uso deste método é que a dinâmica macroscó-

pica de um fluido é o resultado do comportamento coletivo de muitas partículas microscópicas

no sistema, e que a dinâmica geral não é sensível aos detalhes subjacentes da física microscó-

pica. O autor ainda afirma a necessidade de estudos que em sua época eram necessários para a

aplicação deste método.

2.3.2 Discretização Temporal

Estes métodos apresentados ainda podem ser diferenciados perante a sua discretização tem-

poral. De acordo com Fortuna (2000)[23], a discretização temporal visa fornecer a relação

entre os valores da variável em instantes sucessivos de tempo. A discretização temporal pode

ser explícita, implícita ou semi-implícita.
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Discretização Explícita

A representação em diferenças finitas de primeira ordem (∆t) de
∂u
∂t

é

∂u
∂t

=
un+1 − un

4t
+ O(4t), (2.22)

onde n é o índice referente ao tempo e 4t é a discretização temporal. Para uma discretização

explícita, o termo da derivada temporal à direita da Equação 2.22 segue como

un+1 − un

4t
= F (un) . (2.23)

Neste tipo de equação, un+1 à esquerda da equação é o único termo desconhecido.

Como o valor da variável dependente do tempo n é conhecido de uma solução anterior ou de

um dado inicialmente fornecido, o cálculo dos valores de n + 1 dependem apenas do histórico

passado (Figura 2.9) (Hoffman e Chiang, 2000)[29].

Figura 2.9: Exemplo dos pontos da grade para a formulação explícita (Adaptado de Hoffman e
Chiang, 2000)[29]

Discretização Implícita

Para uma discretização implícita, o termo da derivada temporal à direita da Equação 2.22

toma forma
un+1 − un

4t
= F

(
un+1

)
. (2.24)

Nesta equação existe mais do que uma variável desconhecida, como por exemplo: un+1
i−1 , un+1

i e

un+1
i+1 (Figura 2.10) (Hoffman e Chiang, 2000)[29].

Os métodos totalmente implícitos são mais dispendiosos computacionalmente, já que é ne-
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Figura 2.10: Exemplo dos pontos da grade para a formulação implícita (adaptado de Hoffman
e Chiang, 2000)[29]

cessário resolver um novo sistema para cada passo de tempo. Porém, por outro lado, este mé-

todo é incondicionalmente estável, então o passo de tempo pode ser determinado dependendo

apenas das considerações de precisão (Peyret, 1995)[46].

Discretização Semi-implícita

Finalmente, deve-se salientar que é possível formar uma equação ou sistema de equações em

diferenças finitas com alguns termos aproximados no nível de tempo n, e outros em n + 1. Isto

é feito por questões de estabilidade e/ou conveniência de implementação (Fortuna, 2000)[23].

Desta forma, a questão da estabilidade é restringida apenas para a parte explícita da equação.

Este tipo de abordagem é aconselhada para tratar os termos os não-lineares, onde não é fácil

isolar os termos em n + 1. Para uma discretização semi-implícita, o termo da derivada temporal

à direita da Equação 2.22 segue como

un+1 − un

4t
= F

(
un, un+1

)
. (2.25)

Correção quase-implícita

A correção quase-implícita (Barely implicit correction), proposta por Patnaik et al. (1987)[45],

é aplicada para códigos que possuem termos explícitos, transformando uma fração deles em ter-

mos implícitos. Esta correção é feita adicionando uma equação elíptica a ser resolvida implici-

tamente, semelhante a uma equação parabólica já existente no código, resolvida explicitamente.

Esta equação é ponderada, assim como o seu similar explícito através de um ponderador (θ).

Estes autores ainda mencionam que com θ = 0, 5 o método fornece o seu melhor resultado. Este

método é indicado porque ele torna o código explícito mais estável e preciso.
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A discretização apenas de primeira ordem de precisão no tempo, em códigos implícitos, gera

um amortecimento artificial quando se usa passos de tempo grandes. Casulli e Catalli (1994)[7]

consideram que quando θ = 0, 5, o gradiente de pressão na Equação do Momentum (Eq. 2.15

à 2.17) e as velocidades na Equação da Superfície Livre (2.12) são avaliadas como um valor

médio de seus valores em n e n + 1, fazendo com que a discretização se torne de segunda ordem

de precisão no tempo.

2.4 Métodos para Solução da Superfície Livre

De acordo com Ferziger e Peric (2002)[22], diversos métodos foram usados para encontrar

o formato da superfície livre. Eles podem ser classificados nos seguintes grandes grupos:

• Métodos que tratam a superfície livre como o limite da interface superior onde o seu

movimento é seguido (interface-tracking method). Neste tipo de método, são utilizadas

grades encaixadas no contorno e seus tamanhos recalculados a cada passo de tempo para

seguir o movimento da superfície livre.

• Métodos que não definem a superfície livre como o limite da interface superior (interface-

capturing method). Os cálculos são realizados em grades fixas, que se estendem além da

superfície livre. O formato da superfície livre é determinado pelo cálculo da fração de

cada célula próxima da interface que está parcialmente cheia (de fluido). Com este intuito

foi criado o esquema Maker-and-Cell ou MAC proposto por Harlow e Welch (1965)[28],

que trabalha introduzindo partículas sem massa na superfície livre em um tempo inicial e

segue seu movimento.

• Métodos híbridos que são uma mistura entre os dois métodos anteriormente apresentados.

O esquema MAC pode simular fenômenos complexos, como quebra de ondas. De qualquer

forma, o dispêndio computacional é muito grande, especialmente em problemas tridimensio-

nais, pois ele tem que seguir o movimento de muitas partículas (Ferziger e Peric, 2002)[22].

Este esquema foi aperfeiçoado em diversas maneiras, mas a restrição de estabilidade inibe

sua aplicação em escoamentos tridimensionais geofísicos com grade suficientemente pequena.
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Assim, as pequenas escalas da componente não-hidrostática do escoamento não são desenvol-

vidas (Casulli, 1999)[6].

Diversas são as aplicações e diferentes são os métodos utilizados na modelagem numérica

de escoamentos com superfícies livres. Na Tabela 2.1 são apresentados trabalhos sobre o as-

sunto, diferenciando-os entre os métodos numéricos, a aproximação da pressão (hidrostática e

não-hidrostática) e os casos testados e utilizados. Um dos primeiros modelos é o de Harlow

e Eddie (1965)[28], que utilizaram métodos simplificados para analisar computacionalmente a

onda gerada por rompimento de barragem. Para validar os modelos existem desde casos simples

até casos sofisticados nas referências.

2.5 Técnicas de Soluções Numéricas

Para resolver as equações discretas que possuem mais de uma variável desconhecida, como

no caso da discretização implícita (Eq. 2.24), são necessárias técnicas de soluções numéricas

que envolvem um sistema de equações normalmente organizados em matrizes.

Para problemas matriciais, onde

Ae = s, (2.26)

onde A é uma matriz quadrática, de dimensões Ni × Ni, com elementos conhecidos, e é um

vetor Ni que representa as variáveis desconhecidas e s é um vetor Ni de elementos conhecidos.

De acordo com Golub e Van Loan (1996)[27], existem duas aproximações abrangentes para

problemas de matrizes esparsas, ou seja, aquelas que possuem muitos elementos que valem

zero (ou não existem):

• Método Direto: Deve ser adaptado para se aproveitar da esparsidade de A. Táticas de

adaptação normalmente envolvem o uso inteligente da estrutura de dados e estratégias de

pivotamento especiais que maximizam o preenchido de elementos nulos.

• Os Métodos Iterativos que geram uma sequência de soluções aproximadas e envolvem,

essencialmente, a matriz A apenas no contexto da multiplicação matricial. A avaliação

de um Método Iterativo invariavelmente é focada em o quão rapidamente as iterações

convergem.
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Tabela 2.1: Aplicações de métodos de cálculo de escoamentos com superfícies livres.

Referência Método Numérico Pressão* Casos Testados/Utilizados
Harlow e Eddie
(1965)[28]

Explícito em diferenças
finitas (2D)

NH Quebra de barragem

Nichols e Hirt
(1973)[40]

Explícito em diferenças
finitas

NH Propagação de onda
Fluxo com obstáculos

Casulli e Cheng
(1992)[8]

Semi-implícito em di-
ferenças finitas

H Bacia hidrográfica
Lagoa

Casalas (1996)[4] Implícito em diferenças
finitas (2D)

H Águas Rasas

Stansby e Zhow
(1998)[49]

Semi-implícito em vo-
lume finito (2D)

NH Escoamento de corrente estável
Escoamento com recirculação

Casulli (1999)[6] Semi-implícito em di-
ferenças finitas

NH Onda estacionária
Propagação de ondas
Lagoa

Namin et al.
(2001)[39]

Implícito em diferenças
finitas (2D)

NH Propagação de ondas
Correntes orientadas por vento

Stelling e Bus-
nelli (2001)[50]

Semi-implícito em di-
ferenças finitas (2D)

NH Ressalto Hidráulico

Kanarska e Ma-
derich (2003)[32]

Semi-implícito em di-
ferenças finitas

NH Propagação de ondas
Reflexão
Estratificação

Collischonn e
Mota (2003)[15]

Semi-implícito em di-
ferenças finitas (2D)

H Águas Rasas

Labeur e Pietrzak
(2005)[33]

Implícito em elementos
finitos e malha não es-
truturada

NH Propagação de ondas

Funke et al.
(2011)[25]

Implícito em elementos
finitos

NH Canais inclinados
Tsunami

Geng e Wang
(2012)[26]

Semi-implícito em vo-
lumes finitos e malha
não estruturada (2D)

H Fluxo de maré

Cui et al.
(2012)[16]

Volumes finitos e malha
não estruturada

NH Propagação de ondas

Fragoso Jr.
(2012)[24]

Volumes finitos, não es-
truturada

H Águas Rasas

*H - hidrostática; NH - não-hidrostática
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Os Métodos Diretos, muitas vezes, tornam-se muito complexos para serem utilizados em

problemas com matrizes muito grandes e/ou pouco esparsas. Desta maneira, é indicado utilizar

apenas os Métodos Iterativos. Um dos Métodos Iterativos mais utilizados e o que será adotado

no presente trabalho é o do Gradiente Conjugado.

Método do Gradiente Conjugado

O Método do Gradiente Conjugado (GC) foi criado por Hestenes e Stiefel (1952). De acordo

com seus autores, este é superior aos métodos de eliminação por ser mais simples e necessitar

de menor memória de armazenamento. Além disso, ele é ainda mais rápido e eficiente quando

se usa em matrizes com grandes quantidades de valores nulos.

O GC pode ser utilizado para resolver sistemas lineares, onde A é uma matriz n-diagonal,

simétrica e definida positiva (eT Ae > 0). Este é um método iterativo baseado na medição de

um erro do cálculo e, a cada iteração, se o método estiver adequadamente aplicado, o erro deve

diminuir. Os métodos iterativos possuem vantagens perante os métodos diretos e para o caso de

matrizes esparsas o primeiro resolve o problema mais rapidamente.

Algoritmo do GC

Para se encontrar os valores do vetor e, tendo-se a matrix A simétrica e definida positiva, e o

vetor de elementos conhecidos s, o seguinte passo-a-passo é utilizado no método do GC. Assim

p0 = r0 = s − Ae0, (2.27)

onde e0 é arbitrário (preferencialmente = 0) e p0 e r0 são erros a serem reduzidos por este

método. Continuando

αi =
|ri|

2

(pi, Api)
, (2.28)

ei+1 = ei + αi pi, (2.29)

ri+1 = ri − αiApi, (2.30)
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βi =
|ri+1|

2

|ri|
2 , (2.31)

pi+1 = ri+1 − βi pi. (2.32)

Nota-se que os subíndices se referem ao passo de tempo da iteração do método do GC. Este

processo deve ser repetido até que a condição "|r2
i | < Erro"seja atingida, onde "Erro"é o valor

do erro aceitável para a aplicação do método definido pelo usuário. No caso, ei+1 será o valor

final fornecido por este método quando a condição de erro for respeitada.

2.6 Condições limite e camada esponja

As equações diferenciais parciais são resolvidas em um domínio restrito e definido e para

condições auxiliares também restritas. Em outras palavras, cada solução da equação ou do

sistema de equações corresponde a uma condição a priori definida para esta solução ainda des-

conhecida. Portanto, a função e a solução do considerado problema devem satisfazer simulta-

neamente a condição do domínio e das condições adicionais. Estas condições adicionais são

normalmente denominadas de condições limites. As condições limites são divididas em dois

tipos: as condições iniciais e as condições de contorno (Szymkiewicz, 2010)[52].

As condições iniciais são dadas durante o instante de tempo inicial do cálculo (em geral

t = 0s) um tempo definido, normalmente no início da simulação, e as condições de contorno são

as aplicadas nos limites do espaço físico (Cunge et al., 1980)[17]. Para o caso do escoamento

com superfície livre com aproximação não-hidrostática, as condições iniciais são compostas

pelos campos de velocidade, pressão dinâmica e desnível.

Ao longo do plano de contorno x = 0 (Figura 2.11), onde Lx, Ly e Lz são o comprimento, a

largura e a altura do volume de controle respectivamente, tem-se que u é a velocidade normal ao

plano e v e w são as velocidades tangenciais ao plano. Define-se, então, as possíveis condições

de contorno

• Condição de não deslizamento: As velocidades no contorno devem satisfazer a condição

de não deslizamento. Para os valores que estão diretamente no contorno, apenas deve-se

aplicar:
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Figura 2.11: Volume de controle e planos de demonstração das condições de contorno

u (0, y, z) = 0, v (0, y, z) = 0, w (0, y, z) = 0. (2.33)

• Condição de deslizamento livre: Esta condição é um caso específico da condição de von

Neumann. A componente normal ao contorno deve ser nula, assim como a derivada

normal das componentes tangenciais:

u (0, y, z) = 0, ∂v (0, y, z) /∂n = 0, ∂w (0, y, z) /∂n = 0. (2.34)

• Condição de velocidade prescrita: Também é conhecida como condição de Dirichlet. As

velocidades são fornecidas explicitamente:

u (0, y, z) = fornecido, v (0, y, z) = fornecido, w (0, y, z) = fornecido. (2.35)

• Condição de saída de fluxo: Também chamada de Condição de Radiação de Sommer-

feld, ou apenas, condição de radiação. As derivadas normais de todas as componentes

(tangenciais e normal) são nulas:

∂u (0, y, z) /∂n = 0, ∂v (0, y, z) /∂n = 0, ∂w (0, y, z) /∂n = 0. (2.36)

Assim, pode-se tomar para os outros planos de contornos do volume de controle (planos x = Lx,

y = 0, y = Ly, z = 0 e z = Lz) definições análogas à Equação 2.33 à 2.36.
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Uma condição de radiação ideal seria aquela que não permitisse a ocorrência de reflexão.

No entanto, podem existir ondas que não conseguirão sair do domínio e serão refletidas. Uma

das maneiras de se evitar este problema é através do uso de uma "camada esponja"associada à

condição de radiação. Esta camada tem a finalidade de absorver a onda na saída do domínio

computacional (daí seu nome) de modo que a reflexão de qualquer onda seja anulada. Consiste

basicamente em uma condição adicional que é incorporada na fronteira do domínio, aonde a

onda será absorvida (Rosauro,1999)[47].

Park et al. (1993)[44] propõem um esquema de amortecimento (camada esponja)

ξi =


β

(
xi − xi0

li

)2 (
zm − z

zm − zM

)
se xi ≥ xi0,

0 se xi < 0,

onde ξi é o coeficiente da camada esponja, β é o parâmetro de amortecimento, xi0 é o ponto ini-

cial da camada esponja, li é o comprimento da camada esponja e m e M representam os índices

referentes ao fundo e à superfície livre, respectivamente. Este termo deve ser adicionando no

lado direito das Equações 2.2 e 2.3 junto a um termo de velocidade u e v, respectivamente.

2.7 Estabilidade, Verificação e Validação

Para qualquer modelo numérico, existem formas de garantir seu funcionamento adequado

e coerente para determinado problema. Com este intuito, as condições de estabilidade devem

ser respeitadas, assim como as simulações devem fornecer bons resultados nos processos de

verificação e validação.

2.7.1 Estabilidade

Um esquema discretizado é dito estável se o erro numérico não cresce indefinidamente em

uma específica direção ao longo dos ciclos de cálculo. Considera-se, tipicamente, que os er-

ros numéricos são provenientes de arredondamentos computacionais, mas também, podem ter

outras fontes. Nota-se que o conceito da estabilidade numérica é aplicado somente para as

equações discretas, e não deve ser confundido com a instabilidade natural que pode aparecer



2.7. Estabilidade, Verificação e Validação 28

nos modelos matemáticos, como por exemplo em problemas caóticos (Oberkampf and Chris-

tophe, 2010)[42].

Em escoamentos subcríticos as ondas podem viajar em todas as direções. Se o método de

cálculo da superfície livre não for adequadamente implementado, distúrbios na forma de peque-

nas ondas podem afetar a estabilidade do método. Um esquema satisfaz a condição de radiação

quando este não gera ondas puramente numéricas (não existem fisicamente) evitando distúr-

bios.(Chen, 2003)[13].

Condições de Courant-Friedrichs-Lewy

De acordo com Durran (2010)[21], a condição de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) é dada

por:

0 6 a 6 1, 0 6 b 6 1 e 0 6 d 6 1, (2.37)

onde a, b e d são os Números de Courant (Cr) da malha descritos como

a =
∆t
∆x

umax, b =
∆t
∆y

vmax e d =
∆t
∆z

wmax, (2.38)

Esta condição representa uma relação entre a velocidade da partícula e a velocidade que a malha

suporta.

Quando se utiliza uma discretização explícita de primeira ordem para representar as Equa-

ções de Navier-Stokes (2.2-2.4), através da condição de CFL, tem-se que a seguinte condição

de estabilidade deve ser respeitada:

∆t 6
[
|u|
∆x

+
|v|
∆y

+
|w|
∆z

+ 2υ
(

1
∆x2 +

1
∆y2 +

1
∆z2

)]−1

. (2.39)

Conservação de Massa

Nos modelos matemáticos de Mecânica dos Fluidos a conservação de massa é uma das prin-

cipais fórmulas a serem respeitadas para se ter a estabilidade do código, também considerada
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como a divergência da velocidade (∇.
−→
V ). O princípio da conservação de massa é de extrema

importância para a física. A conservação de massa na forma integral é normalmente apresentada

como
∂

∂t

∫
VC
ρdvol +

∫
S C
ρ
(
−→
V .−→n

)
dAr = 0, (2.40)

onde VC é o volume de controle, S C é a superfície de controle e −→n é o versor normal exterior

à S C. Para o caso incompressível, a Equação 2.40 se reduz à conservação de volume:

dVC
dt

= −

∫
S C

−→
V .−→n dAr. (2.41)

Representando o sistema de controle para um sistema tridimensional (Figura 2.12), tem-se

que

dVC
dt

= −
[
−uABEFdy.dz + uCDGHdy.dz − vABCDdx.dz + vEFGHdx.dz − wADEHdx.dy + wBCFGdx.dy

]
.

(2.42)

Figura 2.12: Sistema de controle tridimensional

Para se encontrar a variação total de volume com o tempo, define-se que

∆vol = Σ

(
dVC

dt
∆t

)
. (2.43)
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Facilitando a comparação com diferentes casos, a conservação de volume é expressa como

∆vol(%) =
∆vol
vol0

100 = Σ

(
dVC

dt
∆t

)
100
vol0

, (2.44)

onde vol0 é o volume na condição inicial.

2.7.2 Verificação e Validação

Testes de verificações são necessários para identificar se a implementação de um código

numérico foi realizada de forma coerente. A verificação avalia se as formulações matemáticas

e numéricas foram aplicadas corretamente. Os testes de validações são necessários para avaliar

se a teoria que envolve as equações aplicadas são adequadamente expressas. Então, a validação

avalia a exatidão do resultado de um modelo numérico baseando-se na comparação entre os

resultados computacionais e os dados experimentais ou analíticos. Assim sendo, verificação e

validação são processos primários para quantificar e qualificar a precisão e a exatidão dos re-

sultados computacionais de determinado código.

Fortuna (2000) menciona que a verificação determina se o modelo, representado por equa-

ções, parâmetros e métodos numéricos adotados, corresponde a sua descrição conceitual, isto

é, se o modelo está corretamente implementado. Os resultados numéricos fornecidos pela im-

plementação do modelo são comparados a outras soluções, consideradas "de referência". Essas

soluções podem ser analíticas, numéricas ou experimentais. Já, a validação quantifica o grau de

representatividade do modelo em relação ao fenômeno físico real. Essa análise é normalmente

realizada por comparações sistemáticas com dados experimentais já consagrados, representati-

vos dos tipos de fenômenos nos quais se espera simular.

Por ou outro ponto de vista, na verificação, a associação ou relação da simulação para o

mundo real não é uma questão. Já na validação esta relação é a questão. A essência de cada

conceito é captada na expressão compacta: verificar é resolver a equação corretamente; validar

é resolver a equação correta (Oberkampf and Christophe, 2010)[42].



Capítulo 3

Metodologia Matemática e Numérica

Nesta capítulo é apresentado a metodologia matemática e logo após o tratamento numérico

para a resolução desta metodologia. Aqui são mostradas as equações utilizadas, suas formas

discretizadas e quais os métodos numéricos que são aplicados para a resolução destas equações.

Além disso, são apresentadas as hipóteses assumidas e as condições iniciais e de contorno. A

metodologia numérica é implementada inteiramente pelo autor deste trabalho, sem a utilização

de códigos pré-construídos.

A metodologia apresentada se aplica a casos de escoamentos com superfície livre tridimen-

sionais e o esquema numérico é semi-implícito em diferenças finitas. As pressões são calculadas

com aproximação não-hidrostática. Este método é uma simplificação do modelo de turbulência

com Equações RANS, onde o tensor de tensões aparentes de Reynolds é considerado constante.

A metodologia para o tratamento da superfície livre foi o método de rastreamento de inter-

face (interface-tracking method), que trata a superfície livre como o limite da interface superior

onde o seu movimento é seguido pela face superior do volume de controle. Desta forma, fenô-

menos bifásicos não podem ser representados por este modelo, como a quebra de ondas ou a

presença de bolhas. Este método possui a vantagem de ter um baixo dispêndio computacional,

se comparado a outros.

31
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3.1 Modelo Matemático

O modelo matemático para escoamentos com superfície livre utilizado para calcular o campo

de velocidades, de pressões e o desnível, compreende as Equações de Navier-Stokes, com pres-

sões hidrostáticas e dinâmicas segregadas, dadas por

∂u
∂t

+ u
∂u
∂x

+ v
∂u
∂y

+ w
∂u
∂z

= −g
∂η

∂x
−
∂q
∂x

+ υ

(
∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2 +

∂2u
∂z2

)
, (3.1)

∂v
∂t

+ u
∂v
∂x

+ v
∂v
∂y

+ w
∂v
∂z

= −g
∂η

∂y
−
∂q
∂y

+ υ

(
∂2v
∂x2 +

∂2v
∂y2 +

∂2v
∂z2

)
, (3.2)

∂w
∂t

+ u
∂w
∂x

+ v
∂w
∂y

+ w
∂w
∂z

= −
∂q
∂z

+ υ

(
∂2w
∂x2 +

∂2w
∂y2 +

∂2w
∂z2

)
, (3.3)

a Equação diferencial da Continuidade:

∂u
∂x

+
∂v
∂y

+
∂w
∂z

= 0, (3.4)

e a forma modificada da equação da Continuidade para superfície livre:

∂η

∂t
+
∂

∂x

[∫ η

−h
udz

]
+
∂

∂y

[∫ η

−h
vdz

]
= 0. (3.5)

Como apresentado no Item 2.4, diversos autores utilizam estas equações para o cálculo de esco-

amentos com superfície livre e aproximação não-hidrostática ([6], [10], [13], [25], [35], [50]).

Para resolver o sistema dado pela Equação 3.1 à 3.5, o modelo matemático é dividido em

duas etapas. A primeira utiliza as Equações de Navier-Stokes considerando que a pressão se

comporta em forma hidrostática, tendo como expressões:

∂u
∂t

+ u
∂u
∂x

+ v
∂u
∂y

+ w
∂u
∂z

= −g
∂η

∂x
+ υ

(
∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2 +

∂2u
∂z2

)
, (3.6)

∂v
∂t

+ u
∂v
∂x

+ v
∂v
∂y

+ w
∂v
∂z

= −g
∂η

∂y
+ υ

(
∂2v
∂x2 +

∂2v
∂y2 +

∂2v
∂z2

)
, (3.7)

∂w
∂t

+ u
∂w
∂x

+ v
∂w
∂y

+ w
∂w
∂z

= υ

(
∂2w
∂x2 +

∂2w
∂y2 +

∂2w
∂z2

)
, (3.8)
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junto com a Equação 3.5, formando um sistema de 4 equações e 4 incógnitas (u, v, w e η), que

dará a solução devida à parte hidrostática.

A segunda etapa consiste no cálculo da pressão dinâmica por meio do sistema de equa-

ções formado pelos termos de aceleração local e gradiente de pressão dinâmica da Equação de

Navier-Stokes (Eq. 2.2 à 2.4), dado por

∂u
∂t

= −
∂q
∂x
, (3.9)

∂v
∂t

= −
∂q
∂y
, (3.10)

∂w
∂t

= −
∂q
∂z
, (3.11)

onde as velocidades u, v e w não são as mesmas apresentadas nas Equações 3.6, 3.7 e 3.8 e serão

diferenciadas a seguir, na explicação do Método Numérico. Este passo é desenvolvido junto à

Equação 3.5 e à Equação 2.13, considerando-se que a pressão relativa na superfície do líquido

é nula, obtendo

η = η̃ +
qsup

g
. (3.12)

onde η̃ é o desnível calculado no primeiro passo. Por fim, o segundo passo forma um sistema

de 5 equações e 5 incógnitas (u, v, w, η e q).

3.1.1 Condições de Contorno

A tensão de cisalhamento de fundo é expressa em termos das componentes da velocidade,

tangenciais ao fundo, tomadas na camada adjacente à interface fundo-água. A tensão de cisalha-

mento no fundo pode ser relacionada com um coeficiente de arrasto associado com a velocidade

quadrática ou apenas utilizando a fórmula Manning-Chézy como

τx = υ
∂u
∂z
|z=−h =

g
√

u2 + v2

C2 u e τy = υ
∂v
∂z
|z=−h =

g
√

u2 + v2

C2 v, (3.13)

onde τx é a tensão de cisalhamento do fundo na direção do eixo 0x, τy é a tensão de cisalha-

mento do fundo na direção do eixo 0y e C é o coeficiente de atrito de Chézy. Para os casos
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estudados neste trabalho, não será considerado o cisalhamento produzido pelo vento sobre a su-

perfície. As condições de contorno para as velocidades podem ser consideradas como alguma

das condições mostradas no Item 2.6.

3.2 Método Numérico

O método numérico representa como o modelo matemático será desenvolvido e suas equa-

ções resolvidas, utilizando-se um esquema de discretização espacial e temporal. Para a reso-

lução discreta das Equações de Navier-Stokes com as pressões hidrostáticas e dinâmicas se-

gregadas (Eq. 3.1 a 3.3), considera-se que a variação temporal é dividida em dois subpassos

de tempo. No primeiro é considerado que o escoamento é influenciado apenas pela pressão

hidrostática, e são calculados os campo de velocidades e o desnível. Já no segundo subpasso

de tempo as pressões dinâmicas são consideradas, assim como sua influência sobre as outras

variáveis (velocidades e desnível).

3.2.1 O Método Semi-implícito de Diferenças Finitas

Para tornar o código incondicionalmente estável, as variáveis devem ser calculadas impli-

citamente. Como esses cálculos demandam maior esforço computacional, no presente modelo,

certas variáveis são calculadas explicitamente, tendo então, que se respeitar algumas restrições

de estabilidade. Em outras palavras, o método utiliza um esquema de passo de tempo fracionado

semi-implícito. As variáveis calculadas implicitamente são: o desnível (η), termos da derivada

segunda vertical (∂2c/∂z2), a tensão de cisalhamento do fundo (τ) e a pressão dinâmica (q).

Também é aplicada a correção quase implícita adicionando o ponderador (θ) nas velocidades e

no desnível da Equação 2.12 e nos termos de desnível das Equações 3.6 e 3.7.

O modelo foi desenvolvido para um sistema em coordenadas cartesianas em diferenças fini-

tas, onde Nx, Ny e Nz representam o número de células nos eixos 0x, 0y e 0z, respectivamente.

Um domínio 3D com comprimento Lx, largura Ly e altura Lzi, j é utilizado para definir espaci-

almente a configuração adotada. Os limites de fundo e superfície livre variam de acordo com
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1 ≤ m ≤ M ≤ Nz, onde m é o índice que representa o fundo e M é o índice que representa a

superfície livre (Figura 3.1). Nota-se que a altura do domínio é variável. Cada célula é nume-

rada com os índices i, j e k em seu centro. Um arranjo de malha deslocada entre velocidade e

pressão é empregado (Figura 3.2).

Figura 3.1: Representação do domínio computacional.

Figura 3.2: Sistema cartesiano de grades com arranjo deslocado onde: a) refere-se aos planos
xz; b) refere-se aos planos yz.

O termo da discretização espacial vertical (∆zi, j,k) é função do espaço e do tempo. Na ca-

mada de células próximas a superfície livre (∆zi, j,Nz), elas tem que modificar o seu tamanho para
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acompanhar a variação do desnível (Figura 3.3), logo, utiliza-se a equação:

∆zn+1
i, j,Nz = ∆zn

i, j,Nz +
(
ηn+1

i, j − η
n
i, j

)
. (3.14)

Nota-se que para este esquema ∆zi, j,Nz não pode ser zero ou negativo limitando o código, e,

assim, a condição ∆zn
i, j,Nz > η

n
i, j − η

n+1
i, j deve ser respeitada.

Figura 3.3: Sistema cartesiano de grades deslocadas em um plano xz próximo à superfície livre.

Existem seis tipos diferentes de ∆z que variam com a diferencial a qual foi aproximada

(Tabela 3.1 e Figura 3.4). Os outros termos a discretização espacial vertical (∆x e ∆y) não

variam com o tempo e a suas distribuições são informadas pelo usuário do código.

Tabela 3.1: Diferentes tipos de ∆z e suas obtenções.

∆z Referente à Método de Obtenção
∆zi, j,k ∂η/∂z, ∂q/∂z e ∂2w/∂z2 Fornecido pelo usuário

∆zi+1/2, j,k ∂u/∂z = (∆zi, j,k + ∆zi+1, j,k)/2
∆zi, j+1/2,k ∂v/∂z = (∆zi, j,k + ∆zi, j+1,k)/2
∆zi, j,k+1/2 ∂w/∂z = (∆zi, j,k + ∆zi, j,k+1)/2

∆zi+1/2, j,k+1/2 ∂2u/∂z2 = (∆zi+1/2, j,k + ∆zi+1/2, j,k+1)/2
∆zi, j+1/2,k+1/2 ∂2v/∂z2 = (∆zi, j+1/2,k + ∆zi, j+1/2,k+1)/2
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Figura 3.4: Representação dos diferentes tipos de ∆z

3.2.2 Desenvolvimento do Método Numérico

Para resolver discretamente as Equações de Navier Stokes com as pressões hidrostáticas e

dinâmicas segregadas (Eq. 2.15 à 2.17) são utilizados dois modelos matemáticos diferentes.

Além disso, a discretização temporal é dividida em dois sub-passos de tempo, considera-se que

∂c
∂t

=
cn+1 − cn

∆t
=

cn+1 − c̃n+1 + c̃n+1 − cn

∆t
=

cn+1 − c̃n+1

∆t
+

c̃n+1 − cn

∆t
, (3.15)

onde c̃n+1 é uma variável no sub-passo de tempo,
c̃n+1 − cn

∆t
é o sub-passo referente ao primeiro

modelo e
cn+1 − c̃n+1

∆t
é o sub-passo referente ao segundo modelo.

No primeiro modelo é considerado que o escoamento é influenciado pela pressão apenas

hidrostática, e são calculados os campo de velocidades e o desnível, ou seja

f (ũn+1, ṽn+1, w̃n+1, η̃n+1) = F(un, vn,wn, ηn). (3.16)
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Já no segundo sub-passo de tempo as pressões dinâmicas são consideradas, assim como sua

influência sobre as outras variáveis (velocidades e desnível), assim

f (un+1, vn+1,wn+1, ηn+1, qn+1) = F(ũn+1, ṽn+1, w̃n+1, η̃n+1). (3.17)

Primeiro passo do cálculo: Pressão Hidrostática

O primeiro passo é realizado considerando apenas a contribuição das pressões hidrostáticas.

Desta forma, adotam-se velocidades e desnível não corrigidos pela notação ũ, ṽ, w̃ e η̃. Percebe-

se que os valores não corrigidos são utilizados apenas para o tempo n + 1, como um passo de

tempo intermediário, já que os valores corrigidos no tempo n já são conhecidos. A discretização

semi-implícita das Equações de Momentum, com as Equação 3.6 e 3.7, levam ao sistema de

duas equações

ũn+1
i+1/2, j,k = Fun

i+1/2, j,k − (1 − θ) g
∆t
∆x

(
ηn

i+1, j − η
n
i, j

)
− θg

∆t
∆x

(
η̃n+1

i+1, j − η̃
n+1
i, j

)
+

υ∆t
∆zn

i+1/2, j,k

 ũn+1
i+1/2, j,k+1 − ũn+1

i+1/2, j,k

∆zn
i+1/2, j,k+1/2

−
ũn+1

i+1/2, j,k − ũn+1
i+1/2, j,k−1

∆zn
i+1/2, j,k−1/2

 , (3.18)

ṽn+1
i, j+1/2,k = Fvn

i, j+1/2,k − (1 − θ) g
∆t
∆y

(
ηn

i, j+1 − η
n
i, j

)
− θg

∆t
∆y

(
η̃n+1

i, j+1 − η̃
n+1
i, j

)
+

υ∆t
∆zn

i, j+1/2,k

 ṽn+1
i, j+1/2,k+1 − ṽn+1

i, j+1/2,k

∆zn
i, j+1/2,k+1/2

−
ṽn+1

i, j+1/2,k − ṽn+1
i, j+1/2,k−1

∆zn
i, j+1/2,k−1/2

 (3.19)

e a Equação 3.8 ao sistema

w̃n+1
i, j,k+1/2 = Fwn

i, j,k+1/2 +
υ∆t

∆zn
i, j,k+1/2

w̃n+1
i, j,k+3/2 − w̃n+1

i, j,k+1/2

∆zn
i, j,k+1

−
w̃n+1

i, j,k+1/2 − w̃n+1
i, j,k−1/2

∆zn
i, j,k

 , (3.20)

onde θ é um parâmetro da correção quase implícita. O termo F é um operador advectivo-

difusivo em diferenças finitas, o qual inclui os termos da discretização explícita das derivadas

substanciais (termos das acelerações locais e convectivas) e das forças viscosas (termo difusivo)

horizontais. Também podem ser considerados neste operador os termos referentes à camada es-

ponja. Uma maneira de calcular o termo F será mostrada mais tarde.

As Equações 3.18 e 3.19 são sistemas lineares tridiagonais, porém estas, além das velocida-
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des no tempo n + 1 possuem os desníveis η̃n+1 como variáveis desconhecidas. Estas equações

são utilizadas para o cálculo do desnível. Para determinar η̃n+1
i, j , e por estabilidade numérica,

a Equação 2.12, reescrita em sua forma semi-implícita com as velocidades não corrigidas, é

representada por

η̃n+1
i, j = ηn

i, j − θ
∆t
∆x

 M∑
k=m

∆zn
i+1/2, j,kũ

n+1
i+1/2, j,k −

M∑
k=m

∆zn
i−1/2, j,kũ

n+1
i−1/2, j,k


−θ

∆t
∆y

 M∑
k=m

∆zn
i, j+1/2,kṽ

n+1
i, j+1/2,k −

M∑
k=m

∆zn
i, j−1/2,kṽ

n+1
i, j−1/2,k


− (1 − θ)

∆t
∆x

 M∑
k=m

∆zn
i+1/2, j,ku

n
i+1/2, j,k −

M∑
k=m

∆zn
i−1/2, j,ku

n
i−1/2, j,k


− (1 − θ)

∆t
∆y

 M∑
k=m

∆zn
i, j+1/2,kv

n
i, j+1/2,k −

M∑
k=m

∆zn
i, j−1/2,kv

n
i, j−1/2,k

 .

(3.21)

Para facilitar o algebrismo matemático, é conveniente escrever as fórmulas em notação ve-

torial. Multiplicando as Equações 3.18, 3.19 e 3.20 por ∆zn
i+1/2, j,k, ∆zn

i, j+1/2,k e ∆zn
i, j,k+1/2 respecti-

vamente, pode-se reescreve-las da forma:

An
i+1/2, jŨ

n+1
i+1/2, j = Gn

i+1/2, j − θg
∆t
∆x

(
η̃n+1

i+1, j − η̃
n+1
i, j

)
∆Zn

i+1/2, j, (3.22)

An
i, j+1/2Ṽn+1

i, j+1/2 = Gn
i, j+1/2 − θg

∆t
∆y

(
η̃n+1

i, j+1 − η̃
n+1
i, j

)
∆Zn

i, j+1/2, (3.23)

An
i, jW̃

n+1
i, j = Gn

i, j, (3.24)

onde Ũ, Ṽ, W̃ G, A e ∆Z são definidos como

Ũn+1
i+1/2, j =



ũn+1
i+1/2, j,M

ũn+1
i+1/2, j,M−1

...

ũn+1
i+1/2, j,m


, Ṽn+1

i, j+1/2 =



ṽn+1
i, j+1/2,M

ṽn+1
i, j+1/2,M−1

...

ṽn+1
i, j+1/2,m


, W̃n+1

i, j =



ṽn+1
i, j,M+1/2

ṽn+1
i, j,M−1/2

...

ṽn+1
i, j,m−1/2


, (3.25)
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∆Zi+1/2, j =



∆zi+1/2, j,M

∆zi+1/2, j,M−1

...

∆zi+1/2, j,m


, ∆Zi, j+1/2 =



∆zi, j+1/2,M

∆zi, j+1/2,M−1

...

∆zi, j+1/2,m


, (3.26)

Gn
i+1/2, j =



∆zi+1/2, j,M

{
Fun

i+1/2, j,M − (1 − θ) g
∆t
∆x

(
ηn

i+1, j − η
n
i, j

)}
∆zi+1/2, j,M−1

{
Fun

i+1/2, j,M−1 − (1 − θ) g
∆t
∆x

(
ηn

i+1, j − η
n
i, j

)}
...

∆zi+1/2, j,m

{
Fun

i+1/2, j,m − (1 − θ) g
∆t
∆x

(
ηn

i+1, j − η
n
i, j

)}


, (3.27)

Gn
i, j+1/2 =



∆zi, j+1/2,M

{
Fvn

i, j+1/2,M − (1 − θ) g
∆t
∆y

(
ηn

i, j+1 − η
n
i, j

)}
∆zi, j+1/2,M−1

{
Fvn

i, j+1/2,M−1 − (1 − θ) g
∆t
∆y

(
ηn

i, j+1 − η
n
i, j

)}
...

∆zi, j+1/2,m

{
Fvn

i, j+1/2,m − (1 − θ) g
∆t
∆y

(
ηn

i, j+1 − η
n
i, j

)}


, (3.28)

Gn
i, j =



∆zi, j,M+1/2Fwn
i, j,M+1/2

∆zi, j,M−1/2Fwn
i, j,M−1/2

...

∆zi, j,m−1/2Fwn
i, j,m−1/2


, (3.29)

A =



∆zM + aM−1/2 + ζM −aM−1/2 · · · 0

−aM−1/2 ∆zM−1 + aM−1/2 + aM−3/2 + ζM−1 −aM−3/2
...

...
...

...
...

0 · · · −am+1/2 ∆zm + am+1/2 + ζm


,

(3.30)

onde ak = υ∆t/∆zk e ζk =
g∆t
√

(u2
k+v2

k )
Cz2 quando k representar o fundo, caso contrário ζk = 0 . A

Matriz A representa os termos implícitos (desconsiderando o desnível e as pressões dinâmicas)

e seus elementos e índices variam de acordo com as Equações 3.18, 3.19 e 3.20.
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Desta forma, podemos reescrever a Equação 3.21, usando notação vetorial, como

η̃n+1
i, j = η∗i, j − θ

∆t
∆x

[(
∆Zn

i+1/2, j

)T
Ũn+1

i+1/2, j −
(
∆Zn

i−1/2, j

)T
Ũn+1

i−1/2, j

]
−θ

∆t
∆y

[(
∆Zn

i, j+1/2

)T
Ṽn+1

i, j+1/2 −
(
∆Zn

i, j−1/2

)T
Ṽn+1

i, j−1/2

]
,

(3.31)

onde o termo explícito do desnível (η∗) é dado por

η∗i, j = ηn
i, j − (1 − θ)

∆t
∆x

[(
∆Zn

i+1/2, j

)T
Un

i+1/2, j −
(
∆Zn

i−1/2, j

)T
Un

i−1/2, j

]
− (1 − θ)

∆t
∆y

[(
∆Zn

i, j+1/2

)T
Vn

i, j+1/2 −
(
∆Zn

i, j−1/2

)T
Vn

i, j−1/2

]
.

(3.32)

Nota-se que o termo η∗ não possui significado físico sendo apenas utilizado para o procedimento

de cálculo.

Para modificar as variáveis desconhecidas da Equação 3.31 de η̃n+1
i, j , Ũn+1

i+1/2, j, Ũn+1
i−1/2, j, Ṽn+1

i, j+1/2

e Ṽn+1
i, j−1/2 para η̃n+1

i, j , η̃n+1
i+1, j, η̃

n+1
i, j+1, η̃n+1

i−1, j e η̃n+1
i, j−1, deve-se substituir as Equações 3.22 e 3.23 na

Equação 3.31, formando

η̃n+1
i, j − gθ2 ∆t2

∆x2

{[
(∆Z)T A−1∆Z

]n

i+1/2, j

(
η̃n+1

i+1, j − η̃
n+1
i, j

)
−

[
(∆Z)T A−1∆Z

]n

i−1/2, j

(
η̃n+1

i, j − η̃
n+1
i−1, j

)}
−gθ2 ∆t2

∆y2

{[
(∆Z)T A−1∆Z

]n

i, j+1/2

(
η̃n+1

i, j+1 − η̃
n+1
i, j

)
−

[
(∆Z)T A−1∆Z

]n

i, j−1/2

(
η̃n+1

i, j − η̃
n+1
i, j−1

)}
= η∗i, j − θ

∆t
∆x

{[
(∆Z)T A−1G

]n

i+1/2, j
−

[
(∆Z)T A−1G

]n

i−1/2, j

}
−θ

∆t
∆y

{[
(∆Z)T A−1G

]n

i, j+1/2
−

[
(∆Z)T A−1G

]n

i, j−1/2

}
.

(3.33)

Essa equação forma um sistema pentadiagonal, simétrico e positivo. O sistema tem solu-

ção única e pode ser determinado pelo Método do Gradiente Conjugado, o qual será discutido

posteriormente. Uma vez determinados os desníveis não corrigidos η̃n+1, calculam-se as veloci-

dades ũn+1 e ṽn+1 utilizando as Equações 3.22 e 3.23.

Para cada i e j, a Equação 3.20 forma um sistema linear e tridiagonal com variáveis w̃n+1
i, j,k+1/2

desconhecidas para cada coluna de água. Esta matriz é simétrica, positiva e sua resolução pode

ser realizada por método direto utilizando a Equação 3.24.
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Segundo passo do cálculo: Pressão Dinâmica

No segundo passo, são calculadas as pressões dinâmicas e, então, estas são utilizadas para

corrigir as velocidades e o desnível. Inicialmente são desenvolvidas as equações necessárias

para se definir o sistema utilizado para encontrar as pressões dinâmicas.

Para as correções das velocidades, as Equações Diferenciais 3.9 a 3.11 são representadas

em forma discreta e simplificada como

un+1
i+1/2, j,k = ũn+1

i+1/2, j,k −
∆t
∆x

(
qn+1

i+1, j,k − qn+1
i, j,k

)
, (3.34)

vn+1
i, j+1/2,k = ṽn+1

i, j+1/2,k −
∆t
∆y

(
qn+1

i, j+1,k − qn+1
i, j,k

)
, (3.35)

wn+1
i, j,k+1/2 = w̃n+1

i, j,k+1/2 −
∆t

∆zn
i, j,k+1/2

(
qn+1

i, j,k+1 − qn+1
i, j,k

)
. (3.36)

Estas simplificações são aceitas porque os termos da pressão dinâmica superficial deve ser des-

considerada, levando em conta a condição dinâmica (pressão do líquido = pressão do ar na

superfície livre).

Em cada célula computacional a baixo da superfície livre a condição de incompressibilidade

(Eq. 2.1) discretizada é levada em conta e é escrita como

un+1
i+1/2, j,k∆zn

i+1/2, j,k − un+1
i−1/2, j,k∆zn

i−1/2, j,k

∆x
+

vn+1
i, j+1/2,k∆zn

i, j+1/2,k − vn+1
i, j−1/2,k∆zn

i, j−1/2,k

∆y

+wn+1
i, j,k+1/2 − wn+1

i, j,k−1/2 = 0, k = m,m + 1, ...,M − 1.

(3.37)

As equações discretizadas para a pressão dinâmica qn+1 abaixo da superfície livre são fornecidas

pela substituição das expressões das velocidades corrigidas (Eqs. 3.34, 3.35 e 3.36) na Equação
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da Continuidade (3.37), assim

∆t


(
qn+1

i+1, j,k − qn+1
i, j,k

)
∆zn

i+1/2, j,k −
(
qn+1

i, j,k − qn+1
i−1, j,k

)
∆zn

i−1/2, j,k

∆x2 +(
qn+1

i, j+1,k − qn+1
i, j,k

)
∆zn

i, j+1/2,k −
(
qn+1

i, j,k − qn+1
i, j−1,k

)
∆zn

i, j−1/2,k

∆y2 +

(
qn+1

i, j,k+1 − qn+1
i, j,k

)
∆zn

i, j,k+1/2

−

(
qn+1

i, j,k − qn+1
i, j,k−1

)
∆zn

i, j,k−1/2


=

ũn+1
i+1/2, j,k∆zn

i+1/2, j,k − ũn+1
i−1/2, j,k∆zn

i−1/2, j,k

∆x
+

ṽn+1
i, j+1/2,k∆zn

i, j+1/2,k − ṽn+1
i, j−1/2,k∆zn

i, j−1/2,k

∆y

+w̃n+1
i, j,k+1/2 − w̃n+1

i, j,k−1/2, k = m,m + 1, ...,M − 1.

(3.38)

Na superfície livre (k = M), adicionando a equação corrigida da Equação 3.31, descrita

como

ηn+1
i, j = η∗i, j − θ

∆t
∆x

 M∑
k=m

∆zn
i+1/2, j,ku

n+1
i+1/2, j,k −

M∑
k=m

∆zn
i−1/2, j,ku

n+1
i−1/2, j,k


−θ

∆t
∆y

 M∑
k=m

∆zn
i, j+1/2,kv

n+1
i, j+1/2,k −

M∑
k=m

∆zn
i, j−1/2,kv

n+1
i, j−1/2,k

 ,
(3.39)

na Equação 3.37, escreve-se a condição para a superfície livre

ηn+1
i, j = η∗i, j − θ

∆t
∆x

[
∆zn

i+1/2, j,Mun+1
i+1/2, j,M − ∆zn

i−1/2, j,Mun+1
i−1/2, j,M

]
−θ

∆t
∆y

[
∆zn

i, j+1/2,Mvn+1
i, j+1/2,M − ∆zn

i, j−1/2,Mvn+1
i, j−1/2,M

]
+ θ∆twn+1

i, j,M−1/2.
(3.40)

Assumindo a condição dinâmica, a avaliação da pressão qn+1
i, j,M é feita com substituindo Equação

3.12 na Equação 3.40, formando

qn+1
i, j,M

gθ∆t
=
η∗i, j − η̃

n+1
i, j

θ∆t
−

∆zn
i+1/2, j,Mun+1

i+1/2, j,M − ∆zn
i−1/2, j,Mun+1

i−1/2, j,M

∆x

−
∆zn

i, j+1/2,Mvn+1
i, j+1/2,M − ∆zn

i, j−1/2,Mvn+1
i, j−1/2,M

∆y
− wn+1

i, j,M−1/2.

(3.41)

Por fim, na superfície livre, as equações discretizadas para a pressão dinâmica qn+1 são encon-
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tradas adicionando as velocidades corrigidas (Eqs. 3.34, 3.35 e 3.36) na Equação 3.41, logo

∆t


(
qn+1

i+1, j,M − qn+1
i, j,M

)
∆zn

i+1/2, j,M −
(
qn+1

i, j,M − qn+1
i−1, j,M

)
∆zn

i−1/2, j,M

∆x2 +(
qn+1

i, j+1,M − qn+1
i, j,M

)
∆zn

i, j+1/2,M −
(
qn+1

i, j,M − qn+1
i, j−1,M

)
∆zn

i, j−1/2,M

∆y2 −

(
qn+1

i, j,M − qn+1
i, j,M−1

)
∆zn

i, j,M−1/2

 − qn+1
i, j,M

gθ∆t

=
η̃n+1

i, j − η
∗
i, j

θ∆t
+

ũn+1
i+1/2, j,M∆zn

i+1/2, j,M − ũn+1
i−1/2, j,M∆zn

i−1/2, j,M

∆x

+
ṽn+1

i, j+1/2,M∆zn
i, j+1/2,M − ṽn+1

i, j−1/2,M∆zn
i, j−1/2,M

∆y
− w̃n+1

i, j,M−1/2.

(3.42)

As Equações 3.38 e 3.42 geram um sistema linear de equações heptadiagonal resolvidas pelo

Método do Gradiente Conjugado.

Com o campo de pressões dinâmicas, as velocidades horizontais (u,v) podem ser corrigidas

pelas Equações 3.34 e 3.35. Já o campo de velocidades verticais (w) é obtido pela Equação da

Continuidade (Eq. 3.37), onde considerando que wn+1
i, j,m−1/2 = 0, obtém-se

wn+1
i, j,k+1/2 = wn+1

i, j,k−1/2 −
un+1

i+1/2, j,k∆zn
i+1/2, j,k − un+1

i−1/2, j,k∆zn
i−1/2, j,k

∆x

−
vn+1

i, j+1/2,k∆zn
i, j+1/2,k − vn+1

i, j−1/2,k∆zn
i, j−1/2,k

∆y
, k = m,m + 1, ...,M − 1.

(3.43)

Finalmente a nova elevação da superfície livre é calculada utilizando a forma discretizada

da Equação 3.12, dada por

ηn+1
i, j = η̃n+1

i, j +
qn+1

i, j,M

g
. (3.44)

Após a correção dos desníveis, a correção da malha na superfície livre ∆zn+1
i, j,Nz deve ser efetuada

com os desníveis ηn+1, calcula-se os valores de ∆zn+1
i, j,Nz através da Equação 3.14, completando

assim um ciclo de cálculo.

3.2.3 Discretização Euleriana-Lagrangiana

A discretização dos termos convectivos e difusivos compõem uma das maiores dificuldades

do tratamento numérico. A Equação de Advecção-Difusão, desconsiderando os termos de fonte
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ou de crescimento/decaimento, é descrita como

Dc
Dt

=
∂c
∂t

+ u
∂c
∂x

+ v
∂c
∂y

+ w
∂c
∂z

= υ

(
∂2c
∂x2 +

∂2c
∂y2 +

∂2c
∂z2

)
, (3.45)

onde c é uma variável genérica que, neste caso, pode ser u, v ou w (Casulli e Cheng, 1992)[8].

Para aperfeiçoar a estabilidade e precisão da parte explícita do método de diferenças finitas,

considera-se que a Equação 3.45 na forma lagrangiana pode ser descrita como

dc
dt

= υ

(
∂2c
∂x2 +

∂2c
∂y2 +

∂2c
∂z2

)
, (3.46)

onde d/dt indica que a derivada substancial que é calculada ao longo da linha de corrente,

definida por
dx
dt

= u,
dy
dt

= v,
dz
dt

= w, (3.47)

Com a consideração da forma lagrangiana para os termos de inércia e sabendo que o termo

de difusão vertical é implícito, a consideração de estabilidade (Eq. 2.39), utilizando a condição

CFL (Eq. 2.38), pode ser reduzida para as duas direções explícitas (x e y):

∆t 6
[
2υ

(
1

∆x2 +
1

∆y2

)]−1

(3.48)

que é uma condição de restrição para ∆t relativamente fácil de respeitar.

Discretizando semi-implicitamente a Equação 3.46, obtem-se

cn+1
i, j,k − cn

i−a, j−b,k−d

∆t
= υ

cn+1
i, j,k+1 − cn+1

i, j,k

∆zi, j,k+1/2
−

cn+1
i, j,k − cn+1

i, j,k−1

∆zi, j,k−1/2

∆zi, j,k

+υ

(cn
i−a+1, j−b,k−d − 2cn

i−a, j−b,k−d + cn
i−a−1, j−b,k−d

∆x2

+
cn

i−a, j−b+1,k−d − 2cn
i−a, j−b,k−d + cn

i−a, j−b−1,k−d

∆y2

)
,

(3.49)

onde a, b e d são os Números de Malha de Courant, obtidos segundo a Equação 2.38. A gran-

deza cn
i−a, j−b,k−d representa a velocidade de uma partícula do ponto de vista lagrangiano. Para

fazer esta transformação do ponto de vista euleriano para o lagrangiano, se retrocede a velo-
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cidade no tempo de n para n − 1, calculando em qual posição (ponto de vista lagrangiano em

n − 1) a partícula estaria para chegar no ponto i, j, k (ponto de vista euleriano em n) utilizando

uma técnica de rastreamento (Figura 3.5).

Oliveira e Baptista (1998)[43] mencionam a existência de diversas técnicas de rastreamento

e discutem sobre três delas: one-step backward Euler (BE), multi-step backward Euler (MSE) e

fifth-order Runge-Kutta (RK). Cada uma dessas técnicas tem sua particularidade e deve ser uti-

lizada para diferentes tipos de modelos, sendo BE a mais simples (atualmente pouco utilizada)

e RK a mais complexa. No presente trabalho, optou-se em utilizar a técnica MSE pelo bom

desempenho na conservação de massa demonstrados por Oliveira e Baptista (1998)[43].

Figura 3.5: A malha euleriana-lagrangiana (Casulli 1990)[5].

Na técnica MSE, para se encontrar a velocidade da partícula na forma lagrangiana se utiliza

a interpolação bilinear dada por:

cn
i−a, j−b,k−d = (1 − d)

{
(1 − a)

[
(1 − b) cn

i, j,k + bcn
i, j∓1,k

]
+ a

[
(1 − b) cn

i∓1, j,k + bcn
i∓1, j∓1,k

]}
+d

{
(1 − a)

[
(1 − b) cn

i, j,k∓1 + bcn
i, j∓1,k∓1

]
+ a

[
(1 − b) cn

i∓1, j,k∓1 + bcn
i∓1, j∓1,k∓1

]}
.

(3.50)

Caso o valor de a seja ≥ 0 utiliza-se o sinal negativo (−) quando se tem o incremento do índice

i e quando a for < 0 utiliza-se o sinal negativo (+). Este procedimento é análogo para os índices

j e k.

Finalmente, o operador F, encontrado nas Equações 3.18, 3.19 e 3.20, pode ser definido
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explicitamente como

Fun+1
i+1/2, j,k = (1 − ξx) un

i+1/2−a, j−b,k−d + υ∆t
(un

i+1/2−a+1, j−b,k−d − 2un
i+1/2−a, j−b,k−d + un

i+1/2−a−1, j−b,k−d

∆x2

un
i+1/2−a, j−b+1,k−d − 2un

i+1/2−a, j−b,k−d + un
i+1/2−a, j−b−1,k−d

∆y2

)
,

(3.51)

Fvn+1
i, j+1/2,k =

(
1 − ξy

)
vn

i−a, j−b+1/2,k−d + υ∆t
(vn

i−a+1, j+1/2−b,k−d − 2vn
i−a, j+1/2−b,k−d + vn

i−a−1, j+1/2−b,k−d

∆x2

vn
i−a, j+1/2−b+1,k−d − 2vn

i−a, j+1/2−b,k−d + vn
i−a, j+1/2−b−1,k−d

∆y2

)
,

(3.52)

Fwn+1
i, j,k+1/2 = wn

i−a, j−b,k−d+1/2 + υ∆t
(wn

i−a+1, j−b,k−d+1/2 − 2wn
i−a, j−b,k−d+1/2 + wn

i−a−1, j−b,k−d+1/2

∆x2

wn
i−a, j−b+1,k−d+1/2 − 2wn

i−a, j−b,k−d+1/2 + wn
i−a, j−b−1,k−d+1/2

∆y2

)
,

(3.53)

onde ξ representa a camada esponja utilizada quando se deseja minimizar a reflexão, tanto

em casos de saída de fluxo como de dissipação de energia. Observa-se que as componentes

horizontais de velocidade não compõem estas equações, pois são calculadas implicitamente nas

Equações 3.18, 3.19 e 3.20.

3.2.4 Aplicação Método do Gradiente Conjugado

Para resolver o sistema pentadiagonal formado pelas Equações 3.33 é utilizado o método

do Gradiente Conjugado, semelhante ao apresentado no artigo de Casulli (1992)[8]. Para a

aplicação deste método em sistemas heptadiagonais, como no caso para resolver os sistemas

formados pelas Equações 3.38 e 3.42, deve-se adaptar a metodologia a ser demonstrada a seguir,

para sistemas de equações pentadiagonais.

O método do Gradiente Conugado é aplicado na Equação 3.33. Inicialmente, a equação é

reescrita em uma forma mais compacta, a saber:

dn
i, jη

n+1
i, j − sn

i+1/2, jη
n+1
i+1, j − sn

i−1/2, jη
n+1
i−1, j − sn

i, j+1/2η
n+1
i, j+1 − sn

i, j−1/2η
n+1
i, j−1 = qn

i, j, (3.54)
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onde os coeficientes são dados por

sn
i±1/2, j = g

∆t2

∆x2

[
(∆Z)T A−1∆Z

]n

i±1/2, j
, sn

i, j±1/2 = g
∆t2

∆y2

[
(∆Z)T A−1∆Z

]n

i, j±1/2
, (3.55)

dn
i, j = 1 + sn

i+1/2, j + sn
i−1/2, j + sn

i, j+1/2 + sn
i, j−1/2, (3.56)

qn
i, j = ηn

i, j −
∆t
∆x

{[
(∆Z)T A−1G

]n

i+1/2, j
−

[
(∆Z)T A−1G

]n

i−1/2, j

}
−

∆t
∆y

{[
(∆Z)T A−1G

]n

i, j+1/2
−

[
(∆Z)T A−1G

]n

i, j−1/2

}
.

(3.57)

A normalização é indicada para que o método atinja a convergência mais rápido. Ela é aplicada

na Equação 3.54 e como

√
dn

i, jη
n+1
i, j −

sn
i+1/2, j√

dn
i, jd

n
i+1, j

√
dn

i+1, jη
n+1
i+1, j −

sn
i−1/2, j√

dn
i, jd

n
i−1, j

√
dn

i−1, jη
n+1
i−1, j

−
sn

i, j+1/2√
dn

i, jd
n
i, j+1

√
dn

i, j+1η
n+1
i, j+1 −

sn
i, j−1/2√

dn
i, jd

n
i, j−1

√
dn

i, j−1η
n+1
i, j−1 =

qn
i, j√
dn

i, j

.

(3.58)

Fazendo a substituição ei, j =
√

dn
i, jη

n+1
i, j , a Equação 3.58 se reduz a:

Aei, j = ei, j − ai+1/2, jei+1, j − ai−1/2, jei−1, j − ai, j+1/2ei, j+1 − ai, j−1/2ei, j−1 = bi, j, (3.59)

onde

ai±1/2, j =
sn

i±1/2, j√
dn

i, jd
n
i±1, j

, ai, j±1/2 =
sn

i, j±1/2√
dn

i, jd
n
i, j±1

, bi, j =
qn

i, j√
dn

i, j

. (3.60)

Antes de iniciar o processo iterativo deve-se fazer o cálculo de e(0)
i, j , onde são adotados va-

lores para ηn+1
i, j . Utiliza-se os valores de ηn

i, j como aproximação inicial. Após isso, calcula-se

as variáveis de erro e inicia-se o método do gradiente conjugado. Após o término das iterações

(convergência do método), calcula-se ηn+1
i, j =

ei, j√
dn

i, j

, adquirindo o novo desnível, finalizando

assim o método do Gradiente Conjugado.
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3.3 Resumo Passo-a-passo

Sintetizando o método numérico, a composição de um ciclo de cálculo pode ser resumida

como:

1 - Definição dos parâmetros iniciais, das condições iniciais e de contorno,

2 - Cálculo das Funções Euleriana-Lagrangianas (Eqs. 3.51, 3.52 e 3.53),

3 - Definição das matrizes ∆Z, Ũ, Ṽ, W̃, G e A (Eqs. 3.25, 3.26, 3.27, 3.28, 3.29 e 3.30),

4 - Cálculo do desnível não corrigido utilizando a Equação 3.33, com o método do gradiente

conjugado,

5 - Cálculo das velocidades não corrigidas (Eqs. 3.22, 3.23 e 3.24),

6 - Cálculo da pressão dinâmica a partir das Equações 3.38 e 3.42, por meio do gradiente

conjugado,

7 - Correção das velocidades e desníveis (Eqs. 3.34, 3.35, 3.43 e 3.44),

8 - Atualização de ∆zi, j,Nz, utilizando a Equação 3.14.



Capítulo 4

Aplicações

Neste capítulo são apresentadas as verificações e as validações do código, além de uma

aplicação em um caso hipotético envolvendo emissários submarinos. Neste trabalho, as verifi-

cações são feitas para casos de ondas lineares e as validações para casos de ondas não lineares,

escoamentos com obstáculos de fundo e com recirculação (Tabela 4.1).

Tabela 4.1: Casos onde o código é utilizado.

Casos Caso no Intuito Outros
Bacia oscilante 2D Caso 1 Verificação Discretização espacial e

temporal / H × NH
Bacia oscilante 3D Caso 2 Verificação Avaliação dos termos da

Equação de Navier-Stokes
Ondas sequenciais não-lineares Caso 3 Verificação −

Propagação de ondas sobre uma
barra

Caso 4 Validação −

Propagação de ondas sobre barras
com diferentes configurações

Caso 5 Validação −

Canal com cavidade de fundo e de-
grau

Caso 6 Validação −

Propagação de ondas sobre um fundo
com deformação circular

Caso 7 Validação −

Emissário Submarino Caso 8 Aplicação −

Para a verificação, são modelados casos que possuem resultados analíticos ou onde códigos

com a mesma abordagem matemática já foram empregados por outros autores, analisando-se

assim a concordância entre os resultados. Para o primeiro caso, junto com a verificação, são

realizadas análises de discretização, ou seja, são verificadas quais as discretizações temporais

50
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e espaciais que melhor se adaptam ao caso simulado. No segundo caso, além da verificação, é

avaliada a ordem de grandeza dos termos da Equação de Navier-Stokes (Eq. 2.15 à 2.17).

Na validação, fenômenos bem definidos com resultados experimentais são utilizados para

garantir a representatividade física do código. Resultados de experimentos do Laboratório de

Hidráulica de Delft [1] e do Instituto de Pesquisas Hidráulicas da Universidade Federal do Rio

Grande do Sul [47] são utilizados.

Por fim, são utilizados escoamentos sintéticos para a simulação com emissários submarinos.

A dinâmica do escoamento em relação ao diâmetro do emissário e à profundidade da coluna de

água são analisadas. Todas as simulações são realizadas em um computador relativamente

simples com Memória RAM de 8GB, processador Intel R© CoreTM i5-3570 CPU @ 3.40GHz ×

4, na plataforma GNU Fortran 95.

4.1 Verificação

Na verificação deve-se identificar se o modelo matemático calcula corretamente. Resultados

analíticos de ondas podem ser utilizados com este intuito quando comparados com os resultados

do código. No primeiro caso, além da verificação, são comparadas a aproximação hidrostática

com a aproximação não-hidrostática em termos de exatidão × dispêndio computacional. Ainda

para o primeiro caso, diferentes discretizações temporais e espaciais são simuladas para verificar

em qual refinamento a utilização do modelo é adequada. No segundo caso, além da verificação,

são analisadas a ordem de grandeza dos termos da Equação de Navier-Stokes (Eq. 2.15 à 2.17).

Para ambos os casos os parâmetros de estabilidade são explicitados.

4.1.1 Caso 1: Bacia Oscilante 2D

O caso da bacia oscilante bidimensional tem como principal objetivo simular ondas lineares

estacionárias. Inicialmente o desnível da bacia está inclinado em apenas um sentido. Com

o decorrer do tempo ocorre a oscilação do desnível, que varia de acordo com os campos de

pressões e velocidades. Assim, pode-se verificar o código para ondas bidimensionais lineares

de grande amplitude.
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Como comparação são utilizados tanto o resultado analítico da propagação da onda, como

o exemplo que Casulli e Stelling (1998)[9] utilizaram em seu trabalho, onde foram comparados

os resultados dos modelos hidrostático e não-hidrostático com os analíticos.

Nesta verificação, é modelada uma bacia cúbica fechada, com arestas L = 10m, sendo

discretizada em 8.000 células cúbicas, com comprimento de malha ∆x = ∆y = ∆z = 0, 5m. O

fluido simulado é água, com viscosidade cinemática υ = 1, 01×10−6m2/s. A condição inicial de

velocidade nula é aplicada em todo o domínio. A fricção de fundo, representada pelo coeficiente

de Chézy, é desprezada. Condições de deslizamento livre são adotadas no contorno sólido. O

desnível inicial é representado por η = Acos(kxx) (Figura 4.1), onde A = 0, 1m é a amplitude da

onda e kx = π/Lx é o número de onda em x. O intervalo do tempo adotado é ∆t = 0, 001s e o

tempo simulado é 10s.

Figura 4.1: Volume de controle e condições iniciais para a bacia oscilante 2D.

Para o resultado analítico do problema é calculada a propagação de uma onda, com compri-

mento λ = 2L, frequência f r = ς/λ, e celeridade ς da onda dada por

ς =

√
gλ
2π

tanh
(
2πH
λ

)
. (4.1)

Como H/λ = 0, 5, temos um caso no limite entre águas profundas e águas intermediárias.
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Resultados

As Figuras 4.2 e 4.3 mostram os níveis obtidos nas simulações deste trabalho, nas de Casulli

e Stelling (1998)[9], além dos resultados analíticos, para x = 10m em função do tempo. Ainda,

no presente trabalho, para se obter uma resultado pontual, pois é um modelo tridimensional, a

distância do eixo y = 5m foi adotada. Foram simulados e comparados casos com aproximação

hidrostática e com aproximação não-hidrostática.

Figura 4.2: Comparação entre os níveis deste trabalho, o de Casulli e Stelling (1998)[9] e o do
resultado analítico, utilizando os modelos com aproximação hidrostática, para o caso da bacia
oscilante.

Figura 4.3: Comparação entre os níveis deste trabalho, o de Casulli e Stelling (1998)[9] e o do
resultado analítico, utilizando os modelos com aproximação não-hidrostática, para o caso da
bacia oscilante.

Na comparação dos desníveis com a solução analítica, os resultados com aproximação não-

hidrostática se assemelham muito com os resultados analíticos, ambos com período de 3, 6s

(Figura 4.3). Já o caso com aproximação hidrostática (Figura 4.2) mostra defasagem importante

na frequência, tendo período de oscilação menor que 2, 1s. A diferença do desnível máximo
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entre os resultados dos códigos deste trabalho com o analítico é de 0, 002m para ambas as apro-

ximações, ou seja, um erro de no máximo 2%.

Se comparado ao resultado analítico, o presente modelo se adéqua melhor a este caso do

que o trabalho de Casulli e Stelling (1998)[9], tanto na aproximação hidrostática como na apro-

ximação não-hidrostática. Isso se deve principalmente às condições iniciais utilizadas, onde no

presente trabalho se utiliza uma variação senoidal e no outro se utilizou uma variação linear do

desnível inicial, afim de representar mais adequadamente a natureza de uma onda.

A distribuição das velocidades para as duas aproximações se diferenciam com caracterís-

ticas específicas (Figura 4.4). Na aproximação hidrostática a distribuição da velocidade não

difere tão expressivamente com a profundidade da bacia, se comparada à não-hidrostática. No

caso de pressão hidrostática (Figura 4.4 à esquerda), as velocidades se dividem em colunas de

água. Já no caso não-hidrostático, as velocidades máximas encontram-se sempre próximas da

superfície livre (Figura 4.4 à direita).

Discretização espacial e temporal

A análise da discretização espacial e temporal serve para avaliar o quão refinado ou gros-

seiro o código pode ser para representar determinado fenômeno. A primeira análise se refere à

variação de ∆t, até se encontrar limites, como a divergência do código ou a descaracterização

dos resultados (Figs. 4.5 e 4.6). Nestes casos foram utilizados ∆x = ∆y = ∆z = 0, 5m.

Analisando os resultados gerados pelas variações de ∆t, quanto menor for este valor, me-

lhor será a aproximação, porém, obviamente, maior será o dispêndio computacional. Para

∆t = 1s, a solução fica descaracterizada, tanto para a aproximação hidrostática quanto para

a não-hidrostática. Para ∆t ≤ 10−5s o código diverge e ainda, pode-se dizer que para 0, 01s ≤

∆t ≤ 0, 0001s não existe diferença significativa nos resultados, podendo-se adotar o valor de

0, 01s para as simulações, já que é o que tem menor dispêndio computacional. Para ∆t = 0, 1s,

os resultados ainda são adequados, porém podem ser melhorados. Nenhum dos códigos (hi-

drostático e não-hidrostático) se destacou em relação ao outro no ponto de vista de eficiência de

discretização temporal, ou seja, ambas simulações forneceram o melhor resultado com o menor

dispêndio computacional em ∆t = 0, 01s.
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Figura 4.4: Distribuição das velocidades para as aproximações hidrostática (à esquerda) e não-
hidrostática (à direita) nos tempos a) 1, 05s (vale hidrostático), b) 1, 78s (vale não-hidrostático),
c) 2, 10s (pico hidrostático) e d) 3, 60s (pico não-hidrostático).
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Figura 4.5: Comparação para diferentes ∆t, caso com aproximação hidrostática.

Figura 4.6: Comparação para diferentes ∆t, caso com aproximação não-hidrostática.

A segunda análise é sobre a variação da malha (∆x = ∆z e mantendo ∆y fixo) (Figs. 4.7 e

4.8). Nestes casos foi utilizado ∆t = 0, 01s. Para ∆x = ∆z = 2m, a solução começa a se desca-

racterizar fornecendo resultados com frequências reduzidas, não interferindo expressivamente

nos picos. Para ∆x = ∆z = 0, 0625m o código diverge (para ambos os casos), pois a variação

do desnível é maior do que o tamanho da grade que representa a superfície livre (∆zi, j,Nz). Para

o modelo não-hidrostático, a partir de ∆x = ∆z < 1m, o erro na frequência já não é percebido,

tendo-se o melhor resultado fornecido pelo código. Para o modelo hidrostático não é possí-

vel encontrar o melhor resultado, pois quanto mais refinada é a malha, menor é o período de

oscilação da onda para as variações espaciais testadas.

O código com a aproximação não-hidrostático se mostrou menos dependente do refinamento

espacial do que o código com a aproximação hidrostática, porém para a discretização temporal

não encontrou-se um modelo que se sobressaiu.
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Figura 4.7: Comparação para diferentes ∆x e ∆z , caso com aproximação hidrostática.

Figura 4.8: Comparação para diferentes ∆x e ∆z , caso com aproximação não-hidrostática.

Estabilidade e Dispêndio Computacional

Segundo Casulli (1999)[6], a restrição de estabilidade (Eq. 3.48) é pouco efetiva para de-

terminar instabilidades de cálculo, sendo assim desconsiderada. Os parâmetros de estabilidade

(Item 2.7.1) de todas as simulações são apresentados na Tabela 4.2 à 4.5, onde a, b, d e o vo-

lume de controle (CV) são representados pelos valores máximos encontrado ao longo de toda a

simulação.

Quando o ∆t é reduzido (Tabelas 4.2 e 4.3), ocorre também a redução dos valores da conser-

vação do volume e dos Números de CFL (a, b e d). Quando ∆x = ∆z diminuem (Tabelas 4.4 e

4.5), a divergência também reduz e os Números de Courant aumentam. De qualquer forma, para

todas as simulações da discretização espacial, os parâmetros apontam estabilidade numérica do

código.
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Tabela 4.2: Análise de estabilidade em função da discretização temporal para o caso com apro-
ximação hidrostática (∆t variável e ∆x = ∆y = ∆z constantes).

∆t (s) Nt tc∗ (s) a b d CV (%)
1, 0 10 ≈ 0 0, 15 0 1, 43 6, 8 × 10−8

0, 1 100 1, 5 1, 6 × 10−2 0 0, 16 1, 8 × 10−8

0, 01 1.000 14 2, 0 × 10−3 0 1, 2 × 10−2 7, 6 × 10−9

0, 001 10.000 133 2, 0 × 10−4 0 1, 5 × 10−3 2, 7 × 10−9

0, 0001 100.000 1426 2, 0 × 10−5 0 1, 2 × 10−4 6, 5 × 10−10

*tc = tempo de cálculo

Tabela 4.3: Análise de estabilidade em função da discretização temporal para o caso com apro-
ximação não-hidrostática (∆t variável e ∆x = ∆y = ∆z constantes).

∆t (s) Nt tc (s) a b d CV (%)
1, 0 10 ≈ 0 0, 36 7, 5 × 10−6 0, 9 8, 2 × 10−8

0, 1 100 2, 5 2, 7 × 10−2 4, 5 × 10−7 6, 8 × 10−2 2, 4 × 10−8

0, 01 1.000 24 2, 8 × 10−3 1, 1 × 10−8 7, 3 × 10−3 9, 7 × 10−9

0, 001 10.000 211 2, 8 × 10−4 9, 0 × 10−10 7, 3 × 10−4 6, 5 × 10−9

0, 0001 100.000 1766 2, 8 × 10−5 4, 2 × 10−10 7, 3 × 10−5 4, 7 × 10−9

Tabela 4.4: Análise de estabilidade em função da discretização espacial para o caso com apro-
ximação hidrostática (∆t e ∆y constantes e ∆x = ∆z variáveis).

∆x (m) Nx tc (s) a b d CV (%)
2, 0 5 ≈ 0 5, 2 × 10−4 0 2, 9 × 10−3 1, 3 × 10−9

1, 0 10 3 9, 6 × 10−4 0 6, 7 × 10−3 2, 4 × 10−9

0, 5 20 14 2, 0 × 10−3 0 1, 2 × 10−2 4, 6 × 10−9

0, 25 40 152 3, 8 × 10−3 0 3, 5 × 10−2 1, 9 × 10−8

0, 125 80 1516 7, 8 × 10−3 0 0, 16 3, 5 × 10−8

Com relação ao dispêndio computacional, a simulação com aproximação hidrostática é re-

solvida mais rapidamente que a com aproximação não-hidrostática, sendo em média a propor-

ção de tsNH/tsH = 1, 53. De qualquer forma, é importante frisar que mesmo o código com

aproximação não-hidrostática necessite de um tempo de cálculo maior, ele é menos sensível à

variação da discretização espacial, podendo-se utilizar discretizações mais grosseiras, e conse-

quentemente, compensar o dispêndio computacional, além de fornecer resultados mais reais.



4.1. Verificação 59

Tabela 4.5: Análise de estabilidade em função da discretização espacial para o caso com apro-
ximação não-hidrostática (∆t e ∆y constantes e ∆x = ∆z variáveis).

∆x (m) Nx tc (s) a b d CV (%)
2, 0 5 ≈ 1 4, 7 × 10−4 0 1, 7 × 10−3 7, 3 × 10−8

1, 0 10 4, 5 1, 0 × 10−3 6, 9 × 10−9 3, 5 × 10−3 4, 3 × 10−9

0, 5 20 24 2, 8 × 10−3 1, 1 × 10−8 7, 3 × 10−3 9, 7 × 10−9

0, 25 40 188 6, 3 × 10−3 2, 4 × 10−8 1, 6 × 10−2 3, 3 × 10−8

0, 125 80 2403 1, 3 × 10−2 3, 1 × 10−8 5, 2 × 10−2 9, 6 × 10−8

4.1.2 Caso 2: Bacia Oscilante 3D

Com o caso da bacia oscilante tridimensional também se quer simular ondas lineares esta-

cionárias, semelhante ao caso anterior (Fig. 4.9). Esta é uma simulação para a verificação do

código através da comparação com os resultados de desníveis e velocidades do código apresen-

tado por Yuan e Wu (2004)[56] e de métodos analíticos.

Figura 4.9: Superfície livre inicial para a bacia oscilante 3D.

Uma bacia cúbica fechada com arestas L = 10m e com 8.000 células, ∆x = ∆y = ∆z = 0, 5m

é simulada com o passo de tempo de 0, 001s em um tempo de simulação de 30s. A superfície

livre inicial é descrita analiticamente por

η (x, y, t = 0) = Acos (kxx) cos
(
kyy

)
cos

(
2π

t
T

)
, (4.2)

onde T = 3, 01s é o período da onda, kx = π/Lx e ky = π/Ly são os números de ondas e

A = 0, 1m é a amplitude da onda. Para este caso, aproximações satisfatórias das velocidades
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orbitais são:

u =
Agkx

ω

cosh [k (h + z)]
cosh (kh)

sin (kxx) cos
(
kyy

)
sin (ωt) , (4.3)

v =
Agky

ω

cosh [k (h + z)]
cosh (kh)

cos (kxx) sin
(
kyy

)
sin (ωt) , (4.4)

w = −
Agk
ω

sinh [k (h + z)]
cosh (kh)

cos (kxx) cos
(
kyy

)
sin (ωt) , (4.5)

onde ω é a frequência angular da onda (rad/s) dada por

ω =
√

gk tanh (kH). (4.6)

Resultados

Se comparado com o resultado analítico dos desníveis, o modelo deste trabalho tem uma

defasagem acumulada na frequência de oscilação da onda de 0, 3s (1%) mais rápido do que o

resultado analítico, contra 0, 1s (0, 3%) de Yuan e Wu (2004)[56] (Fig. 4.10). O desnível oscila

entre 0, 095 e 0, 112 metros, sendo assim, os picos e vales máximos são bem representados.

Figura 4.10: Comparação entre a superfície livre dos resultados analítico, de Yuan e Wu
(2004)[56] e deste trabalho no ponto (x = 0, 25, y = 0, 25m).

As velocidades são apresentadas em três tempos diferentes: t = T/4 (0, 75s); t = T/2

(1, 50s); t = 3T/4 (2, 26s) (Fig. 4.11 à 4.14). Nota-se uma boa representação dos perfis de

velocidades pelo modelo, onde, certamente, parte do erro observado ocorre por causa da de-

fasagem na frequência de oscilação. De qualquer forma, para todas as velocidades o modelo

é representativo, tendo a pior verificação na velocidade vertical (w) em t = 1, 505s. Através
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destas comparações, o modelo apresentado por este trabalho é considerado como válido para

este caso.

Figura 4.11: O formato da superfície livre em três tempos diferentes.

Figura 4.12: Comparação entre as velocidades horizontais (u) dos resultados analítico, de Yuan
e Wu (2004)[56] e deste trabalho na aresta (x = 0, 25, y = 0, 25m, z).
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Figura 4.13: Comparação entre as velocidades horizontais (v) dos resultados analítico, de Yuan
e Wu (2004)[56] e deste trabalho na aresta (x = 0, 25, y = 0, 25m, z).

Figura 4.14: Comparação entre as velocidades verticais (w) dos resultados analítico, de Yuan
e Wu (2004)[56] e deste trabalho na aresta (x = 0, 25, y = 0, 25m, z).

Ordem de Grandeza dos Termos da Equação de N-S e Estabilidade

Com o intuito de identificar quais são os termos que mais afetam a solução do problema, foi

calculada a ordem de grandeza de cada termo da Equação de Navier-Stokes, já com a desagre-

gação das pressões (Eq. 2.15 à 2.17). Para isso são expostos os valores máximos (espaciais) de

cada termo da equação para os três tempos utilizados nas análises das velocidades (Tabela 4.6

à 4.8).

Os termos difusivos tem valores muito inferiores aos outros, podendo até serem despreza-

dos para este caso. Isso ocorre porque, o problema em questão não possui características de
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Tabela 4.6: Ordem de grandeza dos termos da Equação de N-S (m/s2) em x.

t (s)
∂u
∂t

u
∂u
∂x

v
∂u
∂y

w
∂u
∂z

g
∂η

∂x
∂q
∂x

υ
∂2u
∂x2 υ

∂2u
∂y2 υ

∂2u
∂z2

0, 752 4×10−2 4×10−3 3×10−3 6×10−3 4×10−2 4×10−2 8×10−7 8×10−7 7×10−7

1, 505 0, 315 3×10−4 2×10−4 4×10−4 0, 315 0, 305 2×10−7 2×10−7 2×10−7

2, 258 0, 110 3×10−3 3×10−3 5×10−3 0, 108 0, 105 8×10−7 8×10−7 7×10−7

Tabela 4.7: Ordem de grandeza dos termos da Equação de N-S (m/s2) em y.

t (s)
∂v
∂t

u
∂v
∂x

v
∂v
∂y

w
∂v
∂z

g
∂η

∂y
∂q
∂y

υ
∂2v
∂x2 υ

∂2v
∂y2 υ

∂2v
∂z2

0, 752 4×10−2 3×10−3 4×10−3 6×10−3 4×10−2 4×10−2 1×10−6 5×10−7 7×10−7

1, 505 0, 315 2×10−4 3×10−4 4×10−4 0, 315 0, 305 2×10−7 1×10−7 2×10−7

2, 258 0, 110 3×10−3 3×10−3 5×10−3 0, 108 0, 105 1×10−6 5×10−7 7×10−7

turbulência. Os termos convectivos também possuem valores pequenos, representando correta-

mente um problema de ondas lineares, mas já não podem ser desprezados. De forma clara, os

termos da pressão (hidrostática e dinâmica) e da variação temporal da velocidade são muito rele-

vantes. Assim, torna-se evidente a necessidade da representação das pressões não-hidrostáticas

para este tipo de problema. Com relação ao cálculo dos parâmetros relacionados à estabilidade

(Tabela 4.9), todos estão dentro dos intervalos estabelecidos (Item 2.7).

Tabela 4.8: Ordem de grandeza dos termos da Equação de N-S (m/s2) em z.

t (s)
∂w
∂t

u
∂w
∂x

v
∂w
∂y

w
∂w
∂z

∂q
∂z

υ
∂2w
∂x2 υ

∂2w
∂y2 υ

∂2w
∂z2

0, 752 6×10−2 8×10−3 8×10−3 2×10−2 8×10−2 1×10−6 8×10−7 9×10−7

1, 505 0, 411 5×10−4 5×10−4 9×10−4 0, 553 3×10−7 2×10−7 2×10−7

2, 258 0, 140 8×10−3 8×10−3 2×10−2 0, 131 1×10−6 8×10−7 1×10−6
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Tabela 4.9: Análise de estabilidade para o caso da bacia 3D com aproximação não-hidrostática.

∆t (s) Nt ts (s) a b d CV (%)
0, 001 30.000 494 3, 1 × 10−4 3, 1 × 10−4 1, 2 × 10−3 4, 9 × 10−9

4.1.3 Caso 3: Ondas Sequenciais Não-Lineares

O terceiro caso consiste na propagação de ondas não lineares em um reservatório longo.

Diferente dos casos anteriores, o desnível inicial é nulo e as ondas são induzidas pela variação

da velocidade horizontal, imposta na condição de contorno de entrada, à esquerda do domínio,

efeito semelhante a um batedor de onda. O reservatório é longo o suficiente para que as ondas

não encontrem o final do canal (à direita), não havendo assim reflexão. Este caso mostra se o

código é próprio para a propagação de ondas.

Os resultados das velocidades de determinada onda não linear são comparados com os re-

sultados analíticos obtidos através da Teoria da Função de Corrente das Ondas, calculados com

o software disponibilizado pela Universidade de Delaware, em http://www.coastal.udel.

edu/coastal/[19]. A Teoria da Função de Corrente das Ondas foi desenvolvida por Dean

(1965)[20] para analisar numericamente ondas totalmente não-lineares. O método calcula uma

solução para o problema de onda totalmente não-linear, envolvendo a Equação de Laplace com

duas condições não-lineares de superfície livre de fronteira (pressão constante, e uma restrição

de altura de onda) (Dalrymple, 1974)[18].

As características da simulação (Figura 4.15) são apresentadas na Tabela 4.10. A condi-

ção de contorno é utilizada para todos os contornos, sem ser o de entrada (à esquerda) que é

utilizada a Condição de Dirichlet.

Resultados

A velocidade aplicada inicialmente gera ondas de 0, 2038m de altura, 15, 5m de compri-

mento e 2, 96s de período. Estes valores de altura e período de onda são fornecidos como dados

de entrada para a Teoria da Função de Corrente de Ondas, resultando em um comprimento de

onda de 13, 7m (diferença cerca de 10%) (Fig. 4.16a). Para fins de comparação, são utilizados

os perfis de velocidades localizados em x = 15m, y = 1, 5m e entre 77 a 80s (um período).

São comparadas as velocidades horizontais e verticais fornecidas pela resolução analítica com

http://www.coastal.udel.edu/coastal/
http://www.coastal.udel.edu/coastal/
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Tabela 4.10: Características da simulação do Caso 3.

Características Valores Características Valores
∆t (s) 0, 001 ts (s) 80
∆x (m) 0, 50 Nx 600
∆y (m) 0, 20 Ny 5
∆z (m) 0, 50 Nz 14
C (m1/2/s) − Fluido Água
u(z) (m/s)

z
Lz

Acos(2πt/T ) v (m/s) 0

w (m/s) 0 A (m/s) 0, 02
T (s) 3 Condição de

Contorno
von Neumann

Figura 4.15: Configuração da simulação do canal e das condições de entrada do caso de ondas
sequenciais.

o modelo do presente trabalho através de hodógrafas (Fig. 4.16) e através dos perfis de veloci-

dades extremas (Fig. 4.17).

Nota-se uma boa aderência de todos os resultados do código com os analíticos. As hodó-

grafas (Figs. 4.16b, 4.16c e 4.16d) possuem erro médio de 0, 01m/s, porém nas Figuras 4.16b

e 4.16c estes erros são mais visíveis, pois são pontos de menores velocidades. Com estes resul-

tados, a verificação do código para a representação de ondas não-lineares é considerada como

adequada. A Tabela 4.11 representa as características de estabilidade da simulação.

Tabela 4.11: Análise de estabilidade para o caso das ondas sequenciais.

∆t (s) Nt ts (s) a b d CV (%)
0, 001 80.000 16.423 4, 3 × 10−4 0 2, 3 × 10−3 8, 6 × 10−9
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Figura 4.16: Comparação entre as alturas das ondas: a), e entre as hodógrafas: b) z = 1, 0m, c)
z = 3, 5m e d) z = 6, 5m.

Figura 4.17: Comparação entre o perfil das velocidades extremas: a) velocidade horizontal - u,
b) velocidade vertical - w.
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4.2 Validação

Na validação, deve-se identificar quais são os fenômenos que podem ser representados pelo

código. Assim, resultados experimentais de modelos físicos, com fenômenos bem definidos,

são comparados com os resultados do modelo numérico para validar a representatividade física

do código.

Com este intuito, os resultados de modelos experimentais de canal aberto com recircula-

ção, de canal fechado com obstáculo de fundo e outro com diferentes obstáculos de fundo são

comparados com o código apresentado no presente trabalho.

4.2.1 Caso 4: Propagação de ondas sobre uma barra

Beji e Battjes (1994)[3], no Laboratório de Hidráulica de Delft (Delft Hydraulics Labo-

ratory), construíram um modelo físico com o intuito de investigar a influência de uma barra

submersa na propagação de ondas superficiais. Neste experimento, em um canal com água e

profundidade de 0, 4m, um atuador do tipo pistão produz ondas no lado esquerdo do canal, com

período T = 2s e amplitude A = 1cm. As ondas passam sobre uma barra de 0, 3m de altura,

onde são deformadas, e logo depois são atenuadas por uma praia de dissipação, minimizando a

reflexão das ondas no lado direito do canal. Este experimento se tornou um dos mais utilizados

na validação de modelos não-hidrostáticos ([6], [13], [14], [16], [32], [51], [53], [54], [55] e

[56]). No presente trabalho, no lugar da praia de dissipação, é utilizada uma camada esponja

com comprimento li = 5m e coeficiente β = 0, 5 (Figura 4.18).

Figura 4.18: Geometria do canal experimental em escala distorcida e pontos de medição de
desnível.
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O estudo de Chen et al. (2003)[13] prova que a aproximação hidrostática não é realística

para este caso, fornecendo resultados dos níveis da superfície livre totalmente diferentes dos

dados medidos. Isto ocorre porque o código com aproximação hidrostática não é adequado

para representar os efeitos no escoamento provenientes da variação do fundo. Desta maneira,

para este trabalho, são apresentadas apenas as simulações do código com aproximação não-

hidrostática.

Para simular este experimento, o domínio computacional do mesmo tamanho que o experi-

mental, é discretizado com ∆x = ∆z = 0, 025m, = ∆y = 0, 25m, Nx = 1.080, Ny = 5 e Nz = 16.

Como condição de contorno na esquerda do domínio, a superfície livre forma uma onda com

amplitude de 1cm e com período de T = 2, 02s. Nota-se que o período utilizado no experimento

é de T = 2, 00s, porém, como o código possui um erro de defasagem na frequência, esta corre-

ção torna-se necessária, como utilizada por diversos autores ([6], [13], [16], [51], [53], [55]). O

passo do tempo escolhido para a simulação é ∆t = 0, 005s.

A simulação é realizada com as condições iniciais de velocidades e pressão dinâmica nulas.

A fricção de fundo é desconsiderada. No contorno a direita (final do canal) a Condição de Som-

merfeld é adotada. Nos outros contornos é considerada a Condição de von Neumann. Como

realizado por Beji e Battjes (1994)[3], são analisados os resultados dos desníveis nas distância

10, 5m (Estação 1), 12, 5m (Estação 2), 13, 5m (Estação 3), 14, 5m (Estação 4), 15, 7m (Estação

5) e 17, 3m (Estação 6) do eixo 0x ao longo do tempo.

Resultados

Na Figura 4.19 são mostrados os desníveis dos experimentos e os níveis da simulação deste

modelo. Nota-se que pequenas discrepâncias aumentam a partir da 5a Estação (x = 15, 7m),

já no final da rampa de declive. Portanto, quando o escoamento passa a rampa de declive, os

níveis deixam de acompanhar os dados experimentais. Efeito semelhante ocorreu em outros

trabalhos ([16], [51], [53], [55]). Outros autores ([6], [13], [32]) realizaram a mesma validação,

porém utilizaram dados atribuídos também a Beji e Battjes (1994)[3], mas diferentes dos dados

publicados no artigo aqui referenciado. Apenas Choi e Wu (2006)[14], Wang et al. (2009)[54] e

Yuan e Wu (2004)[56] obtiveram bons resultados com os dados apresentados por Beji e Battjes
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(1994)[3].

Figura 4.19: Resultados dos desníveis para o experimento e para o modelo a) estação 1 (10, 5m),
b) estação 2 (12, 5m), c) estação 3 (13, 5m), d) estação 4 (14, 5m), e) estação 5 (15, 7m), f)
estação 6 (17, 3m)

Mediante as diferenças nos resultados na bibliografia em relação aos modelos não-hidrostáticos

para este caso, torna-se necessário analisar mais detalhadamente qual é o motivo dos erro nos

resultados. A Tabela 4.12 representa as características da simulação, onde os parâmetros rela-

cionados à estabilidade estão dentro dos intervalos estabelecidos (Capítulo 2.8).

Tabela 4.12: Análise de estabilidade para o caso de propagação da ondas sobre uma barra.

∆t (s) Nt ts (s) a b d CV (%)

0, 005 10.000 4.465 3, 4 × 10−2 0 4, 4 × 10−2 4, 2 × 10−7
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4.2.2 Caso 5: Propagação de ondas sobre barras com diferentes configu-

rações

É proposto um problema de propagação de ondas sobre diferentes barras para analisar a in-

fluência do fundo na deformação das ondas. É avaliado para qual obstáculo o código representa

melhor, variando-se as rampas de aclive e declive dos obstáculos. Rosauro (1999) [47] analisa a

transformações de ondas na passagem sobre obstáculos de fundo, um experimento semelhante

ao de Beji e Battjes (1994) [3], onde são analisadas diferentes configurações do obstáculo de

fundo. A maior diferença é que as declividades do obstáculo no trabalho de Rosauro (1999) [47]

são mais pronunciadas do que as declividades utilizadas por Beji e Battjes (1994) [3]. Desta

forma, é possível avaliar qual inclinação do aclive e do declive o código consegue representar

adequadamente. Três configurações (C1, C2 e C3) dos obstáculos de fundo são simuladas (Fi-

gura 4.20). Semelhante ao caso anterior, no lugar da praia de dissipação, uma camada esponja

é considerada com li = 5m e β = 0, 5.

Para simular este experimento, o domínio computacional é discretizado com ∆x = 0, 025m,

∆z = 0, 02m, ∆y = 0, 20m, Nx = 800, Ny = 5 e Nz = 20. Como condição de contorno

na esquerda do domínio, a superfície livre forma uma onda com amplitude de 1, 4cm e com

período de T = 2, 38s. O passo do tempo escolhido para a simulação é ∆t = 0, 005s para

uma simulação de 85s. A simulação é realizada com as condições iniciais de velocidades e

pressões dinâmicas nulas e a fricção de fundo é desconsiderada. Condições de Contorno de von

Neumann são adotadas, exceto no contorno à direita onde é considerada a condição de saída de

fluxo. Como realizado por Rosauro (1999)[47], são analisados os resultados dos desníveis nas

distâncias 7, 2m (Estação 3), 8, 2m (Estação 4) e 9, 5m (Estação 5) do eixo 0x ao longo do tempo

para as configurações C1 e C2 e em 7, 2m (Estação 3), 8, 2m (Estação 4) e 11, 3m (Estação 5)

para a configuração C3.

Resultados

Na comparação dos resultados selecionados de Rosauro (1999)[47] com os das simulações

realizadas pelo código deste trabalho (Figuras 4.21, 4.22 e 4.23) para a Estação 3 todas as

configurações fornecem resultados semelhantes aos experimentais. Para a Estação 4, a C3, com
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Figura 4.20: Configuração do canal experimental, escala distorcida. a) C1, b) C2 e c) C3

os bancos em menor declividade, fornecem os resultados mais exatos. Já para a Estação 5

todos os resultados se aproximam aos resultados experimentais, sendo que no pico da onda a

C1 fornece o melhor resultado e nos vales a C3 é a que se destaca, demonstrando que existe

diferença na qualidade dos resultados dependendo da declividade da rampa, tanto de declive

quando de aclive.

Nota-se que a rampa de declive não desconfigura o resultado como no Caso anterior, mesmo

as rampas sendo mais inclinadas. De forma geral, todas as simulações fornecem bons resulta-

dos. O autor do presente trabalho acredita na necessidade de aperfeiçoar o código para pro-

blemas com fundos variados, principalmente quando esta variação ocorre de forma mais suave.

Uma das formas de efetivar esta melhora é variar a discretização espacial vertical de acordo

com o obstáculo.

Na Tabela 4.13 são apresentados os parâmetros de estabilidade das três configurações,
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Figura 4.21: Comparação entre o desnível experimental e deste trabalho para a configuração
C1: a) x = 7, 2m (Estação 3) , b) x = 8, 2m (Estação 4) e c) x = 9, 5m (Estação 5).

Figura 4.22: Comparação entre o desnível experimental e deste trabalho para a configuração
C2: a) x = 7, 2m (Estação 3) , b) x = 8, 2m (Estação 4) e c) x = 9, 5m (Estação 5).

Figura 4.23: Comparação entre o desnível experimental e deste trabalho para a configuração
C3: a) x = 7, 2m (Estação 3) , b) x = 8, 2m (Estação 4) e c) x = 11, 3m (Estação 5).
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podendo-se notar que os valores dos mesmos se encontram dentro do esperado.

Tabela 4.13: Análise de estabilidade para o caso da propagação da ondas sobre diferentes barras.

Conf. ∆t (s) Nt ts (s) a b d CV (%)
C1 0, 005 17.000 7.290 2, 9 × 10−2 0 3, 7 × 10−2 1, 8 × 10−6

C2 0, 005 17.000 7.045 5, 1 × 10−2 0 4, 9 × 10−2 1, 4 × 10−6

C3 0, 005 17.000 7.158 3, 9 × 10−2 0 4, 3 × 10−2 9, 9 × 10−7

4.2.3 Caso 6: Canal com cavidade de fundo e degrau

Diferente dos casos de validação anteriores, o sexto caso tem ênfase nas velocidades do es-

coamento, quando este passa por uma rampa de declive ou um degrau. Para isso, são utilizados

dados de experimentos de recirculação em canais abertos, publicados em 1980 pelo Laboratório

de Hidráulica de Delft [1]. São selecionadas as configurações com menor (F1), intermediária

(F2) e maior (F3) declividade de fundo (Fig. 4.24).

Figura 4.24: Geometria do canais e suas seções de medição (escalas distorcidas) para a) Confi-
guração F1, b) Configuração F2, c) Configuração F3.
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Como condição de entrada de fluxo (contorno a esquerda), utilizou-se a velocidade medida

na seção 1 para cada configuração. Já na direita foi considerada a condição de saída de fluxo,

também denominada de Condição de Radiação de Sommerfeld. Nos outros contornos é consi-

derada a condição de deslizamento livre. Os desníveis são forçados a zero em todo o domínio.

Os canais foram alongados virtualmente para evitar o efeito da onda de retorno até que as

velocidades nas seções de interesse se estabilizassem, e assim, evitando-se o retorno da onda.

Inicialmente se utilizou a camada esponja, porém não se obteve sucesso para as velocidades

destes experimentos.

A Tabela 4.14 apresenta as características de cada configuração utilizadas nas simulações. O

líquido simulado é a água. A diferenciação no Nx na configuração F3 é necessária porque esta

configuração forma uma recirculação mais acentuada necessitando de mais tempo para se esta-

bilizar. Todas as configurações reproduzem os dados e características apresentadas no relatório

dos experimentos [1]. O Número de Reynolds indica que se tratam de escoamentos turbulentos.

Tabela 4.14: Característica das diferentes configurações do Caso 6.

Características F1 F2 F3
∆t (s) 0, 01 0, 01 0, 01
ts (s) 100 100 100
∆x = ∆z (m) 0, 02 0, 02 0, 02
∆y (m) 0, 10 0, 10 0, 10
Nx (−) 1.000 1.000 2.500
Ny (−) 5 5 5
Nz (−) 20 20 20
C (m1/2/s) 37, 6 43, 8 43, 4
Alongamento Virtual (m) 14, 5 16, 1 42, 7
Re na entrada (-) 7, 4 × 104 7, 5 × 104 7, 6 × 104

Resultados

Como este é um caso de escoamento turbulento, um valor de viscosidade maior do que o

da água (υ = 1, 0 × 10−3m2/s) é adotado para todas as configurações, impondo uma dissipação

de energia nas simulações. Nas simulações de F1 (Fig. 4.25) os resultados são bons. Apenas

ao passar pela rampa de aclive os resultados do código não acompanharam os experimentais.
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Para a simulação de F2 (Fig. 4.26) os resultados também são bons na maioria dos aspectos.

A recirculação demonstrada na seção 4 não é acompanhada. Para a simulação de F3 os

resultados são bons em todas as medições e a recirculação é bem representada. Na Figura

4.28 são indicadas as linhas de corrente, onde para F1 e F2 são necessários mais testes com

diferentes viscosidades para aperfeiçoar os resultados.

Figura 4.25: Perfil de velocidade horizontal da configuração F1 em a) Seção 1, b) Seção 5, c)
Seção 7 e d) Seção 9.

A utilização de uma viscosidade maior que a real, se mostra em partes ineficiente para simu-

lar a dissipação de energia, devendo-se aperfeiçoar o presente código para melhor representar

escoamentos turbulentos. Para que isso seja possível é indicado acoplar um modelo de turbu-

lência ao presente. A análise da estabilidade das simulações é apresentada na Tabela 4.15 e

mostra que os parâmetros estão dentro dos limites esperados.

Tabela 4.15: Análise de estabilidade para o caso dos canais com recirculação com maior visco-
sidade.

Configurações ts (s) a b d CV (%)
F1 (t = 100s) 22.586 0, 28 0 1, 8 × 10−2 5, 0 × 10−6

F2 (t = 100s) 22.133 0, 28 0 2, 1 × 10−2 4, 5 × 10−6

F3 (t = 40s) 26.085 0, 24 0 1, 3 × 10−2 8, 9 × 10−7
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Figura 4.26: Perfil de velocidade horizontal da configuração F2 em a) Seção 1, b) Seção 4,
c)Seção 6 e d) Seção 9.

Figura 4.27: Perfil de velocidade horizontal da configuração F3 em a) Seção 1, b) Seção 3, c)
Seção 5 e d) Seção 7.
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Figura 4.28: Linha de corrente do escoamento para a) F1, b) F2, c) F3.

4.2.4 Caso 7: Propagação de ondas sobre um fundo com deformação cir-

cular

Neste caso é simulada uma propagação de ondas sequenciais com a intenção de analisar suas

deformações quando passam sobre uma deformação de fundo circular tridimensional. Como

comparação experimental é utilizado o experimento que Chawla apud Zijlema e Stelling, 2005

[57] elaborou.

Uma bacia com 22m de comprimento, 18, 2m de largura e 0, 45m de altura é simulada (Fig.

4.29). Ondas sequenciais são criadas na condição de contorno de entrada (à esquerda). Uma

parte de esfera é tida como a deformação de fundo e segue as Equações (x− 5)2 + (y− 8, 98)2 =

2, 572 definindo o fundo circular da deformação e z = −8, 73 +
√

9, 12 − (x − 5)2 − (y − 8, 98)2

definindo a altura da deformação que segue um padrão circular.

O domínio computacional é discretizado com ∆x = 0, 10m, ∆y = 0, 10m, ∆z = 0, 020m

exceto da superfície livre que ∆zM = 0, 025m , Nx = 220, Ny = 182 e Nz = 22. Como

condição de contorno na esquerda do domínio, a superfície livre forma uma onda com altura de

alt0 = 0, 118cm e com período de T = 1, 00s. O passo do tempo escolhido para a simulação



4.2. Validação 78

Figura 4.29: Configuração do caso 7 e suas seções de medição, escala distorcida.

é ∆t = 0, 005s para uma simulação de 40s. Esta é realizada com as condições iniciais de

velocidades e pressões dinâmicas nulas, a fricção de fundo é desconsiderada e condições de

von Neumann são adotadas, sem ser para o plano x = Lx, onde a condição de Sommerfeld é a

escolhida. São analisados os resultados dos desníveis nas seções transversais 6, 2m (seção AA),

7, 9m (seção BB) e 12, 3m (seção CC) (eixo 0x) e na seção longitudinal 9, 0m (seção DD) (eixo

0y) em t = 40s de simulação.

Resultados

A Figura 4.30 apresenta gráficos com a comparação entre as amplitudes adimensionalizadas

com a amplitude da onda inicial da simulações com as medidas experimentalmente para as três

seções transversais e uma seção longitudinal.

Para as Figuras 4.30a, 4.30b e 4.30d, os resultados mostram que as tendências da altura

da onda são acompanhadas para a maioria dos pontos. A amplitude da onda da simulação é
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Figura 4.30: Comparação entre os desníveis analítico e deste modelo para a) x = 6, 2m; b) x =

7, 9m, c) x = 12, 3m e d) b) y = 9, 0m.

levemente menor do que a experimental, provocando erros em todas as seções. A Figura 4.30c

apresenta os resultados que menos se ajustam. Por outra parte, há relativamente poucos pontos

experimentais por período de onda, impedindo uma conclusão maior nesta comparação. Estes

resultados mostram a necessidade da representação mais adequada das deformações de fundo,

como também observado no Caso 5.

A Figura 4.31 mostra a configuração da superfície livre, com a deformação da onda inci-

dente quando passa sobre o obstáculo, principalmente a partir das coordenadas horizontais do

centro da esfera (x = 5, y = 8, 98m). A presença do obstáculo de fundo gera uma perturbação

tridimensional na direção transversal, que é ampliada pela reflexão das ondas nas paredes y = 0

e y = Lz, assim como uma diminuição do nível médio.

A Tabela 4.16 representa os parâmetros de estabilidade do caso. Todos os parâmetros estão

dentro do esperado. Para este caso não é necessário o uso da camada esponja para evitar a re-
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flexão nas seções de medição. Teste alongando virtualmente a bacia para evitar a reflexão nos

resultados foram realizados e os mesmo resultados foram gerados. Isso ocorre porque as ondas

tem pequeno período e amplitude.

Figura 4.31: Desnível do Caso 7 em t = 40s, escala distorcida.

Tabela 4.16: Análise de estabilidade para o caso dos da propagação de ondas sobre um fundo
com deformação circular .

ts (s) a b d CV (%)
56.385 6, 6 × 10−3 3, 7 × 10−3 7, 0 × 10−2 2, 3 × 10−7

4.3 Caso 8: Emissário Submarino

Foi escolhido um caso hipotético, que consiste em um emissário simulado por um cilindro.

A ideia é observar quais são as características do escoamento para determinada situação, e não
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de verificação ou validação. Duas situações são apresentadas: a primeira considera uma lâmina

de água do escoamento de 7, 2m, e a segunda é uma lâmina de 3, 6m (Figura 4.32).

Figura 4.32: Configuração do caso hipotético e seções de medição para: a) E1: Situação com
7, 2m de profundidade b) E2: Situação com 3, 6m de profundidade.

Para simular tal situação, é considerado que a corrente corre perpendicularmente ao emis-

sário a uma velocidade máxima de 0, 2m/s. O emissário é representado por um cilindro com

diâmetro de 2, 4m e comprimento de 5m, está apoiado no fundo e é transversal à direção princi-

pal do escoamento. As características de cada caso são apresentadas na Tabela 4.17. O líquido

simulado é a água. No contorno de entrada (esquerda) são consideradas velocidades permanen-

tes, respeitando as Equações u(z) = 0, 2
z

Lz
(m/s); v = 0 m/s e w = 0 m/s. Já nos contornos de

saída (x = Lx) e laterais (y = 0 e y = Ly) é considerada a condição de radiação de Sommerfeld.

Nos contornos restantes são consideradas condição de von Neumann. As velocidades dentro

cilindro são consideradas nulas para representar a estrutura sólida.
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Tabela 4.17: Característica das diferentes configurações do caso do emissário submarino.

Características E1 E2
∆t (s) 0, 001 0, 001
ts (s) 30 30
∆x = ∆y = ∆z (m) 0, 40 0, 40
Nx (−) 100 100
Ny (−) 40 40
Nz (−) 18 9
C (m1/2/s) 50 50

Resultados

Os resultados dos campos de velocidades das duas configurações deste caso nos planos

y = 4, 5 e y = 6, 0m são representadas pelas Figuras 4.33 e 4.34. O emissário modifica o

escoamento e sua presença ainda é percebida a pelo menos 1 metro de distância, no plano

y = 6, 0m. Quanto maior é o emissário, em relação à altura da coluna de água, maior são essas

mudanças no escoamento. No plano z = 1, 2m (Figura 4.35), o escoamento também é mais

alterado quando se tem uma coluna de água menor. Para os dois casos, ocorre uma área de

recirculação logo após o emissário. Ainda, a Figura 4.35 mostra que a uma distância de 1m do

conduto na direção y, para o caso com a maior altura de coluna de água, a velocidade é quase

que paralela ao escoamento imposto inicialmente, diferente do caso com a menor altura da água

onde o escoamento é fortemente não paralelo. Em ambos casos, aprecia-se uma aceleração do

escoamento na região próxima ao emissário.

Figura 4.33: Resultados dos campos de velocidades no plano y = 4, 5m em: a) E1 e b) E2

Figura 4.34: Resultados dos campos de velocidades no plano y = 6, 0m em: a) E1 e b) E2
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Figura 4.35: Resultados dos campos de velocidades no plano z = 1, 2m em: a) E1 e b) E2.

O escoamento em torno do conduto é influenciado pela espessura da lâmina de água sobre

o mesmo. Observa-se que, para a maior lâmina da água (E1, Figura 4.36), a deformação da

superfície livre ocorre quase que bidimensionalmente (Figura 4.38a) e para o caso de menor

lâmina (E2, Figura 4.37) ocorre uma deformação tridimensional (Figura 4.38b). Ainda, a vari-

ação do desnível é maior para o caso E2, apresentado gradientes mais acentuados do que para

o caso E1. Com este teste, identifica-se o potencial do código para simular escoamentos com

superfície livre com geometrias de fundo complexas. A Tabela 4.18 apresenta os parâmetros de

estabilidade deste caso, os quais se encontram na faixa de valores dos outros casos.

Tabela 4.18: Análise de estabilidade para o caso de Emissário Submarino.
Configurações ts (s) a b d CV (%)

E1 7.166 6, 5 × 10−4 2, 1 × 10−4 2, 9 × 10−4 3, 0 × 10−7

E2 2.445 5, 7 × 10−4 3, 4 × 10−4 2, 2 × 10−4 3, 0 × 10−7

Figura 4.36: Desníveis nos planos y = 4, 5 e y = 6, 0 para E1
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Figura 4.37: Desníveis nos planos y = 4, 5 e y = 6, 0 para E2

Figura 4.38: Desníveis em: a) E1 e b) E2 (escala distorcida).



Capítulo 5

Conclusões e Recomendações

5.1 Conclusões

No presente trabalho foi apresentado um código numérico tridimensional para simulação de

escoamentos com superfície livre utilizando um método para calcular as pressões dinâmicas.

Para isso, resolveram-se numericamente as Equações da Continuidade (2.1) e de Navier-Stokes

(2.2, 2.3 e 2.4), com um método semi-implícito em diferenças finitas, com passo de tempo fraci-

onado em dois subpassos. No primeiro subpasso se calcula um primeiro campo de velocidades

e desnível, considerando que a pressão varia de forma hidrostática, e no segundo subpasso se

calcula a pressão dinâmica e sua influência na velocidade e no desnível.

O código foi verificado para três casos com dados analíticos e numéricos e validado para

quatro casos com dados experimentais. Além disso, foi simulado um caso hipotético que repre-

senta, de forma esquemática, uma configuração de emissário submarino. Nenhum problema de

estabilidade foi encontrado nos resultados que se mostraram adequados.

O primeiro caso, uma onda linear bidimensional confinada em uma bacia com tamanho

igual à metade do comprimento de onda, foi simulada para a verificação. O código com apro-

ximação não-hidrostática obteve melhores resultados do que o com aproximação hidrostática,

principalmente quando se compara a frequência do fenômeno.

Ainda no primeiro caso, foram analisadas as variações dos resultados alterando a discretiza-

ção espacial e temporal de ambas as aproximações. Os resultados mostraram que o desempenho

dos códigos não mostraram diferenças relevantes quanto à variação do intervalo de tempo. Já

85
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para a discretização espacial, o modelo não-hidrostático apresentou melhores resultados com

malhas mais grosseiras que as usadas no código hidrostático. O código hidrostático leva cerca

de 65% menos de tempo de processamento que o código não-hidrostático para a mesma simu-

lação, mas não fornece resultados que ajustem satisfatoriamente ao dados analíticos.

No segundo caso foi simulada uma onda linear tridimensional. As comparações entre re-

sultados analíticos e numéricos do trabalho de Yuan e Wu (2004)[56] com o presente trabalho,

mostraram-se satisfatórias quanto aos níveis. Os resultados apresentaram uma pequena defasa-

gem no período da onda que, acumulada ao longo de 30s simulados, foi de 0, 3s. As distribui-

ções das velocidades também foram analisadas e observaram-se bons resultados. Ainda, foram

calculados os valores de cada termo da equação de Navier-Stokes, demonstrando que as escalas

estavam de acordo com a teoria e se observou a relevância do termo da pressão dinâmica, que

se mostrou como um dos mais importantes.

No terceiro caso da verificação, foi simulada a propagação de uma onda não linear e com-

parada com resultados analíticos, obtidos com a Teoria da Função de Corrente. A comparação

das hodógrafas revelou bons resultados, mas houve um erro no comprimento da onda da ordem

de 10%.

O processo de validação do código se inicia no quarto caso. Este consiste na propagação de

uma onda sobre uma barra, como no experimento de Beji e Battjes (1994)[3], o qual é ampla-

mente utilizado na validação de códigos de escoamentos com superfície livre. A deformação

da onda foi bem representada na região de aclive, na rampa e no início da rampa de declive.

Mais a jusante, próximo ao fim da rampa de declive, os resultados não acompanharam os dados

experimentais de forma satisfatória.

O quinto caso foi proposto para identificar como as declividades das rampas, principalmente

a de declive, influenciam nos resultados. Para isso, três configurações do experimento realizado

por Rosauro (1999)[47] foram simuladas para a validação. Para todas as três configurações

simuladas, o código apresentou resultados muito satisfatórios. Contrariamente aos resultados

obtidos no caso anterior, na rampa de declive foi verificada uma muito boa aderência aos dados

experimentais.

No sexto caso, para avaliar os efeitos de recirculação do modelo, três configurações de
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canais com cavidades referentes aos experimentos realizados pelo Laboratório de Hidráulica

de Delft (1980)[1] foram simulados. Estes experimentos envolvem escoamentos turbulentos,

mas mesmo assim decidiu-se em simulá-los para identificar até onde o código poderia ser vá-

lido nestes casos. Com a finalidade de levar em conta os efeitos dissipativos da turbulência,

considerou-se uma viscosidade maior que da água (υ = 1, 0× 10−3m2/s). As velocidades do es-

coamento calculadas foram satisfatórias, inclusive para os resultados sobre a rampa de declive.

No sétimo caso, propagações de ondas sobre o casco de uma esfera foram simuladas. Esta

validação também refere-se à deformação de ondas, porém agora para casos tridimensionais e

com uma geometria mais complexa no fundo. O código acompanhou as tendências da defor-

mação da onda, porém a amplitude das ondas foi menor do que as medidas no modelo experi-

mental. Nota-se uma piora nos resultados após a passagem da onda pela deformação de fundo.

Assim, acredita-se que, para realizar esta simulação, é necessário aumentar o número de pontos

da malha.

O oitavo caso simulado se refere a uma situação hipotética de um emissário submarino.

Duas diferentes configurações foram testadas, variando a espessura da lâmina de água sobre

o emissário. O código se mostrou adequado para as simulações mostrando as tendências do

escoamento com a presença do emissário. A espessura da lâmina da água modificou bastante a

influência do emissário no escoamento.

5.2 Recomendações

O código ainda possui diversas limitações que podem ser eliminadas ou minimizadas sem

recorrer a grandes modificações. Entre elas, podem-se citar:

• Aperfeiçoar os cálculos nas células da superfície livre, permitindo que o desnível seja

maior do que o tamanho vertical destas células (∆zi, j,Nz) e abranja várias células na verti-

cal.

• Aperfeiçoar os cálculos nas células da superfície de fundo, permitindo que geometrias

complexas possam ser simuladas.
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• Adequar a camada esponja para casos com velocidades mais altas e definir uma relação

ideal entre comprimento da camada esponja e seu coeficiente para cada situação (dimen-

são do canal e velocidade do escoamento).

Ainda, para aperfeiçoar a performance do código, pode ser levado em consideração:

• Aperfeiçoar os cálculos nas células do fundo, permitindo que a variação do fundo modi-

fique o tamanho das células.

• Utilizar outro Método Iterativo mais eficiente do que o Método do Gradiente Conjugado.

Por fim, para abranger as possíveis aplicações do código, em trabalho futuros podem ser

desenvolvidos pontos como:

• Acrescentar a variação da massa específica do fluido.

• Acoplar um modelo de turbulência.

• Adicionar cálculo para simular o movimento, transporte e depósito de sedimentos e ero-

são.

• Adicionar uma função do tipo wet-dry, que permite que as células possam passar de secas

a molhadas e vice-versa.
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