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KRETSCHMER, A. Otimizacdo Topologica de Trelicas com Restricdo de Flambagem
Linearizada. 2014. 25 p. Monografia (Trabalho de Conclusdo do Curso em Engenharia
Mecéanica) — Departamento de Engenharia Mecéanica, Universidade Federal do Rio Grande do
Sul, Porto Alegre, 2014.

RESUMO

Este trabalho apresenta uma metodologia para realizar a otimizagdo topologica de
trelicas. O objetivo dessa otimizagcdo € reduzir o volume da estrutura, tendo como variavel de
projeto a area da secado transversal dos elementos, e como restricbes, a carga critica de
flambagem global da trelica e a carga critica de flambagem local das barras. Para a restricdo
de flambagem global, considerou-se apenas a carga critica correspondente ao primeiro modo
de flambagem. A metodologia consiste em realizar a andlise estatica da estrutura, resolver o
problema de flambagem global, através do calculo de autovalores e autovetores, obter a
sensibilidade da fun¢&o objetivo e das restricdes, por métodos analiticos, e, por fim, otimizar a
estrutura empregando um método iterativo. Para aplicar a metodologia proposta, é feito um
programa que realiza a otimizagdo da estrutura utilizando programacéo linear sequencial
(SLP). O programa é testado para dois casos distintos, e os resultados demonstram que a
metodologia aplicada permite a obtencdo de estruturas com volumes consideravelmente
reduzidos e que satisfazem as restrigdes.

PALAVRAS-CHAVE: otimizacdo topologica, flambagem global, flambagem local, trelicas,
programacao linear sequencial (SLP).

KRETSCHMER, A. Topology Optimization of Trusses with Linear Buckling Constraints.
2014. 25 p. Monografia (Trabalho de Conclusdo do Curso em Engenharia Mecéanica) —
Departamento de Engenharia Mecanica, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto
Alegre, 2014.

ABSTRACT

This work presents a methodology for topology optimization of trusses. The
optimization’s objective is to reduce the structure’s volume, with the cross sectional area of the
bars as problem variables, and the critical loads of global buckling and local buckling as
constraints. For the global buckling constraint, only the first buckling mode load is considered.
The methodology consists in doing the static analysis, solving the global buckling problem, by
the calculation of eigenvalues and eigenvectors; obtaining the objective function and constraints
sensitivities, by analytic methods, and finally, optimizing the structure, using an iterative method.
A code is made to apply the proposed methodology, and it solves the structure optimization
using sequential linear programming (SLP). The code is tested for two cases, and the results
show that the applied methodology leads to a highly reduced volume structure which satisfies
the constraints.

KEYWORDS: topology optimization, global buckling, local buckling, truss, sequential linear
programming (SLP).
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1. INTRODUCAO

Os projetos de engenharia buscam as solu¢gbes mais apropriadas para os diversos
problemas propostos. O projeto deve buscar a solucdo que possua a melhor relacdo custo-
beneficio, de acordo com os atributos desejaveis.

A otimizacdo é uma area que atua na minimizacdo ou maximizacdo de um ou mais
parametros, chamados de fun¢des objetivo do problema. Para tanto, alguns paréametros de
projeto devem ser pré-estabelecidos. Com uma configuracdo geral ja definida, definem-se as
variaveis de projeto, das quais a funcdo objetivo é obrigatoriamente dependente. Existem,
ainda, as restri¢cdes do problema, que delimitam os intervalos em que as variaveis de projeto
podem se situar.

De acordo com Silva, 2009, uma das areas da engenharia em que a otimiza¢ao tem
sido intensivamente estudada desde o século XIX é a area de otimizacdo estrutural. Em geral,
esses problemas de otimizagdo envolvem a redugcdo do volume da estrutura, que pode ser
entendido como reducdo de custo. Porém, € importante ressaltar que a diminuicdo da
guantidade de material empregado nem sempre implica custos menores, pois o0 célculo deste
também esta atrelado a custos do processo de fabricacdo dos elementos, perfis, juntas,
materiais empregados, etc. Portanto, mesmo que o custo cres¢ga conforme aumenta o volume
de material utilizado, os demais fatores ja citados podem fazer com que a otimizagao estrutural
tenha um impacto negativo no custo final de um projeto. Entretanto, diversos projetos de
estruturas visam a busca pelo menor peso possivel, e na maioria dos casos a redu¢éo do custo
final é significativa.

As restricbes em problemas de otimizagdo estrutural variam muito de acordo com o
caso. Um portico, por exemplo, poderia ser avaliado pela tenséo atuante em cada uma de suas
vigas, ou entdo com a flexibilidade da estrutura. Se os esforcos fossem compressiveis, a
flambagem poderia ser mais importante. Isso ressalta a relevancia da determinacdo dos
esforcos no pré-projeto, a fim de que o engenheiro escolha o método de otimizacdo e as
restricdes mais aplicaveis ao problema.

Neste trabalho é feita a otimizacdo de trelicas, buscando-se o volume minimo da
estrutura, tendo como restricdo a flambagem global. Primeiramente, a estrutura € resolvida
para o0 caso estético, através da solucéo das equacdes de equilibrio. Em seguida, calculam-se
as cargas e os modos de flambagem, solucionando o problema de autovalores e autovetores
generalizado. Por fim, é feita a otimizacdo das areas, utilizando a programacédo linear
sequencial.

2. OBJETIVOS

Este trabalho tem como objetivo abordar uma metodologia para realizar a otimizagao
topoldgica de estruturas do tipo trelica, reduzindo seu volume final, e tendo como restricdes as
cargas criticas de flambagem local e global.

A otimizacéo é realizada pelo método da programacdao linear sequencial. Para isso, é
elaborado um programa que faca a analise estatica, o célculo de flambagem e por fim otimize a
estrutura.

A metodologia é testada para dois casos distintos. No primeiro deles, a estrutura
suporta uma carga menor do que a carga critica correspondente ao primeiro modo de
flambagem, e o volume final é reduzido a cada iteragdo durante o processo de otimizacao. J&
no segundo caso, parte-se de uma estrutura cuja resisténcia a flambagem esteja abaixo dos
esforcos aplicados, e o volume aumente a cada iteracdo, até a trelica atingir a resisténcia a
carga critica correspondente ao primeiro modo de flambagem.

Ainda dentro desses casos, deseja-se confirmar a restricdo a flambagem local, isto é,
obter a0 menos um elemento no qual a reducéo area da secdao transversal seja limitada pela
flambagem local.



3. REVISAO BIBLIOGRAFICA

Haftka, 1985, aplicou o célculo do gradiente por diferencas finitas, com modificacfes
para melhorar os resultados, em conjunto com a programacado linear sequencial. S&o
apresentados resultados para estruturas do tipo trelica. Adelman e Haftka, 1986, analisaram a
sensibilidade para estruturas discretas. As derivadas sdo usadas para determinar a direcdo em
gue a solucdo 6tima se encontra, e sua utilizacdo reduz o custo computacional. A publicacéo
abordou a sensibilidade a deslocamento e tenséo, sensibilidade de autovalores e autovetores,
respostas transientes e projeto de estruturas otimizadas com relagcdo aos parametros de
projeto. O gradiente foi calculado por diferencas finitas e método analitico. A derivada dos
autovalores e autovetores foi feito para autovalores simples e duplos (autovalores que
possuem mais de um autovetor associado).

Tseng e Lu, 1990, realizaram a otimizagdo estrutural utilizando multiplas funcdes
objetivo, para diversas variaveis de projeto. As restricbes consideradas foram de tensao,
deslocamento, frequéncia natural e flambagem. Essas restricdes, em alguns casos, foram
utilizadas como func¢des objetivo, o que gerou problemas complexos.

Outra publicacéo relacionada a derivadas de autovalores e autovetores foi feita por
Wang, Huang e Zhang, 1993, na qual o método foi desenvolvido para estruturas discretizadas,
e a frequéncia natural ou modo de flambagem é maximizado. Godoy, Taroco e Feijoo, 1994,
fizeram a andlise de sensibilidade para problemas de vibragédo e de flambagem, calculando a
primeira e segunda ordem das derivadas. Considerou-se apenas a existéncia de autovalores
simples. Lin, Wang e Lim, 1996, desenvolveram o estudo da derivada de autovalores e
autovetores, também considerando apenas autovalores simples.

Achtziger, 1999, publicou um artigo dividido em duas partes. Na primeira parte, é
desenvolvida uma metodologia que faz a otimizagéo topoldgica de uma trelica, submetida a
restricbes de tensdo e estabilidade local. Neste trabalho, concluiu-se que a restricdo de
flambagem é complexa, pois a forca no elemento depende das variaveis de projeto. No
segundo artigo, resolve-se o mesmo problema, utilizando restricdes de tenséo, flambagem local
e esbeltez.

Guilherme, 2000, desenvolveu uma metodologia que realiza a otimizac&o de trelicas e
pérticos com restricdes de flambagem e flexibilidade. O gradiente para a flambagem é obtido
pelo método analitico, para os casos de autovalores simples e duplos, e o gradiente para
flexibilidade é obtido a partir do trabalho externo. A otimizacédo € feita utilizando programacao
linear sequencial. S&o apresentados resultados para diversas configuragdes de estruturas.

Martins, 2011, realizou a otimizacdo de trelicas planas, na qual minimiza o peso da
estrutura, tendo como restri¢cdes tenséo, flexibilidade, ou tenséo e flambagem local juntas.

4. METODOLOGIA
4.1. Andlise estatica

Neste trabalho, sdo analisadas estruturas do tipo trelica. Essas estruturas sao
compostas por elementos de barras, nos quais atuam somente esforcos normais. Por uma
guestdo de simplicidade, adotou-se uma andlise bidimensional, apesar da metodologia ser
perfeitamente aplicada a estruturas tridimensionais. Cada elemento da trelica € conectado a
dois nés, aos quais estao associados deslocamentos nas dire¢cfes horizontal e vertical, e sobre
0S quais podem atuar cargas nodais.

A primeira etapa em um célculo estrutural € a definicdo da geometria, que se inicia pela
enumeracao dos nds, e a definicdo de suas coordenadas espaciais com relacdo a um sistema
global de referéncia. Em seguida, é feita a definicdo dos elementos, que se da por sua
enumeracgao e suas conectividades, ou seja, definicdo dos nds pertencentes a cada um dos
elementos. A cada elemento esta associado um sistema local de coordenadas, com origem
situada no primeiro n6 fornecido nas conectividades, um eixo axial e outro perpendicular ao
elemento.
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A andlise estatica é feita pelo método da rigidez, através do qual é representado
matricialmente o comportamento de cada um dos elementos, para dessa forma relacionar as
forcas atuantes no sistema com os deslocamentos nodais. Tais deslocamentos correspondem
a incognita do problema. A matriz que representa esse comportamento € chamada de matriz
de rigidez do elemento. Ao relacionar as rigidezes dos elementos entre si, de acordo com sua
orientacdo espacial e suas conectividades, é obtido o comportamento de toda a estrutura,
representado pela matriz de rigidez global do sistema. Essa matriz constitui 0 conjunto de
equacdes que relacionam forga a deslocamento, e permite a solu¢do do problema estético.

Outros pardmetros de entrada do problema seriam as propriedades do material, que
sera considerado elastico linear isotropico (portanto, para essa analise, somente 0 modulo de
elasticidade é relevante), a secdo transversal das barras (de onde se obtém a area e o
momento de inércia), as vinculagdes impostas nos nds (deslocamentos prescritos) e as forcas
aplicadas nos nos.

Por ser universalmente conhecida, a dedugéo da matriz de rigidez do elemento de barra
€ apresentada no Anexo |.

O problema estrutural é resolvido pelo método dos elementos finitos através da solugdo
do sistema dado por

f=Ku, (4.2)

onde f & o vetor de for¢cas nodais, K € a matriz de rigidez global da estrutura e u é o vetor de
deslocamentos nodais.

Com isso, é obtida a solucdo dos deslocamentos nodais. Os deslocamentos permitem
calcular as novas coordenadas do sistema, obtendo assim a configuragdo da estrutura
deformada. Também é possivel a determinacdo do alongamento das barras e suas
deformagdes infinitesimais. Pela Lei de Hooke, pode-se relacionar a deformagcdo com a tenséo
atuante na barra, através do médulo de elasticidade (E), e, por fim, multiplicar a tensdo pela
area da barra para obter a as forcas axiais atuantes em cada elemento. Este método de
obtencdo dos esforgos internos, no entanto, gera alguns erros numericos, pois inicialmente é
feita a soma de um valor pequeno (deslocamentos nodais) com um valor muito maior
(coordenadas nodais), e assim se perdem alguns digitos de precisao.

Para calcular as forgas axiais nas barras, utiliza-se a equacéo 4.1, porém ao invés de
utilizar os vetores completos de forga e deslocamento, e a matriz de rigidez global da estrutura,
faz-se, para cada elemento

fi1 1 0 -1 0 11
fiz _AE|[ 0 O 0 0]|41z
=T |1 0 1 of|ual (4.2)
faz 0 0 0 04Uz

cujos indices correspondem ao no e direcao.

As forgas obtidas com a equacgao 4.2 sdo somadas vetorialmente, resultando na forga
axial do elemento. Dividindo esses valores pela area, obtém-se a tensdo. Por esse método, 0s
erros mencionados anteriormente sao reduzidos.

4.2. Flambagem global

As equacOes presentes nas secOes anteriores sdo validas para deformagdes
infinitesimais. Se as deformac¢fes deixarem de ser negligenciaveis, o equilibrio deve ser
analisado para a configuracdo deformavel. Além disso, a andlise de deformagdes finitas deve
ser usada para analisar flambagem de estruturas (Gavin, 2012). As deformacfes fazem
aparecer na estrutura um segundo tipo de rigidez, chamada de rigidez geométrica. A deducéo
da matriz de rigidez geométrica consta no Anexo Il.

O célculo da flambagem é um problema de autovalores e autovetores, dado por
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(K — AG)w =0, (4.3)

para o qual K é a matriz de rigidez, G € a matriz de rigidez geométrica da estrutura, A € 0
autovalor, que representa a carga critica de flambagem, e w € o autovetor, correspondente ao
modo de flambagem.

Cada um dos autovalores obtidos esta associado a um dos autovetores, e corresponde
a carga critica de um determinado modo de flambagem. De forma simples,

(K—A4,G)w, =0 i=12..,n, (4.4)
onde o indice i indica o modo de flambagem, e n é o nimero total de modos de flambagem.
4.3. Anadlise de sensibilidade

O célculo da sensibilidade consiste na solucdo das derivadas das restricdes em relacdo
a variavel de projeto. A partir do valor desse gradiente, é determinada a direcdo a ser seguida
pela variavel de projeto, durante o processo de otimizagao.

No presente trabalho, as restricdes consideradas sao as cargas criticas de flambagem
global e local, e, portanto, sdo calculadas as derivadas dessas duas restricoes. A sensibilidade
€ obtida pelo método analitico e por diferencas finitas.

4.3.1. Derivada da funcéo objetivo

A func&o objetivo é o volume. E escrita em funcéo da variavel de projeto, area, como
V=3%72 A0, (4.5)

onde n. € 0 nUmero de elementos, A, representa a area, e I; 0 comprimento do elemento.
A sensibilidade pode facilmente ser calculada como

LA
oa, (4.6)

4.3.2. Gradiente para a flambagem global

O gradiente para a carga critica de flambagem global foi calculado apenas para o
primeiro modo de flambagem.

4.3.2.1. Método analitico

Os célculos analiticos de sensibilidade foram baseados nos resultados de Godoy e
Feijoo, 1994, e Haftka e Girdal, 1992.

Considerando-se o0 problema de autovalores generalizados, para cada elemento da
estrutura

(K- AG)w =0, 4.7)

onde K € a matriz de rigidez, G é a matriz de rigidez geométrica, w € o autovetor (modo de
flambagem) e A1 € o autovalor (carga critica de flambagem). Ambas K e G séo simétricas.

A realizacdo da derivada exige diversas operagdes matematicas, conforme
demonstradas por Guilherme, 2000. Essa deducé&o pode ser vista no Anexo |l

A expressao que calcula a derivada é apresentada a seguir:
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di wt 9K w

— a4
a4 wicw ' (4.8)

da qual é possivel normalizar o denominador, conforme descrito por Manickarajah e Steven,
em 1998, para que este seja um valor unitario. Logo

T W W (4.9)

4.3.2.2. Diferencas finitas

O método de obter a derivada de autovalores por diferencgas finitas € bastante simples e
de facil implementacdo. Consiste em incrementar um determinado passo a variavel de projeto,
recalcular o valor da restricéo, e dividir a diferenca nesse resultado pelo incremento. Apresenta-
se da seguinte forma:

L _ AA _ A(A+AA)- A (4)
dA  AA AA '

(4.10)

A desvantagem desse método é o alto custo computacional, pois a sensibilidade &
calculada para variagdes de area de cada elemento da estrutura. Isso faz com que o algoritmo
gue calcula os autovalores seja executado um namero de vezes igual ao nimero de elementos.
Porém, ainda constitui um método valido para verificar o método analitico.

Outro problema que pode ocorrer € no tamanho de passo (AA) selecionado. Por ser um
método derivado da série de Taylor, para o qual os termos de maior ordem séo negligenciados,
passos muito grandes geram erro na aproximacgdo. Se 0 passo for pequeno, 0s erros sao
decorrentes das opera¢gdes numéricas.

4.3.3. Gradiente para a flambagem local
4.3.3.1. Derivada da carga critica de flambagem

Arestricdo para a carga critica de flambagem em cada elemento é definida por
—f. = P, _, (4.11)

onde f, é a for¢a atuante no elemento, com sinal trocado a fim de tornar a forga positiva quando
0 membro estd sob compresséo, e Pcr, € a sua carga critica de flambagem de Euler. Essa
carga é dada por

T2 Eglg
Pcrg 1?2 (4.12)
na qual E. € o médulo de elasticidade do material, 7= 0 momento de inércia de area e L. € 0
comprimento do elemento.
A sensibilidade é calculada em relacdo as areas de todos os elementos da estrutura,
conforme visto em Martins, 2011. Fazendo a derivada da carga critica de um elemento e em
funcéo da area de um elemento J tem-se

OFcre _ M Eg 0l (4.13)
BA; L, 84; '
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onde todos os termos exceto 0 momento de inércia independem do valor da area, portanto
foram tirados da derivada. O momento de inércia pode ser escrito como uma fungéo da area

I,= BA_, (4.14)
na qual se quer encontrar 8. O momento de inércia de uma sec¢dao circular tubular € dado por

4_ 14
I, =) (4.15)
64

onde D é o didmetro externo e d o diametro interno. Neste trabalho, considera-se o diametro
interno como uma fragao do didmetro externo, dada por

d= aD, (4.16)

Utilizando a equagéo 4.16, o momento de inércia pode ser reescrito como

I ="2(1-a
e =, (1—a) (4.17)

A area da secdo transversal é calculada por

z_ gz
4,= ") " ) (4.18)

na qual pode-se substituir a relagéo dada por 4.16, resultando em

T

A, = fz (1—a?), (4.19)

Substituindo as equacbes 4.19 e 4.17 na equacédo 4.14, e fazendo-se as devidas
simplificacdes, tem-se

D2 (1-a™y
b= 6 (1) (4.20)
Portanto, reescreve-se o momento de inércia como
DZ (1—a*)
= — A, (4.22)

g 16 (1-a*) ¢

A equacéo 4.21 ainda depende do diametro externo, mas se quer apenas em fungcao da
area. Para isso, isola-se 0 didmetro externo da expressdo da area, o que apds algumas
simplificagdes resulta em

_ A (1+a®)
= (4.22)
gue pode finalmente ser derivada em funcéo da area, resultando em
a1, Ag (1+a®) 84,
= (4.23)

84;  2m (1-a?) 84,



Voltando a equacgéao 4.13, tem-se

8P,  TE Ag (1+a®) 84,
84;  2Lg° (1-a?) d4;’

(4.24)

cujo termo JdA./0A; SO existe quando e = j, e tem valor unitario. Se e # j, a derivada vale 0. Isso
significa que a carga critica de flambagem de um elemento s6 depende de sua propria area,
como ja era esperado.
4.3.3.2. Derivada da for¢a interna
A alteracdo nas areas dos elementos também tem influéncia nas tensfes de toda a
estrutura. Portanto, torna-se necessario o céalculo do gradiente das cargas internas das barras
em relacdo as areas dos membros. Esse calculo é extenso, e por esse motivo é apresentado

no Anexo V.
A expressao final para calcular a sensibilidade da forga interna €

e _g5 o e 1 2K
s = 0uQo g Hot+ QK HK™ Zou. (4.25)

4.4, Otimizagao topologica

Para definir o problema de otimizacdo estrutural, € necesséario que se definam as
variaveis de projeto, a fungao objetivo e as restricdes, além do método de otimizagao.

4.4.1. Funcéo objetivo
A funcao objetivo, volume, é dada por
V=32 41, (4.26)
onde n, € 0 nUmero de elementos, A, representa a area, e I; 0 comprimento do elemento.
4.4.2. Variavel de projeto
A area da secéo transversal de cada elemento é adotada como variavel de projeto, e,

neste trabalho, é adotada como uma constante. Pode ser escrita como um vetor de n. termos,
onde n, € 0 numero de elementos da estrutura. Ou seja

a= 4l (4.27)

4.4.3. Restricbes

A primeira restricdo diz respeito a flambagem global, e impede que o valor da carga
critica para o primeiro modo de flambagem seja atingida pela estrutura otimizada. Essa carga,
sera referida como A;. Os valores de A representam uma grandeza que, quando multiplicada
pela(s) carga(s) aplicada(s) na andlise estatica, causa a flambagem da estrutura. Portanto, a
restricdo impde que

A =, (4.28)
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onde n pode ser visto como um coeficiente de seguranca com relagdo a flambagem global, e
tem valor maior ou igual a 1.

A segunda restricdo se refere a flambagem local, e limita o esfor¢o interno das barras a
determinado valor, denominado carga critica de flambagem local. Essa carga, segundo a
formula de Euler para a flambagem de colunas articuladas em suas duas extremidades, é dada
por

w2 El
Pcritico = [z (4-29)

na qual E é o médulo de elasticidade do material, 7€ o momento de inércia de area da barra, e
/€ o0 seu comprimento. Portanto, sendo P a for¢a suportada por um elemento, a restricéo fica

z
m= El
—f < =
Existe, ainda, uma terceira restricdo, que impede que a variagdo das areas em cada
iteracdo seja excessivamente grande, garantindo assim a possibilidade de linearizagédo do
problema. Essa restricdo € conhecida como limites méveis, e é importante principalmente na
convergéncia do problema. E expressa como

(4.30)

AV <A =477, (4.31)

Devido ao fato de a restricdo de flambagem global ser uma fungdo ndo convexa, ndo se
pode garantir que o volume final seja 0 minimo global. Esse tipo de afirmagéo s6 pode ser feita
guando a fungao objetivo e as restric6es sao funcdes convexas. Portanto, a configuracao 6tima
obtida apds o processo de otimizagdo consiste em um minimo local.

Conforme Haftka e Gurdal, 1992, o problema de otimizacdo pode ser formulado
resumidamente, do seguinte modo

minimo X%, A1,

sujeite A, = 7
—f,<B,. (4.32)
A <4, = AT

Neste trabalho, a otimizacdo € feita pelo método da programacdo linear sequencial
(SLP). As restricbes sao escritas em funcdo da variavel de projeto inicial e final de cada
iteracdo. Para isso, expandem-se as restricdes em série de Taylor, e eliminam-se os termos de
alta ordem, mantendo apenas o termo constante e o da derivada primeira.

A= 20+ 2= (A- Ay, (4.33)
a Er
F,.= 'Pcrg. + % (A - Al}ji (434)
ar
f=ft+ 35 (A= 4), (4.35)

onde os termos de indice O representam os valores da iterag&o anterior.
A Figura 4.1 apresenta um fluxograma do algoritmo de otimizacdo, pelo método da
programacao linear sequencial.
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Figura 4.1 - Fluxograma do algoritmo utilizado.

Para aplicar a metodologia apresentada, foi desenvolvido um programa na linguagem
do software Maple. O programa |é os dados de entrada de um arquivo de texto, gera uma
matriz de coordenadas nodais, a matriz de conectividades, e a rigidez da estrutura, resolvendo
o problema estético. Obtidos os deslocamentos, € construido um vetor com as forgas axiais dos
elementos, e entdo, é feita a matriz de rigidez geométrica da estrutura. Com as duas matrizes
de rigidez, € resolvido o problema de flambagem. A partir desse ponto, o programa € divido em
dois: um deles faz o calculo da sensibilidade por diferencas finitas, e o outro pelo método
analitico. A verséo que calcula a sensibilidade por diferencas finitas serve s6 como comparativo
para a outra versdo, e ndo sera mais mencionada.

Tendo definida a funcéo objetivo, variavel de projeto e restrigfes, é utilizada uma fungéo
gue resolve o problema de otimizacéo. As areas dos elementos séo sobrescritas com 0S novos
valores, e 0 programa € executado novamente, a partir da construcéo da matriz de rigidez (pois
0S passos anteriores a este permanecem iguais), até atingir a convergéncia (quando a restricao
atinge o valor limite, ou quando a fungao objetivo varia pouco entre uma iteracdo e a outra). Ha
ainda, por seguranca, um critério de parada que limita o numero de iteragdes, informado no
arquivo de entrada.

Adicionalmente, o programa possui saida gréfica, que pode mostrar a configuracdo
inicial da estrutura, sua condicdo deformada, as tensdes, os modos de flambagem e a trelica
com volume otimizado.

5. RESULTADOS

Os resultados da analise estética e de flambagem global foram validados com um
modelo calculado no programa comercial ANSYS Multiphysics. A comparacéo entre resultados
mostrou-se satisfatoria, uma vez que as diferencas entre os valores foram despreziveis.

A fim de testar a metodologia desenvolvida, os parametros de entrada foram:

— numero de “maddulos” da trelica: 10;
— largura da estrutura: 2 m;

— altura dos modulos: 3 m;

— modulo de elasticidade: 210 GPa;



— secdao transversal circular tubular, com
mostrado a seguir;

10
dimensdes que variam para cada caso que sera

— restricGes impostas nos dois ndés inferiores, em ambas as dire¢cdes, com valor 0

(problema hiperestatico);

— duas forgas, F, e F,, ambas de 5 kN,

vertical para baixo.
A estrutura € mostrada na Figura 5.1.

F1

30

sdo aplicadas nos nés superiores, na direcao

F2

Figura 5.1 — Estrutura calculada nos casos propostos

5.1. Caso inicialmente superdimensionado

Parte-se de uma estrutura que resiste a carga aplicada, logo o coeficiente de seguranca

com relacao a flambagem global € maior que

1. O volume, portanto, pode ser minimizado. Os

pardmetros de entrada do problema s&o os descritos no inicio deste capitulo e a secéo
transversal tem didmetro externo de 50 mm, e didmetro interno de 45 mm.
Inicialmente, testou-se apenas a restricao a flambagem global. A estrutura otimizada, e

0 primeiro e segundo modos de flambagem da

P N S S

(@)

mesma podem ser vistos na Figura 5.2.

(b ©

Figura 5.2 - (a) estrutura otimizada; (b) primeiro modo; e (c¢) segundo modo de flambagem.

A partir da Figura 5.2, percebe-se que as barras laterais tém maior influéncia sobre a
restricdo de flambagem global, devido ao fato de suas areas ficarem maiores. Os elementos da
parte inferior também possuem uma area maior, quando comparados com as barras

superiores. Os modos estdo de acordo com o

gue se esperaria da flambagem de uma coluna.
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Mas € importante ressaltar que a estrutura ndo atinge o segundo modo, j& que ela foi
dimensionada de maneira que ficasse abaixo da carga critica correspondente ao primeiro
modo. Os gréficos de convergéncia do autovalor e do volume podem ser vistos na Figura 5.3.

204

Autovalor

104 ’ 0.01

T T T T T T T T T T T

1o 20 30 40 50 g0 70 80 6D 10 20 30 40 S0 60 7O 80 90
Iteracdo Iteracdo
(a) (b)

Figura 5.3 - (a) Gréfico de convergéncia do autovalor; e (b) Gréfico de convergéncia do volume.

O autovalor inicialmente é alto, o que significa que a estrutura pode ter seu volume
reduzido, até chegar a 1 (para esse exemplo, nao foi utilizado um coeficiente de seguranca). A
diminuicdo do autovalor é gradativa, e converge ap0s 98 iteracdes. O autovalor inicialmente
vale cerca de 43, e decresce até alcancar um valor proximo a 1.

Analisando a Figura 5.3(b), vé-se a reducéo sofrida pelo volume a cada iteracdo. A
funcao objetivo converge suavemente, e chega ao seu valor final quando a restricdo € atingida.
O volume é reduzido de 0,04 m?3 até 0,0006 m3. As informacdes sobre as se¢des transversais
apo6s o processo de otimizagdo podem ser vistas no Apéndice | (tabela 1).

Em seguida, utilizou-se o programa para testar a restricdo a flambagem local e a
restricdo a flambagem global em conjunto. O programa apresentou problemas em sua
convergéncia, mas funcionou perfeitamente para uma estrutura mais simples do que a
mostrada na Figura 5.1. A metodologia foi testada em uma estrutura com 2 modulos, ao invés
de 10. Os outros parametros néo foram alterados.

A estrutura otimizada, e o primeiro e segundo modos de flambagem da mesma podem
ser vistos na Figura 5.4.

|/
|/ 1/

/

/ |/
/ /
/ /
(a) (b) ©
Figura 5.4 - (a) estrutura otimizada; (b) primeiro modo; e (¢) segundo modo de flambagem.
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As barras laterais, onde os esforgos sdo maiores, ficam restringidas pela flambagem

local, e devido a isso possuem areas iguais (ja que os esforcos nas mesmas também o s&o).
Os gréficos de convergéncia do autovalor e volume podem ser vistos na Figura 5.5.

600+

00084 -
5004

200+

1004 ’ ey 0.0034

| LI S S R B B S SR R L s ey | LIRS I N S S B S NN e NS B S S S S

10 20 30 40 SO &0 70 &0 %0 10 20 30 40 S0 40 70 %0 s0
Iteracao lteracdo
(@) (b)

Figura 5.5 - (a) Grafico de convergéncia do autovalor; e (b) Gréfico de convergéncia do volume.

Pelas figuras acima, percebe-se que os graficos tém o comportamento semelhante ao
caso em que sO é considerada a restricdo global. O autovalor tem o valor final de 14. Ja o
volume decresce até 0,002 m3 (mesmo em uma estrutura menor, ao utilizar a restricdo de
flambagem local, o volume final da estrutura fica maior que no caso anterior). As informacdes
sobre as sec0fes transversais resultantes podem ser vistas no Apéndice | (tabela 2).

5.2. Caso inicialmente subdimensionado

Desta vez, parte-se de uma estrutura submetida a uma carga superior a carga critica do
primeiro modo de flambagem. Nesse caso, as areas da secéao transversal terdo de aumentar, a
fim de aumentar a resisténcia da trelica. Com isso, a funcdo objetivo aumentara, até o
momento em que a restricdo a flambagem passa a ser respeitada. Para partir de uma estrutura
subdimensionada, o diametro externo inicial € definido como 5,0 mm, e o interno, de 4,5 mm
(dez vezes menores que no caso anterior). So foi testada a restricdo de flambagem global.

A estrutura apos o processo de otimizagao pode ser vista na Figura 5.6, juntamente com
0 primeiro e segundo modos de flambagem.

B I T T N S S Y
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(@) (b) (c)

Figura 5.6 - (a) estrutura otimizada; (b) primeiro modo; e (c¢) segundo modo de flambagem. ;o
comprova que o algoritmo funciona bem, ja que todas as condicbes de contorno séo as
mesmas, exceto pela area, que € a variavel do problema. Os modos nhovamente se comportam
como o primeiro e segundo modos de flambagem de uma coluna.

Os graficos de convergéncia do autovalor e do volume podem ser vistos na Figura 5.7.

Autovalor

=1
o
1
=
=
=1
=3
&
i

00005

10 20 30 10 10 0 30 0

=

lteracdo Iteracdo

(@) (b)

Figura 5.7 - a) Gréfico de convergéncia do autovalor; e (b) Gréfico de convergéncia do volume.

O autovalor inicialmente vale 0,43, e aumenta a cada iteragéo, até chegar ao valor 1. O
namero de iteracdes necessarias nesse processo € de 19 iteracdes. A partir desse ponto, 0
autovalor permanece oscilando minimamente em torno de 1.

O volume aumenta a cada iteracdo, até a restricdo a flambagem ser atingida, e a
estrutura passar a resistir a carga critica. Entdo, comeca o processo de otimizacao das areas,
até o volume ser minimizado. Ele comega em 0,0004 m3, e chega ao pico de 0,001 m3, entdo &
reduzido até o valor de 0,0006 m3, mesmo do caso anterior. As informacdes sobre as se¢des
transversais apds o processo de otimizacdo podem ser vistas no Apéndice |.

O caso subdimensionado néo foi calculado com a restricdo de flambagem local. Isso
porgque, ao escolher valores iniciais de area que tornem a estrutura subdimensionada com
relacdo a flambagem global, algumas barras ficam subdimensionadas com relacdo &
flambagem local. Assim, seria necessério fazer um algoritmo que primeiramente aumentasse a
area dessas barras, 0 que ndo foi realizado nesse trabalho, para em seguida comecar a
otimizar a estrutura.

6. CONCLUSOES

A otimizagdo estrutural pode ser aplicada a trelicas submetidas a restricdes de
flambagem, tendo como objetivo a reducéo do volume. Para isso foi desenvolvido um algoritmo
que faz a analise estética, o calculo de flambagem, o gradiente das restrices e fun¢éo objetivo
com relacao a variavel de projeto e, num processo iterativo, otimiza a estrutura.

A analise estatica e a solucdo do problema de flambagem geraram resultados
semelhantes aos obtidos em um programa comercial. Ja a obtencdo das sensibilidades pode
ser conferida através do método das diferencas finitas.

A metodologia aplicada neste trabalho teve resultados coerentes para os dois casos
analisados. A topologia final da estrutura mostrou-se dentro do esperado, e as restricées de
flambagem global foram obedecidas.
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A restricdo de flambagem local apresentou problemas. Apesar disso, ao funcionar para
um caso de estrutura mais simples, o resultado mostrou que a metodologia esta correta, e a
origem dos erros na convergéncia para a estrutura mais complexa deve ter origem numérica.
Por fim, a utilizacdo do método de programacdo linear sequencial, utilizando limites
maoveis, mostrou-se uma boa ferramenta de otimizacdo. O algoritmo apresenta-se eficiente na
resolugdo dos problemas, o que também ¢€ influenciado pela escolha dos métodos analiticos
para calcular a sensibilidade.

6.1. Sugestodes para trabalhos futuros

A metodologia utilizada neste trabalho pode ser aplicada a estruturas tridimensionais.
Sugere-se que seja implementado um programa que realize isso, de modo a obter resultados
mais realisticos.

A secdo transversal poderia ser limitada por dimensdes de sec¢des existentes no
mercado, o que também dependeria de normas e do material empregado. Isso levaria a um
problema de otimizagao discreta.

Ja a parte de metodologia deveria ser aprimorada, de modo a obter o gradiente do
autovetor, utilizado na restricdo de flambagem global, para o caso em que surgem autovalores
multiplos. A ocorréncia de autovalores multiplos gera instabilidade no problema. Guilherme,
2000, calculou a sensibilidade para autovalores duplos, mas conforme o préprio autor sugeriu
nesse mesmo trabalho, este célculo deveria ser estendido a n autovalores repetidos.

A restricdo a flambagem local também poderia ser melhorada, visto que surgiram erros
em seu calculo.
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ANE XO |- Matriz de rigidez do elemento de barra e matriz de rigidez global da trelica

Considerando a barra da Figura 1, orientada em um sistema de coordenadas x’e y’. Os
deslocamentos nodais sao representados pela variavel u, cujo primeiro indice corresponde ao

né e o segundo indice a direcdo do deslocamento no sistema de coordenadas locais (onde 1
representa o eixo x’e 2 representa o eixo y).

- / X’

Uzg

\e
Uy

Figura 1 - Elemento de barra.

A barra da Figura possui area da secdo transversal A constante, moédulo de
elasticidade E e comprimento L. Para a barra mostrada na Figura , a matriz de rigidez é

0
0
{] 1 (1)
0

[

|

=
oo o
=R

A fim de obter as matrizes de rigidez no sistema global, utiliza-se uma matriz de rotacé&o,
gue pode ser escrita como

cosf® sind 0 0

_ |—sinf® cosg 0 0
Q= 0 0 cosd sing| (2)

0 0 sind cos@

para a qual 6 é o angulo de inclinagdo da barra com relagdo ao eixo horizontal do sistema de
coordenadas global.
Entdo faz-se

K;=0Q°KQ, ®3)

onde Ky é a matriz de rigidez do elemento, no sistema global de coordenadas. As matrizes de
cada elemento sdo entdo superpostas em uma Unica matriz de rigidez global (K), de modo que
todas as forcas nodais se relacionem com todos os deslocamentos, obtendo assim um Unico
sistema de equacdes.
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ANEXO Il - Matriz de rigidez geométrica da barra e matriz de rigidez geométrica da trelica

Consideram-se novamente os deslocamentos Uj;, Ujp, Uy € Uy, (Ver Figura 1 no Anexo

), e as for¢as nas extremidades Qi1, Qi2,

021 € Q2. Define-se @ como o angulo no sentido anti-

horario de inclinacéo da barra deformada em relacdo ao seu sistema local de coordenadas, na
condicdo sem deformacao. As equagdes de equilibrio, nas extremidades do elemento, sdo

11 =

d17
d21
237

—FProsa

—P sen o

Prcosa | @
Psena

onde P é a forca axial no elemento. O angulo a € determinado por meio da geometria
deformada, isto é, os deslocamentos.

)

na qual L representa o comprimento da barra ndo deformada e Ly 0 seu comprimento apos a
deformagdo. Substituindo as equacgdes 2 nas equac¢des de equilibrio (1) e reescrevendo-as em
forma matricial, tem-se

411 —FP 0O 0 0 077un
Hiz2| _ ) O PO 1 0 —1f)uy,
an(~ )P (Tm|lo 0 o0 o0|)un (3)
a2 1] 0 —1 0 14\ g
O vetor {-P 0 P 0}' pode ser escrito em funcéo da matriz de rigidez, logo,
d11 1 0 —1 0 11 00 0 07741
G2l _AE| O O 0 0] )uiz ¥ FIO 1 0 —1|)Uyz 4
qaq t |[—1 0 1 0t L0 0 0 0 a2 ( )
22 0 0 0 04 \as 0 —1 0 114\uz

onde a primeira matriz multiplicando o vetor de deslocamentos é a matriz de rigidez. A segunda
matriz que multiplica o vetor de deslocamentos é definida como a matriz de rigidez geométrica
da estrutura. E feita uma aproximacéo de que Ly = L. Portanto,

0

-1
ol- (5)

1

Sl -]

0 0 0
0 1 0
0 a o0
0 -1 0
Deseja-se rotacionar essa matriz para o sistema de coordenadas global, entéo faz-se

G =Q°GQ, (6)

onde G4 € a matriz de rigidez geométrica do elemento, no sistema global de coordenadas. As
matrizes geométricas de cada elemento também s&o superpostas, gerando uma Unica matriz
de rigidez geométrica global (G).
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ANE XO Il - Derivada do autovalor

Parte-se do problema de autovalores generalizado
(K,— AG)w, =0, )
onde K. é a matriz de rigidez, G, € a matriz de rigidez geométrica, w, € o autovetor, e 1 € o
autovalor. O indice e significa que sdo todos definidos para o elemento. Para simplificar as
expressoes, ele sera suprimido.
Multiplicando por w', a equac&o acima fica

wl(K—AG)w =0, 2

Entéo se deriva a equacéao (2) em funcéo da area, e aplica-se a regra da cadeia

awl - dw r (3K 81 acy
2K — 26w +wT (K —26) 5 +wT (o —52G — 252 )w =0, A3)
Sabendo que os termos
Al
E(H —.-'-'LG}M = ﬂ, (4)
e
TR — 10 8% —
wi(K—26); =0, 5)
a equacao 3 fica
T (8K _ 8. _ S8G\
(BA E'AG Aaa)u’ =0. (6)
Isolando a derivada do autovalor, tem-se
T aK ac
an _ w (g5 -255)w
= : (7)

d4 wl G w

Conforme descrito por Manickarajah e Steven, 1998, pode-se normalizar o
denominador, de modo que

wiGw=1, (8)
e 0 segundo termo do numerador
ac
ﬂ,a 0, 9

pois seu valor, comparado ao primeiro termo, € muito baixo. Enfim, chega-se & expresséo para
o calculo da derivada de autovalores simples

a1 r 8K
2w
84 34

w . (10)
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ANEXO IV - Derivada das forgas internas da barra

Aforca interna da barra (em coordenadas locais) é obtida através da rotacao das forgas
nas coordenadas globais para locais

f:ocrzl — Qaﬂ , (1)
onde Q. € a matriz de rotacdo de coordenadas globais para locais, e é dada por
__[cos@ sin# 0 0
Q = [ 0 0 cosf@ sin 6']’ 2)

onde #¢é o angulo de inclinacéo da barra com rela¢do ao sistema global de coordenadas.
Escrevendo em termos da matriz de rigidez do elemento (K.), tem-se

fioet = Q. K u,, ®3)

na qual u. é o vetor de deslocamentos do elemento (em coordenadas locais).

O vetor u. pode ser obtido através da multiplicagdo de uma matriz de localiza¢do H; pelo
vetor de deslocamentos global u. As dimensdes de H; séo 4 linhas (referentes aos quatro graus
de liberdade do elemento, no caso bidimensional) e nimero de colunas igual ao numero de
graus de liberdade da estrutura. Os elementos de H; valem 1 nas posi¢cdes que multiplicam os
deslocamentos da barra, e os demais valem 0. Utilizando H; na equacéo 3, obtém-se

local = 0 K_H,u, 4

onde u é o vetor global de deslocamentos. Em fungéo da matriz de rigidez, tem-se
f7°" = QK.H.K'f, ®)
onde K e f sdo a matriz de rigidez global e o vetor global de for¢as, respectivamente. Agora, é
feita a derivada da equagéo 6 com respeito as areas. Assim como foi feito para a carga critica

de flambagem de Euler, a derivada é feita em relagé@o a area de todos os elementos. Por isso,
usar-se-a o indice i para essas areas. A derivada da forca interna do elemento fica

e = Q. SHK T+ QKH,S

dA;

f (6)

Qa.q

Como a derivada JK./dA; sO é dlferente de zero para e = i, adiciona-se um delta de
Kronecker na primeira parcela. O termo K™ f pode ser substituido por u. J& na segunda parcela,

o termo JK1/FA; é bastante conhecido, e pode ser escrito como
ar~t —1 8K

— Pl -1
dA4; =K d4; K= (7)

Substituindo a equacdo 8 na equacdo 7 além das outras modificacfes citadas
anteriormente, obtém-se

) 8K

= 6,0, :ﬁ’ Hou+ QK HK™ -

K7f. (8)

BA-
Finalmente, chega-se na expresséo final para calcular a sensibilidade da for¢a interna.

% _ 5.0, a"f’h’ + QK.HEK T2y, (9)

dA4; .:f-lz
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APENDICE | - Resultados adicionais

Na tabela 1, apresentam-se os didmetros externos apGs 0 processo de otimizagao
utilizando apenas a restricdo de flambagem global. O Caso 1 representa o caso inicialmente
superdimensionado, e o Caso 2 representa 0 caso inicialmente subdimensionado.

Tabela 1 - Diametros finais, utilizando apenas restricdo a flambagem global.

Diametro externo [m] Diametro externo [m]
Barra | Caso 1 Caso 2 Barra [Caso 1 Caso 2
1 0,00405 0,00270 22 0,00704 0,00692
2 0,00864 0,00863 23 0,00405 0,00409
3 0,00405 0,00409 24 0,00748 0,00751
4 0,00895 0,00905 25 0,00405 0,00409
5 0,00405 0,00409 26 0,00635 0,00642
6 0,00883 0,00868 27 0,00405 0,00409
7 0,00405 0,00409 28 0,00702 0,00709
8 0,00898 0,00872 29 0,00405 0,00409
9 0,00405 0,00409 30 0,00520 0,00525
10 0,00821 0,00853 31 0,00405 0,00409
11 0,00405 0,00409 32 0,00616 0,006 36
12 0,00882 0,00853 33 0,00405 0,00409
13 0,00405 0,00409 34 0,00405 0,00409
14 0,00827 0,00824 35 0,00405 0,00409
15 0,00405 0,00409 36 0,00520 0,00525
16 0,00835 0,00857 37 0,00405 0,00409
17 0,00405 0,00409 38 0,00405 0,00270
18 0,00776 0,00761 39 0,00426 0,00409
19 0,00405 0,00409 40 0,00405 0,00409
20 0,00816 0,00814 41 0,00405 0,00409
21 0,00405 0,00409

Na tabela 2, apresentam-se os didmetros externos apés 0 processo de otimizacao
utilizando as restricdes a flambagem global e local

Tabela 2 - Diametros finais, utilizando as restricdes a flambagem global e local.

Barra Dexterno [M]

0,004374
0,033676
0,004374
0,033676
0,004374
0,033676
0,004374
0,033676
0,004374

Oo|N|oO|(O|R|W[IN|F-




