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RESUMO

A presente dissertacao aborda pesquisas recentes sobre dois topicos dis-
tintos da Matematica. Nao é a primeira vez que as conexoes entre geometria e
algebra sao frutiferas, mas é somente agora que as idéias geométricas estao sendo

aplicadas efetivamente na fatoracao de polindomios, um tema puramente algébrico.

Mais especificamente, estudamos a decomposi¢ao de politopos e suas
aplicagoes na fatoracao de polinomios. Comecamos apresentando construgoes de
politopos integralmente indecomponiveis que levam a critérios de irredutibilidade
de polinomios. Estudamos detalhadamente algoritmos para a decomposicao de poli-

topos, sempre ilustrados com exemplos e comentarios sobre suas aplicacoes.

Terminamos apresentando um algoritmo desenvolvido por Fatima Salem,
Shuhong Gao e Alan Lauder, que fatora polinomios bivariados a partir da decom-
posicao do seu politopo de Newton associado. Esse algoritmo é um marco nessa
area ja que traduz, pela primeira vez, de forma eficiente, idéias geométricas para a

fatoracao polinomial, usando uma técnica similar ao levantamento de Hensel.
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ABSTRACT

The present work deals with recent research about two distinct math-
ematical topics. It is not the first time that connections between geometry and
algebra are fruitful, but it is only now that geometric ideas are being applied effec-

tively in polynomial factorization, a purely algebraic theme.

More specifically we study the decomposition of polytopes and their
applications on polynomial factorization. We begin studying construction of inde-
composable polytopes which give many irreducibility criteria polynomial. We study
thoroughly algorithms for decomposition of polytopes, always illustrated with ex-

amples and comments about their applications.

We finish presenting an algorithm developed by Fatima Salem, Shuhong
Gao and Alan Lauder for factoring bivariate polynomials from the decomposition of
the Newton polytope associated. This algorithm is a mark land in the field since it
translate, for the first time, effectivelly, geometric ideas for polynomial factorization

using a technic similar to Hensel lifting.
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1 INTRODUCAO

O tema desta dissertacao de mestrado é a conexao entre polindmios
multivariados e politopos de Newton. Um dos primeiros resultados conhecidos li-
gando estes dois assuntos foi feito por Ostrowski em 1921 [16]. Ele associou a cada
polindmio multivariado f um politopo, dito politopo de Newton. Observou que
se o polinomio multivariado f fosse fatoravel, digamos f = gh, entao o politopo
de Newton associado a f seria decomposto como a soma do politopo de Newton
associado a g mais o politopo de Newton associado a h, sendo esta decomposi¢ao

em relacao a soma de Minkowski.

Motivado por tal resultado Shuhong Gao observa em [4] que cada vez
que encontrarmos um politopo integralmente indecomponivel este levara a uma
familia de polinomios absolutamente irredutiveis, ou seja, polinomios sobre um corpo
F que permanecem absolutamente irredutiveis sobre qualquer extensao algébrica de
F. Neste trabalho Gao apresenta construgoes de politopos integralmente indecom-
poniveis que levam a critérios para irredutibilidade absoluta de polindomios multi-

variados.

No trabalho feito por Gao e Lauder em [6, 8] sao apresentrados dois
tipos de algoritmo. Um que decide a indecomponibilidade de politopos em R" via
projecoes. Outro que constréi todos os fatores de um politopo em R2, poligonos.
Ambos algoritmos podem ser usados para encontrarmos familias de polinomios ab-
solutamente irredutiveis. E o segundo tipo também pode ser usado na fatoracao de

polinomios bivariados.

No final dos trabalhos feitos por Gao e Lauder fica uma pergunta em
aberto: Dado um polinémio f, seja P seu politopo de Newton associado integral-
mente decomponivel e seja K um fator integral de P, é possivel associar K a um
fator g de f?7 Esta pergunta foi respondida por Fatima Abu Salem, Shuhong Gao e
Alan G. B. Lauder em [18].
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Eles responderam esta pergunta para o caso de politopos em R?, ou seja,
para polinémios bivariados. Pois, como pode ser visto na literatura em [5, 12, 13, 15]
a fatoracao de polindmios em vérias variaveis pode ser reduzida ao caso bivariado,
que nao pode ser reduzido ao caso univariado por métodos polinomialmente efi-

clentes.

Como politopos sao conjuntos convexos apresentaremos no capitulo 2
um apanhado de resultados a respeito dessa classe de conjuntos, particularmente
politopos. Iremos estudar algumas propriedades de soma e subtracao de Minkowski
pois quando estivermos tratando da decomposigao de politopos, esta sempre sera em
relacao a soma de Minkowski. Gostariamos de dar atencao especial a dois teoremas
que serao apresentados no mesmo capitulo. O teorema de Krein Milmam o qual
nos diz que um politopo é a envoltéria convexa de seus vértices, ou seja, qualquer
elemento do politopo pode ser escrito como uma combinacao convexa dos vértices.
Este resultado sera muito importante quando estivermos estudando os critérios de
indecomponibilidade de politopos do capitulo 3. E o teorema 2.4.1 o qual mostra que
um fator de um politopo carrega muitas caracteristicas do politopo. Este resultado
serd muito importante no capitulo 4 quando estivermos tratando da decomposigao
de politopos em R2, ou seja, poligonos. Veremos que cada aresta de um poligono
pode ser decomposta, em relacao a soma de Minkowski, como a soma de duas arestas

ou como a soma de uma aresta a um ponto.

No capitulo seguinte estudaremos os resultados de Shuhong Gao, des-
critos nos artigos [4, 6]. Apresentaremos o critério de irredutibilidade feito por Gao
em [4], o qual observa que se um dado politopo de Newton associado a um polinémio
multivariado f é integralmente indecomponivel entao f é absolutamente irredutivel.
E importante notar que um dado politopo pode representar intimeros polinomios, ou
seja, podemos mudar os coeficientes dos termos do polinéomio ou acrescentar novos
termos desde que estes nao alterem o formato do politopo. Por isso, a determinacao
de critérios de indecomponibilidade de politopos levarao a familias de polinémios

absolutamente irredutiveis.
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No final do capitulo 3 apresentaremos construgoes de politopos integral-
mente indecomponiveis baseadas em projegoes que foram feitas em [6]. Por exemplo,
se tivermos um quadrado e fizermos a projecao sobre um de seus lados e esta for

indecomponivel esperamos que o quadrado também o seja.

No capitulo 4 estudaremos os algoritmos feitos por Shuhong Gao e Alan
Lauder em [4, 6] que testam a decomponibilidade integral de politopos e constroem
fatores integrais se este for integralmente decomponivel. Veremos que o problema
de verificar se um politopo é integralmente indecomponivel é NP-completo mesmo
em dimensao 2, logo nao existe, a menos que P=NP, um algoritmo genuinamente
eficiente para decompor politopos. Os algoritmos podem ser usados, primeiro, como
em [4] que serd estudado no capitulo 3, ou seja, cada politopo integralmente indecom-
ponivel ird gerar uma familia de polinomios absolutamente irredutiveis. Segundo, se
um dado politopo ¢ integralmente decomponivel entao utilizamos o algoritmo para
encontrarmos todos os fatores integrais do politopo, o que serd ttil na fatoracao de

polinomios.

Como foi explorado em [4] cada politopo integralmente indecomponivel
gera uma familia de polinémios absolutamente irredutiveis. Em [6] foram apresen-
tados algoritmos para decidir a decomponibilidade integral de politopos e construir
fatores, no caso deste ser integralmente decomponivel. Porém uma pergunta ainda
estava em aberto: Dado um polinomio f e seu politopo de Newton associado P in-
tegralmente decomponivel. Seja K um fator integral de P. Sera que K corresponde
ao politopo de Newton associado de um fator g de f7 Este problema foi resolvido
por Fatima Abu Salem, Shuhong Gao e Alan G. B. Lauder em [18], o qual serd

estudado no capitulo 5.

Nesta dissertacao constam ainda dois apéndices. O primeiro sobre o
método de Hensel, que foi primeiramente utilizado por Hans Zassenhauss em 1969
[23] e que é a base para o método de Gao para fatoracao via politopos. O se-
gundo com um exemplo explicado detalhadamente no qual fatoramos um polinémio

bivariado f via politopos.



2 CONVEXIDADE

Neste capitulo estudaremos um apanhado de resultados acerca de con-
juntos convexos, particularmente politopos. Veremos algumas propriedades de soma
e subtracao de Minkowski, j& que quando estivermos tratando da decomponibilidade
de politopos, esta sempre sera em relagao a soma de Minkowski. Gostariamos de
enfatizar a importancia de dois resultados que estudaremos a seguir. O teorema
de Krein-Milman, o qual nos diz que um politopo é a envoltéria convexa de seus
vértices, ou seja, cada ponto de um politopo pode ser escrito como uma combinagao
convexa de seus vértices. E, também, o teorema 2.4.1, o qual assegura que um
fator K de um politopo P tem muitas das caracteristicas de P. Em particular
quando estivermos tratando com politopos em R?, ou seja, poligonos, veremos que
cada aresta podera ser decomposta em relacao a soma de Minkowski apenas como
a soma de um ponto e uma aresta ou como a soma de duas arestas, sendo estas
paralelas. Os resultados que serao estudados aqui foram retirados, principalmente,

de [3, 11, 14, 20, 24].

2.1 Convexidade

As formas basicas de geometria que estudaremos nesta secao serao pon-

tos, retas, planos e assim por diante, os quais sao chamados de subespacos afins.

Definig¢ao 2.1.1. Um conjunto S C R" é dito convexo se dados a,b € S e X € [0,1],
entdo a + ANb—a) = (1 —Na+ b € S. Isto é, o segmento de reta entre a e b estd

em S.

A figura 2.1 mostra a direita um conjunto convexo e a esquerda um
conjunto nao convexo, pois esta possui um segmento de reta com pontos extremos

no conjunto que nao esta totalmente contido nele.
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Figura 2.1: exemplo de convexidade

Lema 2.1.1. A interseccao de uma cole¢ao arbitrdaria de conjuntos converos € con-

vexa.

Dem.: Se um segmento de reta esta contido em todo conjunto da colecao, entao ele

estara contido na interseccao destes conjuntos. O
Definicao 2.1.2. Dizemos que x é uma combinacdao convexa de xy,...,x, € R" se
existem Ay, ..., A\ € R tais que

1. x =Mz + -+ Mz,
2. MM+ + N =1,
3. M>0,....,\.>0.

Definicao 2.1.3. A envoltéria convexa de um conjunto S C R"™, denotada por
conv(S), € o conjunto de todas as combinagoes converas de um nimero finito de

elementos de S.

k
conv(S) = {/\1$1+---+/\k$k3{fl,---,wk}QS,/\Z‘ZO,Z)V:I}.

=1

Uma consequéncia da definicao acima é de que a envoltéria convexa de qualquer

conjunto S C R"™ pode ser vista como o menor conjunto convexo contendo S, como
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provaremos a seguir. Assim, ela pode ser construida como a interseccao de todos os

conjuntos convexos contendo S
conv (S) = ﬂ {S/ CR?:5CS, S/convexo}.

Primeiro note que se S C R"™ é convexo, entao conv(S) = S. Claramente S C
conv(S). Vamos mostrar por indugado que S contém todas as combinagoes convexas
de quaisquer k pontos de S. Para k = 2 é satisfeito pela definicao de convexidade.
Suponha sem perda de generalidade que é satisfeito para k — 1 e que x = \jz; +

e A com xy, T €S, AN+ A =1e A, ..., A > 0. Note que podemos
k—1

A i .
Suporquex:(l—)\k)z )\xl+)\k:vkejaque1 )\ >0parai=1,...k—1
=1 Nk Nk
k— k—1
Z v = 1 segue que s = Z T )\k x; € S por hipdtese de inducao. Portanto

i=1 =1
=(1-— )\ )s + Az € S por convexidade. Isto prova que S = conv(S).
Consideremos agora um conjunto qualquer S C R™ seja D(S) a inter-
seccio de todos os conjuntos convexos S C R™ contendo S. J& que S C conv(S)
e conv(S) é convexo, nés temos que D(S) C conv(S). Cada conjunto convexo S’
com S C S satisfaz conv(S) C conv(S') = S, entdo conv(S) C D(S), o que prova

a igualdade.

Observe que se K = {xy,...,z,,} € R" é finito, entdo é facil ver que

sua envoltéria convexa ¢é

conv(S) = {i i i)‘i =1\ > O}
i=1 i=1

O seguinte resultado sobre geragao de envoltérias convexas é fundamen-

tal. Mas antes vamos definir independéncia convexa.

Definicao 2.1.4. Pontos xy,...,x; € R" sao converamente independentes se ne-

nhum deles ¢ uma combinacao convexa dos outros, isto €, se

k k
Z)\ixi:O com A\ € Re Z)\i:07§mplica que A\y = -+ =X\, = 0.

=1
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E facil ver que isto é equivalente a independéncia linear dos vetores

Tog —T1y...,Tf — I71.

Teorema 2.1.1 (Carathéodory). Se A C R" e x € conv(A), entdo x é uma
combinacao convexra de pontos convexamente independentes de A. Em particular, x

¢ uma combinacao convexa de no mdrimo n + 1 pontos de A.

Dem.: O ponto = € conv(A) tem uma representagao

k k
J]ZZ/\ZJIzCOIHJIzEA,/\z>O,Z)\Zzl
=1

=1

para algum k € N, e podemos assumir que k£ é minimal. Suponha que x1,...,x;
sao convexamente dependentes. Entao existem nimeros reais asq, ..., ax, nao todos
nulos, com

k k
E oz,-xizoe E Oéz':O.
i=1 i=1

Podemos escolher m tal que \,,/a,, é positivo e, com esta restricdo, o menor
possivel(observe que todo A; é positivo e que no minimo um «; é positivo), ou
seja, 0 < A/ < Aj/ay se a; > 0. Entao podemos representar x como

k

i=1
com todos os coeficientes nao negativos e com no minimo um deles sendo zero(quando
i = m). Isto contradiz a minimalidade de k. Entado xi,...,z; sdo convexamente

independentes, que implica k < n + 1. O

2.2 Hiperplanos e Fungao Suporte

Nesta secao estudaremos algumas propriedades de hiperplanos e sua
ligagao com conjuntos convexos. A principal delas e que serd vista posteriormente é
de que poderemos representar um politopo como a intersec¢ao de um nimero finito

de semi-espacos definidos por hiperplanos.
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A dimensao de um subespaco afim é a dimensao do espaco vetorial
linear correspondente. Subespacos afim de dimensao 0, 1, 2, e n — 1 em R” sao

chamados de pontos, retas, planos, e hiperplanos, respectivamente.

Proposicao 2.2.1. Se (-) denota o produto interno usual em R", entao, para u €

R"\ {0} e a« € R fizos, H, (u) = {x € R": (x,u) = a} é um hiperplano em R".
Dem.: Vamos dividir a demonstragao em dois casos, « = 0 e « # 0.

1. a = 0: Vamos mostrar que Hy (u) = {x € R": (z,u) = 0} é um sube-
spago vetorial de dimensao n — 1. Comegamos mostrando que Hy(u) é

um subespaco vetorial de R™:

(a) (0,u) =0 entao 0 € Hy(u)
(b) Dados x,y € Hy(u) temos que (z+y,u) = (z,u) + (y,u) = 0 entdo
r+y € Hy(u)

(c) Seja a € R e x € Hy(u) entdo (az,u) = a(zr,u) = 0, logo azx €
Ho(U)

Portanto Hyp(u) é um subespago vetorial de R™. Agora vamos mostrar

que dim(Hy(u)) = n — 1. Note que
Hy (u) = {z € R": (z,u) = 0} = (gerado(u))*

e R" = (gerado(u)) ® ((gerado(u))t), e entdo temos que dim(R") =
dim(gerado(u)) + dim((gerado(u))t) e como dim(gerado(u)) = 1 e
dim(R") = n entao dim((gerado(u))*) = n — 1. Portanto Hy(u) é um

subespago vetorial de R™ de dimensao n — 1, um hiperplano em R".

2. Para a # 0 vamos mostrar que H,(u) é o deslocamento de um subespago

vetorial de R™ com dimensao n — 1. Consideremos
H=H,(u)—{e1} ={x—e;:2 € Hy(u)} (2.1)

onde e¢; = Note que e; € H,(u). Vamos mostrar que H é um

(0%
lull

subespacgo vetorial de dimensao n — 1 de R". Seja B = {e1,...,e,}
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uma base ortogonal de R". Definamos v; = e; +¢e; paraj=2,...,ne
assim temos que (v;,u) = a, logo v; € H,(u) e assim e; =v; —e; € H
para j = 2,...,n. Agora mostraremos que H é um subespaco vetorial

de R™ e que e; ¢ H, logo H terd dimensao n — 1.

(a) Como e; € H,(u) entdo 0 =e; —e; € H por 2.1.

(b) Dados v,w € H entao por 2.1 existem x,y € H,(u) tais que v = z—
e; e w = y—e;. Para provarmos que v+w € H basta mostrarmos
que v+w-+e; € Hy(u) e entao por 2.1 v+w+e;—e; =v+w € H. E

como (v+w—+eq, u) = (x,u)+ (y, u) — (e, u) = o estamos prontos.

(c) Dados a € R e v € H entao existe © € H,(u) tal que v =z —e; €
pelo mesmo argumento anterior basta mostrarmos que av + e; €
H,(u) para provarmos que av € H. E como (av + ey, u) = (ax —

aey + e1,u) = «a estamos prontos.

(d) Vamos mostrar que e; ¢ H. Vamos supor que e; € H, entao

2e; € H,(1). Mas (2e1,u) = 2« uma contradigao, logo e; ¢ H

Portanto H tem dimensao n—1 e H,(u) é o deslocamento de um subespago vetorial
de R" com dimensao n — 1, logo H,(u) tem dimensao n — 1, ou seja, um hiperplano

em R" O

Dizemos que u é o vetor normal a H,(u). Entao a proposigao 2.2.1
caracterizou H,(u) como um hiperplano em R"™ com vetor normal u e deslocado
au )
—— da origem.
[ull

|
Definicao 2.2.1. Denotaremos por HY (u) = {x € R": (z,u) > a} ¢ H, (u) =

{z € R" : (z,u) < a}. Esses sao os semi-espagos limitados por H, (u).

Algumas propriedades de um conjunto convexo fechado K podem ser
estudadas usando a funcao que associa a cada ponto do R™ seu ponto mais préximo

em K. Comecaremos mostrando que esta funcao esta bem definida.
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Lema 2.2.1. Seja K um conjunto convexo fechado em R™. Entao, para cada x € R"

existe um tnico © € K tal que
— 2| = inf ||z — 2.2

Dem.: A existéncia de z’ satisfazendo 2.2 segue de K ser fechado e do fato da
funcdo distancia || - || ser continua. Agora suponha que existe x” € K, 2" # ', tal
que
lz = ') = [lz = 2"|| = inf [|lz —y].
yeK
Considerando o triangulo isésceles com vértices z, ' e 2", como ilustrado na figura
"

L 1,
2.2, podemos notar que o ponto médio m = 5(1‘ — x ) do segmento de reta que une

2" e 2" também pertence a K por convexidade, mas m satisfaz
/
lz —mll <lz — 2|l = inf [lz —y]|
uma contradigao. O

=

Figura 2.2: triangulo isésceles

O lema 2.2.1 nos leva a definicao da seguinte funcao:

Definicao 2.2.2. A funcao

pg: R — K

/

r —pg(z)=2a,

onde &' € 0o mesmo do lema 2.2.1, € dita funcdo ponto mais prézimo relativa o I .
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A defini¢ao a seguir generaliza o conceito de hiperplano tangente que

esta ilustrado na figura 2.3.

Definicao 2.2.3. Um hiperplano H € dito um hiperplano de suporte de um conjunto

convezo fechado K CR" se KNH#0e K CH ouK C HT.

H+

Figura 2.3: hiperplano de suporte

Proposicao 2.2.2. Seja K C R" fechado, convexo e nao vazio. Entdo, para todo
z € R"\ K, o hiperplano contendo x' = pg (x) e perpendicular & linha unindo x e x’

¢ um hiperplano de suporte de K e pode ser descrito por H = {y € R" : (y,u) = 1},
Tr—x

(', x — 1)

onde u = sempre que 0 ¢ H.

Dem.: Note que o hiperplano H = {y € R : (y,u) = 1} é perpendicular a z — '
e satisafaz ©° € H, pois H = {y e R": (y,x —2') = (z’,z —2')}. Além disso,
(x—2',x—2") > 0implica (z,z —2') > (z',x —2) entdo x € H*. Vamos supor que
H nao é um hiperplano de suporte de K. Entao existe algum y € K N (H' \ H).

, como ilustrado na figura 2.4,

. , . /
Vamos considerar o circulo de centro x e raio ||a: -
. 4 . , /
assim H ¢é um hiperplano tangente ao circulo no ponto x . Deste modo o segmento de
/ . . . , .
reta [:v ,y] possui um ponto z interior ao circulo sendo que z € K por convexidade.

Entdo, ||z — z|| < ||z — ||, uma contradicdo. O
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H+

H-

Figura 2.4: hiperplano tangente ao circulo

Definigao 2.2.4. Seja K C R" um conjunto convero nao vazio. A fungao

hg : R™ — R definida por

u  +— hi(u) = suprer(z,u)

€ a funcao suporte de K.

A figura 2.5 ilustra a definigao 2.2.4.

H(u)

Figura 2.5: funcao suporte

A préxima afirmacao é uma consequéncia da definicao.

Lema 2.2.2. Se K + a € uma translagao do conjunto convexo K, entao,
hK+a(u) = hk(u) + <a7 u>

para todo u € R™.

12
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Proposicao 2.2.3.

Dem.:

1. Para todo u € R™\ {0}, o hiperplano

Hi (u) ={z € R": (z,u) = hg (u)}, (2.3)

€ um hiperplano de suporte de K.

. Se H é um hiperplano de suporte de K, ele tem uma representa¢ao na

forma 2.3.

. J& que K ¢é fechado e (-,u) é continua, entdo existe xy € K tal que

(xo,u) = hg(u) = suprex (z,u).

Agora dado y € K, segue que (y,u) < (xg,u), entdo K C Hy(u).

. Seja H = {x € R" : (z,u) = (xo,u)} um hiperplano de suporte de

K em zg. Escolhemos u # 0 tal que K C H~. Entdo, (ro,u) =

supgex (T, u) = hg(u).

]

Definicao 2.2.5. Um cone convexo com um vértice v € definido como um conjunto

convexo S em R™ tal que v é um ponto extremo de S e, para qualquer a € S,

v+ Aa—wv) € S para todo nimero real X > 0.

Lema 2.2.3. Seja C' um cone convexo com vértice v e seja H um hiperplano em R™

com v ¢ H.Suponha que Q@ = C N H € ndo vazio e limitado. Entdo, para r € R",

CN(r+ H) € vazio ou existe um niumero real t > 0 tal que

CNr+H)=v+t(Q—-—v)={v+t(a—v):aecQ}

Dem.: Sejam o € R" e § € R tais que

H={xeR": (a,z) =}
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e podemos assumir sem perda de generalidade que v € H* e assim, temos que
(o, v) > .
Vamos mostrar que para todo ponto a € C' com a # v, temos que
(a,a) < {a,v). (2.4)

Suponhamos o contrario, ou seja, que existe um ponto ag € C tal que (o, ag) >

(a,v). Sejabe Q =CNH. Entao

(a, by = 0 < {(a,v) < (e, ap).

Seja a; = Aag+ (1 — A1) bonde \; = % > 0. Jaque \; <1eC éconvexo,
s o/ —

entao a; € C e

(a,a1) = {a, v). (2.5)

Dado t > 0, entao

b+t(a; —v)=v+ (t+1) ((Hllntttfl) —v)

pertence a C, pois a1,b € C' e C' é cone convexo com vértice v. Por 2.5 temos que

(o, b+t (ay —v)) = {a,b) +t{,a1) —t{c,v) = (o, b) = B. Entao b+t (a; —v) € He
assim b+t (a; — v) € HNC para todo t > 0, contradizendo o fato de @ ser limitado.

Portanto 2.4 é verdade.
Dado r € R" e a € C com a # v, considere a intersec¢ao do raio
{v+A(@a—v): A>0} (2.6)
com o hiperplano
r+H={r+2eR":(a,z) =0} ={z e R": (o,2) = (a,7) + B} . (2.7)
Entao se um ponto estd nesta interseccao ele satisfaz (2.6) e (2.7). Assim (o, v +
(o, 0) = B = (a,7)

<Oé, U> - <Oé7 a>
Entao A > 0 se e somente se (o, v) — 3 > (o, 7). Quando esta condicao é satisfeita,

A(a —v)) = (a,r) + B que implica A = . J& que (a,v) > (a,a),

r+ H intercepta todo raio (2.6) em um tnico ponto determinado pelo A acima. Para
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r =0 temos que (a,v) — 3 >0 = (a,r) e entao cada raio 2.6 intercepta H, e entao
(), em um tnico ponto. Logo, podemos indexar todos os raios (2.6) pelos a € Q.
Agora suponha que (o, r) < (a,v) — 3. Entao para cada a € @, o raio 2.6 intercepta
r+ H no ponto b = v + A¢ (¢ — v) onde

Seja t = Ag, logo, o lema esta provado. O

2.3 Soma de Minkowski

O objetivo desta secao serd o estudo de uma operagao fundamental
para conjuntos convexos a qual pode ser definida para conjuntos arbitrarios em
R™ chamada soma de Minkowski. Nosso interesse ¢ estudar algumas propriedades
dessa soma, pois nos capitulos seguintes estaremos interessados na decomposicao de

politopos em funcao da soma de Minkowski.

Definigao 2.3.1. Sejam K,L CR". A soma de Minkowski de K e L é o conjunto
K+L={k+l:ke K,lelL}.

Uma observacao importante a respeito desta soma e que serd tutil para
o entendimento de alguns resultados diz respeito a soma de retas e pontos. Por ex-
emplo, quando somamos um ponto e uma reta, teremos uma reta conforme ilustrado
na figura 2.6a. Porém, note que, quando somamos duas retas, teremos uma reta se
elas forem paralelas conforme ilustardo na figura 2.6b, caso contrario teremos uma
figura retangular conforme ilustrado na figura 2.6c. No capitulo 4 veremos que esta
observacao ¢ a chave para o algoritmo de decomposicao de politopos em R2, ou seja,

poligonos.
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Figura 2.6: soma de retas

A soma de Minkowski de dois tridngulos K, L no plano pode ser um triangulo(figura

2.7a), um retangulo(figura 2.7b), um pentdgono(figura 2.7c), ou um hexdgono(figura

2.7d).

Lema 2.3.1.

1. Se 7 denota uma translagao, entao, para quaisquer conjuntos K, L em
RTZ

)

T(K)+L=7(K+L)=K+71(L).

2. Se K, L sao ambos conjuntos convexos, fechados, limitados, entao, K +

L € um conjunto convexo, fechado, limitado, respectivamente.
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Figura 2.7: somando politopos

Dem.:

1. 7 é dado por um vetor de translacao t. Logo a afirmacao segue de

(t+K)+L=t+(K+L) =K+ (t+1L)

2. Sejam z,2 € K ey,y € L. Entdo, para 0 < A < 1,
Az +y)+(1—=N) (a:' +y/> = Ar+(1 —)\)x'+>\y+(1 ~ Ny € K+1L,

se K e L sao convexos. As propriedades fechado e limitado seguem de
K e L para K + L ja que soma ¢ uma operacao continua e leva pares

de conjuntos limitados para um conjunto limitado.
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]

A maioria das consideracoes sobre soma de Minkowski sao invariantes
sob translacoes, devido ao lema 2.3.1. Podemos visualizar a soma de K + L fixando
L e move-lo por translacao por todos os pontos p tal que p esteja em K. Entao a

translagao de L cobre K + L, que é, K + L = {J,cx (p + L).

Definicao 2.3.2. Se A € um numero real e K C R™ € um conjunto, entao, dizemos
que A\K = {z:x € K} é um maltiplo de K. Se \i,...,\, € R e Ky,..., K,
sao conjuntos em R", dizemos que MKy + - -+ + N\ K, é uma combinagao linear de

Ky, ... K.

Observamos que A pode ser negativo. Entretanto, (—1) K = —K nao é
o negativo de K com respeito a soma de Minkowski. Na figura 2.7d, L = —K, mas

K+ L =K+ (—K) é um hexdgono.

Da defini¢ao de combinacao linear e do lema anterior, temos o seguinte:

Lema 2.3.2. Se K1, ..., K, sao converos e Ay, ..., \, $40 numeros reais quaisquer,

entao, MKy + -+ N\ K, € convexo.

2.3.1 Subtracao de Minkowski

Como ja estudamos algumas propriedades de soma de Minkowski, agora
podemos introduzir uma operagao complementar chamada subtracao de Minkowski.
Enquanto a soma de Minkowski de dois conjuntos A, B C R" pode ser definida por

A+B=JA+b),

beB

a diferenca de Minkowski de A e B pode ser definida da seguinte maneira

Definigao 2.3.3. A~ B =(,.5(A—0)

Se B é vazio, A ~ B é, por convengao, igual a R". Também podemos

escrever

A~B={zeR":B+xC A},
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ou seja, sao todos os deslocamentos do conjunto B que o levam a estar contido no

conjunto A.

Exemplo 2.3.1. Considere o retangulo A = conv((0,0),(2,0),(2,1),(0,1)) e o seg-
mento de reta B = conv((0,0),(1,0)) como ilustrados na figura 2.8. Note que
A ~ B = conv((0,0),(1,0),(1,1),(0,1)), ou seja, se somarmos B a qualquer ele-

mento x do conjunto A ~ B entdo x + B C A.

Figura 2.8: subtragao de Minkowski

Existem algumas propriedades simples ligando soma e subtracao de

Minkowski

(A+B)~B> A (2.8)
(A~B)+BC A, (B+0) (2.9)
(A~B)+CC(A+C)~B (2.10)
(A~B)~C=A~ (B+C) (2.11)
A+BCcCesAcCC~B (2.12)

As verificagoes sao imediatas das definigoes. Se trabalharmos com conjuntos con-
vexos, um pouco mais é verdade. Como, por exemplo, se A é convexo, entao A ~ B

¢ uma interseccao de conjuntos convexos e entao convexo.

Definicao 2.3.4. Para conjuntos converos K,L € R™ dizemos que L é um fator de

K se existe um conjunto convexo M tal que K = M + L.
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Lema 2.3.3. Sejam K,L € R" conjuntos converos. Entio (K + L) ~L =K. A
relagio (K ~ L) + L = K € satisfeita se, e somente se, L é um fator de K.

Dem.: Sejax € (K+L) ~ L, entao L+x C K+L e, além disso, hy+hyzy < hg+hy.
Subtraindo hy, obtemos x € K. Entao (K+ L) ~ L C K, que junto com 2.8 prova a
primeira afirmagao. Se (K ~ L)+L = K, entao L é um fator de K. Reciprocamente,
suponha que K = M + L para algum M € R". Entao K ~ L= (M+ L)~ L =M,

que prova a segunda afirmagao O]

2.4 Politopos

Nesta secao estudaremos algumas propriedades de politopos, pois como
serd visto no capitulo 3, a cada polindomio associaremos uma figura geométrica que
serd um politopo. Assim, informacoes a respeito de politopos nos levarao a in-

formacoes sobre polinomios.

Defini¢ao 2.4.1. Se S é um conjunto finito, entdo conv(S) é denominado politopo

de S.

Se S = ((0,0),(1,2),(2,2),(3,2),(2,4), (4,2)). Entao conv(S) é um

politopo, conforme ilustrado na figura 2.9.

1 2 3 4

Figura 2.9: Politopo

Definigao 2.4.2. Um ponto de um politopo é dito um vértice(ou um ponto extremo)

se ele nao estd no segmento de reta que liga quaisquer outros dois pontos do politopo.
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Note que o ponto v = (4,2) é um vértice do politopo conv(S), como pode ser

observado na figura 2.9.

Se P = conv{w,...,x}, entdo claramente os pontos extremos de P

estao entre xq,...,xx. Se H é um hiperplano de suporte de P, entao
HNP=conv(HN{xy,...,2%}),

que nos leva a definir uma face de um politopo.

Definicao 2.4.3. Se H € um hiperplano de suporte de um conjunto convexo fechado

P, chamamos F = PN H uma face de P.

Entao cada face de um politopo é também um politopo. Como ja foi
definido os pontos extremos de um politopo sao ditos seus vértices. O conjunto
de vértices de P é também denotado por vert(P). A definigdo a seguir ajuda a

caracterizar o politopo.

Definigao 2.4.4. Dado um politopo P em R™. Diremos que F':

1. € vértice de P, se F ¢ face de dimensao 0.
2. € aresta de P, se F' € face de dimensao 1.
3. € faceta P, se F € face de dimensao k — 1.
Os itens 1 e 2 do teorema a seguir dizem respeito a qualquer con-

junto convexo. Porém preferimos apresenta-los apenas agora e explicarmos sua

importancia para politopos.
Teorema 2.4.1. Sejam K e L conjuntos convexos. Entdo,
1. Se hi, hy sao as funcoes suporte de K e L, entdo hyx + hy, € a funcao

suporte de K + L,
hgi+r = hg + hr.
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Dem.:

2. Se F é uma face de K + L, entao existem unicas faces Fi, Fr, de K e
L, respectivamente, tais que F' = Fy + FT,.
Em particular, para cada vértice v de K + L existem unicos vértices vy

e vy de K e L, respectivamente, tais que v = vy + vs.

3. Se K, L sao politopos, entao K + L é um politopo.

1. Seja u € R™\ {0}, ent@o hgyr (v) =suprex+r(,u) =supyer cr(y +

Z,u) =supyek (Y, u)+sup.er(z,u) = hi (u) + hy, (u) .

2. Como F' é uma face de K + L entao existe um hiperplano de suporte H
tal que F' = (K4 L)NH e por 2.2.3 H tem uma representacao na forma
Hiip(u) = {z € R" : (z,u) = hxy(u)} para um certo u € R™\ {0}.
Definamos Fx = K N Hi(u) e F, = LN Hp(u), onde Hg(u) = {z €
R™ : (z,u) = hi(u)} e Hp(u) = {x € R* : (z,u) = h(u)}. Note
que Hi,;, = Hig + Hp, pois dados * € Hg e y € Hjp temos que
(x +y,u) = (z,u) + (y,u) = hx + hy, = hgyr. Logo, v +y € Hr,p
e como Hy, Hy e Hi .y sao hiperplanos paralelos, temos a igualdade.

Segue que
F=(K+L)NHg p(u)=(K+L)N(Hg(u)+ Hp(u))

Onde a igualdade acima é satisfeita pois dado z € (K + L) N Hi4p,
temosque z =x+y=x1+y;comzr € K,ye L, xy € Hyx ey, € Hy.
Queremos mostrar que € Hy ey € Hy. Como v € K C H,; entao
(x,u) < hg = (z1,u) e do mesmo modo (y,u) < hy = (y1,u). Temos
que (z,u) = hg4r, ou seja, (x,u) + (y,u)= (z1,u) + (y1,u). Entao

(x,u) = hg e (y,u) = hy e a igualdade é satisfeita.

3. é uma consequéncia do item 2 ;| ja que a soma de dois vértices é um

vértice e cada vértice de K + L é obtido deste modo.
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A prova da unicidade dos primeiros dois itens sera feita no capitulo seguinte. O]

O ftem 2 do teorema acima ¢é muito importante pois nos diz que um
fator de uma face possui o mesmo vetor normal que a face. Isto fica evidente no

corolario a seguir quando tratamos especificamente de poligonos.

O corolario a seguir nos leva a enxergar como decompor as arestas de

um poligono.

Corolario 2.4.1. Sejam P, Q) e R poligonos convexos em R™ com P = Q+ R. Entao
toda aresta de P decompde-se unicamente como a soma de uma aresta de () e uma

aresta de R, possivelmente uma delas sendo um ponto.

Como ja foi observado na secao 2.3 toda aresta de P decompoe-se como
a soma de duas arestas paralelas a ela ou como a soma de uma aresta e um ponto.
A importancia deste resultado ficard evidente no capitulo 4 da presente dissertacao,

quando estivermos buscando fatores de um poligono.

Teorema 2.4.2. Todo politopo possui um niumero finito de faces, que também sao

politopos.

Dem.: Seja o politopo P = conv (z1,...,x,), ¢ F = PN H uma face de P onde
H = {x € R": (z,a) = a} é um hiperplano de suporte de P tal que P C H~.

Podemos assumir que z1,...,2s € H e T4y1,...,2, € H~ \ H e assim:
(x;;a) =« para i=1,...,s

(x;,a) =a—0;,0; >0 para i=s+1,...,n.

Seja ¢ € P, logo, x:Z)\ixi,Z)\izl, Ai > 0,0 =1,...,n. Assim (r,a) =

=1 =1

<Z iy, @) = Z)\i@?i,@ = ZAz’OhL Z Ai (= 53i) :@Z)\i— Z Aifdi = a—
i=1 i=1 i=1 i=1

1=s+1 i=s+1
Z i 3;. Portanto

1=s+1

1=s+1 s+1
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assim z é uma combinagao convexa de x1, ..., xs entdo HNP = conv (xq,...,xs). O
O teorema a seguir mostra que para politopos a distinc¢ao entre faces é

desnecessaria.

Teorema 2.4.3. Seja P C R™ um politopo, F| uma face de P e F' uma face de F.

Entdo F ¢ uma face de P.

Dem.: Podemos assumir que 0 € F. Entao existe um hiperplano de suporte H, g
para P tal que H,oNP =Fy e P C H,,. Em H, existe um hiperplano de suporte
H para Fj tal que H N F; = F, diremos

H={x€ Hy,p: (z,v) =0},

Fyc{x € Hyp: (x,v) <0}.

Definimos

no == mazx {—(x,v)/{x,u) : x € ext(P) \ ext(F\)} e
H(n) :== Hyytvpo com n > 1. Temos que (x,u) < 0 para x € ext(P)\ ext(F), entao
(x,nu+v) < nolx,u) + (x,v) <0
pela defini¢ao de ny. Para x € ext(F}) \ ext(F') obtemos
{,n+v) = (x,0) <0,

e para € ext(F), (xr,nu + v) = 0. Entao ext(F) C H(n), enquanto ext(P) \

ext(F) C intH,, .,

H(n) NP = F e além disso F' é uma face de P. O

Vemos que H(n) é um hiperplano de suporte para P com

Um politopo foi definido como a envoltéria convexa de um conjunto
finito de pontos. Alternativamente podemos representa-lo como a interseccao de um
numero finito de semi espagos. Antes vamos denotar, para um politopo P, int(P)

como seu interior e bd(P) como sua fronteira.

Teorema 2.4.4. Todo politopo € a intersec¢ao de um conjunto finito de semi espagos

limitados por hiperplanos.
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Dem.: Seja P C R"™ um politopo. Podemos assumir que dim(P) = n. Sejam
Fi, ..., Fy as facetas de P(dim(F;) = n —1). Entao F; = H; N P onde H; é um
hiperplano de suporte tinico de P. Seja H, o semi espaco limitado por H; e contendo

P parai=1,... k. Afirmamos que
P=H nN...NnH,. (2.13)

A inclusao P C Hy N...N H, é trivial. Seja z € R™\ P. Seja A a uniao de
envoltérias convexas de x e quaisquer n — 1 vértices de P. Podemos escolher um
ponto y € (int(P))\ A. Existe um ponto z € bd(P)N[x,y], o qual pertence a algum
hiperplano de suporte de P e assim a alguma face F' de P. Vamos supor por absurdo
que dim(F) = j <n—2 . Pelo teorema 2.1.1, z pertence a envoltéria convexa de
j+1 < n—1 vértices de P e assim a A. Mas entao y € A, uma contradicao.
Isto mostra que F' é uma faceta, e assim F' = F; para algum i € {1,...,k}. De

y € int(P) C int(H, ) deduzimos que x ¢ H, . Isto prova 2.13. O

Teorema 2.4.5 (Krein-Milman). Todo politopo P € a envoltoria conveza de seus
vértices, isto €,

P = conv (vert(P)) .

Dem.: Como vert(P) C P entao conv (vert(P)) C conv(P) = P. Para a outra
inclusao podemos assumir que P = conv (z1,...,2,) e considerar os elementos x;
tais que z; ¢ P; = conv (xq,...,%-1,Tit1,...,2,) para 1 <i < n (aidéia é mostrar
que cada um desses z;’s é um vértice de P). Seja ¢; = p,, (z;) a imagem de z; sob a
funcao ponto mais préximo. Por 2.2.2 o hiperplano passando por ¢; e perpendicular a
x;—q; ¢ um hiperplano de suporte H; para P;. Mostraremos que H;, = H;+{x; — ¢;} é
um hiperplano de suporte para P tal que Hlf NP = {z;}, isto é, uma face de dimensao

zero, portanto, um vértice de P.(Observe a figura 2.10)

. . ’r ., .
1. Primeiramente vamos mostrar que H; é um hiperplano de suporte para
/ .
P em z;. Temos que z; € H,, pois x; = ¢ +x;, —¢q; e ¢ € H,.
!
H; e H; possuem o mesmo vetor normal z; — ¢; que denotaremos por

u. Deste modo podemos definir H; = {z € R" : (x,u) = (¢;,u)} e
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R et

-

Figura 2.10: hiperplano deslocado

H; = {x € R" : (z,u) = (v;,u)}. Vamos mostrar que P C (H;)".
Para isso podemos supor que P, C H;, ou seja, dado z € P; segue
que (z,u) < (g;,u). Seja x € P, entdo x = \x; + (1 — \)z pois P =

conv({z;} U P;). Precisamos mostrar que (z,u) < (z;,u). Temos que
(x,u)y = MNzxg,u)+ (1 —N){(z,u)
< Mag,u) + (1= M) (g, w)
= (@ u) — (1= Mz — g, )

e como z; € H;' segue que (z;,u) > (g;,u) e assim {x; — q;,u) > 0. Isto

!

nos leva a (z,u) > (z;,u),isto é, P C (H;)".

2. Agora vamos mostrar que H, N P = {z;}. Suponha, por absurdo, que
exista y € HZ/ N P tal que y # z;, mas H; N P é uma face de P entao
terfamos x; # x; tal que x; € H; N P pois todas as faces de P sdo
geradas por subconjuntos de {zy,...,z,}, onde z; € P;. Temos que
(xj,uy < {(g,u) pois P, C H; e assim (z;,u) < (g;,u) + (x; — ¢;) que

nos leva a (x;,u) < (z;,u) = (x;,u),absurdo. Portanto H; N P = {x;}
Concluimos que x; é um vértice de P. Isto implica que P C conv(vert(P)) O

Note que, como consequéncia do teorema de Krein-Milman, quando
estivermos interessados na soma de Minkowski de politopos, podemos apenas somar

os vértices dos politopos, ou seja,

K + L = conv (vert (K) + vert (L)) .
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Como esta ilustrado na figura 2.7. Com o teorema 2.4.5 em maos também podemos
observar que se x1, ..., T sao os vértices do politopo P e F' é uma face de P, entao

existe um hiperplano H tal que
F=HNP=conv(HN{z,...,21}).

Portanto, cada face de P ¢é a envoltéria convexa de um subconjunto dos vértices de

P.

Agora que estudamos algumas propriedades de politopos, vamos asso-
ciar os polinomios as suas respectivas figuras geométricas. Nos capitulos seguintes
da dissertacao estudaremos propriedades geométricas dos politopos que levarao a
propriedades algébricas como fatoragao e irredutibilidade dos seus polinémios asso-

ciados.
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3 FAMILIAS IRREDUTIVEIS

Neste capitulo associaremos a cada polinomio multivariado um poli-
topo, dito seu politopo de Newton. Apresentaremos o critério de Gao que diz que
um polinomio é absolutamente irredutivel se seu politopo de Newton associado é
integralmente indecomponivel. Veremos alguns critérios para indecomponibilidade
de politopos que levam a critérios para irredutibilidade de polinomios. Observare-
mos que os polinomios que satisfazem esses critérios poderao ter seus coeficientes
alterados ou serem acrescentados novos termos a eles e ainda assim permanecerao

absolutamente irredutiveis.

3.1 Introducao

Neste capitulo associaremos a cada polinomio f € Flxy,...,z,] um
politopo chamado politopo de Newton da f. Apresentaremos o critério de irre-
dutibilidade de Gao que diz que um polinémio é absolutamente irredutivel se seu

politopo de Newton associado ¢ integralmente indecomponivel em relagao a soma

de Minkowski.

Na se¢ao 3.3 apresentaremos as construgoes feitas por Gao em [4] de
politopos integralmente indecomponiveis e, como veremos, um tnico politopo podera
representar intimeros polinomios pois poderemos mudar os coeficientes dos termos
de f ou acrescentar novos termos desde que o politopo de Newton associado nao

seja alterado. Isto levara a familias de polinomios absolutamente irredutiveis.

Na secao 3.4 apresentaremos construcoes de politopos integralmente
indecomponiveis baseadas em projecoes. Por exemplo, se tivermos um quadrado e
fizermos a projecao sobre um de seus lados e esta for indecomponivel, entao espera-se

que o quadrado também o seja.
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3.2 Critério de Irredutibilidade

Polinomios multivariados necessitam de algumas defini¢goes especificas
como por exemplo a respeito de seu grau, enquanto a definicao de irredutibilidade

usada para polindmios univariados é a mesma para multivariados.

Definigao 3.2.1. Consideremos um polinémio f(xy,...,2,) = firi.i, X1 ... Xin €

F[X1,...,X,] com (i,...,i,) € N*, onde F é um corpo qualquer.

1. Para um termo t = X;'...X!» de f, chamado mondmio, o nimero

grau(t) =i, + - +1, € dito o grau de t.

2. Para cada termo de f com fi i, 5, # 0, o correspondente expoente

vetorial (iy,...,iy,), visto em R", € dito um vetor suporte de f.

3. Supp(f) serd o conjunto de todos os vetores suporte de f, isto €,

Supp(f) = {(i1, -, in) * fiyip.in 7 0}
Note que Supp(f) € vazio se f = 0.

4. Se f #0, diremos que o grau da f € 0 maior grau entre os seus termos,
i1sto €

grau(f) = max{grau(t) : t é um termo de f}.

Também podemos dizer que o grau(f) é o grau total da f.

O exemplo a seguir ilustra a definicao dada.

- L 89,33 5.5 3.5
Exemplo 3.2.1. Seja f(x1,20,23) = o7 2523 — 13070503 — 2320503 — To{0503 —

%xlxgxg, + ziwy + b3y € Qzy, w2, 23] entdo a sequéncia de seus graus é 19, 15, 11,
9,7,5,5 eassim grau(f) =19 que € o grau mdximo entre os seus termos. De acordo

com a defini¢ao Supp(f) = {(11,7,1),(9,3,3), (5,5, 1), (3,5,1), (1,5,1), (4, 1,0),(0,2,3)}.

Defini¢ao 3.2.2. Um polinémio f € Flxy,...,x,], F corpo, é dito redutivel se este
¢ um produto de dois polinomios f = g - h, g,h € Flxy,...,x,] com f e g ndo

constantes. Caso contrario ele é dito irredutivel.
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Exemplo 3.2.2.

1. Todos polinomios univariados de grau O ou 1 sao irredutiveis. Jd que
eles certamente nao podem ser expressos como um produto de polinomios

de grau menor.

2. O polinomio z* — 2 € irredutivel sobre Q[z]. Para mostrarmos isto

supomos uma contradigao. Vamos supor que ele é redutivel. Entao
2% — 2 = (az + b)(cz + d)

onde a,b,c,d € Q. Dividindo se necessdrio podemos assumir que a =
c=1. Entaob+d =0 e bd = —2, logo b*> = 2. Mas nenhum nimero
racional tem seu quadrado igual a 2. Portanto x? —2 ¢é irredutivel sobre

0 corpo dos niumeros racionais.

3. Entretanto, x*> — 2 € redutivel sobre os racionais adjuncio com /2,

Q(v2), pois
2 —2=(z—V2)(z+V2).

4. O mesmo vale para polinomios multivariados. O polinomio multivariado
x? — 223 € irredutivel sobre o corpo dos nimeros racionais, mas ele

torna-se redutivel sobre Q(v/2), pois

22— 222 = (21 — V2x2) (21 + V222).

Isto mostra que um polinomio f € F irredutivel pode tornar-se redutivel

sobre uma extensao algébrica de F.

Definicao 3.2.3. Um polinomio multivariado sobre um corpo IF € dito absolutamente

wrredutivel se ele permanece irredutivel sobre toda extensao algébrica de IF.

Agora podemos definir a figura geométrica associada a um polinomio

f, a qual veremos sera um politopo.
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s

Defini¢ao 3.2.4. O politopo de Newton associado ao polinomio f(xy,...,x,) € a
envoltdria convexa do conjunto Supp(f) = {(i1,...,in) € N ¢ fi, . # 0}, que

denotaremos por Pj.

e assim

Py = conv(Supp(f)) = conv{(4,2),(2,4),(2,2),(0,0)} .

Como ilustrado na figura 3.1

1 =2 = a4

Figura 3.1: Politopo de Newton associado ao polinomio bivariado f

Note que o polinomio

5a'y® +7 2%yt 420 2% + 17
~— ~— ~— =~
(4,2) (2,4) 2,2)  (0,0)
possui o mesmo politopo de Newton associado que o polinomio f do exemplo 3.2.3,
ou seja, podemos mudar arbitrariamente os coeficientes dos termos de f desde que

os coeficientes dos termos cujos expoentes vetoriais, que correspondem aos vértices

do politopo, permanecam nao nulos e deste modo o politopo permanece o mesmo.

Observe também que o polinomio

)
<

o
+
&

f =52 +32%y* +72%° +20z y* 4+ 17
—~— ~—~— ~_~ — =~
(4,2) 2,4) (2,3) 22) (1,2 (00
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possui o mesmo politopo de Newton associado que o polinomio do exemplo 3.2.3,
ou seja, podemos acrescentar monomios a f desde que os expoentes vetoriais que

correspondem a estes termos estejam no interior do politopo.
O lema seguinte é devido a Ostrowski [16] e data de 1921.

Lema 3.2.1. Sejam f,g,h € Fxy,...,x,] tais que f = gh. Entao Py = P, + P,.

Dem.: Comegamos mostrando que Py C P, + P,,. Para tal observe que Supp(f)

N

Supp(g) + Supp(h) e assim Py = conv(Supp(f)) C conv(Supp(g) + Supp(h)) C

conv(Supp(g)) + conv(Supp(h)) = P, + P,.

Para mostrar que P, + P, C Py precisamos observar que de acordo
com o teorema 2.4.1 P, + P}, ¢ um politopo e pelo teorema de Krein-Milman cada
politopo é a envoltéria convexa dos seus vértices. Entao para provarmos a inclusao
precisamos mostrar que para cada vértice v de P, + P, existem unicos vértices v; e
vy de P, e P, respectivamente, tais que v = vy + v e assim poderemos concluir que
existe um tnico termo na expansao de g-h que tem v como seu expoente vetorial(ou
seja, nao tem como este termo se anular na expansao g-h). Logo v € Py. De acordo
com o teorema 2.4.1, cada vértice v de P, + P, vem da soma de um vértice v; de P,

e um vértive vy de P,. Suponha que exista um outro par tal que v, € P, e vy € P,
v =y + vy = V) + Uy (3.1)

Entao

1 / 1
V= 5(111 +0,) + 5(”1 + v2).

Observe que vy + vé,v’l + vy € Py + Py e como v ¢ um vértice de P, + P}, temos que
v nao pode estar no segmento de reta que une quaisquer outros pontos do politopo.

Isso nos leva a

V1 + Uy = Uy + Va. (3.2)
Subtraindo 3.2 de 3.1 temos que

/ /7

. ’ ’
Vg — Uy = Uy — Vg, iSt0 &, 2(vy — vy) = 0.
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/ /
Segue que v = vy € V] = ;.

Mostramos que todos os vértices de P, + P}, estao em P;. Como dito

antes, isto mostra que P, + P, C Py pelo 2.4.5. O

Acabamos de mostrar que para cada vértice v de P, + P, existem tinicos
vértices vy e vg de Py, e Py, respectivamente, tais que v = v + v,. Sabemos que cada
face F' do politopo Py vem da soma de uma face F; de P, e uma face F, de P, e
como toda face de Py é a envoltéria convexa de um subconjunto dos vértices de Py
podemos garantir a unicidade das faces F; e Fy. Assim a prova do teorema 2.4.1

esta completa.

g h

A\

f N

Exemplo 3.2.4. Seja f = 1 + x4 zy) (xy + 22y ) € R[z,y|]. Entao
P, = conv{(0,0),(1,0),(1,1)} e B, = {(1,1),(2,2)}, logo

Py = P, + P, = conv{(1,3),(2,2), (1,2), (0,2), (3, 1), (2, 1), (1, 1), (2,0) }.

Conforme ilustrado na figura 3.2.

Figura 3.2: lema de Ostrowski

Definicao 3.2.5. Um ponto em R™ € dito integral se suas coordenadas sao inteiras.

Definicao 3.2.6. Um politopo em R™ é dito integral se todos seus vértices sao

ntegrais.

Definicao 3.2.7. Um politopo integral C' € dito integralmente decomponivel se exis-
tirem politopos integrais A e B tais que C' = A+ B onde ambos A e B possuem no

minimo dois pontos cada. Caso contrdrio, C € dito integralmente indecomponivel.
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Note que o conceito de indecomponibilidade usado aqui é diferente do

que ¢ usado nos livros [11, 20].
Motivado pelo lema 3.2.1, Gao em [4] fez a seguinte observagao.

Corolério 3.2.1 (Critério de Irredutibilidade). SejaF um corpo e f € F[Xy,..., X,]
um polinomio nao nulo, nao divisivel por nenhum X;. Se o politopo de Newton de

f € integralmente indecomponivel entao f € absolutamente irredutivel sobre F.

Dem.: f nao possui fatores com apenas um termo. Suponha f = gh onde g,h
possuem dois termos nao nulos no minimo. Entao os politopos de Newton de g e h
possuem dois pontos ou mais cada e pelo lema 3.2.1 Py = P, + P}, contradizendo

nossa hipdtese de Py ser indecomponivel. ]

E importante notar que quando o Newt (f) é integralmente decom-
ponivel, entao f pode ser redutivel ou irredutivel. Por exemplo, se f =1+y+zy+
z?+y?, entdo o Newt (f) é decomposto como a soma do triangulo de vértices (0,0),
(1,0) e (0,1) com ele mesmo. Porém f é absolutamente irredutivel sob qualquer

corpo de caracteristica diferente de 2. Sob um corpo de caracteristica 2 temos que
f=0+z+wy) (1+z+uwy),
onde w é um elemento de ordem 3.

Se o politopo de Newton da f é indecomponivel entao f é absolutamente
irredutivel e permanecera absolutamente irredutivel se mudarmos os coeficientes dos
seus termos ou acrescentarmos termos cujos expoentes vetoriais correspondam a
pontos que pertencam ao politopo de Newton mas sempre mantendo os coeficientes
dos termos que correspondem aos vértices do politopo nao nulo. Podemos notar
que esta observacao nos da uma grande liberdade na escolha de polinomios para

aplicacoes.

Como ja foi comentado, um tnico politopo pode representar iniimeros

polindmios e de acordo com o critério 3.2.1, se este dado politopo for integralmente
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indecomponivel entao todos os polinomios que sao representados por este politopo
serao absolutamente irredutiveis, ou seja, podemos observar que cada vez que tiver-
mos um politopo integralmente indecomponivel teremos uma familia de polinomios

absolutamente irredutiveis, polinémios estes que sao representados por tal politopo.

3.3 Construcao de Politopos Integralmente

Indecomponiveis

Contruiremos agora politopos indecomponiveis em R"™. Como obser-
vado na secao anterior, cada tipo de politopo indecomponivel dard uma familia de
polinomios absolutamente irredutiveis. Quando um politopo tem somente um ponto
diremos que este ¢ trivial. Examinaremos varios tipos de politopos nao triviais sim-
ples como segmentos de reta, triangulos, tetraedros, piramides e outros. Também

mostraremos como construir politopos indecomponiveis a partir de um politopo

dado.

Um segmento de reta, conv (vq,vs), serd simplesmente denotado por

v1v9. Para um ponto integral ou vetor v = (ay,...,a,) escreveremos mdc (v) para
significar mdc (aq, ..., a,), isto é, o maximo divisor comum das componentes em
v. Similarmente, para varios pontos v, ..., vg, mdc(vy, ..., vg) significa o mde de
todas componentes em vy, ..., v, juntas.

Exemplo 3.3.1. Seja vy = (n,0), va = (0,m) e vy = (u,u), entdo mde (v, va, v3) =

mde (n,0,0,m,u,u) = mde (n,m,u).

Lema 3.3.1. Sejam vy e vy dois pontos integrais distintos em R™. Entao o nimero
de pontos integrais no segmento de reta vovy, incluindo vy e vy € igual ao mde (vy — vy)+

1. Além disso, se vy € outro ponto integral sobre vovy, entdo

lvy —wo|  mdc (vy — vp)

- , 3.3
lv1 —vg|  mde (v; — vp) (3.3)

onde |v| denota o comprimento euclidiano de um vetor v.
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Dem.: Os pontos no segmento de reta unindo vy e v; sao da forma
v=uvg+t(vy—1),0 <t <1

como vy ¢ integral, entdo v é integral se, e somente se, t (v; — vg) for integral. Mas

v1 — v é integral, logo t deve ser um nimero racional da forma
1
t:E’ com 0 <i < kemde(i,k)=1.

Entao t (v; — vg) é integral se, e somente se, k divide mdc (v, — vg). Logo, k =mdc (v; — vg) >
1. Pois se k < mdc (v; — vg) nao contariamos todos os pontos integrais sobre vv;.
Assim todos os pontos integrais no segmento de reta vgv; diferentes de vy e vy tem
t da forma
1

t=———— para 0 <i<mdc(vy —vp).
de('Ul—UO) p (1 0)

Logo, o nimero de escolhas para ¢ é mdc (v; — v9) — 1 e assim o nimero de pontos
integrais sobre vov; incluindo vy e vy é mde(v1 —vg) — 1 + 2 =mdc (v; — vo) + 1.
Agora vamos provar a equagao 3.3. Seja d = mdc(v; — vg) e suponha que vy =
vo+1i/d (v; — vg) é um ponto integral sobre vyv; com 0 < i < d. Note que (v; —vy)/d

é integral e mdc ((v; — vy)/d) = 1 entao

mdc (vy — vy) = mdc (z (Ul ;UO)> =1-mdc (Ul ;UO) =1.

E também

|U1 - Uo|

d

|Ul —Uo|

,’U1—Uo|=d d

"UQ — U0’ =71
e assim

lvg —wo| i mde(va —vp)

vy —wve|  d mdec(vy —g)’
[

O teorema a seguir é muito importante pois mostra como construir

politopos integralmente indecomponiveis a partir de um dado politopo.

Teorema 3.3.1. Seja Q um politopo integral em R™ contido em um hiperplano H e
sejav € R™ um ponto integral fora de H. Suponha que vy, ..., v sao todos os vértices

de Q). Entao o politopo conv (v, Q) € integralmente indecomponivel se, e somente se,

mde (v — v, v — vy, -+ 0 — V) = 1.
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Figura 3.3: piramide indecomponivel

Dem.: Seja C' = conv (v, Q) como descrito na figura 3.3 e suponha que C = A+ B
onde A e B sao politopos integrais em R"™. Deslocando adequadamente A e B
podemos supor v € A e 0 € B. Como v,vy,...,v; sao todos os vértices de C, pelo

lema 2.4.1 existem vértices a; do A e b; do B ,unicos, tais que

vi=a; +b; paral <i <k

vv; = va; + 0b; para 1 <7 < k.

Ja que 0 € 0b;, entao por soma de Minkowski va; + 0 C vv;, logo o segmento de reta
va; coincide com uma parte de vv; comegando em v (observe a figura 3.3).Dados

vy, V9 Vértices de Q, entao v1v9 € uma aresta de C, logo pelo teorema 2.4.1
V1V = Q109 + blbg.

Entao o segmento de reta ajas é paralelo a aresta vvs. Isto significa que o triangulo
conv (v, ay, az) é semelhante ao triangulo maior conv (v, vy, v,). Entao

la; — v| B lag — |

jor = v vy — v
e pelo lema 3.3.1, temos

mdc (a; —v)  mde(az —v)

mde (v, —v)  mde (vy — v)
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e como 3.4 vale para quaisquer dois vértices adjacentes, temos

la; —v|  mdc(a; —v)

= =t 1<i<k 3.5
lv; —v|  mdc(v; —v) para 2 =1=1 (3:5)

onde t é uma constante tal que 0 <t < 1. O numero t deve ser racional, digamos

t =m/donde 0 <m <d,d>1emdc(m,d) = 1. Entao d | mde(v; —v) para

1 <4 < k. Suponha que mdc (v — vy, v — vy, -+ ,v —v) = 1 e ja que
mde (v — V1,0 — Vg, ...,V — V) =
mdc (mde (v —vy),mde (v —vy),...,mdc(v—1;)) =1

entao vemos que d = 1, assim m =0oum =1,logot =0o0ut=1. Set =0 entao
por 3.5 a; = v para 1 <i <k, logo A = {v}. Se t =1 entao 3.5 implica que a; = v;

para 1l <i < k,logo A= C e B = {0}. Portanto C' é integralmente indecomponivel.

Para a reciproca, suponhamos mdec (v — vy, v — vg, -+ , v —vg) = d > 1.

Seja u; = é(vi —wv) para 1 < ¢ < k. Assim os u;’s sdo pontos integrais em R".

Definamos
A = conv (v,v1 — Uy, v —ug) € B=conv(0,uy,...,u).

Vamos mostrar que C' = A 4+ B. Comecaremos mostrando que A + B C C. Se-

k k
jamaeAebEB,entaoa+b=ZAi(vi—ui)—l—ZTiuiondevozv,uozoe
k k Iic:O zizo k 1
A = 7, = 1. Assima+ b= i (v; — ;) + Tl = v; ()\H—— Ti—)\i)
2N 2y g (Mg ()

k k
1
€ conv (v, = (C pois N+ =(1;—XN) = A = 1. Agora vamos provar a
(v,Q) p ; = (i = ) ;) gora vamos prov
outra inclusao, que C' C A + B:

k k k

k k

i=0 i=0 i=0 i=0 i=0
Jiqued>1leu; #0ev; —u; #v paral <i < k. Entao A e B tem no minimo

dois pontos cada, logo C' é decomponivel. O]

Exemplo 3.3.2. Seja f o polinomio 1 + a™ + y™ + z"y™ + 2'yi2* € Flz,v, 2]

onde n,m,k > 0 e 1,7 > 0. Entao o politopo de Newton da f é a piramide com
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vértices (0,0,0),(n,0,0),(n,m,0),(0,m,0) e (i,7,k). Se mde(n,m,i,j, k) =1 entdo
a piramide € indecomponivel e assim, de acordo com o critério de irredutibilidade

3.2.1, f € absolutamente irredutivel sobre .

Note que no exemplo 3.3.2 f permanece absolutamente irredutivel se acrescentar-
mos a ela termos cujos expoentes vetoriais permanecam na piramide. Também os
coeficientes do polinomio sao todos 1, mas observe que poderiamos muda-los para
qualquer elemento nao nulo do corpo em que estivéssemos trabalhando e isso nao
mudaria o politopo de Newton associado a f e assim f continuaria absolutamente

irredutivel.

Os corolarios seguintes especializam os casos simples como quando @) é

um ponto integral, um segmento de linha ou um triangulo.

Corolario 3.3.1. Sejam vy e v dois pontos integrais distintos em R™. Entdo o

segmento de reta vgvy € integralmente indecomponivel sse mdc (vg — v1) = 1.

Dem.: Construimos o hiperplano H passando por vy e perpendicular a reta unindo
v € vy, entdo vg € H e vy ¢ H, assim, pelo teorema 3.3.1 vov; é integralmente

indecomponivel sse mdc (v; — vy) = 1 O

O corolario 3.3.1 nos leva a seguinte aplicagao:

Corolario 3.3.2. Um polinomio com dois termos

aXit . X bXEE X € F[X, ., X (3.6)
a,b € F\ 0 é absolutamente irredutivel sobre F sse mdc (iq,...,1,) =1

Dem.: A demonstracao da reciproca deste corolario é imediata da aplicacao do
corolario 3.3.1. Porém a ida serd feita agora. Comecamos dividindo 3.6 pelo seu

primeiro termo, e assim ficamos com

» i i .
=14cx ™. ox Ly (3.7)
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agora, vamos supor que mdc (i1, ..., i,) = d > 1. Assim, iy, = dag parak =1,...,n.
— —_ « .

Podemos colocar w = 7™ ...z, 2t .. 2@ eassim f = 14+cw? com d > 1. Logo,

f é redutivel quando adjuntarmos o elemento ¢!/, a d-ésima raiz de —1, ao corpo F.

Contradizendo nossa afirmagao de o polinomio 3.6 ser absolutamente irredutivel. [

Exemplo 3.3.3. De acordo com o coroldrio 3.3.2 temos que:

1. 2" 4+ y™ € absolutamente irredutivel sobre um corpo F se, e somente se,

mdec(n,m) = 1.

2.yt + 272F € absolutamente irredutivel sobre um corpo F se, e somente

se, mdc(i, j, k) = 1.

Corolario 3.3.3. Sejam vy, v1, vy trés pontos integrais em R™, nem todos na mesma

reta. Entao o triangulo conv (vg, v1,vs) € integralmentre indecomponivel sse

mde (vg — v1,v9 — vg) = 1

Dem.: Aplicando o teorema 3.3.1 com vyvs = Q C H = {vg + A(v2 —v1) : A € R}
e vg & H, temos que conv (v, Q) = conv (vg, v1, v9) é integralmente indecomponivel

sse mdc (vg — vy, vy — V) O

O proéximo resultado mostra uma aplicagao do corolario 3.3.3.

Corolario 3.3.4. Seja f = aX"+b0Y" +cX"YV+> ¢;;X'YI € F[X,Y] com a,b,c
nao nulos. Suponha que o politopo de Newton da f € o triangulo com vértices (n,0),

(0,m) e (u,v). Se mde(m,n,u,v) =1 entao f é absolutamente irredutivel sobre F.

Dem.: Sejam vy = (u,v), v1 = (n,0) e v = (0,m). Pelo corolario 3.3.3 se
mdc (vg — v1,v9 — v2) =mdc(u —n,v,u,v —m) = 1 entdo conv (vy,vi,vs) é inte-
gralmente indecomponivel e assim f sera absolutamente irredutivel. Entao devemos
mostrar que mdec (u — n,v,u,v —m) = 1. Por hipétese mde(m,n,u,v) = 1. Seja
d = mdc(u—mn,v,u,v—m)entdao d | (u—n—u) = —n, logo, d | n. Da mesma maneira
d| (v—m—v)=—m,logo, d| m. Entao d | (m,n,v,u) logo d | mde (m,n,u,v) =1

que nos leva a d = 1. O
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Figura 3.4: hiperplanos de suporte

Para que o polinomio no corolario 3.3.4 permanega absolutamente irredutivel de-
vemos tomar cuidado para que os expoentes vetoriais (i,j) referentes aos termos
x'y’ permanecam no politopo. Conforme foi estudado no capitulo 2 cada aresta
do triangulo é a intersec¢ao do politopo com um hiperplano(observe a figura 3.4).

Entao
1. se a; é a aresta que une os pontos (0,m) e (n,0) temos que a; :=
PN H =Pn{(z,y) €R?: (x,y)(m,n) = nm}

2. se ay é a aresta que une os pontos (n,0) e (u,v) temos que ay =

PNHy=Pn{(z,y) e R?: (x,y)(—v,u —n) = —vn}
3. se ag é a aresta que une os pontos (u,v) e (0,m) temos que ag =

PNHz;=Pn{(z,y) e R?: (x,y)(v — m, —u) = —mu}

e de acordo com 2.4.4 temos que P = H; N Hy N Hy . Assim, (7,)) estd em P se, e

somente se, ele satisfizer:

1. mi4+nj —mn>0

2. —vi+j(u—n)+ovn >0
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3. i(v —m) — ju+mu > 0.

Corolario 3.3.5. Sejam vy, vy, v9, v3 quatro pontos integrais em R™, nem todos con-
tidos no mesmo plano. Entdo o tetraedro conv (vy, vy, va,v3) € integralmente inde-

componivel sse mdc (vg — v1, Vg — Vg, Vg — v3) = 1.

Dem.: Sejam Q) = conv (v1,vs,v3), v & @, C' = conv (vy, v1, Ve, v3) = conv (vg, Q)

é integralmente indecomponivel sse mdc (vg — v, vy — V2, V9 — v3) = 1. O

O proéximo resultado é uma aplicacao do corolario 3.3.5.

Corolario 3.3.6. Suponha que o politopo de Newton da f = a; X'+ aY™ +asZ" +
ay XY ZY + Y i XYIZF € F[X,Y,Z] seja o tetraedro com wvértices (I,0,0),
(0,m,0), (0,0,n) e (u,v,w). Se mdc(l,m,n,u,v,w) =1 entao f é absolutamente

rredutivel sobre F.

Dem.: Sejam vy = (u,v,w), v; = (1,0,0), v = (0,m,0) e v3 = (0,0,n), se
mdc (vg — v1, V9 — V2, Vg — v3) =mdc (u—l,v,w,u,v —w,w —n) = 1 entdo Py serd
integralmente indecomponivel, logo, f serd absolutamente irredutivel. Por hipotese
mde (I, m,n,u,v,w) = 1. Sejad = mde (u — l,v —m,w — n,u,v,w) entdo d | (u—I—
u) = —I, logo d | l e do mesmo modo d | m, d | n e assim d | mde (I, m,n,u,v,w) = 1.

O que leva a d = 1. O

O corolério seguinte nos diz que se, por exemplo em R?, tivermos uma
piramide com uma aresta lateral ou uma aresta da base indecomponivel entao a

piramide sera indecomponivel.

Corolario 3.3.7. Seja Q um politopo integral em R™ contido em um hiperplano
H e seja v € R™ um ponto integral fora de H. Se ) tem uma aresta vivy tal
que mdc (vy — ve) = 1 ou um vértice vy tal que mdc (v —vy) = 1 entdo o politopo

conv (v, Q) € integralmente indecomponivel.

Dem.: Sejam vy, ..., v todos os vértices de ). Se mde (v —v1) = 1 entdo

mde (v — vy, v — vy, -+ ;v —vg) = mde(mde (v —v1),-+,(v—1uvg)) =1 e pelo teo-
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rema 3.3.1 conv (v,Q) é integralmente indecomponivel. Se mdc(v; —wvy) = 1 e
d = mdc(v—v,v—vy, -+, 0v—1;) entdo d | (v; —v) e d | (v —vg), logo d |
(v —v4+v—wvy) = (v1 — ), assim d | mde (v; —vg) = 1 e isso implica que d = 1.

Pelo teorema 3.3.1 conv (v, @) é integralmente indecomponivel. n

Corolario 3.3.8. Seja f = g(X) + h(X1,...,X,) onde g € F[X] de grau r e
h € F[Xy,...,X,] de grau total m. Se mdc(r,m) = 1 entao f € absolutamente

rredutivel sobre F.

Dem.: Se necessério, podemos fazer uma translacao na variavel X para que a con-
stante de f seja nao nula e assim o politopo de Newton de h que fica sendo a
base da nossa piramide. Como h continua tendo grau total m, existe um termo
cilminXil ... X" em h tal que i; + --- + i, = m cujo expoente vetorial (i1, ...,1%,)
¢é o vértice vy de P,. E como g tem grau r, teremos um termo aX” em ¢ cujo ex-
poente vetorial (7,0, ...,0) determina num vértice v da piramide fora da base. Seja
d = mdc(v —v1) = mde(r,iy, ..., 0,). Entdo d | iy 4+ -+ + i, = m, logo d | (m,r),
ou seja, d | mde(m,r). Isso implica que d = 1 e pelo coroldrio 3.3.7 temos que
P; ¢ integralmente indecomponivel e assim, pelo teorema 3.2.1, f é absolutamente

irredutivel. O

Teorema 3.3.2. Seja () um politopo integralmente indecomponivel em R™ que esta
contido no hiperplano H e tem no minimo dois pontos, e seja v € R™ um ponto(ndao
necessariamente integral) fora de H. Seja S um conjunto qualquer de pontos inte-
grais no politopo conv (v, Q). Entao o politopo conv (S, Q) € integralmente indecom-

ponivel.

Dem.: Seja C' = conv (S,Q) e como ) = C' N H entdo () é uma face de C. Se
C = A+ B, entao pelo lema 2.4.1 A, B tem faces tinicas A; e B, respectivamente,
tais que Q = A;+ B;. Como @ é integralmente indecomponivel entao A; ou By deve
ter apenas um ponto, digamos A;. Fazendo um deslocamento adequado de A e B,
podemos assumir que A; = {0} e B; = Q). Queremos mostrar que A = A; = {0}.
Sejar € A. Entaor +Q Cr+ B C C = conv(S,Q) e como Q C H temos que
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r+Q Cr+ H e assim
r+QCCn(r+H). (3.8)

Seja C7 o cone gerado por v e ). Entao

C Cconv(v,Q) CCreCiNH=Q (3.9)

e por 3.8 temos que

r+QCCiN(r+ H) (3.10)
e pelo lema 2.2.3 existe um ntumero real ¢ > 0 tal que
Cin(r+H)=v+t(Q —v) (3.11)

Vamos mostrar que t < 1. Sejaa € @, entdo r+a € C; N (r+ H) e por 3.11 existe
beQtalquer+a=v+t(b—wv). Etambém, r+a € C C conv (v, Q) entao existe

by € Q tal que r + a = v+t (by — v) para um certo 0 < ¢; < 1. Entao

t(b—v) =t (b —v) (3.12)

Seja H = {x e R": (a,z) =} onde a« € R*, § € R. Como b, b; € @, entdo
(a, by = (@, by) e a equagdo 3.12 implica que (o, v+t (b—v)) = (o, v + 1 (by — v))
e assim t (6 — (o, v)) =t (B — (a,v)) , logo t =t;. E como 0 < ¢; < 1 segue que
0<t<1 De38e3lltemosr+Q Cv+t(Q—wv),isto é

QCtQ+d (3.13)
onde d = (1 —t)v —r € R”. Para k > 0 inteiro aplicamos (3.13) k vezes
QCtQ+(t"'+ - +t+1)d (3.14)
Se 0 <t <1 entao 3.14 pode ser escrita como

th—1
t—1

Q CthQ+ d.

E como @) ¢é limitado quando k — oo, temos

-1 -1
Q§{0}+t_1a:{t_1a}
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e assim () tem apenas um ponto contradizendo a hipotese de () ter no minimo dois

pontos. Portanto t = 1 e assim 3.13 fica

r+Q CQ. (3.15)

Para k > 0 inteiro, aplicando (3.15) k vezes temos que

kr+QC@
e como Q ¢ limitado quando k — oo entdao r =0e¢ A = A; = {0}. O

Exemplo 3.3.4. Considere o tetraedro com vértices (0,0,0), (n,0,0), (0,m,0) e
(0,0,u). Note que o tetraedro é indecomponivel se mde(m,n) = 1. Dado o polinémio

=14 2" +y™ + 2%y’ + 'z + 2F, se (w,v,0), (0,4,5) e (0,0,k) estiverem no
tetraedro entao de acordo com o teorema 3.3.2 Py serd integralmente indecomponivel
pois estard contido no tetraedro e os dois com a mesma base no plano xy. Logo, f

serd absolutamente irredutivel.

Coroldrio 3.3.9. Seja f = aX™ +bY" + > ¢;;X'Y7 € F[X,Y] com a,b nao nulos
e (i,7) diferente de (m,0), (0,n). Suponha que o politopo de Newton de f es-
teja contido no triangulo (m,0), (0,n) e (u,v) para algum ponto (u,v) € R*. Se

mde (m,n) =1 entao f € absolutamente irredutivel sobre F.

3.4 Projecoes

Agora veremos novas construcoes de politopos integralmente indecom-
poniveis baseadas em projecoes. Intuitivamente esperamos que, por exemplo, se
tivermos um quadrado e fizermos a projecao sobre um de seus lados e esta for inte-
gralmente indecomponivel, entao o quadrado sera também, porém veremos que isto

nem sempre ¢é verdade.

Definicao 3.4.1. Dizemos que uma transformada linear w : R — R™ € integral

se ela leva pontos integrais de R™ para pontos integrais em R™.



3 Familias Irredutiveis 46

Lema 3.4.1. Seja P um politopo integral em R™ e m : R" — R™ uma transformada
linear integral. Se w (P) € integralmente indecomponivel e cada vértice de w (P) tem

somente uma pré imagem em P entao P deve ser integralmente indecomponivel.

Antes de provarmos o lema 3.4.1, vamos observar que um politopo inte-
gral P sob qualquer transformada linear integral continua sendo um politopo integral

e que cada vértice de m (P) vem de um vértice de P.

Seja P um politopo em R"™. Entao pelo teorema de Krein-Milman temos

que P = conv (vert(P)). Logo, P = conv (vy,...,v). Dado w € 7 (P) temos que

! I !
w=T (Z Aﬂh’) = Z A (v;) com Z Ai = lentao 7w (P) C conv (7 (v1),...,7(v)).
i=1 i=1 i=1

l !
Agora, sejaw € conv (7 (v1),...,7 (v;)) entdao w = Z am(v;) = (Z aivi>
i=1 i=1

!
com Zai =1, logo w € 7w (P). Portanto = (P) = conv (7 (v1),...,7(v)),logo
i=1

7 (P) é um politopo integral em R™.

Entao 7 (P) = conv(mw(vert(P))), ou seja, cada vértice w de 7 (P) vem
de w = 7 (v;) e assim, cada vértice de 7 (P) vem de um vértice de P. Agora estamos

prontos para provar o lema 3.4.1.

Dem.: Iremos mostrar que se P é decomponivel entao 7 (P) também o serd. Suponha
P = A+ B onde A, B sao politopos integrais em R™ com no minimo dois pontos
cada. Entao 7 (P) = 7 (A) 4+ 7 (B) e precisamos mostrar que 7 (A) e 7 (B) tem no
minimo dois pontos cada, vamos supor que 7 (A) tem apenas um ponto. Seja wy
um vértice de P tal que 7 (wg) seja um vértice de 7 (P). J4 que P = A + B, pelo
teorema 2.4.1 existem vértices unicos ag de A e by de B tais que wg = ag+ by. Como
A tem no minimo dois pontos, seja a; outro vértice de A tal que aga; seja uma
aresta de A. Pelo teorema 2.4.1, aga; sera fator de uma aresta wywy, com wy # wy.
Note que wow; ¢é paralelo a aga;, ou seja, elas tem o mesmo vetor direcao. Entao

podemos escrever wy = wy + t(ay — ap), logo, w1 — wy = t (a3 — ag) para algum t
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real. Entao
7T(U}1 — ’wo) = 7T(t (a1 — ao)) = t(ﬂ' ((11) — 7T(CLO)) =0

pois 7 (A) tem apenas um ponto. Logo 7 (w;) = 7 (wp) e assim dois vértices de P

vao para um vértice de m (P), contradizendo nossa hipdtese. H

Corolario 3.4.1. Seja P um politopo integral em R e 7w : R" — R™ uma transfor-
mada linear integral que € injetora sobre os vértices de P. Se w (P) ¢é integralmente

indecomponivel entao P também deve ser.

Teorema 3.4.1. Seja ) um politopo integralmente indecomponivel em R™ e m :
R"™ — R™ wuma transformada linear integral. Seja S um conjunto de pontos inte-
grais em 7~ (Q) tendo exatamente um ponto em S para cada vértice v de Q. Entdo

o politopo conv (S) em R™ € integralmente indecomponivel.

Dem.: Basta notar que 7 (conv (S)) = @ e aplicar o lema 3.4.1. O

Exemplo 3.4.1. Dado o polinémio f(x,y,z) = y°z + x?y*23 + 2322 + 23y 2" +
21y02° + 28910212 4 27y'3 entdo temos que o politopo de Newton associado a f é P =
conv((0,5,1),(2,4,3),(3,0,2),(3,7,7),(4,6,5), (6,10,12),(7,13,0)). Vamos definir

T como a proje¢cao no plano xy.

Entao n(P) = conv((0,5),(2,4),(3,0),(3,7), (4,6), (6,10),(7,13)). Mas
7(P) € o triangulo com vértices vg = (0,5),v1 = (3,0) e vy = (7,13) e cada um deles
possui apenas uma pré-imagem em P. Usando o coroldrio 3.3.3 concluimos que m(P)
¢ integralmente indecomponivel pois mdc(vy— vy, vo—ve) =mdc(3,5,7,8) = 1. Como
as condigoes do lema 3.4.1 sao satisfeitas podemos afirmar que P é integralmente

indecomponivel. Deste modo, seque que f € absolutamente irredutivel.
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4 DECOMPOSICAO DE POLITOPOS

Neste capitulo estudaremos os algoritmos desenvolvidos por Shuhong
Gao e Alan Lauder em [6, 8]. Comegaremos com um algoritmo que testa a in-
decomponibilidade de politopos e sua aplicacao serd importante na construcao de
novas familias de polindmios absolutamente irredutiveis. Depois veremos um algo-
ritmo que constréi todos os fatores integrais de um politopo e que pode ser 1til na
fatoragao de polinomios como serd visto no capitulo seguinte. Terminamos estu-
dando um algoritmo que testa indecomponibilidade via projegoes para politopos de

dimensao maior do que 2.

4.1 Introducao

Neste capitulo e como feito no anterior, associaremos a cada polinomio
multivariado um politopo, dito seu politopo de Newton. Como foi observado por
Ostrowski em 1921, se um polinémio f é redutivel, entao seu politopo de Newton é
decomponivel em relacao a soma de minkowski em politopos de Newton associados
aos fatores de f. Este resultado nos leva a dois problemas que serao estudados neste

capitulo:
Problema 1:

Dado um politopo integral, decidir se este ¢ integralmente indecom-

ponivel.

Aqui o politopo representara a envoltoria convexa de um conjunto finito
de pontos integrais. Este é um caminho dificil pois mostraremos que decidir inde-
componibilidade de politopos é NP-completo. O interesse neste procedimento é que
cada vez que descobrimos um politopo integralmente indecomponivel este nos leva a
uma familia de polindmios absolutamente irredutiveis que podem ser representados

por tal politopo.
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Problema 2:
Dado um politopo integral , encontrar todos os seus fatores integrais.

Dado um polinomio f o interesse em sabermos os fatores de seu politopo
de Newton associado podera ser ttil na fatoracao de f. Como sera visto no capitulo 5
tentaremos fatorar um polinémio f em fatores cujos politopos de Newton associados

foram encontrados quando decompomos o politopo de Newton associado a f.

Na secao 4.2 apresentaremos o algoritmo de Grahan que também pode
ser encontrado com mais detalhes em [10, 17] que fornece os vértices da envoltéria
convexa de m pontos no plano em O(nlogn). O algoritmo de Grahan podera ser
usado para encontrar os vértices de um dado poligono. Na secao 4.4 iremos apre-
sentar os algoritmos de Gao e Lauder feitos em [6, 8]. O primeiro algoritmo dird se
um poligono integral é integralmente indecomponivel ou nao. Enquanto o segundo
algoritmo retornara todos os fatores integrais de um poligono integral, inclusive os
triviais. Na segao 4.5 apresentaremos o algoritmo feito por Gao e Lauder em [6, §]

que decidird indecomponibilidade de politopos em R™ fazendo sua projecao no plano.

4.2 Envoltoria Convexa no Plano

Nosso objetivo nesta secao é apresentar o algoritmo de Grahan que
fornece os vértices no sentido anti-horario da envoltéria convexa de n pontos no
plano em O(nlogn). Este algoritmo poderd ser usado para calcular os vértices do

politopo de Newton associado de um polinomio bivariado.

Comecaremos apresentando um exemplo com algumas hipéteses, para

facilitar o entendimento, que mais tarde serao removidas.
Seja P = conv((2,5), (1,0),(0,2), (1,1), (4,4), (4,5), (5,0)). Vamos as-
sumir que tenhamos um ponto extremo a = (5,0) sendo que este é o ponto extremo

com coordenada x de mais alto valor e com coordenada y de mais baixo valor.

Agora vamos classificar os outros pontos de acordo com a sua inclinacao em relagao
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1 : f k

g 2 3

b
m

Figura 4.1: ordenagao no sentido anti-horério

ao ponto a no sentido anti-hordrio: b = (4,5), ¢ = (4,4), d = (2,5), e = (1,2),
f=(1,1) e g=1(0,0) (observe a figura 4.1). Estamos assumindo que temos sempre
somente dois pontos sobre cada segmento de reta que liga o ponto a a qualquer outro

ponto de S. Uma condicao que sera facilmente removida.

Iremos armazenar os pontos sobre a envoltéria convexa em uma pilha
S. Inicialmente a pilha contém os dois primeiros pontos : S = (b,a). Em nosso
exemplo, com b no topo da pilha. Cada elemento que for adicionado a pilha ficara

na posicao mais a esquerda dela, ou seja, no topo da pilha.

Vamos verificar se ¢ sera adicionado a pilha. Para isso vamos calcular o
valor da drea formada pelos pontos a, b e ¢. Note que (a, b, ¢) formam um tridngulo no
sentido anti horario em b e por consequéncia disso A(a, b, ¢) > 0, e assim adicionamos
¢ a pilha. S = (¢,b,a). Agora vamos verificar se d serd adicionado a pilha. Note
que (b, ¢,d) forma um triangulo no sentido horario em ¢, logo A(b,c,d) < 0. Isso
quer dizer que ¢ € int(P), pois ¢ € H~, onde H é o hiperplano de suporte da aresta
que liga os pontos b e d que esta ilustrado na figura 4.2. Logo, retiramos ¢ da pilha
S. S = (b,a) e verificamos se d entra na pilha. Agora adicionamos d a pilha, pois

a, b, d forma um triangulo no sentido anti horéario em b. S = (d, b, a).
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H+

Figura 4.2: ponto interior

Continuando desta maneira notamos que e e f sao adicionados a pilha, assim S =
(f,e,d,b,a). O ponto g nos leva a tirar e e f da pilha, pois e, f,g formam um
triangulo no sentido horario em f. Logo, f € int(P). Assim como, d, e, g tAmbem
formam um triangulo no sentido hordrio em e, logo, e € int(P). Deste modo

adicionamos ¢ a pilha e ficamos com S = (g,d, b, a).

Antes de prosseguirmos vamos apresentar os comandos coloca(p,S) e
retira(,S), que coloca p no topo da lista S, e retira o elemento que esta no topo da

lista S, respectivamente.

Escolhendo pgy, o vértice inicial. Escollheremos o ponto com a orde-
nada y de menor valor e no caso de existirem muitos pontos com a mesma ordenada,
procuramos entre estes o de abscissa de valor mais alto. Ponto que certamente sera
um vértice. Considerando py como a origem, calculamos as inclinacoes dos outros
pontos e enumeramos como pPg, Pi,.--,Pn_1 COM p,_1 sendo o ponto de maior an-

gulacao anti-horario conforme ilustrado na figura 4.3.

E importante notar que quando ordenamos os pontos deste modo entao

p1 € bd(P), assim inicializamos S = (p1, po)-

Colinearidade
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Figura 4.3: ordenacgao dos pontos

No caso de termos trés pontos ou mais colineares com um deles sendo
0 Pp, Ou seja, trés pontos ou mais sobre um segmento de reta que liga py a outros

pontos, entao ficamos com o ponto mais distante de py e descartamos os outros.

No caso de a area entre trés pontos classificados for zero, A(p;, pis1, Div2) =
0 entao estes pontos sao colineares e por isso o algoritmo que apresentaremos segue
adiante apenas se A(a,b,c) > 0 que é o mesmo que dizer: formar um tridngulo no

sentido anti horério.

Algoritmo 4.2.1 (Grahan).

Entrada: Um conjunto S de pontos no plano.

Saida: Os vértices da conv(S) ordenados no sentido anti-hordrio.

1. Encontre o ponto com coordenada y de menor valor e entre estes o de

coordenada x de maior valor. Chame-o de pyg.

2. Ordene todos os outros pontos de acordo com sua angularidade ao redor
de pg. No caso de um ou mais pontos com a mesma angularidade, fique

com o mais distante de py e descarte os demais.

3. Pilha S = (p1,p0) = (pt, pi—1); t € o indice do ponto no topo da pilha.

1+ 2
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enquanto 1 <n faca
se p; forma um triangulo no sentido anti- hordrio com p;_1,p;
entao coloca(p;,S) ei i+ 1

senao retire(S).

Teorema 4.2.1. A envoltoria convexa de n pontos no plano pode ser encontrada

utilizando o algoritmo de Graham em O(nlogn).

Dem.: Na linha 2 o algoritmo precisa ordenar uma lista com n — 1 elementos.
E sabido que os algoritmos de ordenagao trabalham em O(nlogn) que pode ser
visto com maiores detalhes em [1, 2]. Nos demais passos hd O(n) operagoes, logo o

algoritmo trabalha em O(nlogn). O

4.3 Fatores e Decomposicao

Como foi definido anteriormente o ente convexo L é um fator de K se
existe um ente convexo M € R™ tal que K = L + M. Veremos que um fator de um
politopo tem a estrutura fortemente relatada pelo politopo. Essa observacao ficard

clara quando estivermos tratando de politopos em R?, ou seja poligonos.

Definicao 4.3.1. Para entes convexos K,L € R™ diremos que L pode ser deslocado
para dentro de K se para cada ponto x da fronteira de K existe um vetor translacdao

teR" tal quer e L+t C K.

Teorema 4.3.1. Sejam K,L € R". Entao L é um fator de K se, e somente se, L

pode ser deslocado para dentro de K.

Dem.: Se K =L+ Mex € K, existey € Let € M tal que z = y + ¢, assim
r € L+t C K. Suponha que L desliza livremente para K. Seja x na fronteira
de K. Por hipotese, existe t € R" tal que v € L+t C K. Entaot € K ~ L e
r € L+ (K ~ L). Pelo lema 2.3.3, L é um fator de K. O
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Os possiveis fatores de um politopo tém a estrututa muito parecida com
a do préprio politopo. Sejam P, @), R € R" tais que P = (Q+ R, entao como foi feito
no teorema 2.4.1 se I’ ¢ uma face de P, entao existem faces Fy de () e Fr de R tais
que F' = F + Fg, todas as faces com o vetor normal em comum. Esta observagao ¢
para notarmos que os vetores normais das faces de um fator ) de P estao entre os
vetores normais das faces de P. Particularmente facil é descrever os fatores de um

poligono em R?, o qual ser4 feito na secao seguinte.

4.4 Poligonos

Dado um poligono P podemos representa-lo por sua sequéncia de arestas.
Sejam wvg, vy, ..., Un_1 08 vértices do poligono ordenados ciclicamente na diregao
horaria. As arestas de P s@o representadas pelos vetores F; = v; — v;_1 = (a;, b;)
para 1 < i < m, onde a;,b; € N e os indices sao feitos médulo m. Chamamos cada

E; um vetor aresta.

Definigao 4.4.1. Um vetorv = (a,b) € Z* é dito um vetor primitivo se mdc (a,b) =

1.

Seja n; = mdc (a;, b;) e defina e; = (a;/n;, b;/n;). Entao E; = n;e; onde

e; ¢ um vetor primitivo para 1 <i < m.

A sequéncia de vetores {n;e; }, <i<m» due chamamos sequeéncia de arestas
ou sequencia poligonal, identifica unicamente o poligono sob translacao determinada
pelo vetor vy, e esta sera a entrada para o algoritmo de decomposi¢ao. Como a regiao

do poligono é fechada, temos que Z nie; = (0,0).

1<i<m
O lema a seguir é a motivagao para o algoritmo de decomposicao de
poligonos, pois ele diz exatamente como serao os fatores de uma possivel decom-

posicao do poligono dado.
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Lema 4.4.1. Seja P um poligono com sequéncia de arestas {niei}lgigm onde e; € Z?
sao vetores primitivos. Entdo um poligono integral € um fator de P sse sua sequéncia
de arestas € da forma {kie;}, ..., 0 < k; <n;, com Z kie; = (0,0).

1<i<m

Dem.: Seja {e a sequéencia de arestas de um fator () de P. Sabemos que cada

i}1gz‘§m
aresta ne de P pode ser decomposta, em relacao a soma de Minkowski, pela soma de
duas arestas paralelas a e ou pela soma de uma aresta paralela a e e um ponto. Assim
e deve ser da forma ke com 0 < k < n, logo {ei}lgigm = {kieihgigm onde 1 <k; <

ni. A sequéncia de arestas {k;e;},.,.,, define um poligono fechado e serd um fator

de P, com o outro fator tendo sequéncia de arestas da forma {(n; — k;) e;}, ;.. O

Dada uma sequéncia de arestas {n;e;},;c,, o algoritmo de decom-
posicao checarda a existéncia de uma sequéncia de inteiros k;, com 0 < k; < n;y

para 1 < i < m, tal que Z kie; = (0,0), com k,, # n,, e algum k; # 0.

1<i<m
Exemplo 4.4.1. Seja P o poligono da figura 4.4. FEntao seus vértices ordenados
ciclicamente no sentido anti-hordrio sio vo = (0,0), vy = (2,0), v3 = (2,2) e
vy = (0,2). Deste modo as arestas de P sdo representadas pelos vetores Ey = (2,0),
Ey =(0,2), B3 =(—2,0) e B, = (0,—2). Os quais nos levam a sequinte sequéncia
de arestas : ny =2 ee; = (1,0), ng =2 eey =(0,1), n3 =2 ee3 = (—1,0), ny =2
e ey = (0,—1). Note que Z?Zl nie; = (0,0). De acordo com o lema 4.4.1 para

encontrarmos um fator do poligono P precisaremos resolver a sequinte equag¢ao:
kier + koes + kses + kyeq = (0,0) com 0 < k; < n; para 1 <i < 4. (4.1)

Note que ki = --- = ky = 1 satisfaz 4.1, entao acabamos encontrando um fator
L =9+ Z?Zl kie; de P representado na figura 4.4. Observe que o outro fator M
de P tal que P = M + L também é M = vy + Zle kie;.
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) AR £
‘ ° fator | Z
politopo

Figura 4.4: decomposicao de politopos

Observacgoes

1. Note que de acordo com o teorema 4.3.1 L pode ser deslocado para

dentro de P.

2. Note que cada aresta ap de P vem da soma de uma aresta ay, de L com

uma aresta ay; de M onde as arestas ap,ar, € ays sao paralelas.

3. Note que P é o politopo de Newton associado do polinomio f = 1+
2?2 +y%+2%y%. A pergunta que serd respondida no capitulo 5 é: O fator
L do politopo P corresponde ao politopo de Newton associado de um

fator g do polinomio f ?

O problema que o algoritmo de decomposicao ira resolver é

Decomponibilidade do poligono(POLIDECOMP)

Entrada: A sequéncia de arestas {n;e;}, .., de um
poligono convexo integral P.

Questao: P tem uma decomposicao integral ?

O tamanho da entrada deste problema é O (m (logN + logE)) onde N = max {ny, ...

e I/ o valor absoluto méaximo das coordenadas de e;, 1 <17 < m.

A proposicao a seguir mostra a dificuldade deste problema.

7nm}
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Proposicao 4.4.1. POLIDECOMP é NP-completo

Dem.: Certamente POLIDECOMP esta em NP,pois dada uma decomposicao prépria

{kie;};~, do poligono podemos verificéd-la em tempo polinomial.

Para mostrarmos que POLIDECOMP ¢é NP-completo, faremos uma
reducao polinomial do problema da Particao, que é sabido ser NP-completo, para
POLIDECOMP. Vale lembrar que a entrada para Parti¢ao é uma sequéncia {s;};",
de inteiros positivos que podemos pega-los em ordem nao-decrescente, ou seja, s; <
$9 < ... < Sy Sejat =" s;, aquestdo em Particdo ¢ se existe uma subsequéncia
de {s;} cuja soma dé t/2. Aqui assumimos que ¢t é par, para caso contrario a

questao ¢é facilmente respondida. Dada a sequéncia {s;};-, para parti¢do, podemos

transformé-la na seguinte sequéncia de arestas:

(s1,1),(s2,1), ..., (8m, 1), m(0,=1),(—=t/2,—-1),(—=t/2,1)

. A~ . ’ , . 3
onde verificamos que esta sequéncia dd um poligono, pois Z?jl nie; = (0,0) com
Nm+1 = m e n; = 1 para o restante. Assim, o poligono associado a essa sequéncia
de arestas possui decomposigao prépria se, e somente se, a sequéncia {s;};-, pos-
sui uma subsegéncia com soma t/2. Entao temos uma redugdo polinomial, logo

POLIDECOMP é NP-completo. [

A seguir apresentaremos um algoritmo que procura todos os fatores
de um poligono P C R? para verificar se P ¢ integralmente decomponivel ou nao.
Usaremos a figura 4.4 como exemplo para explicarmos o que o algoritmo fara. Uma
observagao muito importante que deve ser feita é a de que o algoritmo ira procurar
fatores de P da forma vy + ) k;e;, ou seja, se encontrarmos um fator @) de P entéao

QCP.

Exemplo 4.4.2. Dado o poligono P e sua sequéncia de arestas como no exem-

plo 4.4.1. Comecaremos listando todos pontos integrais em P e armazenando no

conjunto PI. Entio PI ={(0,0),(0,1),(0,2)(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2)}.
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Comecamos calculando todos os pontos integrais que sao obtidos via ey saindo de

Vo = (O, O)

e vy +0e; = (0,0) € PI;
o vy + ley = (1,0) € PI;

e vy +2e; = (2,0) € PI.

Entao, temos Ay = {(0,0),(1,0),(2,0)} o conjunto de pontos integrais alcangados

via e1. Agora veremos que pontos integrais sao alcancados via e e es.

e (0,0) + 0ey = (0,0) € PI;

(0,0) + ley = (0,1) € PI;

(0,0) + 2e, = (0,2) € PI;

(1,0) + Oes = (1,0) € PI;

(1,0) + ley = (1,1) € PI;

o (1,0)+2e, = (1,2) € PI;

(2,0) + Oes = (2,0) € PI;

(2,0) + les = (2,1) € PI;

(2,0) + 2e5 = (2,2) € PI;

Entao os pontos integrais alcangados via ey e ey sao:

Ay ={(0,0),(0,1),(0,2)(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2) }.

(Note que Ay C Ay). Agora vamos para os pontos integrais que sao alcangados via

€1, €9 € €3.
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e (0,0) + Oes = (0,0) € PI

(0,0)4+1es = (—1,0) ¢ PI. Este ponto integral € entao descartado pois

estamos procurando decomposicoes de P contidas em P.

Prosseguindo como anteriormente temos que os pontos integrais alcan¢ados via ey ,eo

e e3 $ao:

Az = {(0,0),(0,1),(0,2)(1,0), (1, 1), (1,2),(2,0), (2, 1), (2,2)}.

(Note que Ay C As). Do mesmo modo, os pontos integrais alcangados via e,ez,e3 €

€4 SA0:

A, ={(0,0),(0,1),(0,2)(1,0), (1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2)}.
(Note que Az C Ay).

Podemos ver que vg = (0,0) € Ay. Mas os pontos v que estao em Ay
sao da forma

v = vy + kiey + kaes + kses + kyey.

Entao encontramos uma sequéncia {k;e;} tal que vg = vo + kie1 + kaes + kses + kyeq,
logo kyey + kaes + kses + kgey = (0,0) que pelo lema 4.4.1 sabemos que é um fator

de P. Logo, P ¢ integralmente decomponivel.

Algoritmo 4.4.1 (PoliDecomp).

Entrada: A sequéncia de arestas {n;e;},;.,. de um poligono convexo integral P
comecando em um vértice vy onde e; € Z* sao vetores primitivos.

Saida: P Decomponivel ou Indecomponivel.

1. Calcular o conjunto PI de todos os pontos integrais em P, e inicializar
Ay = 0.

2. Para cada i de 1 até m — 1, calcular o conjunto A; de pontos em PI
que sao obtidos via os vetores eq,. .., €;:

Para cada 0 < k < n; faca

Se vy + ke; € PI entao
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acrescente-o a A;
Para cadau € A;_1 e 0 <k <n; faca
Se u+ ke; € PI entao

acrescente-o a A;

3. Calcular o ultimo conjunto A,,:

Para cadau € A,,_1 e 0 <k <n,, faca

Se u+ ke,, € PI entao

acrescente-o a A,,

4. Retorne Indecomponivel se vy ¢ A,, e Decomponivel caso contrdrio.

Teorema 4.4.1. O algoritmo acima decide corretamente decomponibilidade em
O (tmN) operagoes vetoriais onde t € o nimero de pontos integrais em P, m o

numero de arestas e N o numero mdximo de pontos integrais em uma aresta.

Dem.: Para provar 7;;[ue o algoritmo funciona observe que todos os pontos em A,
sao da forma vy + Zkiei com 0 < k; < n;. O passo 2.1 garante k; > 0 para
algum ¢ < m(para gilminarmos a decomposicao trivial nula) e o passo 3 assegura
que k,, < n,,, isso pode ser feito pois se algum fator M de P possuir uma aresta
Nmem 0 outro fator L de P, tal que P = L 4+ M, nao terda nenhum pedaco da aresta

en € este fator também serd encontrado no algoritmo(note que vy + ke, ¢ PI para

k > 0). Se um dos pontos em A, é igual a vy entao

vy = Z kie; + vy e assim Z kie; = (0,0),
i=1 i=1

logo a sequéncia k;e; forma uma sequéncia de arestas de um fator integral préprio
de P. Seja () um fator integral préoprio de P, entao podemos transladar ¢) para o
vértice vy e assim colocé-lo em P, logo todos os pontos integrais de () estarao em P

e assim sua sequéncia de arestas serd detectada pelo algoritmo.

O pior caso ocorre quando cada aresta alcanca todos os pontos do poli-
topo. Como o politopo tem ¢ pontos integrais e cada um deles pode ser alcancado

O(Nm) vezes, entao o niumero de passos do algoritmo é O(tmN). O
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Observe que t = O(N™), logo, o nimero de passos do algoritmo 4.4.1
é exponencial. O exemplo a seguir mostra como o nimero de decomposicoes de um

poligono pode ser exponencial.

Exemplo 4.4.3. Considere o poligono com sequéncia de arestas
(1,1),(2,1),...,(m,1),m(0,-1),t(—1,0)

onde t = (m+ 1)m/2. Para encontrarmos o nimero de decomposi¢oes, primeiro
devemos observar que: e; = (1,1) = n3 =1, e = (2,1) = ny = 1,..., e, =
(m,1) = ny = 1 e assim para termos um poligono fechado devemos ter: e =
(0, —1) = npmy1 =m epya = (—1,0) = nypyo = (m+ 1) m/2, e assim satisfazendo
> niei = (0,0).

Logo, nosso problema é: De quantas maneiras podemos resolver a sequinte equagao?

kl (17 1)+k2 (27 1)+ ’ +km (mv 1)+km+1 (O, _1)+km+2 (_17()) - (070)
onde 0 < k; <n; paral <1< m+ 2.

Observe que:

ki(1,1)+---+ kp (m, 1)+ (0,—m) + (—¢,0) = (0,0)
N—— N——

gescolhas 2escolhas

TV
2mescolhas

Temos exatamente 2™ fatores integrais do poligono.

Enquanto o algoritmo 4.4.1 retorna como resposta apenas se o poligono
¢ decomponivel ou nao, o algoritmo que apresentaremos a seguir ¢ uma generalizagao
deste, no qual dado um poligono sua saida nao sera apenas um sim ou nao e sim
um array contendo o nimero de decomposigoes proprias do poligono e informacgoes

suficientes para contruir tais decomposicoes.
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Algoritmo 4.4.2.

Entrada: A sequéncia de arestas {nieihgigm de um poligono convexo integral P
comecando em um vértice vy onde e; € Z? sao vetores primitivos.

Saida: O numero de fatores integrais de P incluindo os triviais, e um array A.
Cada célula em A contém um par (u, S) onde u € um inteiro nao negativo e S € um

subconjunto de {(k,i): 1 <k <mn;;1 <i<m}.

1. Caleular o conjunto PI de todos os pontos integrais em P (logo vy €
PI); digamos que PI tem t pontos. Inicialize um t-array Ao indexado
pelos pontos em PI. Inicialize Ag[v] := (0,0) para todo v € PI exceto

a célula Ag[vo] que € inicializada com (1,0).
2. Para i de 1 até m faca, calcular o t-array A; de A;_,

Primeiro copie o conteiudo de todas as células de A;_1 para

A; (este passo é para k =0).

Para cada v € PI com o primeiro nimero da célula A;_[v]
nao nulo faca
Para cada 0 < k < n; faca
Se v = v+ ke; € PI entdo
reescreva a célula A;[v'] como segue:
Se (u1,S1) € o valor de A;_1[v] e
(ug, So) € 0 valor atual de A;[v'] entdo

0 novo valor de A;v'] € (u +

ug, So U{(k,1)}).

3. Retorne o nimero u e o array A = A,,, onde (u,S) € o conteido da

célula A, [vo).
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Teorema 4.4.2. O inteiro na saida do algoritmo acima € o numero total de fatores

integrais do poligono P.

Dem.: Note que no final da i-ésima iteracao v = vy + kieq + - - - + k;je; onde 0 <
k; < n;, ou seja, descrevemos um caminho de vy até v usando as arestas eq,...,e;.
Na célula A, [v] armazenamos o nimero inteiro positivo u que nos diz de quantas
maneiras diferentes saimos de vy e chegamos até v. Enquanto o conjunto S armazena
pares (k,7),0 < k < nj, com j < i que nos dizem que em um dos caminhos que

unem v e vy a ultima aresta usada foi ke;.

No final do algoritmo o inteiro u na célula A,, [vo] nos diz o nimero de
caminhos fechados da forma vy + > .| kie; = v, incluindo os triviais, e pelo lema

4.4.1 este é o numero de fatores integrais de P. O]

Como encontrar a decomposicao a partir do array A?

Quando o algoritmo retorna o array A, a célula Afvg] contém o par

(u, S). Para recuperarmos uma decomposi¢ao do poligono, escolhemos um par (k, 7)
do conjunto S e este nos leva ao segmento de linha ke; que serda a ultima aresta
de nossa decomposicao de P. Para encontrarmos a pentltima aresta, vamos até a

, ’ ’ ’o ’ . . .
célula A vy — ke;] = (u .S ) € pegamos um par (k ) ) de S tal que i <7 e assim o
. / , , . o o~ .

segmento de linha k e, serd nossa pentltima aresta na decomposigao. Continuando
: A~ . . W N ,

este processo criaremos uma sequéncia ¢ >4 >4 > --- decrescente que nos levard

até a célula A [vy] novamente. Entdo teremos uma decomposicao do poligono P.
Exemplo 4.4.4. Seja P o poligono com sequéncia de arestas
ny = 2,61 = (0,2) Ng = 1 ,61 = (2 1) nsg = 2,63 = (0,—1) , Ny = 1,64 = (—2,—1)

com vy = (0,0). Apds aplicarmos o algoritmo a este poligono, nossa saida serd a

sequinte:

A= [A[(0,0)] = (6; (1,3)U(2,3)u(1,4))]; A[(0, )] = (4, (1, 1) U (1,3) U (1,4));
AL D] =(0,0); A[2,1)] = (3;(1,2) U (1,3) U(2,3)); A[(0,2)] = (25 (2, 1) U (1,4));
A[(1,2)] = (0,0); A[(2,2)] = (2;(1,2) U (1,3)) 5 A[(2,3)] = [(1;(1,2))].
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Para recuperarmos uma decomposicao propria do Poligono P vamos até
a célula:

A[(0,0)] = (6 (1,3) U (2,3) U (1,4))

agora escolhemos um par (k,i), que pode ser o par (1,4). FEste par diz que para
chegarmos no ponto (0,0), o ultimo segmento de aresta usado foi o ley, ou seja que

nos estavamos no ponto (0,0) — ley = (2,1). Entdo, vamos para a célula A (2,1):
A((0,0) — leg) = A(2,1) = (3;(1,2) U (1,3) U (2,3))

Agora escolhemos um par (k,i) tal que i < 4, pois jd usamos a aresta e4. Seja o par
(1,3), ele diz que para chegarmos no ponto (2,1) usamos o segmento de aresta les,
ou seja, que estavamos no ponto (2,1) — les = (2,2). Entdo, vamos para a célula
A(2,2):

Al2,2)] = (1,2 U(1,3)

Agora escolhemos um par (ki) tal que i < 3, pois jd usamos a aresta es. Seja o par
(1,2), ele diz que para chegarmos no ponto (2,2) usamos o segmento de aresta les,
ou seja, que estavamos no ponto (2,2) — les = (0,1). Entdo, vamos para a célula
A(0,1):

A[0,1)] = (4 (1,1) U (1,3) U (1, 4)

Agora escolhemos um par (ki) tal que i < 2, pois jd usamos a aresta ey. Seja o par
(1,1), ele diz que para chegarmos no ponto (0,1) usamos o segmento de aresta leq,
ou seja, que estavamos no ponto (0,1) —le; = (0,0). Assim, acabamos recuperando

a sequinte decomposica propria do poligono:
(0, 0) - 164 - 163 - 162 — 161 = (0, O) .

Deste modo podemos recuperar todas as decomposicoes proprias do poligono P,
fazendo todas as combinagoes possiveis dos pares (k,i), respeitando as condigoes

necessarias.

Gostariamos de mencionar que quando encontramos algum fator inte-

gral P, de Pf, ele nao necessariamente corresponde a um fator g de f. Por Exemplo:
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Exemplo 4.4.5. Seja
fi=(a+bz")+y™ (c+dz") € K[z, vyl

Sew politopo de Newton € o retangulo definido pelos vértices (0,0),(n,0),(n,m),
e (0,m). Para decompor este retangulo estamos interessados em resolver a sequinte

equacao

ko (1,0) 4 ka (0,1) + ks (—1,0) + &4 (0, —1) = (0,0) com

0<k <n,

0<ky<m,

0<k<ne

0<ks<m

ou seja, resolvermos w,w = (0,0).

n+1 m+1
Logo, teremos (n + 1) (m + 1) fatores integrais de Py. Porém f € quase

sempre irredutivel, salvo alguns poucos casos.

Faremos agora um exemplo utilizando os resultados até agora vistos o

qual nos motivara para a se¢ao seguinte.

Exemplo 4.4.6. Seja f = (2'%* + 2) 25 + 27y?2% + 229?22 + 32 + 2%® € R, assim

0
Newt (f) = conv ((10,4,5),(1,0,5),(7,2,3),(2,2,2),(0,3,1),(2,3,0)) .
Definamos m sendo a projecdo no plano xy e assim
m (Newt (f)) = conv ((10,4),(1,0),(7,2),(2,2),(0,3),(2,3)).

Utilizando o algoritmo 4.2.1 encontramos que os vértices do m(Newt(f)) ordenados
no sentido anti-hordrio sao (10,4),(0,3),(1,0),(7,2). Os quais tém somente uma

pré-imagem no Newt (f). Aplicando o algoritmo 4.4.1 no n(Newt(f)) descobrimos
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que este € integralmente indecomponivel. Logo, as condi¢oes do lema 3.4.1 sao
satisfeitas e podemos concluir que o Newt (f) € integralmente indecomponivel. Deste

modo, seque que [ € absolutamente irredutivel.

4.5 Politopos de Alta Dimensao

Nesta secao sera apresentado um algoritmo, para politopos em R™, mo-
tivado pelo lema 3.4.1. A idéia serd escolher uma transformada linear integral que
leve o politopo P de R" para um poligono 7(P) no plano e entdo verificar se as
condigoes do lema sao satisfeitas. Isto é, checar se o poligono 7(P) é integralmente
indecomponivel e se cada vértice de w(P) tem somente uma pré imagem em P, se
as condigoes forem satisfeitas entao podemos dizer que P ¢é integralmente indecom-

ponivel.

Representaremos pontos em R" como vetores coluna:

x

T2

r € R" entao x = com x1,...,x, € R. Assim, um conjunto .S

Tn
de [ pontos em R" pode ser representado por uma matriz n X [ onde cada coluna

representa um ponto.

Sejam u,v € R"™ dois pontos integrais. Entao dado um ponto w €
R", o produto (u,v)'w pode ser visto como um ponto em R?. Isto define uma
transformacao integral

7:R" — R?

(u,v)" S (4.2)
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¢ a imagem de S sob m em R2. O poligono definido pela envoltéria convexa dos
pontos em 4.2 é dito poligono sombra, ou simplesmente sombra, de P transformado

por u e v.

Pelo lema 3.4.1 notamos que a condigao de que cada vértice de 7 (S) C
R? tenha somente uma pré imagem em S é necesséria, por isso o lema a seguir da
uma idéia da probabilidade de escolhermos aleatoriamente pontos u e v em R" que

levem a uma transformada injetiva.

Lema 4.5.1. Seja S uma matriz n x | sobre um corpo sem colunas repetidas e
seja K qualquer subconjunto de cardinalidade k do mesmo corpo. Pegue u; € K

aleatoriamente e independentemente, 1 <1 < n, e seja

(ar,...,a;) = (ug,...,u,)S.

[(1-1)

o as entradas ay,...,a; sao dis-

Entdao com probabilidade de no minimo 1 —

tintas.

Dem.: Diremos que um vetor ¢ distinto se todas suas entradas sao distintas, e um
vetor é constante se todas suas entradas sao iguais. Provaremos o lema por indugao
sobre [. Quando [ = 1, o lema é trivial. Seja [ > 1. Assuma que o lema é satisfeito
para todas matrizes com menos que [ colunas. Ja que [ > 1, nem todas as linhas
de S sao constantes. Também, linhas constantes podem ser descartadas. Logo a
primeira linha de S pode ser assumida nao constante. Particionamos as colunas de
S por seus valores das entradas na primeira linha. Permutando as colunas de S,

podemos assumir que S é da forma

rn...ryocr Te.. Tt

S, S,

onde t > 2. S; tem [; colunas com Iy + -+ 1, = m, e (ry,...,r;) é distinto. Ja
que S nao tem colunas repetidas, S; também nao tem para 1 < i < t. Observe que

(ay,...,q;) é distinto sse

1. para cada 1 <i <t, (ug,...,u,)S; é distinto; e
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. para cada par 1 <i < j <t, cada entrada de uy (1, ..., 7))+ (ug, ..., u,)S; é distinta

de toda entrada de uy(rj, ..., 7;) + (ug, ..., up)S;.

Pela hipétese de inducao, temos

Li(l; — 1)

Prob((ug, . ..,u,) S; é distinto) > 1 — o

para 1 <7 <t

logo
t

Prob((1) ser satisfeito ) > 1 — Z

=1

L (L — 1)
2k
Agora, calculamos a probabilidade do item 2 ser satisfeito sobre as condigoes do
item 1 satisfeitas. Precisamos encontrar a probabilidade do item 2 ser satisfeito
dada qualquer escolha de uo,...,u,. Para qualquer par 1 <1 < 5 < t, qualquer

coluna w; de S; e qualquer coluna wy de S;, se
wr; + (Ug, ..o up) Wy = ugrj + (Ug, . .., Upy) Wo,

entao
Uy = (u27"'7un) (?UQ—w1>/(Ti_rj),

como 1; # r;. Logo u; deve evitar estes valores quando pertencer a S;. O numero
desses valores possiveis é no maximo
l= > i
1<i<j<t
Entao, para qualquer escolha de us, ..., u,, a probabilidade do item 2 ser satisfeito
é no minimo 1 — [/k,i.é.,

l
Prob( (2) ser satisfeito : (1) é satisfeito ) > 1 — iz

Além disso

Prob((ay,...,a,) ser distinto )
= Prob((1) e (2) serem satisfeitos)

= Prob((1) ser satisfeito).Prob((2) ser satisfeito : (1) ¢é satisfeito)

S )
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t

1_21_ZM_£:1_7"(7”—1)

— 2k c 2k
como l; + - -+ + l; = m. Isto completa a prova. O
Por exemplo, K = {—1?,...,—1,0,1,...,1?} tem k = 21?+1 inteiros. Se

escolhermos as componentes de u e v de K aleatoriamente. Entao com probabilidade
de no minimo 3/4 os pontos em 4.2 sao distintos, logo a condi¢ao do lema 3.4.1 é
satisfeita, isto é, cada vértice da sombra tem somente uma pré imagem em S. Esta
probabilidade pode ser aumentada arbitrariamente para perto de 1 se aumentarmos

o tamanho do conjunto K.

Algoritmo 4.5.1.

Entrada: Um conjunto finito S de pontos integrais de R™.

Saida: Indecomponivel ou Falhou. O primeiro caso significa que o politopo
P = conv (S) € provado ser indecomponivel, enquanto o ultimo significa que a de-

componibilidade de P nao estd decidida.

1. Passo: Organize os pontos em S como uma matriz n X [, ainda deno-
tado por S, onde | representa o numero de linhas de S e cada coluna

representa um ponto. Fize um conjunto K de inteiros pequenos.

2. Passo: Fscolha dois vetores u,v € K" aleatoriamente e calcule a

projecio (u,v)' S = (ay,...,a;) onde a; € Z2.

3. Passo: Calcular os vértices, digamos vy, . . ., v, na dire¢ao anti-hordrio,
do poligono convexo definido pelos pontos aq,...,aq;. Se mais que dois
) ; W]
. . , .
pontos de S sao transformados em um dos vértices v,s, entao retorne

Falhou e pare aqu.

4. Passo: Calcular E; = v; — v;_1 = n;e; onde n; € um inteiro positivo e

e; € um vetor primitivo, 1 < i < m.

5. Passo: Entre com a sequéncia de arestas {n;e;} no Algoritmo PoliDe-
comp. Se o ultimo diz Indecomponivel entio retorne Indecom-

ponivel, caso contrdrio retorne Falhou.
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Mesmo que o politopo seja integralmente indecomponivel o algoritmo
4.5.1 pode falhar, embora com probabilidade pequena de acordo com o lema 4.5.1.
Se o politopo for decomponivel entao o algoritmo sempre retornaréd falhou. De fato
a questao de decidir a decomponibilidade de politopos é um problema dificil, como
pode ser visto no trabalho [21], onde é apresentado um politopo indecomponivel
cujas faces sao todas decomponiveis. Portanto, é possivel que exista algum poli-
topo indecomponivel cujos poligonos sombra sempre serao decomponiveis e entao o

algoritmo nunca obtera éxito.
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5 FATORANDO POLINOMIOS VIA
POLITOPOS

Neste capitulo final, vamos aplicar todos os resultados até aqui estuda-
dos em um problema classico da algebra: a fatoragao de polindmios. Mais especi-
ficamente, estudaremos o algoritmo desenvolvido por Fatima Abu Salem, Shuhong
Gao e Alan G. B. Lauder em [18, 19] que fatora um dado polinémio bivariado f a

partir da decomposicao do seu politopo de Newton associado.

5.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos um método para fatorar um polindémio bi-
variado a partir de informacgoes a respeito do seu politopo de Newton associado,

como feito por Fatima Abu Salem, Shuhong Gao e Alan G. B. Lauder em [18].

Como foi estudado no capitulo 3, o politopo de Newton associado ao
polinomio multivariado f carrega muitas informacoes a respeito de f. Por exemplo,
quando o politopo de Newton associado ao polinomio f é integralmente indecom-
ponivel entao f é absolutamente irredutivel. Porém nao sabiamos responder se
quando o politopo de Newton associado a f fosse integralmente decomponivel se f

seria redutivel ou nao.

No artigo [6] que foi estudado no capitulo 4 é apresentado um algoritmo
que encontra todas as decomposicoes integrais de um politopo em R2. A pergunta
que ficara em aberto e que foi respondida em [18], e que serd estudada no presente
capitulo, é se um dado fator integral do politopo de newton associado a f corresponde

a um fator do polinomio bivariado f.

Estudaremos o algoritmo feito em [18] que é uma modificao do levan-
tamento de Hensel. Este algoritmo procura um fator g de um polindémio bivariado

f a partir de um fator do politopo de Newton associado a f. Como sera visto, o
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algoritmo nao funcionara para todos os polindmios, e sim para aqueles que sao livre

de quadrados sobre certos subconjuntos das arestas de seus politopos de Newton.

Na segao 5.2 estudaremos o problema central do capitulo e na secao
5.3 poderemos notar a similaridade do problema que estamos estudando com o
levantamento de Hensel padrao. Na secao 5.4 estudaremos um lema chave para o

algoritmo de fatoragao via politopos, o qual serd apresentado na secao 5.5.

5.2 Fatoragao Parcial

De agora em diante estaremos trabalhando apenas com polinomios bi-
variados, e assim f sempre representard um polinomio em F[z, y|. Parae = (e, e) €
N2, o termo 2y serd representado por z¢ e o politopo de Newton associado a f

serd denotado por Py ou Newt(f).

Dado f um polinomio em F[z, y] podemos encontrar uma decomposigao
integral para seu politopo de Newton associado usando o algoritmo 4.4.2; ou seja,
Newt(f) = Q + R com @ e R poligonos integrais no primeiro quadrante. Como
estamos interessados em saber se () e R representam politopos de Newton de fatores
de f podemos associar a cada ponto integral ¢ de () e r de R as indeterminadas g,

e h,. Isso nos leva a definir

gr:zquq

qeQ

h = ZhTXT.

reER

Diremos que g e h s@o os polinémios genéricos associados a decomposigao Newt(f) =

() + R. Nosso objetivo serd determinar os valores de g, e h, para que f = gh.

Exemplo 5.2.1. Seja f:= 2* + y* + 2° + 23y € Rz, y].

Entao usando o algoritmo 4.4.2 encontramos uma decomposi¢ao integral do poligono
Newt(f) = Q + R onde Q e R estao ilustrados na figura 5.1. Logo, os polinémios
genéricos dados pela decomposicao integral sao: g := gaox® + gr12Y + G122y + gooy? +

G12xy? + goo®y? e h = hoo + hyoz.
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Figura 5.1: polinomios genéricos

Seja #Newt(f) o numero de pontos integrais no Newt(f). Para desco-
brirmos se a decomposicao leva a fatores de f poderiamos multiplicar os polinomios
genéricos g e h e igualarmos a f. A igualdade f = gh nos leva a um sistema
de #Newt(f) equagbes nas indeterminadas g, e h,, obtidas quando igualamos os

coeficientes de cada monomio z¢ com e € Newt(f) em ambos os lados da igualdade.

Mas o objetivo de agora em diante nao serd apenas o de resolver este

sistema e sim, apresentar um modo eficiente de resolvé-lo.

Antes de prosseguirmos gostariamos de dar uma idéia de como serd
feita a fatoragao via politopos. Como pode ser visto no apéndice A o levanta-
mento de Hensel de um polinomio f = Y fi(z)y* € F[z,y| constréi uma fatoragao
f = gh, onde g = > gi(z)y" e h = > hi(x)y’, a partir de uma fatoragao inicial
fo(x) = go(x)ho(z) e depois vai encontrando os termos dos fatores g e h do tipo
g1(x)yt e hy(x)yt,g2(7)y? e go(2)y? e assim por diante. Ou seja, é feito um levanta-
mento horizontal e os termos em y vao aparecendo sucessivamente como ilustrado na
esquerda da figura 5.2. Na fatoragao via politopos ja temos o formato dos possiveis
fatores g e h de f, ou seja, ja sabemos quais sao seus possiveis termos usando
os polindémios genéricos dados pela decomposi¢ao do Newt(f). Entdao motivado
pelo levantamento de Hensel estudaremos uma mudanca de varidvel que levara a
comecarmos a determinar os coeficientes dos termos de g e h que correspondem a
expoentes vetoriais que estao sobre as arestas e vamos subindo ao longo do politopo

como estd ilustrado na figura 5.2, a direita.
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Figura 5.2: levantamento

Como foi descrito acima, os coeficientes dos termos dos possiveis fatores g e h da
f serao determinados gradativamente a partir de um conjunto de arestas, isso nos

leva a seguinte definicao.

Definig¢ao 5.2.1. Seja S um subconjunto do Newt (f). Uma S-fatora¢ao parcial da
f € uma determinacao de um subconjunto das indeterminadas g, e h, tal que para
cada ponto integral s € S 0s coeficientes dos monomios X° nos polinomios gh e f

SG0 1gUaLS.

Exemplo 5.2.2. Referindo-se ao exemplo 5.2.1, seja S = {(2,0),(1,1),(1,2)}.

Entao quando igualamos os coeficientes dos monomios x° tal que s € S obtemos

z? = hoog205132 logo  hoogao = 1
2%y = hoogn®*y + hiorgnry  logo  hoogar + hiogin = 1

2*y® = hoogaa®®yz + haoxgrary®  logo  hoogaz + hiogrz = 1

O caso S = pontos integrais do Newt (f) é equivalente a uma fa-
toracao da f no sentido tradicional, e nos referiremos a ela como uma fatoracao
completa. Agora suponha que tenhamos uma S-fatoracao parcial e uma S -fatoracao
parcial e que além disso S C S’ e que as indeterminadas determinadas na S-fatoracao

. . ! ~ .
parcial foram determinadas no mesmo corpo de elementos da S -fatoragao parcial.
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Entdo diremos que a S -fatoracio parcial estende a S-fatoracdo parcial. Chamare-

~ ’ . / . . . . .
mos de extensao propria se S tiver estritamente mais pontos integrais que S.

Denotaremos o conjunto de todas as arestas do newt (f) por Edge (f).
Cada aresta 0 € Edge (f) serd vista como um segmento de reta de um vértice (uy, vq)

para um vértice (ug, vy), onde (u1,v;) é dito o vértice inicial da aresta.

Sejam d = mdc (ug — w1, va — v1), ug = (ug — uq) /d, e vg = (vg — v1) /d.

Entao (ug,vp) representa a diregdo de 0 e os pontos integrais sobre § sdo da forma
(ur,v1) + i (up,vo) para 0 <i <d,

de acordo com o lema 3.3.1. Sejam (7y1,72) = (—wo, ug), uma rotagao de 90 graus
do vetor (ug, vg) no sentido anti-horério, pois assim (71, y2) apontara para dentro do

politopo como ilustrado na figura 5.3.

Figura 5.3: vetores

Seja hs = ((u1,v1), (71,72)), onde hs é a fungao suporte de §. Definimos
{(e) = ye1 + Y2e2 — hs para e = (e1,€2) € R?.

Exemplo 5.2.3. Referindo-se ao exemplo 5.2.1, seja 6 € Edge(f) tal que 6 vai de
(0,2) a (2,0) entao ls = e; + e — 2. Note que s > 0 para todo e € Newt(f):

05(1,2) =1+2-2=1, (5(3,2)=3+2-2=3, €/5(2,0)=2+0—-2=0.
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FE que ls =0 para e € §.

Deste modo podemos observar que ¢ tem a seguinte propriedade.

Proposicao 5.2.1. Seja Newt (f) o poligono construido no sentido anti-hordrio,

entao £ (e) > 0 para cada ponto e € Newt (f), valendo a igualdade se e € §

Dem.: Note que (71,72) aponta para dentro do Newt (f), logo Newt (f) C H™,
assim, dado e € Newt (f),

((71,72) , (e1, €2)) > hs,

logo, ((71,72) , (€1, €2)) = hs+ 1 para algum r > 0, assim £ (e) = ((71,72) , (€1, €2)) —
hs =1 > 0. Agora se e € § entao ((y1,72), (e1,€2)) = hs,logo £ (e) = 0. O

Definicao 5.2.2. Com a notacao acima dizemos que { € a funcdo primitiva afim

associada com ¢ , denotada por Ls.

A funcao ¢5 também tem a seguinte propriedade. Como mdc(7yy,72) = 1

entao pelo algoritmo de Euclides existem tnicos o, e oy tais que
0171 + 0272 = 1 (51)

sob a condicao de que 0 < 05 < ;.

Como pode ser visto na figura 5.4 o Newt(f) é cortado pelas retas
ls = 1 onde ¢ é um inteiro nao negativo. Além disso, podemos observar que todos
os pontos integrais do politopo estarao sobre estas retas.

Conforme a figura 5.5 cada ponto integral (e, es) do Newt(f) pode ser
escrito em funcao dos vetores (ug, vg) € (71, 72) de uma aresta qualquer do Edge(f).

Entao

a(71,72)
(71, 72)l
onde a = ey + e2y2. De acordo com 5.1 temos que y,01 + 7202 = 1, ou seja,

(5.2)

(e1,e2) := w(ug, vy) +

(—vp)oy + upoe = 1. Multiplicando 5.2 por (oq, —01) temos que

€102 — €201 = W + a(y1,12)(02, —01)/ ||(71772)||1

TV
termo constante sobre cada reta paralela a (uo,vo)
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Figura 5.4: arestas

Entdo w = ejo9 — ea01 + constante em cada reta paralela a (ug, vg).
Deste modo qualquer monomio da forma zy“? pode ser escrito como zy®? =
21w, onde
le O2 —01 €1
i2 M2 )

cuja transformada inversa é

€1 Y2 01 1
€2 -7 02 (2]

Esta mudanca de varidvel tem as seguintes propriedades:

Quando e € §, entdo e = (ug,v1) + i(ug,vp). Note que iy = €5 +
Yoey = ls(e) + hs permanece constante (iy = hs). Enquanto i; = o9e; — 0169 =

oouro1v1 + i(0ug — o1), ou seja, o expoente de z aumenta para cada incremento
—_————
=1
de (ug,vp). Observe que a mudanga de varidvel funciona do mesmo jeito para as

arestas paralelas a 0.

Exemplo 5.2.4. Referindo-se ao exemplo 5.2.1. Seja d a aresta do Newt(f) que vai
do vértice (0,2) ao vértice (2,0). Entao ls(e) = e1+ea—2, i3 = —eg € iy = €1 + €.

Fazendo a mudanca de varidvel em f chegamos a

F=w? 4220 4+ w4 2P



5 Fatorando via politopos 78

Figura 5.5: mudanga de varidvel

Pelo teorema 2.4.1 sabemos que para cada 6 € Newt (f) existe um
tinico par de faces(sendo arestas ou vértices) & € Q e d € Rtal que d =0 + 6 .

Pela propriedade 5.2.1 podemos definir § da seguinte maneira
d={ee Newt(f):ls(e) =0}
pelo teorema 2.4.1 sabemos que hs = hy + hg e assim

§ ={e€cQ:ls(e)=hy — hs}

8 ={ecR:ly(e)=—hy}.

Exemplo 5.2.5. Referindo-se ao exemplo 5.2.1, seja § a aresta do Newt(f) que

vai do vértice (0,2) ao vértice (2,0). Entdo

§ ={eecQ:ls(e)=0}

6 ={e€R:l(e)=—-2}.

Seja I' C Edge (f), e seja K = (kW)'yeF um vetor de inteiros positivos,

um para cada v € I'. Defina

Newt (f) |r,x :={e € Newt (f)|0<{,(e) <k, paray €'},
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Q

Rlrk = {e€ RI0<(,(e) <ky+hy parayel}.

rx={e€Q[0<{L,(e) <k,—h, paray € I}

Note que Newt(f) |rk, @ |r.x € R |rx representam faixas nos seus respectivos

politopos, conforme pode ser observado na figura 5.6.

Exemplo 5.2.6. Referindo-se ao exemplo 5.2.1. Seja 0, a aresta do Newt(f) que
vai do vértice (0,2) ao vértice (2,0) e 0o a aresta do Newt(f) que vai do vértice
(2,0) ao vértice (3,0). Sejam I' = {1,902} e K = (1,1). Entao os pontos integrais
no Newt(f) |r,x sao {(0,2),(1,1),(2,0),(3,0)}, os pontos integrais no Q |rx sdo
{(0,2),(1,1),(2,0)} e os pontos integrais no R |rx sao {(0,0)}. Conforme repre-
sentado na figura 5.6.

Figura 5.6: faizas

Definigcao 5.2.3. Uma Newt(f) | I, K- fatoracio é dita uma (', K;Q, R)- fa-

toracao se as sequintes duas propriedades forem satisfeitas:

FEzxatamente os coeficientes indeterminados de g e h indexados pelos pontos inteiros

em Q |rx e R |rk, respectivamente, foram determinados.

’

Seja K' = (k’Y)'yeF um vetor de inteiros positivos com k; > ky para todo v € T,
com a desigualdade estrita para no minimo um . Entao nem todos coeficientes

indeterminados de g indexados por pontos inteiros em Q | ;o foram determinados.
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Exemplo 5.2.7. Continuando o exemlo 5.2.6, onde K = (1,1). Conforme a
defini¢ao 5.2.3, teriamos uma (', K; Q, R)- fatoragao se os coeficientes goz, 911, 920, 930
e hoo, hio indexados por pontos integrais em Q |rx e R |rx estivessem determina-
dos. FE os coeficientes, gag € go2, indexados por pontos integrais em @) |F7K/ nao

foram determinados onde K' = (1,2).

Se o vetor K é unitério, denotado por K = (1), diremos uma (I'; @), R)-

fatoragao parcial.

O problema central deste capitulo é:

Problema 5.2.1. Seja f € F[z,y] com seu poligono de Newton ,Newt (f), e uma
decomposi¢cio de Minkowski fira Newt (f) = @ + R onde Q e R sdo poligonos
integrais no primeiro quadrante. Suponha que seja dada uma (I'; Q, R)- fatoragao
parcial de f para algum conjunto I' C Edge (f). Construa uma fatora¢ao completa

de f que a estenda, ou mostre que nao pode ser estendida.

O algoritmo que serd apresentado no final do capitulo comega com K = (1), ou seja,
teremos uma K-fatoragao(fatoracao parcial) na qual os coeficientes que correspon-
dem aos elementos dos conjuntos @ |r x ¢ R |rx foram determinados. A idéia do
algoritmo é de que a cada passo possamos estender a fatoracao parcial, ou mostrar
que ela nao pode ser estendida, usando um novo K’ = (k;) tal que

D ks> ks

ser ser
Este processo é feito até encontrarmos uma fatoracao parcial que nao pode ser
estendida ou quando chegarmos até um K tal que @ C @ |r x, neste caso checamos

por divisao se encontramos um fator de f.
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5.3 Equacgoes do levantamento de Hensel Modificadas

Neste momento estudaremos as equacoes basicas que serao usadas no
algoritmo as quais foram derivadas das equagoes que sao usadas no levantamento de

Hensel padrao que pode ser visto no apéndice A.

Para qualquer ¢ € Edge (f), temos f5. Para i > 0 definimos
fo = Z aeX°.
Ls(e)=i
Note que f? é obtida de f apés retirarmos todos os pontos cujos expoentes nao estao

sobre o hiperplano de suporte deslocado i para dentro do Newt (f), conforme figura

5.7. Chamaremos o polinémio f2 de polindomio aresta.

Figura 5.7: polinomios aresta

Dada a decomposicio Newt (f) = Q + R, sejam 0 e & as tinicas arestas de Q ¢ R
respectivamente, cuja soma da d. Como antes vamos assumir que £ ((5/) = hg — hs
e ls ((5”) = —hg. Para ¢ > 0 definimos

g = D g

9€Q.t5(q)=hy —hs+i

he = > h X"

reR,ls (T):*hé/ +1
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Exemplo 5.3.1. Referindo-se ao exemplo 5.2.1. Seja § a aresta do Newt(f) que vai
de (0,2) a (2,0). Entao ls(e) = €1+ eq — 2. Assim

fg: Z acx® = 1 + vy +1°
Ls(e)=t

F= aa=2"+2"y+
Ls(e)=1

como ilustrado em 5.7. Assim como para
90 = 920%° + gury + gooy”

9 = g7y + gravy’

e para

hy = hoo
h({ = h10$

Lema 5.3.1. Sejam f € Flz,y|] e Newt (f) = Q + R uma decomposi¢ao integral
com polinémios genéricos correspondentes g e h. Seja 6 € Edge(f). O sistema
de equacgoes nos coeficientes indeterminados de g e h que sao definidos quando
1qualamos os monomios em ambos os lados da igualdade f = gh tem as mesmas

solugoes que o sistema de equacoes definido a sequir:
7j=1
fE=g3hd e gdhd +hdgd = 7 — Zg?hi_j para k > 1. (5.3)
k—1

Entao qualquer determinacao dos coeficientes indeterminados que € uma solugao das

equacoes 5.3 dard uma fatoracao completa de f.

Dem.: Na equagao f = gh basta igualar em ambos os lados todos os monomios

cujos expoentes vetoriais estao sobre o mesmo deslocamento da reta suporte 6. [

Estas sao as equagoes que serao usadas no algoritmo de fatoracao via
politopos. Comegamos com uma determinacio dos coeficientes de g5 e h3 que dd
uma fatoraciao do polindomio f¢, neste momento obtemos uma fatoracdo parcial. A

equacdo 5.3 com k = 1 d4 um sistema linear nos coeficientes indeterminados de g9
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e hS, a idéia é resolver este sistema para estender a fatoracio parcial original. Este
processo ¢ iterado para k > 1 até que todos os coeficientes indeterminados em um
dos polinomios genéricos tenham sido determinados, neste momento checamos se

encontramos um fator por divisao.

5.4 Lema Geométrico

Definig¢ao 5.4.1. Seja A um conjunto de arestas de um poligono P em R? e r um
vetor em R?. Dizemos que A domina P na direcio r se as sequintes duas condicoes

sao satisfeitas:

P estd contido na soma de Minkowski do conjunto A e o segmento de reta infinito

rRso (A envoltdria positiva de r). Chamaremos esta soma de Mink (A,r).

Cada uma das duas arestas infinitas de Mink (A,r) contém exatamente um ponto

de P.

Definicao 5.4.2. Diremos que A € um conjunto dominante irredundante na direcdo
r se A € um conjunto dominante na direcao r que nao contem estritamente qualquer

outro conjunto dominante na dire¢ao .

Exemplo 5.4.1. Como podemos observar na figura 5.8. T' = {61,082}, onde 6, vai
do vértice (0,2) ao (2,0) e dg vai do vértice (2,0) ao (3,0), é um conjunto dominante

irredundante do politopo na diregio r = (1,1).

3
= - -
1 -
o 1 2 3

Figura 5.8: conjunto dominante de arestas
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Proposicao 5.4.1. As aresta em um conjunto dominante irredundante sao adja-

centes.

Vamos definir a transformada m,.

Definicao 5.4.3.

T R? — (1)t = {s € R? | (s,7) = 0}.

Assim, dado v € R? entdo v = w + Ar com w € (r)* e A € R. Logo,
v = w + Ar. Fazendo produto interno com r obtemos: (v,r) = (w,r) + X(r,r) =

A(r,r)(pois wLlr). Logo, A\ = <<v,r> e definimos 7, (v) = v — <<U’T>) T

r,r) (ryr)

Segue desta definigao que 7, (P) = 7, (A) se A domina P na diregao 7.

Proposicao 5.4.2. Se ey e ey sao arestas adjacentes em um conjunto dominante

irredundante A na dire¢ao r, entio m, (e1e3) = m, (e1) + m, (€2).

Dem.: Note que, como A domina P na direcao r, entao r nao pode ser paralelo a

qualquer aresta do P, pois o segundo item da definicao 5.4.1 nao seria satisfeito.

Vamos supor que nao seja verdade. Entao m, (e;) C m, (e2) ou vice-

versa, conforme a figura 5.9.

=

Fort

Figura 5.9: projecao
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Logo, rR>g + €1 € rR>g + €5 e assim A seria redundante, uma contradigao. O

A propriedade 5.4.2 continua valendo se repassarmos e; e e; por quais-
quer segmentos de reta paralelos a eles. Ainda obteremos uma aditividade nos

comprimentos.

O lema a seguir é a chave do algoritmo, pois garante que a fatoracao

parcial pode ser estendida.

Lema 5.4.1. Seja P um poligono integral e A um conjunto dominante irredundante
de arestas de P. Suponha Ai um segmento de reta poligonal em P tal que cada aresta
de Ay € paralela a alguma aresta de A. Se Ay € diferente de A entdo A tem no minimo
uma aresta que tem estritamente mais pontos inteiros que a correspondente aresta

em Aq.

A figura 5.10 ilustra o lema 5.4.1.

Figura 5.10: segmento de reta poligonal

Dem.: Assumimos que A domina P na direcao r. Sejam o1, ..., 0, as arestas em A
paralelas as arestas d;, ... ,5; de A;. Seja n; o nimero de pontos inteiros sobre 9; e
m; o ntimero de pontos inteiros sobre §;, para 1 < i < k. Dado A # Ay, queremos
mostrar que n; > m; para no minimo um ¢ entre 1 e k. Vamos supor o contrario,
que

n; <m; para 1 <i<k. (5.4)
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Note que se m; = 0 para algum i, entao estamos prontos, pois cada ¢§; possui no
minimo dois pontos inteiros(n; > 2 para 1 < i < k). Assim, podemos assumir que

m; > 1 para 1 <1 < k.

Como A é dominante, entdao 7 (P) = w(A) e 7 (A1) C 7w (P), logo

(A1) C m(A). Note que como A; ¢ diferente de A, seus pontos finais ndo podem

coincidir, pois o tnico modo de A; e A terem seus pontos finais e iniciais coincidindo

é se Ay = A. Assim, pelo menos um dos pontos finais de A; nao estara sobre as

arestas infinitas de Mink (A,r). Entdo 7 (A;) estard totalmente contido no 7 (A).
Logo

[l (A <l (M- (5.5)

Agora, vamos considerar o vetor dire¢ao de &; o v) e |7 (v))]| = € , o qual serd
o mesmo para d;, entdo ||7(&;)|| = (n; — 1) & e pela propriedade 5.4.2 |7 (A)| =
S (n; —1)¢. E como §;|8;, entao

lr (A=) (mi = Ve

Assim, 5.4 nos leva a
k

k
Z (ni) & < Z (m;) €,

=1

ou seja, que ||7 (A)|| < |7 (Ay)|. Contradizendo 5.5, a qual nos diz que 7(A;) é

estritamente menor que 7(A). O lema estd provado. O

5.5 O Teorema Principal

Seja I um conjunto dominante irredundante do Newt ( f) na diregao de
r. Chamaremos uma (I'; @), R)-fatoracao parcial de f de uma fatoragdo de arestas

dominante relativa a I', Q) e R.

Definicao 5.5.1. Uma fatoragdo de arestas dominante coprima é uma (I';Q, R)-
fatoragdo parcial com a propriedade que para cada § € T os polinémios aresta g3 e

hd sio coprimos, sob fatores monomiais.
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Teorema 5.5.1. Seja f € Flx,y] e Newt(f) = Q + R uma decomposi¢cio de
Minkowski fiza, onde QQ e R sdo poligonos integrais no primeiro quadrante. Seja I’
um conjunto dominante irredundante do Newt (f) na dire¢io r, e assuma que Q
nao € apenas um ponto nem um segmento de reta paralelo a rRso. Para qualquer
fatoracao de arestas dominante coprima de f relativa a I', Q) e R, existe no mdximo
uma fatoragao completa de f que a estende, e além disso esta fatoragao completa

pode ser encontrada ou mostrar que nao existe em tempo polinomial em # Newt(f).

A prova do teorema seguird facilmente apds a prova dos préximos dois

lemas.
Algumas propriedades de conjuntos dominantes
A:={6 €T C Edge(f):6 éuma aresta e nio apenas um vértice }.
Proposicao 5.5.1. A # (.
Dem.: Vamos supor que A = (). Entao com um deslocamento adequado vemos que
I'cRen(R)=n(I') que é a m(P) conforme a figura 5.11. Assim, se () for apenas
um ponto, podemos ter A = (). Mas assim nao respeitamos nossas hipéteses. Agora,

se () tiver pelo menos uma aresta 1, essa aresta devera ser paralela a r ou A nao

dominard o Newt (f). Pois, I + ¥ nao estara contido no Mink (A,r). Logo A # 0.

Figura 5.11: conjuntos dominantes
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]

Proposicao 5.5.2. Seja I' um conjunto dominante irredundante para Newt (f) na
direcio r. Entdo o conjunto T = {6'} sen € um conjunto dominante irredundante

para () na direcao r.

/ . . ~ ~
Dem.: Comegamos mostrando que I' domina @) na diregao r , para entao mostrar-
ro, . . / ~ ’
mos que [ ¢ irredundante. Vamos supor que exista 0; aresta de () que nao esta
. . ’ ~ ~ , .
totalmente contida no Mink (F ,r), entao 0; nao estard totalmente contida no

Mink (T, r), contradigao.Assim @ C Mink (F/, r).

Agora vamos supor que pelo menos uma das arestas infinitas de
Mink (F/,T) contém dois pontos ou mais de @, ou seja, () contém uma aresta
a'paralela a 7, ou seja, existe o € Edge (f) tal que « é paralela a r, entao I' nao

domina Newt (f) na direcio r. Contradicio, logo I domina @ na direcio 7.

Vamos mostrar que I é irredundante, para isto vamos supor que I"" é
redundante e chegaremos a uma contradicdo. Como I é redundante, entdo podemos
retirar um certo 5;- tal que 5;. C §;+7R>q, porém 0; = (5;-—1-(5;', logo 6; C (5;+(5;'+7‘]R20,

entdao I' é redundante. Contradicdo, entdo I é irredundante. O]

Agora temos as ferramentas necessarias para provarmos o lema a seguir.

Lema 5.5.1. Sejam f,QQ,R e I' como no enunciado do teorema 5.5.1. Suponha
que seja dada uma K-fatoragdo de f, onde K = (ks)ser (mais especificamente, uma
(T, K;Q, R)-fatoragdo). Para cada § € T, denote por & a face de Q suportada por

ls — (hy — hs). Entdo existe § € I' com as sequintes propriedades
A face 8 ¢ uma aresta ( ndo apenas um vértice).

O numero de coeficientes nao determinados de gga ¢ nao nulo mas estritamente

’ . . !
menor que o numero de pontos integrais sobre ¢ .

Todos os termos nao determinados tém expoentes que sao pontos integrais adjacentes

sobre a linha suportada por ls — (hy — hs) + ks.
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A figura 5.12 ilustra o lema 5.5.1.

a4 - -
N s - W
} s - -*>

NN A E

Figura 5.12: Coeficientes indeterminados do polinomio genérico

Dem.: Comecamos definindo o poligono @) como:
Q:={reQ:l(r)>(hy —hs) +ks¥5 € '}

Note que os pontos inteiros em () correspondem a coeficientes nio de-
terminados em g. Como j4 mostramos A # (), assim, seja ¢ a face de @) suportada
por {5 — ((hy — hs) — ks) que, claramente, é paralela a . Note que cada § contém
pelo menos um ponto inteiro. Como § é paralelo a ¢ para todo § € A, entdo a
sequéncia de arestas {5 } Sel forma uma sequéncia poligonal em (). Assim, {5'} Seh
e {5} sea Satisfazem as hipéteses do lema 5.4.1. Portanto, existe no minimo uma
aresta 6 € A tal que § tem estritamente mais pontos inteiros que 6. Esta aresta §

tem as propriedades requeridas. Isto completa a prova. O

Antes de apresentarmos o proximo lema iremos definir o grau de um polinémio de

Laurent.

Definigao 5.5.2. Seja o polinémio de Laurent f = a;2* € F|z] com i € Z. Onde
o grau do polinomio de Laurent € a diferenca entre o maior e o menor expoente, se

o polinomio € nao-nulo, e —oo caso contrdrio.
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Exemplo 5.5.1. Seja o polinomio de Laurent f = 2272 +1+32+527 € Z[z]. Entdo
grau(f)=7—(-2)=09.

Lema 5.5.2. Sejam f,QQ,R e’ como no enunciado do teorema 5.5.1. suponha que
tenhamos uma K -fatoragdo de f, onde K = (ks)sep. Além disso, assuma que esta
fatoragao estende uma fatoragao de arestas dominante coprima, isto €, os polinomios
g3 e hd sdo coprimos sob fatores monomiais para todo § € T'. Entdo existe 6 € T
tal que os coeficientes de 925 nao estao todos determinados, mas eles podem ser
determinados em no mdximo um caminho consistente com as equacgoes 5.5. FEsta

determinagao pode ser computada em tempo polinomial em # Newt (f)

Dem.: Selecione § € I' tal que as propriedades do lema 5.5.1 sejam satisfeitas.
Sejam ng e mg os nimeros de pontos integrais sobre §' e ¢ respectivamente, onde
8 e & estdo definidas como na prova do lema 5.5.1. Entdo temos que ngs > mg e
mg > 1. Com a aresta 0 podemos definir a funcao primitiva afim associada a § como
ls = y1e1 + Y22 — hs, onde 1 e ¥, sao coprimos. Sejam z e w as novas variaveis.

Usando as transformadas
i1 = e1(o — e2(1, € iy = e1y1 — exye = U5 (ex, e2) + hy,
qualquer monomio da forma x®y°* pode ser escrito como
Yy = Z™ (5.6)

Todo monoémio em gf ¢ da forma z°'y** onde f5(ey,e2) = hy — hs +i. Sejam o0s
monomios s e t os termos de g e h respectivamente cujos expoentes vetoriais sao os
vértices comeco das faces de () e R definidas por {5 — (hy — hs) € s+ (hg — hs) + hs,
respectivamente (ou seja, os vértices comego de §ed, respectivamente). Entao

apos termos feito as mudangas de variaveis chegamos a:

@ (z,w) = sw'G; (2), b (z,w) = tw'H; (2) e f(z,w) = stw'F; (2),
onde G; (2), H; (2) e F; (z) sao polinomios de Laurent univariados. Com esta cons-
trucao Gy (2), Ho (2) e Fy (2) sdo polinémios ordindrios, ou seja, que contém apenas

expoentes nao negativos de z. Para i < ks todos os coeficientes nos polinomios



5 Fatorando via politopos 91

Gi(z) e H;(z) foram determinados. Além disso G (z) é de grau ns, e também
com excessao de mg coeficientes de Gy, (2) todos os outros foram deteminados(lema
5.5.1). Com esta mudanga de varidavel as equagdes 5.3 podem ser escritas como

Fy(2) =Gy (2) Fy (2), e para k > 1 temos
G (2) Ho () + Go (2) Hi (2) = Fi (2) = ) G; (2) Hy—; (2)

Sabemos que todos os coeficientes de G; (z) e H; (z) foram determinados para 0 <
i < ks em um caminho que comegamos resolvendo Fy = GoH, e as primeiras ks — 1
equacoes acima. Entao precisamos resolver a equagao

ks—1
GrsHo + GoHy, = Fiy — > GiHp,_j. (5.7)
j=1

para os coeficientes indeterminados de Gy, e Hy,.

Primeiro calculamos, usando o algoritmo de Euclides estendido, polinomios

ordindrios unicos U (z) e V (z) tais que
V(2)Hy(2) + U (2)Go(2) =1

com deg, (U (2)) < deg. (Ho (2)) e deg, (V (2)) < deg, (Gy(z)). Note que Gy (2) e
Hy (2) sao coprimos ja que temos uma fatoracao coprima. Qualquer solugao Gy, (2)

da equacao 5.7 deve ser da forma

ks—1
Gr, = {V (Fk(s = Gij”) mod Go} +¢Go (5.8)
j=1

para algum polinomio de Laurent € (z) com coeficientes indeterminados. Reescrevendo

5.8 temos

ks—1
Gka — {V <FI<:5 — Z Gij(;_j> mod Go} = EGQ (59)

j=1
Seja d o grau do polinomio de Laurent do lado esquerdo de 5.9. Sabemos que Gy e
¢ um polinomio ordinéario, ou seja, com termos cujos expoentes sao nao negativos,
de grau ns — 1 e com termo constante nao nulo pois corresponde a aresta 8. Como

grau(G,) = ng — 1 e Gy nao possui termos cujos expoentes sdo negativos entao



5 Fatorando via politopos 92

grau(€)Go > ns — 1. Se d < ng— 1 entdo € = 0. Se d > ng — 1 entdo grau(e(z)) =
d— (ns — 1), logo €(z) possui d — (ns — 1) + 1 coeficientes indeterminados. Sabemos
que Gy, possui my; coeficientes indeterminados e € tem d — ns + 2 coeficientes todos
indeterminados. No lado esquerdo de 5.9 temos d + 1 termos, entao para Gy, ser
possivel de ser determinado é necessario que d + 1 > mgs + d — ns + 2. Por hipotese

ms <nseassimd+1—ms>d—ns+ 2.
Como descobrir €(z):

Como €(2) tem grau d — (ns + 1) entao ele tem a seguinte forma:

a+d—(ng—1)

J/

€(2) = apz® + a2t -+ Ad—(ns—1)%

-~
d—ng+2 coeficientes indeterminados
Como descobrir a?

Note que Gg possui termo constante nao nulo, pois este corresponde a
um vértice de @, fator do Newt(f). E do mesmo modo como foi feito para €, Gy

tem a seguinte forma:

Go(2) =co+cr2t 4+ -+ cpy 2™

~
nstermos
Entao eGy = cpapz® + - -+ e assim podemos encontrar a igualando este termo ao

termo de mais baixo grau no lado esquerdo de 5.9.
Calculando os coeficientes indeterminados

Seja g = grau(Gy,).Sabemos que os m; coeficientes indeterminados de

Gy, correspondem a termos adjacentes. Vamos supor que os r termos mais baixos

de Gy, tiveram seus coeficientes determinados e assim os (¢ + 1) — (ms + ) mais

altos termos também. Entao Gy, tem a seguinte forma:

b b+1 b+r—1 b b —1
GK(S = ZBOZ + b1z T+ br_1%z o +§TZ T+ br—l—ma—lz s

vV vV
r termos determinados ms termos indeterminados

b b
+ br—l—mgz +r+ms S qu +q
>

(g¢+1)—(r+ms) termos determinados
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a qual nos leva a um sistema triangular. Podemos resolver para os r mais baixos
termos de e igualando ambos os termos em 5.8. O mesmo pode ser feito para os

coeficientes dos (¢ + 1) — (ms + ) termos mais altos.
Quando o sistema pode nao ter solugao ?

No caso em que d + 1 —mg > d — ng + 2, isto é, quando ng > ms + 1
os sistemas podem nao ter solucao em comum. Neste caso pode nao haver solugao
para a equagcao 5.8 e entao, como sera explicado posteriormente, iremos para outra

aresta coprima do conjunto dominante irreduntante e faremos o mesmo sistema.

Se existir um €(z) que satisfaca 5.9 entao os coeficientes indetermina-
dos de Gy, podem ser determinados. Tendo computado a solugao de 5.9 para Gy,
podemos substituir em 5.7 e descobrir Hy,. Ou seja, computar

(Fiy — 257" Gy Hys—j) — Gy Ho
Go '

Isto completa a prova. O

Para provarmos o teorema 5.5.1 precisamos mostrar se a decomposicao
dada, Newt(f) = @+ R, corresponde ou nao a uma fatoracao f = gh do polinémio.
De acordo com o lema 5.5.1 sempre existe uma aresta do conjunto dominante irre-
dundante I' que pode ser levantada, ou seja, que os coeficientes dos termos cujos
expoentes vetoriais estao sobre ela podem ser determinados. No lema 5.5.2 obser-

vamos como esse levantamento é feito.

Quando escolhemos uma aresta de I' que satisfaca as condicoes do lema
5.5.1 para fazermos o levantamento, este nos leva a um sistema nas indeterminadas g,
que pode ou nao ter solugao. Se o sistema tem solugao continuamos o levantamento.
Porém, se o sistema nao tem solu¢ao vamos para outra aresta de I' que satisfaca o
lema 5.5.1 e tentamos fazer o levantamento. Se todas as aresta de I" levam a sistemas
que nao possuem solucao entao o levantamento nao pode continuar e podemos dizer
que a decomposicao do Newt(f) dada nao corresponde a uma fatoracao f = gh do

polinoémio.
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Se conseguirmos fazer o levantamento até o final entao teremos deter-
minado todas as indeterminadas g, e h,, ou seja, teremos dois polinomios g e h
que correspondem a decomposicao do Newt(f) dada e que sdo candidatos a uma
fatoracao f = gh . Um teste de divisao simples pode verificar se, de fato, g e h sao

fatores de f.

Para um maior esclarecimento do que foi discutido recomendamos uma

leitura do apéndice B e do exemplo 5.5.2 que consta no final do presente capitulo.
O algoritmo

Algoritmo 5.5.1.

Entrada: Um polinomio f € Flx,y].
Saida: Uma fatoracao de f ou falhou.

1. Passo: Calcular um conjunto dominante irredundante I' do Newt(f).
Para esta escolha de T, calcular todas (I'; Q, R)—fatoragdes parciais co-
primas de f, isto €, calcular todas as fatoracoes parciais coprimas rel-
ativas aos fatores () e R e o conjunto dominante I'. Note que, ) e R

variam sobre todos os pares de fatores tais que Newt(f) = Q + R.

2. Passo: Aplicando repetidamente o método usado na prova do lema
5.5.2, levante cada fatoracao de arestas dominante coprima tanto quanto
possivel. Se qualquer um destes levantamentos levar a uma fatoragao
completa entao retorne esta fatoracao e pare o algoritmo. Se nenhum

deles levar a uma fatoragcao completa entdo retorne falhou.

O algoritmo sempre funcionard quando comegar com um conjunto do-
minante irredundante I' do Newt(f) tal que todos os polinomios f2, para todo § € T,

sao livres de quadrado sob fatores monomiais.

Podemos dizer que quando o algoritmo retornar falhou entao o polinomio
f é irredutivel, pois ele testa todos os pares de fatores do Newt(f) para ver se al-

gum deles leva a uma fatoracao de f. Ou seja, se o algoritmo retornar falhou e
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f = gh entao terfamos uma decomposicao Py = P, + F,. Como o algoritmo faz o

levantamento para todos pares de fatores do Newt(f) este deveria ter obtido sucesso.

Caso contrario o algoritmo retornara um candidato a fator do polinomio

Exemplo 5.5.2. Neste exemplo vamos fatorar o polindmio f = x? + 3> + a3 + 23y
via politopos nos numeros inteiros. Observe que, como visto no exemplo 5.4.1, o
conjunto I' = {01, 02}, onde 61 vai do vértice (0,2) ao (2,0) e b2 vai do vértice (2,0)
ao (3,0), € um conjunto dominante irredundante do Newt(f) na diregio r = (1,1).
Note que f(‘fl =2* + ¢, ffl =% 31 =0, féfl = 2%y, 981 = go2y® + gy + gaor?,
9 = g2y + gawy?, 93 = goar®y?, hY' = hoo, hS' = hiox. Fazendo a mudanca de
varidvel temos: Fi' = 22 +1, F' = 22, F' =0, F' =1, G5 = goy + 9112 + 92072,

G = gnz + gia, G5 = gog, HY' = hoo, HY' = hyg.
De acordo com o lema 5.5.2 temos que
R = G,
ou seja,

Z4+1= (go2 + 9112 + 92022)(h00)-

Resolvendo o sistema encontramos g13 = 0, goo = 1, goo = 1 € hgg = 1. Que leva a
G81 =z24+1e Hgl = 1. Observe, que neste momento, determinamos os coeficientes

sobre a reta ls, = 0.

Figura 5.13: coeficientes determinados sobre a reta s, =0
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Note que a aresta 6; tem as propriedades necessdarias de acordo com o lema 5.5.1,
logo, esta pode ser levantada. Ou seja, ns, = 3 e ms, = 2 conforme pode ser

observado na figura 5.13. Calculamos V =1 e U = 0. Precisamos resolver
GY' —{V(F}") mod Gg'} = Gy,
ou seja,
(9212 + g12) — (—1) = €Gy.
Note qued =1 ens, —1 =2, entao e = 0. E assim, resolvendo o sistema, chegamos
agoy =0 egio=—1. Logo, G‘fl = —1. Agora, calculamos Hfl. Chegamos a hig = 1

€ assim Hfl = 1. Observe, que neste momento, determinamos os coeficientes sobre

a reta b5, = 1.

03

Figura 5.14: coeficientes determinados sobre a reta s, =1

Note que a aresta 6; tem as propriedades necessarias de acordo com o lema 5.5.1,
logo, esta pode ser levantada. Owu seja, ns, = 3 e ms, = 1 conforme pode ser
observado na figura 5.14. Agora, vamos calcular Ggl. Precisamos resolver o sequinte
sistema
GE — (V(F — G HE) mod G} = <G,
ou seja,
g — 1 =¢€(z* +1).

Note que d = 0. Entao € = 0.Resolvendo o sistema, obtemos goo = 1. Logo, Ggl = 1.

Observe, que neste momento, determinamos os coeficientes sobre a reta ls, = 2.
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Figura 5.15: coeficientes determinados sobre a reta s, = 2

Fatorando via politopos encontramos

2+ yt 42 + 2ty = (2 + P — ay® + 2% (1 + ).

97
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6 CONCLUSAO

Possivelmente nossa maior contribuicao presente nesta dissertacao seja
o seu texto, em portugués, sobre pesquisas recentes que ligam geometria a fatoragao
de polinomios, um tema inicialmente algébrico. Mais especificamente, estudamos

decomposigao de politopos e suas aplicagoes na fatoracao de polinémios.

No capitulo 2 apresentamos um apanhado de resultados acerca de con-
juntos convexos, especificamente politopos, que deram base para os capitulos poste-
riores. Estudamos as consequéncias que um politopo integralmente indecomponivel
tem sobre os polinomios. Ou seja, estudamos construgoes de politopos integralmente

indecomponiveis que levam a critérios de irredutibilidade de polinémios.

Os algoritmos sobre decomponibilidade e indecomponibilidade de poli-
topos, que nos trabalhos originais estavam obscuros, foram descritos detalhadamente
no capitulo 4, sempre ilustrados com exemplos e comentarios sobre suas possiveis

aplicacoes.

Enquanto a dissertacao estava sendo feita, uma pergunta continuava
em aberto: Podemos fatorar o polinomio f via a decomposicao do seu politopo de
Newton associado, ou seja, se Newt(f) = Q + R existe um fator g do polinomio f

cujo politopo de Newton associado é dado por Q).

Em 2004 a questao foi respondida. Fatima Abu Salem, Shuhong Gao e
Alan G. B. Lauder desenvolveram um algoritmo derivado do método de Hensel para
fatorar polindmios bivariados a partir da decomposicao do seu politopo de Newton

associado.

Depois de termos estudado todos estes problemas, podemos concluir
que, em um certo sentido, todas as perguntas envolvendo o politopo de newton
associado de um polinémio f foram respondidas. Isto é, se o politopo de Newton

associado ao polinémio f for integralmente indecomponivel entao f sera absoluta-
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mente irredutivel. E bom relembrar, como pode ser visto no exemplo 4.4.5, que
mesmo o politopo de Newton associado a f sendo integralmente decomponivel f
pode ou nao ser redutivel. No entanto, podemos procurar um fator do polinémio
via politopos, gracas ao algoritmo apresentado aqui. Naturalmente que ainda ha
problemas a serem resolvidos nesse ciclo, em particular, na busca de melhorias que

tornem os algoritmos mais eficientes

Como trabalho a ser feito a partir desta dissertacao, acreditamos que
possamos contribuir efetivamente para uma melhor compreensao da area. Especi-
ficamente, queremos construir familias de polinémios esparsos em F[zy, ..., x,] que
quando reduzidos para F[z, y] continuem esparsos e, assim, usarmos o levantamento

via politopos para sua fatoracao.
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APENDICE A LEVANTAMENTO DE
HENSEL

Neste apéndice estudaremos as idéias basicas do levantamento de Hensel
que podem ser encontradas na literatura em [9, 7, 22|, pois precisaremos delas
quando estivermos estudando o algoritmo de fatoracao de polinomios via polito-

pos.

Denote T'(n,q) o conjunto de todos os polindémios em F,[z,y] de grau
total n que sdo monicos em x e tem grau n em z. Seja f € T(n,q) com f = gh
onde g, h € F,[z][[y]] sdo séries de poténcia nao constante. Diremos que f = gh é
uma fatoragao analitica de f no ideal primo gerado por y. Se ambos g e h estao no
subanel [F [z, y] entdo nos referimos a f = gh como uma fatoragao polinomial de f.
Toda fatoracao analitica de f pode, em principio, ser encontrada usando poligonos
de Newton e uma forma de levantamento Hensel com respeito ao ideal primo (y).
Suponha que f = gh para certas séries de poténcia g, h € F,[z][[y]]. Primeiro de
tudo devemos examinar como os coeficientes de f,g e h sao descritos como expansoes
em y. Seja f =310 fi¥, 9= is0 0¥ € h =30 y®. Aqui fi,grhi € Fylz].
Ja que f mod y = gh mod y entao temos que fo = goho. Igualando os coeficientes

de y* para k > 1 em ambos os lados de f = gh vemos que

fi = goh1+ giho

fo = goha + g1hi + g2ho

fo = D gihni
=0

Entao para £ > 1 temos que

k-1
ol + geho = fe = Y _ gihk—i. (A1)
=1
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Agora, seja d = mdc(go, ho) com u e v escolhidos de tal forma que ugy + vhg = d e
grau(u) < grau(hg), grau(v) < grau(go). Entao d divide o lado direito da equagao

e vemos que g € hy devem ser da forma

fr— Zi-:ll Gilve—i 90

gy = v - +wk€ (A.2)
k-1

para algum polinémio wy, € F,[z]. Entao obtemos equagbes que descrevem os co-
eficientes fi, gr e h, das expansoes de f,g e h respectivamente. Considere agora
a situagdo na qual temos um polindmio f = > ;_, fry® e uma fatoracio fo =
goho € Flz]. E possivel usar as equacoes A.2 e A.3 para definir uma sequéncia de
polinémios {gr}r>¢ € {he}iso tal que g = 37,5 ayf e h = > k>0 hipy" satisfacam
f = gh mod y"*? A resposta é sim, desde que a cada estdgio wj é escolhido tal
que d, o maximo divisor comum de gg e hq , divide o polinémio f — Zf:ll gihg_i.
Se d = mdc(go, ho) # 1 entdo a escolha de wy pode nédo ser unica, logo resultando
em muitas escolhas para gi's e hy’s. Se d = mdc(go, ho) = 1, a equacdo A deter-
mina unicamente g e hy quando grau(gy) < grau(hg) e grau(hy) < grau(go). Isto

significa que o levantamento pode ser feito de maneira tunica.

Estamos interessados em fatoragao polinomial mais que em fatoracao
analitica arbitraria e assim mais algumas observacoes podem ser feitas. Suponha
que tenhamos uma fatoracao f = gh. Além disso, assumimos que f,g e h estao em
Folz,y] e n = grau(f), r = grau(g) e s = grau(h). Entdao r + s = n. Por isso
para 0 < k < n temos grau(gy) < r — k e grau(hg) < s — k. Isto significa que g
e hy deveriam ser zero nos casos em que r — k e s — k sao menores do que zero,

respectivamente.

Suponha agora que tenhamos um polinémio f € F.[z,y] e uma fa-
toragao fo = goho onde f = > fiy" e go e hg sao polindomios em F,[z] com
grau(go) = r, grau(hg) = s. Desejamos levantar esta fatoracdo para F,[z,y].
Quando usarmos as equacoes A.2 e A.3 para definirmos os polinémios g e hy deve-

mos escolher wy, com condigoes apropriadas sobre os graus. No caso que grau(fy) =n
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as restrigoes sao grau(gy) < r — k e grau(hy) < s — k. Quando mdc(gg, ho) = 1
existird no maximo um modo disto ser feito. Defina g, e h; pelas equagoes

k—1

g = v(fe — Zgihk—i) mod go (A.4)
=1
k—1

he = u(fe =Y gihi—i) mod h (A.5)
=1

e entao cheque que grau(gy) <r —k e grau(hy) < s —k.

Paran > 1, seja M (n,q) C T'(n, q) o subconjunto de todos os polinémios

cuja reducao modulo y € livre de quadrados.

Algoritmo A.0.2 (Levantamento de Hensel). Entrada: Um polinomio [ =
Moo fry® em M(n,q), onde f, € F,[x]. Saida: Todos os fatores monicos de f com

grau total entre 1 e |n/2].

Passo 1: Usar um algoritmo de fatoracao polinomial univariada para
fatorar fo, um polinomio livre de quadrados. Se fq € irredutivel entao pare o algo-
ritmo. Por isso, assuma que fo € redutivel. Listar todos os pares (go, ho) de fatores
monicos com fo = goho e 1 < grau(go) < grau(hg). Para cada par (go, ho), faca os

passos 2 — 4 onde r = grau(gy) logo 1 <r < |n/2].
Passo 2: Computar polinémios u e v com ugy + vhy = 1 e grau(u) <

grau(hy), grau(v) < grau(go).

Passo 3: Para k de 1 até |n/2], computar

=1

k—1
gk =v {fk - Zgzhkz} mod go (A.6)

k—1
hy, = u {fk - Zgihk_l} mod hy (A.7)

i=1

No caso que r > k cheque que grau(gy) < r —k, e no caso que k > r
cheque de qualquer forma g, = 0. Se uma dessas duas condi¢oes nao for satisfeita

entao pare a computacao para este par.
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Passo 4: cheque que g ==Y, _, gry® divide f. Se sim entdo retorne g.

Esta é a esséncia do levantamento de Hensel para fatorar polinomios, e

uma prova de sua corretude segue facilmente do que ja foi discutido.
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APENDICE B EXEMPLO DE FATORACAO
VIA POLITOPOS

Exemplo B.0.3. Neste exemplo vamos fatorar o polinomio f = (x®+z*)y% + (2" +
o+ 28) Y’ + (¥ + 225+ 204+ 220 + 27+ 22y + (22 + 22T+ 2+ 20+ 2P+ 20) B+ (2T +
208+ a2+ 210+ 1432 + 28+ 202y + (2 + 2P +a T+ b+t y+ at 4 200 + 204 22 428,

cujo politopo de Newton associado € dado pela figura B.1, via politopos.

2 4 5 8 10 12

Figura B.1: politopo de Newton associado a f

Usando o algoritmo 4.4.2 encontramos as decomposicoes integrais de Py tais que
P; = P, + Py,. Escolhemos a decomposicao dada pelas figuras B.2 para g e B.3 para
h.

Entdao os polinomios genéricos associados a B.2 e B.3 sao, respective-
mente: g = gax> + gs0z® + gaor* + g502° + geoz® + guz'yt + gar12’y + ga12ty +
g0y + g517°y + ger2°y + g’y + go2y® + g12wy? + goar®y? + 9322’y + o'y +
9522°Y° + go2®y® + gra2Ty? + g7y + g3y’ + g232°Y° + g332°y’ + gusa'y’ +
9537°Y* + ges°y® + 9732 Y’ + gux®y + gyt + gur'yt + gsax®yt + gaax®y* e
h = hoo + hioT + hoo? + haox® + haox* + hiyzy + ho12?y + ha1 23y + hosx?y?.

Seja 01 a aresta do newt(f) que vai do vértice (0,2) ao vértice (2,0),

9y a aresta do newt(f) que vai do vértice (2,0) ao vértice (10,0) e d3 a aresta do
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2 4 5 8

Figura B.2: politopo de Newton P, associado ao polinomio genérico g

L L VL —_
[ R (N

0.g5
0.6
0.4
0.2

u

1 2 3 4
Figura B.3: politopo de Newton Py, associado ao polinomio genérico h
newt(f) que vai do vértice (10,0) ao vértice (12,2). Note que I' = {01,09,03} € um

congunto dominante irredundante do Newt(f) na direcao r = (0,1), conforme pode

ser observado na figura B.4.

Agora, para 01, vamos calcular as ffl (x,y) para i > 0. Note que, os termos de ffl

sao os termos do polinomio f cujos expoentes vetoriais estao sobre a reta s, = 1.
0 (wy) = 2"+ ¢,
v (w,y) =0,
5 (w,y) = 20%y* + 2,
5 (2,y) = 2%y* + 2y,

0 (x,y) = 225 + 222y + 32ty + 20y,
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2 4 5 5 10 12

Figura B.4: conjunto dominante irredundante do Newt(f)
3 (z,y) = 2ty
§' () = 2° + 2% + 2"y + 22yt + 2%y,

M (z,y) = 2By + aty® + 2Ty,

gl(x’y) — xlO +$4y6 +x9y+ 2x8y2 + 2x6y4 + 2x7y3’
5 (w,y) = 2"y,
(T, y) = 2% + 2% + 2Ty + 2%y,
N, y) = 2% + 2% e

1 (2,y) = a'y® + a%y° 4 227%"

Observe que os g?l e hfl sao obtidos do mesmo modo. Fazendo as mudancgas de

varidavel descritas no lema 5.5.2 para 61, obtemos:

Fg1:1+22,
' =0,
5 _ 2

F3' =2+ 27,

F?fl:z_l—kz,

F' =222 4224342,
=27t

Y

Fr =224 1+z2+22 4271
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F7‘51 =24 2341,

F' =224t 242422724227
Fgl =272,
Fy=1+4z"+273+272
Fii=z'42"¢
Fi=1+z"+2:72

Note que esta mudanca de varidvel funciona do mesmo jeito para 0s polindomiuos
genéricos g e h. Assim como, a mudanca de varidvel das arestas do e d3 sequem de

modo similar.

Agora estamos prontos para comec¢ar a fatoracao do polinomio f wvia

politopos sobre os niumeros inteiros.
Passo 1 do algoritmo 5.5.1

Comegamos calculando G e HY para as arestas do conjunto dominante

rredundante.

Calculando para 01 :
R =Gy HY'.

(14 2%) = (g202" + 9112 + go2) (hoo). (B.1)

Note que gog # 0, go2 # 0 e hog # 0, pois correspondem a vértices dos poligonos
P, e Py. Resolvendo o sistema que obtemos quando igualamos os coeficientes dos
polinomios de z em ambos os lados da equacdo B.1, obtemos: g1 = 0, goo = 1,
hoo =1 € go2 = 1. Logo,

G =2+1eH) =1.

Conforme pode ser observado na figura B.5, neste momento acabamos de determinar
0s coeficientes dos termos do polinomio genérico g cujos expoentes vetoriais estdo

sobre a reta £, = 0.
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4 - - > - -

3 - -» * - - - -

} - - - - > > - -
1 - - - - »> -

/I\J
+
=9
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ui}

Figura B.5: €5, =0

Calculando para 6y:
F* = GRH?
(14224224 +254-2%) = (1+g302+ 91022 +9502° + 9602 (1+h1o2+hoo2® +hso 2> +hagz*)
(B.2)
Note que geo # 0 e Hyy # 0. Resolvendo o sistema que obtemos quando igualamos os

coeficientes dos polinomios de z em ambos os lados da equagao B.2, temos: gzo = 0,

910 =0, g50 =0, geo =1, h1o =0, hoo =1, hgo = 0 e hyp = 1. Logo:
G =142 e H? =1+ 22+ 2%

Conforme pode ser observado na figura B.6, neste momento acabamos de determinar
os coeficientes dos termos do polinomio genérico g cujos expoentes vetoriais estdo

sobre a reta U5, = 0.

Calculando para 63:

03 __ 403 1703
FO _GOHO

(14 2%) = (1 + gnz + gsa2?)(1) (B.3)
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44 - - - - -
3 - - - - - - -
} - - - - > > - -
14 > > - - -> -
- -

Figura B.6: (s, =0

Note que ggo # 0. Resolvendo o sistema que obtemos quando igualamos os coefi-

cientes de z em B.3, obtemos: g;1 =0 e gso = 1. Logo,
G =142 e HP = 1.

Conforme pode ser observado na figura B.7, neste momento acabamos de determinar
os coeficientes dos termos do polinomio genérico g cujos expoentes vetoriais estdo

sobre a reta U5, = 0.

+
y

Figura B.7: {5, =0
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Passo 2 do algoritmo 5.5.1
Neste momento observe que de acordo com a figura B.7 temos:

n51:3 n52:5 7’L53:3
ms, =2 Mms, =95 Mgy, =2

De acordo com o lema 5.5.1 as arestas 61 e 09 podem ser levantadas. Escolhemos 6,

para iniciar o levantamento. Vamos calcular Vi, e Us, tais que
81 81
Encontramos:
Vgl =1le U<51 =0.

Vamos calcular GO = go1Z + g12 -
—_—

m51:2
GS — {V(F{) mod G'} = €GY.
(g2lz + 912) = 6(1 + 22) (B4)

d=1
Comod=1<ns —1 =2 entao e = 0. Igqualando os polinomios em B.4 e resolvendo

o sistema obtemos g1 =0 e g0 = 0. Temos que:
GO =0 e HY =0,

Conforme pode ser observado na figura B.8, neste momento acabamos de determinar
0s coeficientes dos termos do polinomio genérico g cujos expoentes vetoriais estdo

sobre a reta U5, = 1.

Neste momento observe que de acordo com a figura B.8 temos:

n51:3 7152:5 TL53:3

m51:3 m52:4 m53:2
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. -» -» - - -»
3\ - - - - - - -
} - - - L 2 > >
1 > - - -

-

=g

XN\ A e

Figura B.8: {5, =1

Entao, de acordo com o lema 5.5.1, as arestas 0o e 03 podem ser levantadas. Fs-

colhemos a aresta d5. Vamos calcular G‘f“’ = g312 +g4122 + g51z3 +gelz4. Temos

ms, =4
que:
‘/252 :_22 6U52 - 1+Z2
Vamos resolver:
G — {V®(F{?) mod G} = €GP
9317 + gu 2’ + (gs1 — 1)2° + gar2* = e(1+ 2*) (B.5)
d=3

Como d = 3 < ng, —1 = 4 entao e = 0. Igualando os polinomios em B.5 e

resolvendo o sistema obtemos g31 = 0, g1 =0, gs1 = 1 e gs1 = 0. Logo G‘fQ = 23.

Vamos calcular H® = hyyz 4 hyy 2% + hs1 2°.

hHZ + h2122 + h3123 = 22. (BG)
Igualando os polinomios em B.6 obtemos: hiy =0, hoy =1 e hgy = 0. Temos que
G =23 ¢ H? = 22

Conforme pode ser observado na figura B.9, neste momento acabamos de determinar
os coeficientes dos termos do polinomio genérico g cujos expoentes vetoriais estdo

sobre a reta ls, = 1.
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Figura B.9: {5, =1

Neste momento observe que de acordo com a figura B.9 temos:

n51:3 n52:5 7153:3

m51:2 TTL52:6 TTZ53:1

Entao, de acordo com o lema 5.5.1, as arestas 41 e 63 podem ser levantadas. Esco-
lhemos a aresta 6,. Vamos calcular Ggl = goo + 913271.
S —

ms, =2

Gyt — {V(Fy* — G HY') mod (GJ')} = Gyt

(g2 — 1) + 9132711 =e(z?+1) (B.7)

.

d=1

Comod=1<ns —1=2 entao e =0. Igualando os polinomios em B.7 e resolvendo

o sistema obtemos goo = 1 € g13 = 0. Logo:
G =1eH) =1.

Conforme pode ser observado na figura B.10, neste momento acabamos de deter-
minar os coeficientes dos termos do polinomio genérico g cujos expoentes vetoriais

estao sobre a reta {5, = 2.
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Figura B.10: {5, =2
Neste momento observe que de acordo com a figura B.10 temos:

n51:3 n52:5 n53:3

77151:2 m52:5 TTL53:1

Entao, de acordo com o lema 5.5.1, as arestas d1 e 63 podem ser levantadas. Esco-
lhemos a aresta 6. Vamos calcular Ggl = g0 + gogz L.
2
ms, =

2
Gy —{Vs, (F5' =) G HJ' ) mod G } = Gy
j=1
\(923 — 1)zt 4 g3 — z= e(1+ 27) (B.8)
e

Como d =2 =ngs —1 =2 entao grau(e) =d—(ns, —1) =2—2=0. Logo, € = bz".

Onde 2% € igual ao termo de mais baixo grau no lado esquerdo de B.8. Entao a = —1
e € = bz~!. Resolvendo o sitema obtido quando igualamos os polinémios em B.8

obtemos: b= —1, gs2 =0 e go3 = 0. Logo:
G =0eH =271,

Conforme pode ser observado na figura B.11, neste momento acabamos de deter-
minar os coeficientes dos termos do polinomio genérico g cujos expoentes vetoriais

estao sobre a reta {5, = 3.
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Figura B.11: {5, =3
Neste momento observe que de acordo com a figura B.11 temos:

n51:3 ’)152:5 7153:3

m51:3 m52:4 m53:1

Entao, de acordo com o lema 5.5.1, as arestas d5 e d3 podem ser levantadas. Escol-

hemos a aresta d5. Vamos calcular

ng =22 —+ 1 + 94222 + 95223 + 96224 + g72zi +Z6.

ms, =4

2724 (912 +2)2° + g522° + geaz” + gra2” +2° = e(1+2Y). (B.9)
d=8
Como d = 8 > ng, — 1 = 4 entdo o grau(e) = 8 —4 = 4. Logo, € tem 5 termos.

€ = bz® + 2T+ d2*? £ ezt 4 f29 . Onde 2% € igual ao termo de mais baizo
grau no lado esquerdo de B.9. Logo 2* = 22 e assim, € = bz > +cz 1 +d+ez+ f22.
Igualando os polinomios em B.9 e resolvendo o sistema, obtemos: gy = 0, gs0 = 0,
g2 = 0 € gro = 0. Agora, vamos calcular H®? = hoo2?.
Fy? — GPHY — Gy Hy

G82 =z

hoo2? = 22 (B.10)

d2 __
H2 -

Igualando os polinomios em B.10, obtemos: hoy = 1. Entdo:

GY =22 41425 e HP? = 22
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Conforme pode ser observado na figura B.12, neste momento acabamos de deter-
minar os coeficientes dos termos do polinomio genérico g cujos expoentes vetoriais

estao sobre a reta (s, = 2.
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Figura B.12: {5, = 2
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Neste momento observe que de acordo com a figura B.12 temos:
n51:3 n52:5 n53:3
m51:2 m52:5 m53:1

Entao, de acordo com o lema 5.5.1, as arestas 6, e d3 podem ser levantadas. Fsco-

lhemos a aresta 6;. Vamos calcular Gil =224+ z4 9332_1 + 9242_2 )

ms, =2

(goa —2)27 2+ ggaz  + 2% = €(1 + 2%) (B.11)

d=4

Como d = 4 > ns, — 1 = 2 entdo grau(e) = 4 — 2 = 2, logo, € possui 3 termos.
Como feito anteriormente, temos que: € = az~2+bz"' +c. Iqualando os polinémios

em B.11 e resolvendo o sistema temos que : g3 =0 € goy = 1. Entao:
G =2242422eH=142"2

Conforme pode ser observado na figura B.13, neste momento acabamos de deter-
minar os coeficientes dos termos do polinomio genérico g cujos expoentes vetoriais

estao sobre a reta {5, = 4.
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Figura B.13: {5, =4

Neste momento observe que de acordo com a figura B.13 temos:

7151:3 n52:5 n53:3

m51:2 m52:4 m53:1

Entao, de acordo com o lema 5.5.1, todas as arestas podem ser levantadas. Fscolhe-

mos a aresta 0. Vamos calcular

G? = g4322 + g532° + geaz" + 973Zi-

m52:4
g4322 + <g53 — 1)23 + 96324 + g73251 = 6(1 + 24). <B12)
d=3
Comod =3 < ns, —1 = 4 entao ¢ = 0. Igualando os polinomios em B.12 e

resolvendo o sistema, obtemos: g3 =0, gs3 =1, g63 =0 e gr3 = 0. Entao:
G =2% e HP = 271,

Conforme pode ser observado na figura B.14, neste momento acabamos de deter-
minar os coeficientes dos termos do polinomio genérico g cujos expoentes vetoriais

estao sobre a reta {5, = 3.
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Figura B.14: {5, =3

Neste momento observe que de acordo com a figura B.14 temos:

n51:3 7152:5 n53:3

m51:1 777,52:4 7Tl53:1

Entao, de acordo com o lema 5.5.1, todas as arestas podem ser levantadas. Fscolhe-

mos a aresta 6. Vamos calcular

fo =1+ g3z + 94422 + 9542’3 + 96426

ms, =4

L+ g3z + 91a2” + g2’ + 96424/ =e(1+2). (B.13)
d=1

Como d = 4 = ngs, — 1 = 4 entdo grau(e) = 0. Logo, como feito anteriormente
€ = a. Igualando os polinomios em B.13 e resolvendo o sistema obtemos: g3y = 0,

9ua =0, gsa =0 e gea = 1. Entao:
G2 =1+ 2%

Conforme pode ser observado na figura B.15, neste momento acabamos de deter-
minar os coeficientes dos termos do polinomio genérico g cujos expoentes vetoriais

estao sobre a reta ls, = 4.
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Figura B.15: {5, = 4
Fazendo a fatoragao via politopos obtemos:

g= ZL’2 —f-l’G +x2y2 +y2 +.178y2 +x5y3 +x2y4 +.’L‘6y4 + CCSy

h=1+2%+2* + 2%y + 2%°.



